Kubicky spline

e Motivace:

— Aproximace pomoci Lagrangeova interpolacniho polynomu je vhodnda jen pro nékteré funkce
a maly pocet bodu. Napiiklad pro interpolaci 1000 bodta bychom potiebovali polynom stupné
999. To by bylo drahé (byl by potieba velky pocet operaci) a neptesné (kvuli vysokym moc-
nindm by se mohla s¢itat ¢isla ruznych fadu velikosti). Aproximace s pouzitim jen nékterych
vybranych bodu by byla jednodussi, ale vybér takovych boda by nebyl jednoznacény.

— Zkusime jiny, intuitivni ptistup. Méjme zadanu tabulku bodu z uré¢itého intervalu a ptislusnych
funkénich hodnot. Chceme-li rychle odhadnout funkéni hodnotu y(z) v néjakém bodu x daného
intervalu, nejrychlejs{ je najit v tabulce dva nejblizsi okolni body a hodnotu odhadnout bud
jednim z nich nebo jejich kombinaci (né¢im mezi nimi). Aproximovali bychom tedy lokalné -
jen na zakladé okolnich dat.

e Jednoduché lokalni aproximace:

— 7 hlavy bychom snadno provedli nejjednodussi aproximaci: nespojitou. K bodu z, ve kterém
chceme odhadnout funkéni hodnotu y(z), nalezneme v tabulce okolni body z; < x a z3 >z
a podle toho, ktery je blize, odhadneme bud’ y(z) ~ y(z1) nebo y(x) ~ y(x2).

— Na papife muzeme snadno jit o krok dal: k spojité interpolaci linedrni v daném intervalu, tedy
linedrni kombinaci y(z1) a y(z2).

— Na pocita¢i snadno vypocteme i aproximaci hladkou, tedy takovou, kterd ma vsude (tedy
i v bodech zadanych tabulkou) spojitou prvni derivaci. Pro takovou aproximaci se pouzivaji
kubické spliny.

Uvedené tfi typy aproximaci jsou zndzornény na néasledujicim obrazku
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e Odvozeni kubického splinu:

— Hleddme takovou funkci y(x), kterd bude v bodech z1 a x5 prochézet jejich hodnotami y; =
y(x1) a yo = y(z2) a zdroven bude v téchto bodech hladka (tedy bude tam mit spojitou prvni
derivaci). Na kazdém intervalu [z;,z;11] tedy mdme ¢tyfi podminky
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a proto tam budeme aproximovat funkci kterd ma ¢tyfi parametry: kubickou
y(z) =a+bx+ca® +da’.

— Abychom zajistili spojitost prvni derivace, budeme pozadovat existenci druhé derivace na
celém intervalu véetné koncovych bodu. Funkci dvakrat zderivujeme

Y (z) =b+2cx+3da?, y'(x) =2c+6dx
a dosadime krajni body
Yl =2c+6day, yh =2c+6dxs.

Hodnoty druhych derivaci v krajnich bodech, tedy y{ a y4, uréime pozdéji. Odectenim rovnic
od sebe ziskdame
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a zpétnym dosazenim do jedné z nich
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— Ddle jsme v (1) pozadovali, aby funkce y(x) prochazela koncovymi body intervalu, tedy
y1 =a+bxy +cat+dad, Yo =a+bxy +cas+das.

Odtud lze jiz snadno ziskat zbyvajici parametry a a b.

— Protoze vyjddieni aproximace y(x) pomoci parametru a,b,c,d nevypadd hezky, obvykle se
funkce zapisuje ve tvaru

y(z) = A(x) y1 + B(x) y2 + C(x) y{ + D(x) v, (2)
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— Zbyva uréit hodnoty druhych derivaci y{ a y4. To uc¢inime z pozadavku spojitosti v krajnich
bodech. Nejprve zderivujeme funkei y(z) ve tvaru (2). Derivace pomocnych funkei jsou
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a tedy
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Derivace aproximace y(x) v bodu x1 ovSem musi byt spojitd, a proto musi vyjit stejné pro
lokdln{ funkei na intervalu [zg,z1], oznacime ji yp 1j(x), a pro lokdlni funkci na intervalu
[21, 22], oznaéime ji yp 9)(z). Polozime tedy
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odkud s pouzitim (3) dostdvame
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a po prevedeni neznamych na levou stranu
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Napiseme-li toto pro vSechny body, mame soustavu linedrnich rovnic pro neznamé hodnoty
druhych derivaci. Tato soustava ma tridiagonalni matici a umime ji proto snadno fesit. Krajni
hodnoty druhych derivaci mame bud zaddny, a nebo (East&ji) je volime rovny nule (tzv.
prirozeny spline).



