
Kubický spline

• Motivace:

– Aproximace pomoćı Lagrangeova interpolačńıho polynomu je vhodná jen pro některé funkce
a malý počet bod̊u. Např́ıklad pro interpolaci 1000 bod̊u bychom potřebovali polynom stupně
999. To by bylo drahé (byl by potřeba velký počet operaćı) a nepřesné (kv̊uli vysokým moc-
ninám by se mohla sč́ıtat č́ısla r̊uzných řád̊u velikosti). Aproximace s použit́ım jen některých
vybraných bod̊u by byla jednodušš́ı, ale výběr takových bod̊u by nebyl jednoznačný.

– Zkuśıme jiný, intuitivńı př́ıstup. Mějme zadánu tabulku bod̊u z určitého intervalu a př́ıslušných
funkčńıch hodnot. Chceme-li rychle odhadnout funkčńı hodnotu y(x) v nějakém bodu x daného
intervalu, nejrychleǰśı je naj́ıt v tabulce dva nejbližš́ı okolńı body a hodnotu odhadnout bud’

jedńım z nich nebo jejich kombinaćı (něč́ım mezi nimi). Aproximovali bychom tedy lokálně -
jen na základě okolńıch dat.

• Jednoduché lokálńı aproximace:

– Z hlavy bychom snadno provedli nejjednodušš́ı aproximaci: nespojitou. K bodu x, ve kterém
chceme odhadnout funkčńı hodnotu y(x), nalezneme v tabulce okolńı body x1 ≤ x a x2 ≥ x
a podle toho, který je bĺıže, odhadneme bud’ y(x) ≈ y(x1) nebo y(x) ≈ y(x2).

– Na paṕı̌re můžeme snadno j́ıt o krok dál: k spojité interpolaci lineárńı v daném intervalu, tedy
lineárńı kombinaci y(x1) a y(x2).

– Na poč́ıtači snadno vypočteme i aproximaci hladkou, tedy takovou, která má všude (tedy
i v bodech zadaných tabulkou) spojitou prvńı derivaci. Pro takovou aproximaci se použ́ıvaj́ı
kubické spliny.

Uvedené tři typy aproximaćı jsou znázorněny na následuj́ıćım obrázku

Kubicky spline
V minule hodine jste videli, jak je mozne prolozit zadanymi body Lagrangeuv
interpolacni polynom. Aproximace pomoci tohoto polynomu je vsak vhodna
jen pro nektere funkce a jen pro maly pocet bodu. Predstavme si, ze mame v
tabulce zadanych bodu napriklad 1000. Prokladat jimy polynom 999 stupne
asi neni moc dobry napad. Jednak by byl vzorec asi dost nepresny (kvuli
vysokym mocninam by se mohla scitat cisla ruznych radu) a potom by na
jeho vycisleni byl potreba velky pocet operaci.

Jak dal? Vynechavat nektere body? To by asi nekdy mohlo fungovat, ale i
kdyby bylo mozne nektere body vynechat, jak rozhodnout ktere?

Zkusime neco lepsiho. Budeme postupovat podobne, jako bychom postupo-
vali, kdyby po nas nekdo chtel rychle odhad nejake hodnoty na zaklade bodu
v tabulce. To bychom proste nasli 2 nejblizsi body a vysledek odhadli bud
jednim z bodu nebo necim mezi nimi. Aproximaci bychom tedy provedli jen
na zaklade okolnich bodu - tzn. lokalne.

Z hlavy bychom asi dokazali jednoduse udelat jen aproximaci nespojitou.
Napriklad, kdyz mame najit hodnotu funkce y v bode x, najdeme v tabulce
okolni body x1 a x2 a podle toho, ke kteremu bodu je x bliz odhadneme
funkci y hodnotou y1 nebo y2.

Na papire bychom mohli jit o krok dal a udelat aproximaci linearni - spojitou
uvnitr intervalu. Na pocitaci muzeme udelat jeste vic a pokusit se najit
aproximaci, ktera ma dokonce i spojitou derivaci v zadanych bodech. Pro
takovou aproximaci se pouzivaji kubicke spliny.
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• Odvozeńı kubického splinu:

– Hledáme takovou funkci y(x), která bude v bodech x1 a x2 procházet jejich hodnotami y1 =
y(x1) a y2 = y(x2) a zároveň bude v těchto bodech hladká (tedy bude tam mı́t spojitou prvńı
derivaci). Na každém intervalu [xi, xi+1] tedy máme čtyři podmı́nky

∀ i,

y(xi) = yi, lim
x→xi,+

y′(x) = lim
x→xi,−

y′(x),

y(xi+1) = yi+1, lim
x→xi+1,−

y′(x) = lim
x→xi+1,+

y′(x)
(1)

a proto tam budeme aproximovat funkćı která má čtyři parametry: kubickou

y(x) = a + b x + c x2 + d x3.

– Abychom zajistili spojitost prvńı derivace, budeme požadovat existenci druhé derivace na
celém intervalu včetně koncových bod̊u. Funkci dvakrát zderivujeme

y′(x) = b + 2 c x + 3 d x2, y′′(x) = 2 c + 6 d x

a dosad́ıme krajńı body

y′′1 = 2 c + 6 d x1, y′′2 = 2 c + 6 d x2.

Hodnoty druhých derivaćı v krajńıch bodech, tedy y′′1 a y′′2 , urč́ıme později. Odečteńım rovnic
od sebe źıskáme

d =
1

6

y′′2 − y′′1
x2 − x1

a zpětným dosazeńım do jedné z nich

c =
1

2

x2 y
′′
1 − x1 y

′′
2

x2 − x1
.

– Dále jsme v (1) požadovali, aby funkce y(x) procházela koncovými body intervalu, tedy

y1 = a + b x1 + c x21 + d x31, y2 = a + b x2 + c x22 + d x32.

Odtud lze již snadno źıskat zbývaj́ıćı parametry a a b.

– Protože vyjádřeńı aproximace y(x) pomoćı parametr̊u a, b, c, d nevypadá hezky, obvykle se
funkce zapisuje ve tvaru

y(x) = A(x) y1 + B(x) y2 + C(x) y′′1 + D(x) y′′2 , (2)

kde

A(x) =
x2 − x

x2 − x1
, C(x) =

1

6
(A3 −A)(x2 − x1)

2, (3a)

B(x) =
x− x1
x2 − x1

= 1−A, D(x) =
1

6
(B3 −B)(x2 − x1)

2. (3b)
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– Zbývá určit hodnoty druhých derivaćı y′′1 a y′′2 . To učińıme z požadavku spojitosti v krajńıch
bodech. Nejprve zderivujeme funkci y(x) ve tvaru (2). Derivace pomocných funkćı jsou

A′ = − 1

x2 − x1
, C ′ =

1

6
(x2 − x1)

2(A3 −A)′ =

= − 1

6
(x2 − x1)(3A

2 − 1),

B′ =
1

x2 − x1
, D′ =

1

6
(x2 − x1)(3B

2 − 1)

a tedy

y′(x) = A′(x) y1 + B′(x) y2 + C ′(x) y′′1 + D′(x) y′′2

=
y2 − y1
x2 − x1

− 1

6
(x2 − x1)(3A

2 − 1) y′′1 +
1

6
(x2 − x1)(3B

2 − 1) y′′2 .

Derivace aproximace y(x) v bodu x1 ovšem muśı být spojitá, a proto muśı vyj́ıt stejně pro
lokálńı funkci na intervalu [x0, x1], označ́ıme ji y[0,1](x), a pro lokálńı funkci na intervalu
[x1, x2], označ́ıme ji y[1,2](x). Polož́ıme tedy

y′[0,1](x1)
!
= y′[1,2](x1)

a po dosazeńı

y1 − y0
x1 − x0

− 1

6
(x1 − x0)(3A

2
[0,1](x1)− 1) y′′0 +

1

6
(x1 − x0)(3B

2
[0,1](x1)− 1) y′′1 =

=
y2 − y1
x2 − x1

− 1

6
(x2 − x1)(3A

2
[1,2](x1)− 1) y′′1 +

1

6
(x2 − x1)(3B

2
[1,2](x1)− 1) y′′2 ,

odkud s použit́ım (3) dostáváme

y1 − y0
x1 − x0

+
1

6
(x1 − x0) y

′′
0 +

1

6
(x1 − x0) 2 y′′1 =

y2 − y1
x2 − x1

− 1

6
(x2 − x1) 2 y′′1 −

1

6
(x2 − x1) y

′′
2

a po převedeńı neznámých na levou stranu

x1 − x0
6

y′′0 +
x2 − x0

3
y′′1 +

x2 − x1
6

y′′2 =
y2 − y1
x2 − x1

− y1 − y0
x1 − x0

.

Naṕı̌seme-li toto pro všechny body, máme soustavu lineárńıch rovnic pro neznámé hodnoty
druhých derivaćı. Tato soustava má tridiagonálńı matici a umı́me ji proto snadno řešit. Krajńı
hodnoty druhých derivaćı máme bud’ zadány, a nebo (častěji) je voĺıme rovny nule (tzv.
přirozený spline).
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