Lagrangeuv interpolacni polynom

o Zadani:

Mame zadané diskrétni funkéni hodnoty néjaké funkce f v nékolika bodech xg,...,x,. Témito hodnotami
chceme prolozit polynom L(z), ktery bude samoziejmé stupné nejvyse n.

Napiiklad pro 1 bod to bude konstantni funkce, pro 2 body piimka (nebo konstantni funkce, pokud budou
funkéni hodnoty v obou bodech stejné), pro 3 body parabola (pfipadné piimka nebo konstantni funkce),
atd.

Priklad:

Zkusme prolozit jednoduchy Lagrangeuv interpola¢ni polynom body zadanymi dle tabulky
i Jofr]2]3]

T; 4 | -1 0 2

f(zi) || -28 | -16 | -36 | -40

Méame 4 body, hledame tedy polynom stupné nejvyse 3. Postup je nasledujici.

— Zkonstruujeme Ctyii pomocné polynomy tfetiho stupné, z nichz kazdy se bude v jednom z bodu x;
rovnat zadané funkéni hodnoté f(z;) a v ostatnich tfech bodech bude roven nule.

— Polynomy secteme. Tim dostaneme polynom ktery je opét 3. stupné a ma pozadované vlastnosti, tedy
prochéazi vSemi ¢tyimi body.

Sestavime prvni pomocny polynom [y(z) vyse uvedenych vlastnosti. Body x1,x9,x3, ve kterych mé byt
nulovy, budou jeho kofeny, a tedy jeho tvar bude

lo(z) = [2] x (z — 21)(z — 22)(z — x3),

kde uréime z pozadavku, aby se polynom v bodu xg rovnal hodnoté f(xg), tedy

1

lo(zo) = X (2o — z1)(z0 — 22) (20 — 23) = f(20),

a proto

_ f(zo)
_(

o — (L‘l)(.’L'() — 1‘2)(1‘0 — .C63)7
takze prvni pomocny polynom bude

f(@o) (z — 21)(z — 22)(2 — 23)

(zo — z1)(z0 — 22)(T0 — 73)

lo(z) =

Podobné zkonstruujeme ostatni pomocné polynomy:

f(@1) (x — @o)(z — x2)(x — 3)
x1 — x0) (21 — x2)(T1 — 3)

ll(.l‘) = ( )

f(x2) (x — 20)(z — 21) (T — 73)
(
(23)

l2 (J?) =

xy — x0) (T2 — 1) (72 — 23)

f(z3) (x — zo)(z — z1)(z — x2)
(x5 — z0) (23 — 1) (23 — 22)

I3(z) =



Hledany Lagrangeuv interpola¢ni polynom je pak jejich souc¢tem
L(a:) = l()(CE) + ll(:L‘) + lg(ﬂ?) + lg(m)

Pro konkrétni hodnoty dané v tabulce médme pomocné polynomy

= 28(z = (—1))(x = 0)(x — 2) B 7
oS 02 - oprleries?)
_ —16(z — (—4))(z — 0)(x — 2) B 16
lhi(z) = Cl- )1 —0)(-1-2) = —395(:64-4)(:3—2)
_ =360z — (=4)(z — (=D)(z - 2) _ 9
lo(x) = 0— ()0 - ())0-2) = 5(:U—|—4)(x+1)(x—2)
_ —40( — (~4)(z — (<1))(x — 0) 1w
WS Tecne-cne-0 - grlrdty
a Lagrangeuv polynom
L(z) = 22% +42> - 182 -36 = 2(z+3)(z—3)(z+2),

jejichz prubéh si muzete prohlédnout na nésledujicim obrazku.
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e Obecny tvar:

Jak jsme vidéli vyse, Lagrangeuv interpolaéni polynom n-tého stupné lze obecné zapsat jako

Lu(@) = 3 f() Ti(w),
1=0

kde

L) = [ ——2.

v —
j=0.4#i " Y

Lagrangeuv polynom lze také zapsat jako (viz prednasky)

Lo(z) =Y f(a2) m
i=0 !

)wp (i)’



kde jsme oznagili

wp(z) = H(x —z;) = (z —xzo)(x —x1) ... (x — xp).
i=0
Snadno lze ovéfit, ze derivace funkce wy () v bodu x;, tedy w/,(z;) je ddna vztahem
w%(wz) = (xz — xo)(xl - .’Bl) ce (l’l — {L‘Z'_l)(xi - «Tz'—i-l) e (-751 — xn),

tedy v podstaté odpovidd funkéni hodnoté wy,(x;) s vynechdnim jednoho ¢lenu.



