
Lagrange̊uv interpolačńı polynom

• Zadáńı:

Máme zadané diskrétńı funkčńı hodnoty nějaké funkce f v několika bodech x0, . . . , xn. Těmito hodnotami
chceme proložit polynom L(x), který bude samozřejmě stupně nejvýše n.

Např́ıklad pro 1 bod to bude konstantńı funkce, pro 2 body př́ımka (nebo konstantńı funkce, pokud budou
funkčńı hodnoty v obou bodech stejné), pro 3 body parabola (př́ıpadně př́ımka nebo konstantńı funkce),
atd.

• Př́ıklad:

Zkusme proložit jednoduchý Lagrange̊uv interpolačńı polynom body zadanými dle tabulky

i 0 1 2 3

xi -4 -1 0 2

f(xi) -28 -16 -36 -40

.

Máme 4 body, hledáme tedy polynom stupně nejvýše 3. Postup je následuj́ıćı.

– Zkonstruujeme čtyři pomocné polynomy třet́ıho stupně, z nichž každý se bude v jednom z bod̊u xi
rovnat zadané funkčńı hodnotě f(xi) a v ostatńıch třech bodech bude roven nule.

– Polynomy sečteme. T́ım dostaneme polynom který je opět 3. stupně a má požadované vlastnosti, tedy
procháźı všemi čtyřmi body.

Sestav́ıme prvńı pomocný polynom l0(x) výše uvedených vlastnost́ı. Body x1, x2, x3, ve kterých má být
nulový, budou jeho kořeny, a tedy jeho tvar bude

l0(x) = ? × (x− x1)(x− x2)(x− x3),

kde ? urč́ıme z požadavku, aby se polynom v bodu x0 rovnal hodnotě f(x0), tedy

l0(x0) = ? × (x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
!
= f(x0),

a proto

? =
f(x0)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
,

takže prvńı pomocný polynom bude

l0(x) =
f(x0) (x− x1)(x− x2)(x− x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
.

Podobně zkonstruujeme ostatńı pomocné polynomy:

l1(x) =
f(x1) (x− x0)(x− x2)(x− x3)

(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)
,

l2(x) =
f(x2) (x− x0)(x− x1)(x− x3)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3)
,

l3(x) =
f(x3) (x− x0)(x− x1)(x− x2)

(x3 − x0)(x3 − x1)(x3 − x2)
.
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Hledaný Lagrange̊uv interpolačńı polynom je pak jejich součtem

L(x) = l0(x) + l1(x) + l2(x) + l3(x).

Pro konkrétńı hodnoty dané v tabulce máme pomocné polynomy

l0(x) =
−28(x− (−1))(x− 0)(x− 2)

(−4 − (−1))(−4 − 0)(−4 − 2)
=

7

18
x (x + 1) (x− 2)

l1(x) =
−16(x− (−4))(x− 0)(x− 2)

(−1 − (−4))(−1 − 0)(−1 − 2)
= − 16

9
x (x + 4) (x− 2)

l2(x) =
−36(x− (−4))(x− (−1))(x− 2)

(0 − (−4))(0 − (−1))(0 − 2)
=

9

2
(x + 4) (x + 1) (x− 2)

l3(x) =
−40(x− (−4))(x− (−1))(x− 0)

(2 − (−4))(2 − (−1))(2 − 0)
= − 10

9
x (x + 4) (x + 1)

a Lagrange̊uv polynom

L(x) = 2x3 + 4x2 − 18x− 36 = 2 (x + 3) (x− 3) (x + 2),

jejichž pr̊uběh si můžete prohlédnout na následuj́ıćım obrázku.

Jednotlive polynomy l0(x), l1(x), l2(x), l3(x) i vysledny Lagrangeuv inter-
polacni polynom L(x) si muzete prohlednout v nasledujicim obrazku.

Lagrangeuv intepolacni polynom muzeme zapsat timto obecnym vztahem

Ln(x) =
n∑

i=0

f(xi)li(x) , (6)

kde

li(x) =
n∏

j=0,j 6=i

x− xj
xi − xj

. (7)

Vztah pro Lagrangeuv interpolacni polynom je mozne napsat obecne take
jako (viz. prednasky)

Ln(x) =
n∑

i=0

f(xi)
ωn(x)

(x− xi)ω′n(xi)
, (8)

kde jsme oznacili

ωn(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn) . (9)
Derivace funkce ωn(x) v bode xi, tedy ω′n(xi) je dana vztahem
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• Obecný tvar:

Jak jsme viděli výše, Lagrange̊uv interpolačńı polynom n-tého stupně lze obecně zapsat jako

Ln(x) =
n∑

i=0

f(xi) Γi(x),

kde

Γi(x) =
n∏

j=0,j 6=i

x− xj
xi − xj

.

Lagrange̊uv polynom lze také zapsat jako (viz přednášky)

Ln(x) =

n∑

i=0

f(xi)
ωn(x)

(x− xi)ω′n(xi)
,
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kde jsme označili

ωn(x) =
n∏

i=0

(x− xi) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn).

Snadno lze ověřit, že derivace funkce ωn(x) v bodu xi, tedy ω′n(xi) je dána vztahem

ω′n(xi) = (xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn),

tedy v podstatě odpov́ıdá funkčńı hodnotě ωn(xi) s vynecháńım jednoho členu.
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