12 ATOM VODIKA V STATICKOM ELEKTRICKOM
A MAGNETICKOM POLI , )
JEMNA STRUKTURA SPEKTRALNYCH CIAR

12.1 UvVOD

Stidium zmien spektralnych &iar atémov a molekiil spdsobenych vonkajsimi
elektrickymi a magnetickymi poliami zohralo vel'mi ddlezitd dlohu v rozvoji
atémovej fyziky i kvantovej mechaniky. V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ iba
najjednoduchsou ststavou — atdmom vodika. Sustredime sa pritom najmé na
kvalitativnu a metodickd stranku jednotlivych problémov. Podrobnosti vypoctov
a pouzitie pribuznych metéd ku komplikovanej$im systémom mozno néjst’ v lite-
ratire.'”’

Zmena energetickych hladin atému vonkajSim elektrostatickym polom sa
vSeobecne nazyva Starkovym javom. Jeho kvalitativnou analyzou sa budenie
zaoberat’ v nasledujicom ¢lanku a vypocet linedrneho a kvadratického Starkovho
javu nacrtneme v ¢lanku 12.3.

Zmeny energetickych hladin atému spdsobené vonkaj$im magnetickym pol'om
nazyvame vseobecne Zeemanovym javom. Jeho analyza je trocha komplikovand
tym, Ze pri beZne dosahovanych intenzitach predstavuje vonkajSie magnetické pole
naozaj iba mald poruchu. Aby malo zmysel porovnanie vysledkov s experimentom,
musime najprv parametre ,,neporusenych hladin“ urcit' presnejsie ako doteraz.
Konkrétne musime pri vypocte spektra atdému vodika (pri nulovych vonkajsich
poliach) pouzit’ realistickej$i hamiltonidn, v ktorom budi zahrnuté aj relativistické
korekcie a spinovo-orbitdlna vizba. Diskusiu tychto otdzok zacneme tym, Ze
v ¢lanku 12.4 urobime kvalitativne odhady rddovej velkosti jednotlivych efektov,
v d’alSom sa budeme trocha podrobnejsie zaoberat’ odvodenim vyrazov pre spi-
novo-orbitdlnu vizbu a relativistické korekcie a v €lanku 12.6 prediskutujeme
jemnd Struktiru spektralnych Ciar — stdle bez vonkajSieho magnetického pola.

V poslednom ¢lanku sa budeme zaoberat’ Zeemanovym javom.

Poznamenajme este nakoniec, Ze problematika preberand v tejto kapitole bola
pri zrode kvantovej mechaniky jednym zo zakladnych ,,skiSobnych kamenov*
novych idei. Klasici ako Lorentz, Sommerfeld, Heisenberg, Jordan a mnohi d’alsi
poznali dokonale experimentalny stav a spektra mali naozaj ,,v ruke“. Dnes, ked’

197 Odporti¢ame na tvod ucebnicu Landaua a LifSica [9] a monografie Betheho a Salpetera [12]
a Sommerfelda [6].
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kvantova mechanika je v podstate uzavretou teériou, sa hlavny akcent trocha
posunul na ,teoretickejSie” problémy. Otdzka spektier sa diskutuje iba stru¢ne ako
priklad na aplikdciu. Obmedzeny rozsah potom ntti vynechat’ na vel'a miestach
podrobny postup a obmedzit’ sa iba na naznaky. Je preto prirodzené, Ze v Struktire
vykladu sa musia objavit’ ,,logické medzery*. Tak napriklad pri diskusii Starkovho
javu z uvedenych radovych odhadov nijako nevyplyva, Ze moZzno zanedbat’ spinovo-
-orbitdlnu interakciu, a vo vSeobecnom pripade to ani mozné nie je. Historicky
vSak obdobny vypocet slizil iba na Stddium charakteru rozstiepenia spektralnych
Ciar v takej oblasti spektra, kde spomenuté zanedbanie nebolo na zdvadu. Preto
i my uvadzame ,.klasicky vypocet®. Podobnych medzier si Citatel' vS§imne i viac.
Zaujemcov o podrobnosti stvisiace s touto historicky vyznamnou problematikou
odkazujeme na Sommerfeldovu monografiu [6].

12.2 KVALITATIVNA DISKUSIA STARKOVHO JAVU

Hamiltonian atému vodika bez pritomnosti vonkajsieho elektrostatického
pol'a je
ﬁ v?2 L

- 1
2m 4ne,r m

Vplyv vonkajsieho homogénneho elektrostatického pol'a opiseme jednoducho.
Pre uréitost’ predpokladajme, Ze pole m4 intenzitu E = |El a smer osi z. Potencial
prislusného elektrostatického pola je ¢(r) = —Ez a potencidlna energia elektrénu
s ndbojom (—e) v tomto poli je

H'=eEz 2)
Z hladiska kvantovej mechaniky je tym tdloha v podstate sformulovana. Mdme
H=H,+H 3)

pri¢om pozname vlastné funkcie neporus$eného hamiltonidnu H.
HoWaim = EnWoim 4)
YD) = Ru(NY, (3, @) (%)

Ostdva ndm uZ iba pouzit’ poruchové metddy vypoctu korekcii k energetickym
hladindm. Predtym ako by sme to urobili je vSak uZitocné odhadnuit’ vysledky,
ktoré oakdvame.

Linearny Starkov jav

Porucha H' je umern4 intenzite E, preto korekcie prvého radu k energetickym
hladindm budu tiez dmerné E. Vtedy hovorime o linedrnom Starkovom jave, ale
znamend to presne to isté ako Starkov jav v prvom rade poruchove;j tedrie.

376



Vsimnime si najprv zdkladny stav. Korekcia prvého radu k jeho energii je dana
vztahom

AE, = [yrin(NH Wioo(P) dV (6)

OkamZite vSak vidno, Ze AE| = 0. Je to tym, Ze v tomto stave [ =m =0 a Yy
je konStanta. Preto jigo(r) zdvisi iba od absolidtnej hodnoty » = Irl. Preto je
Woo(P) Wige(P) parnou funkciou z, zatial’ ¢o H' je nepédrna. Podintegralna funkcia
v (6) je teda nepdrnou funkciou z a integrél z nej je nulovy.

Pri korekcidch k vyssim hladindm je situdcia podstatne ind. Je to spdsobené tym,
Ze tieto hladiny su degenerované a pri vypocte korekcii treba pouZit’ prislusnd
verziu poruchovej metddy. Napriklad pre hladinu s n = 2 mame Styri r6zne, na-
vzdjom ortogondlne stavy'”".

m=1
n=2,1=0,m=0; n=2,1=1,m=0 (7)
m=-1

Pri poruchovej metéde pre degenerované hladiny hladdme také linedrne
kombinécie vlnovych funkcii, ktoré diagonalizuji poruchu H'. Takéto linedrne
kombindcie vlnovych funkcii uz vedd k stavom s istym nenulovym dip6lovym
momentom'*’. Typicka veli¢ina dipélového momentu p bude dand si¢inom naboja
elektronu a typického rozmeru atému, t. j. Bohrovho polomeru a;:

p~ea 3)
Energia (tuhého) dipdlu vo vonkajsom elektrickom poli je
oU=-p.E 9)
a radovy odhad korekcie k energii degenerovanej hladiny teda bude
oU ~ ea,E (10)

Kvoli ndzornejsej predstave o velkosti tejto korekcie uved'me, Ze typické
hodnoty rozdielu (neporusenych) energetickych hladin v atéme vodika su radovo

rovné
m( é* ?
AU~2IE1I=—2
h-\ 4me,

198 Qo p - e PR . < . p )
Spin elektrénu tu neuvazujeme, lebo hamiltonidn (3) nezdvisi od spinu a vSetky hladiny st rozdelené na
Cast’ so spinom ,hore* a ¢ast’ so spinom ,,dolu®, pricom prechody medzi nimi nie st v rdmci (3) mozné.

19 Podrobnejsie to uvidime v nasledujicom &lanku.
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¢o mozno prepisat’ do tvaru

=e-a——=e-aE, (11)

2 -1
n° 4me, e
. -
4me a;

AU~e| —— :
m e 4re,

kde Ey(= 5.10"° Vm™) m4 vyznam intenzity coulombovského pola v atéme na
prvej Bohrovej drahe.
Pre vySSie excitované stavy mdzZeme pre orientaciu brat’

Ei ~ 10" a2 10" Vm™ (12)

Pre pomer korekcie za linedrny Starkov jav k energetickému rozdielu hladin
takto dostaneme

U E 03
AU Einl

Di7ka spektralnych &iar vo viditelnej oblasti je niekol’ko sto nm, a preto pri
E ~ 10" Vm™ (priklad pre orienticiu) oéakdvame korekcie radové 0,1 nm.

Kvadraticky Starkov jav

Pri linedrnom Starkovom jave musime mat’ vinovu funkciu, ktord uz odpoveda
vlastnému dipélovému momentu. Sucin tohto dipélového momentu a intenzity
vonkajsieho pdla E je potom linedrny v E.

O kvadratickom Starkovom jave hovorime vtedy, ked” korekcia k energeticke;
hladine je imernd E*, ¢o matematicky odpoveda korekcidm druhého radu poru-
chovej metddy.

Fyzikalne korekcie druhého radu odpovedaju polarizovatelnosti atému. Ak
totiZ ma atém dipdlovy moment

p=cE (14)

potom jeho energia vo vonkajSom poli je
1
U=—5aE2 (15)

O vztahu (15) sa eSte zmienime na zdver ¢lanku, teraz sa budeme zaujimat’
o rddovy odhad veli¢iny « vystupujicej vo vztahu (14).
Predstavme si pre tento ticel vel'mi zjednoduseny model atému vodika v zakladnom
stave. Proton je nehybny a je v strede a elektrénovy oblak odpoveda naboju rov-
nomerne rozdelenému v guli s polomerom a,. Ak tito ststavu ddme do vonkaj-
Sieho pol’a s intenzitou E, celd gul'a zaporného naboja sa posunie o vzdialenost’ [
voci jadru. Posunutie odhadneme takto. Na protén posunuty o / z centra oblaku
posobia dve sily: po prvé sila od vonkajSieho pol'a rovna ¢E a po druhé sila od
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zaporného elektrického naboja atomu. Naboj elektrénového oblaku rozdelime
na dve Casti, tak, ako je to ukdzané na obr. 12.1. Sila od ndboja leZiaceho mimo
gule s polomerom [ je nulova.

Obr. 12.1

Celkovy naboj v guli s polomerom [ je 5Q = —e(l/a;)* a tento ndboj pdsobi na
protén pritazlivou silou tak, ako by bol umiestneny v zaciatku. Velkost’ tejto sily je

Fe e(l/al)3e _ e’

- 2 3
4me,l 4Teqa;

Tato sila ale musi byt’ rovnd vonkajsej sile F' = eE. Odtial’ pre posunutie /
dostaneme
3
I=E 4neya;
e

Indukovany dipélovy moment je p = el a porovnanim so (14) mame odhad
a~ dngai (16)

Pouzity model bol vel'mi hruby a v skutoc¢nosti o¢akdvame ako vysledok pravi
stranu v (16) nasobend faktorom medzi, povedzme 0,1 a 10. Tento faktor ndjdenie
az numerickym vypoctom, ktorého postup naznac¢ime neskor.

Teraz odhadneme o€akdvany vysledok pre korekciu druhého rddu pomocou
vztahu (15) s koeficientom & danym vzt'ahom (16).

U ~ (4meya)a B (17)

Intenzita vnitorného pol'a v atome je E;,, ~ e/(41g a?). Pomocou tohto upravime
prvy ¢len na pravej strane (17) a mame odhad

OU ~ ea E(E/E ;) (18)

Vyraz ea,E je ale odhadom pre linedrny Starkov jav, takZe korekcia druhého
rddu (18) sa od prvého radu 1isi faktorom (E/Ey,), ktory pri E ~ 10’ Vm™ prinasa
dalii faktor 10~ az 107, pri zdkladnom stave atému vodika.
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Napokon sa este vratime k vztahu (15) pre energiu indukovaného dipélu vo
vonkajSom poli. Tento vyraz mozno pisat’ ako

U= —(0E)E + %aEz (19)

a odtial’ vidno fyzikalnu interpretdciu. Prvy ¢len na pravej je energia tuhého dip6lu
vo vonkajSom poli, druhy je vntitornd energia dipélu. Najjednoduchsie to vidno
z modelu, kde si dipdl predstavime ako dva ndboje spojené pruzinkou s tuhost’ou
k. Ak takyto dipdl dime do vonkajSieho pola, pruzinka sa natiahne tak, aby sila
eE bola rovna sile pruzinky kx:

eE = kx

Odtial’ x = (eE/k). Dipélovy moment pruZinky je p = ex = ¢’Elk a jeho energia
vo vonkajsom poli je —pE = —e’E*/k. Energia natiahnutej pruZinky je kx*/2 a po
dosadeni za x mame *E*/2k, o je situdcia odpovedajtica presne (19) pri o= e*/k.

Vseobecnejsiu a podrobnejsiu diskusiu Citatel’ ndjde v ucebniciach teérie EM

Ly Y s 200
pol’a, odporti¢ame Specidlne Jacksonovu ucebnicu™ .

12.3 STARKOV JAV

Najprv nazna¢ime postup vypoctu linedrneho Starkovho javu pre hladinu
s n =2 pre atém vodika.
Prvou vecou, ktort potrebujeme st maticové elementy poruchy pre stavy (2.7).

Vysledok je uvedeny v tabulke 12.1.
Tabulka 12.1
Maticové elementy poruchy H' = ¢ Ez pre funkcie ¥,

2,0,0 2,1,0 2,1,1 2,1,-1
2,0,0 0 —3a,eE 0 0
2, 1,0 —3a,eE 0 0 0
2,1,1 0 0 0 0
2,1,-1 0 0 0 0

Riadky a stipce tabulky sii ¢islované trojicou kvantovych &isel (n, I, m) a
v kazdom mieste tabul’ky uvddzame maticovy element

TwsH W AV = [Ry(D Y1l B, @)eERy (1) Y (B, @) AV (1)

% Jackson, J. D.: Classical electrodynamics. J. Wiley & Sons, New York 1962.
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Pozrime sa teraz na to, preco su takmer vSetky maticové elementy v tab. 12.1
nulové. Diagondlne elementy su podla (1) rovné

(IR (NYi( 8, @)PeEz dV 2)

Funkcia R,(r) Y;,,(&, @) pri zdmene r — —r je parna pre parne / a nepéarna pre
nepdarne /, ale v oboch pripadoch je druhd mocnina jej absolitnej hodnoty parna.
Faktor 7 je ale neparny, a preto podintegrdlna funkcia v (2) je neparna a integral
z nej je nulovy.

Pre nediagondlne elementy prideme rychlo k tomu, Ze méZu byt nenulové len
pre m = m'. Funkcia Y, v (1) totiZ obsahuje faktor exp(im) a podobne za Y,
dostaneme faktor exp(—im'¢@). Ak m # m' bude integral nulovy kvdli integrovaniu
cez uhol @. MudrejSie znejuca reformuldcia tohto ,,vyberového pravidla“ vycha-
dza z tvrdenia:

Ak porucha H' komutuje s operdtorom L., potom vyraz

mimH'ln'l'm")
je nenulovy len pre m = m'. Dokaz je jednoduchy. ObloZime vyraz
0=[H', L]
prisluSnymi stavmi a médme
0=(nlmH'L, - LH'In'I'm"y = (m'— m)}nlmIH'In'l'm")

Pre m # m' musi byt’ maticovy element nulovy. Takto vidime, Ze nenulovymi
elementmi v rab. 12.1 si skutocne len tie, ktoré méZu byt nenulové na zaklade
uvedenych ,,vyberovych® pravidiel. Hodnotu jediného nenulového maticového
elementu treba ndjst’ priamym dosadenim vinovych funkcif atému vodika do (1).

Podl'a vseobecnej schémy poruchovej metédy pre degenerované hladiny
preberanej v ¢lanku 6.4 potrebujeme uZ len ndjst’ linedrne kombindacie vinovych
funkcii, ktoré diagonalizuji maticu dand tab. 12.1. Jednoducho sa presvedcime
o tom, Ze hl'adanymi kombinaciami st

1
ﬁ (Va0 + W), AE=-3aeE
1
ﬁ (W10 — Wao), AE=+3a,eE (3)
Wi, AE=0
Wi, AE=0
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Tym je problém v prvom rade poruchovej metédy pre hladinu s n =2 vyrieSeny.

Teraz naznacime schému vypoctu pre kvadraticky Starkov jav v atdme vodika
v zdkladnom stave. Vypocet neurobime aZz do konca, uvedieme iba zdkladnd
myslienku postupu, ktora je skutoéne peknd™".

Pre zmenu energie zakladného stavu atému vodika v druhom rade poruchovej
metddy plati
H 61< H 1;0

&]0: E—E
k 0 “k

“

kde indexom 0 oznacujeme zdkladny stav a s€itujeme cez vsSetky k # 0. V Diracovej
symbolike Hjo = (kIH'l0) a stavy |k) st vlastnymi stavmi neporuseného operatora
Ho, s vlastnymi hodnotami E;. V tejto symbolike predchddzajica rovnica nado-
budne tvar

SU, = Z (OH1& ) kIH10)

®)
k E,—E;

Predpokladajme, Ze sa ndm nejako podari — a v tom je vtip tohto pristupu —
néjst’ operdtor F, pre ktory plati
[F, HoJl0y = H'I0)
Potom
(kIH"10) = (kI[F, Holl0) = (Ey — Ex)<kIFIO0)
Ak toto dosadime do (5), zbavime sa menovatel'ov a mame
é‘[]():%’(OIH’IkaIFIO) ©6)
VyuZijeme teraz zndmy vztah
1= %Ik}(kl = %'Ik}{kl + 100l
a z rovnice (6) dostaneme

oU, = (0IH'FIk) — (OIH'10)0IF10) @)

2! Metéda bola navrhnutd v knihe Kotani, M.: Quantum Mechanics. Tokyo 1951 a je prebrand v 2. vydani
ucebnice L. Schiffa [8]. Rozpracovanie metédy bolo uverejnené v pracach Dalgamno, A. — Lewis, T. T.:
Proc. Roy. Soc., A 233, 1955, s. 70, Schwartz, C: Ann Phys., 6, 1959, s. 156.
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Rovnica (7) je vhodna na numerické alebo analytické vypocty, pretoZe namiesto
nekonec¢ného stictu v (5) staci ndjst’ tri maticové elementy.

Celd vec zdvisi od toho, ¢i sa podari ndjst’ operétor F s pozadovanou vlastnos-
tou. V uvazovanom pripade ho mozno ndjst’ dost’ jednoducho (pozri citovand
literatdru), ale nebudeme sa tu s touto otdzkou zaoberat’ a uvedieme iba vysledok

E
F=_22" 2 4 2a,r)c0s
2h
Po dosadeni do (7) a vykonani prislu§nych integracii dostaneme
1
oUy= —— oF
2
kde 8)
9
o= E 475&)61?

Vysledok ma ocakdvany tvar, ako vidno porovnanim s rovnicami (15) a (16)
predchadzajiceho ¢lanku.

12.4 KVALITATIVNA DISKUSIA
SPINOVO-ORBITALNEJ VAZBY

Pri diskusii atdmu vodika v ¢lanku 11.4 sme brali do dvahy iba elektrostatickd
interakciu proténu a elektrénu. V atéme vodika su vSak i d’alSie interakcie, ktoré
pri podrobnejSom Stddiu spektrdlnych Ciar treba vziat' do tvahy. Jednou z nich je
spinovo-orbitalna vidzba, oznacovand tiez ako védzba LS. Nazorne si tito interakciu
moZeme predstavit’ nasledovne: Ak sa elektron pohybuje okolo jadra ma isty orbi-
tdlny moment hybnosti. PretoZe je nabitou Casticou, zodpoveda tomuto pohybu aj
isty magneticky moment dany vyrazom —eL/2m. Tento magneticky moment budi
magnetické pole, ktoré interaguje so spinovym magnetickym momentom elektrénu.

Pri hrubom kvalitativnom odhade velkosti tejto interakcie si mdZeme predsta-
vit' vzdjomné pdsobenie dvoch magnetickych momentov M;, M,, priCom ich
velkosti su priblizne

<h

2m

M, ~ D
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kde m je hmotnost’ elektrénu a ich vzdialenost’ je raidové rovnd Bohrovmu polo-
meru a;. Podl'a teérie EM pol'a je energia ich interakcie dand radové vyrazom™”

MM, i
§U~%-4—0 2)
a; T

kde (4 je permeabilita vdkua. Ak za M;, M, dosadime z (1) do (2) a pouZijeme
vztah & = ¢, dostaneme

2
(o) st

2m 13

4mey a; ¢

Elementarnou dpravou dostaneme

o1 e’ | n 1
2m® alc?| 24nga, | 2m* alc?

oU

IE,| )

kde |IE|| = 13,6 eV je absolitna hodnota vizbovej energie v zdkladnom stave atomu
vodika.
Do (4) teraz dosadime vyjadrenie Bohrovho polomeru v tvare

dmeh’
a=—
me
a mame
i 2 Yo
e
U ~—| —— | IE|==a’IE,| 5)

2\ 4neyhc 2

kde a = ¢*/(4nglic) = 1/137 je konitanta bez rozmeru, nazyvand konstantou
jemnej Struktiry.

Vidime teda, Ze zahrnutie spinovo-orbitilnej vdzby do hamiltonidnu vedie
k tomu, Ze energetické hladiny v atéme vodika budi posunuté radové o 107" eV
oproti hladindm, ktoré by zodpovedali Cisto coulombovskej interakcii proténu
a elektrénu. Uvidime, Ze hladiny, ktoré ,,v coulombovskom modeli* boli degenero-
vané sa pritom ,,rozstiepia®, ¢o sa v spektre prejavi ako jemna Struktdra spektral-
nych ¢iar so Struktdrou na tirovni 0,1 nm (Ciara, javiaca sa pri hrubSom pozorovani
ako jednoducha, je zloZena z niekol'kych tesne pri sebe leZiacich Ciar).

%2y Klasickej teérii EM péla je interakcia dvoch bodovych magnetickych dipdlov s magnetickymi
momentmi M, M, dand vztahom

&{M,.Mz B (Ml.r)(Mz.r)}
| P

Nemozeme ocakévat', Ze v kvantovej mechanike pre interakciu spinového a orbitdlneho momentu
hybnosti bude platit’ rovnaky vztah, lebo orbitilny moment urcite nezodpoveda bodovému dip6lu,

ale z rozmerovych dovodov bude aj v kvantovej mechanike pre radové odhady vhodny vyraz (2).
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Na vyraz (3) sa mdZeme pozerat’ aj ako na energiu interakcie spinového mag-
netického momentu s vnitornym polom v atéme. Pre toto vnitorné pole potom

méme (v oznaceni oU ~ < ‘B,,)
2m

eh 1, 1
ot~ ———= 6
"™ 2m4n al3 ©
Po dosadeni jednotlivych veli¢in (pozri koniec kap. 1) dostaneme®”
By ~6T (N

pricom odhad treba povazovat’ iba za vel'mi priblizny. Vidno z neho ale ddlezity
zaver: Ak chceme sledovat’ spravanie sa atdmu vo vonkajsich poliach, ktoré nie
st podstatne vicsie ako By, musime zaroven uvazovat’ spinovo-orbitdlnu vizbu.

V nasledujicom ¢ldnku eSte ukdZeme, Ze radové rovnaki vel'kost’ ako vizba
LS maju aj relativistické korekcie na pohyb elektrénu.

Kvoli dplnosti sa napokon zmienime o interakcii magnetického momentu jadra
s magnetickym momentom elektrénu.

Rédovy odhad energie interakcie je opat’ dany vzt'ahom (2), ale jeden z magne-
tickych momentov M; uz bude magnetickym momentom jadra, ktory ma typickd
velkost’ rddovo (e#i/2m;), kde m; je hmotnost’ jadra — v naSom pripade proténu.
Upravami, ako v predchddzajicom, prideme k vysledku

1
U e ~ — 0 1E, 1 (8)
2 m;

Korekcie k energetickym hladindm spdsobené touto interakciou nazyvame
hyperjemnou struktiirou. Z porovnania (8) a (5) vidno, Ze hyperjemna Struktira
je faktorom (m./m;) ~ 107 jemnejSia ako jemn4 Struktira.

12.5 SPINOVO-ORBITA,LNA VAZBA
A RELATIVISTICKE KOREKCIE

Korektny postup ako odvodit’ ¢ast’ hamiltonianu prislusnud k spinovo-orbitilne;
vizbe je vyjst z relativistickej Diracovej rovnice a urobit’ v nej nerelativistické
pribliZenia.

5V jednotkach SI mame: (eh/2m) = 0,927.107 JT™, yp = 4m.107" kg.m.C >, a; = 0,53.10"° m.
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S Diracovou rovnicou sa ale v tejto ucebnici nestretneme, a preto napiSeme
priamo vysledok a ukdZeme, Ze odpovedd kvalitativnym predstavam z predcha-
dzajiceho ¢lanku. Pre elektrén v atéme vodika je spinovo-orbitdlna interakcia
charakterizovand hamiltonidnom

1 ~ &~
=——————8.L 1
dne, 2m*c? r’ M

2
, e 1
SL

Tento vyraz moéZeme prepisat’ aj nasledovne

, My 1 (e 4 el
H, =——|—S8§|.| — 2
St 4nr3(m ) 2m @

pricom sme vyuZili identitu &g = c’a usporiadali sme ¢leny tak, aby sa v okrih-
lych zatvorkéch objavili prave magnetické momenty spojené so spinovym a orbitdl-
nym magnetickym momentom elektrénu. Vyraz (2) je ale prave to, ¢o sme pouZili
v rovnici (4.2) v predchddzajicom ¢lanku, iba namiesto strednej vzdialenosti,
ktord sme tam odhadli na a;, piSeme premennt vzdialenost’ r. Poznamenajme vsak,
Ze samotny tvar skaldrneho sucinu v (2) ani znamienko, ktoré pred nim stoji,
nevyplyvaji z kvalitativnej diskusie v ¢lanku 12.4, ale ich obdrZime z nerelati-
vistickej limity Diracovej rovnice™™.

Dal§i prispevok k jemnej Struktire pochddza z korekcie na relativisticky
charakter pohybu elektrénu.

V tedrii relativity je kinetickd energia Castice s hmotnostou m a hybnost'ou

p dand vzt'ahom
ER =cy p> +m*c’ —mc?

pre p* < m*c* priblizne plati

2 2.2
® _ P (p7) — EONR) _ 1 (E(NR))2
kin = o 3.2 Fux —5 Ly

T 2m 8mic? " c? "

kde Eéﬁ) a EIE?LR) oznacuje relativisticky, resp. nerelativisticky vyraz pre kinetickd
energiu. V druhom korekénom ¢lene moZzno pre elektrén s celkovou nerelativistic-
kou energiou E v elektrostatickom poli s potencidlom ¢(r) pouZit' vztah E =

= EM® _ ¢¢(r). Korekciu k hamiltonidnu dand poslednym &lenom v (3) mozno
kin ¢ p y

potom zapisat’ ako

24 Spréavny vyraz mozno dostat’ aj pomocou podrobnejiich intuitivnych tvah, pri ktorych prejdeme do
pokojovej ststavy klasického elektronu pohybujiceho sa v klasickom anal6gii atomu vodika a ndjdeme
magnetické pole posobiace na spinovy magneticky moment. N4¢rt odvodenia je napr. v predchddza-
jucom vydani tejto ucebnice. Zdad sa ndm ale, Ze takéto odvodenie nie je vel'mi poucné, a preto ho
neuvadzame.
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, (E +ep(r))’
Hrel = T4 2
2mc

Pravdu povediac, ani toto odvodenie nie je vel'mi presvedCivé, ale aj tento ¢len
mozno korektne ziskat’ z Diracovej rovnice.

12.6 JEMNA STRUKTURA SPEKTRALNYCH CIAR

Zékladom pre vypocet korekcii jemnej Struktdry k energetickym hladindm je
hamiltonidan H’, uvedeny v predchddzajicom ¢ldnku. Ak zoberieme do dvahy
spinovo-orbitdlnu vézbu (5.1) a relativistickd korekciu (5.4), mdme

H=H0+H'=H0+H§L+H;el (1)
kde

,oet 11
=

sL =
ane, 2m*c? r

1 2 7
Hy=———| E+— 3)
2mc 4me,r

s.L 2)

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ zmenou energetickych hladin atému vodika
sposobenou poruchami (2) a (3). Podrobné vypocty nebudeme vykondvat — iba
naznacime postup rieSenia a uvedieme konecné vysledky.

Zacneme so spinovo-orbitdlnou védzbou. VInové funkcie vodikového atému,
zodpovedajice neporusenému hamiltonianu Hy, moZno v siradnicovej reprezen-
tacii pisat’ ako

<r|nlmsz> = l//nlm(r)/’{(sz) (4)

kde y(s,) je spinovd vlnovd funkcia. Budeme pouZivat' oznacenie y(+), ¥(-),
pricom prva z nich odpovedd vlastnej hodnote operdtora S, rovnej #/2 a druhd
vlastnej hodnote —7/2.

VInové funkcie (4) ale nie si vhodnou bazou pre zaciatok pouzitia poruchovej
met6dy v naSom pripade. Ddvod je v tom, Ze operator § . L nekomutuje ani s S., ani
s L, a vinové funkcie (4), ktoré su vlastnymi funkciami s, a L, nediagonalizujd
poruchu.

Spravne vinové funkcie pre tento degenerovany pripad uhddneme hned’, ak si
vS§imneme, Ze plati

FP=(L+8+L+&+2L.s
a odtial’

Ls= %(JQ -[- 8 (5)
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Rychlo sa d4 ukézat, Ze operdtor L.$ komutuje s operdtormi
JJ, e (6)

kde J* je operator druhej mocniny celkového momentu hybnosti a J, je priemet
celkového momentu hybnosti na os z. Vlastné hodnoty J° st #°J(J + 1), kde pri
danom / mdZe J nadobiidat’ iba dve hodnoty J = [ + 1/2. Vlastné hodnoty J, budeme
oznacovat’ symbolom M.

Vlastné funkcie Hy, ktoré si sicasne vlastnymi funkciami Stvorice komutujad-
cich operatorov, budeme oznacovat’ ako

In,J, M, I (N

kde prvy index oznacuje hlavné kvantové €islo, druhy vlastni hodnotu operitora
J* treti vlastnd hodnotu J, a $tvrty vlastnii hodnotu L. Orbitdlna Gast’ tychto
vlnovych funkcii je (v stiradnicovej reprezentécii) rovnd R,;, (r). Pomocou (5)
okamZite ndjdeme
h2
L.8in,J, M, 1) =7 WU+ -Ill+1)—=s(s+ Dln,J, M, [)

a to je vSetko, ¢o vlastne potrebujeme na vypocet maticovych elementov poruchy
Hs., i poruchy Hy.,. Prirodzene, je este treba integrély z radidlnych vlnovych funkcii
nasobenych faktorom ™' v (2) a faktormi ' resp. 2, ktoré sd pritomné vo vy-
raze (3). Vypocet tu nebudeme podrobne uvadzat, konecny tvar pre energiu
hladiny s danym n, J, [ je

2
By n=—tl 2 L _3 )
n n{J+5 4n

kde IE|| = 13,6 eV je energia zdkladného stavu atému vodika, a &= ez/(4n&)hc) je
konStanta jemnej $truktiry. Vyraz —|El/n® je energiou danej hladiny bez zapoéi-
tania poruchy a druhy ¢len v hranatej zdtvorke nasobeny faktorom stojacim pred
zatvorkou je rovny prispevku od poruchy. Podstatnou ¢rtou vysledku (8) je neza-
vislost’ energie od kvantového ¢isla .

Pri danej hodnote hlavného kvantového ¢isla n mdZe [ nadobidat’ hodnoty
0, 1, ..., n — I a kvantové Cislo J prechddza hodnotami 1/2, 3/2, ..., n — 1/2.
Degenerovand hladina s hlavnym kvantovym ¢islom n sa rozstiepi na n hladin
s hodnotami J = 1/2, 3/2, ..., n — 1/2. Tieto hladiny budu eSte stdle viacndsobne
degenerované, jednak preto, Ze kazdd hodnotu J mozno dostat’ zo stavu s [ =J — 1/2
alebo zo stavu s [ = J + 1/2 (a stavy s [ liSiacim sa o jednotku maji opacnu paritu)
a jednak preto, Ze kazdd hladina s danym J je (2J + 1)-krdt degenerovand podla
rdznych hodndt priemetu celkového momentu hybnosti M na os z. Hladiny atému
vodika sa najCastejSie oznaCuju strucne tak, Ze namiesto danej hodnoty / pouZivame
pismeno podla predpisu
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[ 0 1 2 3 4 5 19
Symbol: S P D F G H

Hlavné kvantové ¢islo piSeme dopredu a J pripojime ako index vpravo dolu.
Napriklad 2P, oznaCuje stavsn=2,1=1,J=1/2.

Velkost' rozstiepenia hladiny v efektoch jemnej Struktiry moZno posudit
z nasledujiceho prikladu. Degenerovand hladina s n = 2 m4 bez zahrnutia spinovo-
-orbitdlnej vizby a relativistickych korekcii energiu E, = —3,40 eV a rozdiel medzi
Ez a E1 je E2 - El ~ 10,21 eV.

Podl’a (8) sa hladina s n = 2 rozstiepi na dve hladiny s J = 1/2 a J = 3/2 aroz-
diel ich energii bude

2 1
EQ2Psp) — EQPyp) =%(1—5j |E, | z% 10°1E,1=4,53.107 eV

Ak pouZijeme priblizny vztah eV/h ~ 1,5.10"° s™', dostaneme kruhovi frek-
venciu prislu$nid k tomuto prechodu @ =~ 6,9-10" s™' a oby&ajni frekvenciu
v=~1,1.10* MHz. Dizka elektromagnetickej vlny s takouto frekvenciou je priblizne
2,7 cm.

Rozstiepenie spektralnych Eiar spinovo-orbitdlnou vdzbou zohralo doleZitu
ulohu pri ,,objave™ spinu elektrénu.

Znéamy priklad uvaddzany v tomto kontexte je ,,sodikovy dublet”. Za 7Ité svetlo
sodika je ,,zodpovedny* prechod valenéného elektrénu z hladiny 3P na hladinu®”
3S. Hladina 3P je ale rozstiepend spinovo-orbitidlnou vizbou na hladiny 3P;.
a 3P,),. Preto prisluina ,spektrilna ¢iara“ je dubletom s vlnovymi dizkami A, =
=589,0 nm a A, = 589,6 nm (pozri obr. 12.2).

| 45—

Obr.12.2

205 Elektrény na vnitornych hladindch spdsobujd, Ze valencny elektrén sa nepohybuje v €isto coulombov-
skom poli. Hladiny s rovnakym hlavnym, ale rdznym orbitdlnym kvantovym ¢&islom preto nie su
degenerované.
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12.7 ZEEMANOV JAV

Ak sa atém vodika nachddza vo vonkajSom magnetickom poli, potom hamil-
tonidn prislusny k tomuto problému bude mat’ tvar:

H=H,+H{+H; (1

kde Hy je ,,neporuseny* hamiltonidn zodpovedajici kinetickej energii a coulom-
bovskej interakcii,

Hi =—— B(L.+2s,) )
2m
je podl'a (8.3.7) hamiltonidn interakcie s vonkaj$im polom a
2 2
W= 1 lgi- 1 |p,2© 3)
4ne, 2mc” r 2mc 4me,r

zodpoveda spinovo-orbitélnej interakcii a relativistickym korekcidm ku kineticke;j
energii. Z fyzikdlneho hl'adiska H; predstavuje vonkaj$iu poruchu, H; ma ,,vni-
torné priCiny“. Z hl'adiska metodiky rieSenia budeme vsak za ,,neporuseny* hamil-
tonidn brat’ Hy a H{ + H; budeme chdpat’ ako poruchu.

Aby sme zjednodusili zapis nasledujicich formuliek prepiSeme v zrejmom
oznaceni jednotlivé Cleny eSte raz

Hi = a(L. + 2s)) 4)
Hy=b8.d+c ®))

kde a je konstanta a b = b(r), ¢ = ¢(r) zéavisia len od absolitnej hodnoty polohového
vektora.

Hladina s danym kvantovym ¢islom n je degenerovand, a preto pri vypocte
musime pouZivat’ poruchovid metédu pre degenerované stavy. Prvou otdzkou,
ktoru treba rozhodnit’, je vyber reprezentacie vinovych funkcii, ktori budeme
pouzivat’ a predtym si treba v§imnut’, aké operatory komutuji s H. Vzhadom na
to, Ze uvazujeme len jednu degenerovanu hladinu s danym hlavnym kvantovym
¢islom n, budeme uvazovat' len takéto funkcie a ¢islo n nebudeme explicitne
vypisovat. Operdtor H;, dany v (5), ur¢ite komutuje so stiborom operatorov

L& F . (6)

ako sme sa o tom presved¢ili uz v predchddzajicom ¢lanku. Operdtor H; ale
nekomutuje ani s L, ani s priemetom spinu S,.

Vinové funkcie, v ktorych je operator H; diagondlny, su teda vlastnymi funk-
ciami Stvorice operdtorov (6) a tieto funkcie dostaneme Standardnym sposobom
pomocou Clebschovych-Gordanovych koeficientov. Symboly pre vlastné hodnoty
L?, s* nebudeme vypisovat’ a vinové funkcie budeme oznacovat’ ako |J, M).
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Pomocou CG koeficientov mame
M) =1C(IMIL, my, s, my) Y, 2o, 7

kde Y}, je gulova funkcia s danymi kvantovymi ¢islami, ¥ oznacuje spinovi
vlnovu funkciu a m; je priemet spinu na os z. V skuto¢nosti na pravej strane (7)
mame vZdy len dva ¢leny, pretoZe m, mdZe nadobiidat’ iba hodnoty 1/2 alebo —1/2.

Prislusné CG koeficienty si dobre zname a stretli sme sa s nimi uz v kapitole
11. PretoZe ich budeme potrebovat’ v d’alSom, vypiSeme ich tu explicitne. Pri
danom ! mdZe J nadobidat’ iba dve hodnoty, a to J =1+ 1/2 alebo J =1 — 1/2. Pre
ne mame

[—-M +1/2 [-M +1/2

11+1/2, M) =‘/TYI,M+1/2/’{—1/2 —\/TYLMHQ}LM
[—-M +1/2 [+M +1/2

11-1/2, M) =_‘/TYI,M—I/2;{1/2 +‘/TYI,M+1/2;{—I/2

Teraz prejdeme k ¢lenu H{. Problém s nim je v tom, Ze tento ¢len nekomutuje

s J% Je to tym, Ze (L, + 2s,) mdZeme pisat’ ako J. + s, pricom J. samozrejme

komutuje s J°, ale s. s J* nekomutuje. Vidno to najrychlejiie zo zdpisu J* =

= [’ + & +28.L, kde préve ¢len §. L nekomutuje s operdtorom s.. Pre operator
1 je vhodnou ststavou komutujicich operdtorov Stvorica

®)

L& L,s, )

Teraz vidno, Ze uz na zaciatku sme sa mohli rozhodnit’ prirodzene pre dve
bazy. Prvou je baza dand operdtormi (6) a v nej je diagondlne Hj, druhou je baza
dand operdtormi (9) a v nej je diagondlne Hj. V oboch bézach dospejeme
k rovnakému vysledku. Pre nds je vyhodnejsia baza, v ktorej je diagondlna
spinovo-orbitdlna vizba, lebo prislusné maticové elementy mdme uz uvedené
v predchadzajicom ¢lanku. Teraz teda ideme v baze (8) spocitat’ maticové
elementy operdtora H{. Budeme pritom podstatne vyuZivat to, Ze funkcie vystu-
pujtice na pravej strane v (8) sd vlastnymi funkciami operdtora Hi. Postupne
dostaneme

ah 2+pm 1] -m?

H)y =——
2+ _ 4 1F - m? 2m

(10)
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Indexy i, k tu nadobuidaji dve hodnoty, z nich prva hodnota zodpoveda stavu
Il + 1/2, M) a druhd stavu Il — 1/2, M). Koeficient vystupujici v (10) je podl'a (4)
a (2) dany vztahom

_eB

2m

(11)

a

Matica odpovedajica Hj bola uz vlastne uvedend v predchadzajicom ¢lanku.
Ak totiZ z rovnice (6.8) odtrhneme hodnotu neporuSenej energie, ostiva ndm
prave prispevok za spinovo-orbitdlnu vizbu a relativistické korekcie. Do (6.8)
iba potrebujeme raz dosadit’ J = [+ 1/2 araz J = [ — 1/2. Takto mame

1 3
2 - -
, a’2IE,|
(Hz)ik —_ . Ul I+1 4n | 3
n

0 22
[ 4n

(12)

Teraz uZ potrebujeme iba spojit’ oba vysledky a zostrojit’ maticu H'. Korekcie
k jednotlivym energetickym hladindm néjdeme rieSenim kvadratickej rovnice

H{ —6E

H/
, ;P ‘=0 (13)
H21 sz_é‘E

Vypocet nebudeme vykondvat’ explicitne, uspokojime sa s tym, Ze na obr. 12.3
ukazeme vel'mi schematicky zavislost’ rozstiepenia hladin 2p stavu v atéme vodika
(t.j. n =2, =1 stavu) od intenzity vonkajSieho pola.

M=3/2

6E

Obr.12.3

z Mz

Zdoraznime este to, Ze rozstiepené hladiny maji ako dobré kvantové Cisla iba
tie, ktoré sd vlastnymi hodnotami operétorov vystupujicich aj v stbore (6) aj
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v stibore (9). St to len hodnotyzo6 (I, M) prislusné k operatorom L, J.. V tomto

zmysle je obr 12.3 trocha klamny. Mohlo by sa zdat’, Ze krivky naznacujice za-
vislost’ energie rozstiepenych hladin od B maju stéle tie kvantové ¢isla, z ktorych
vychéadzajd pri B = 0. To ale nie je pravda, kvantové ¢islo J je dobré iba v limite
B—0

Pre malé vonkajsie polia B su ale vinové funkcie rozstiepenych hladin priblizne
rovné dvom vlnovym funkcidm v (8)

12.8 PRIKLADY A PROBLEMY

1. Odhadnite radové intenzitu magnetického pol'a potrebnii na to, aby spiny elektrénov v atome
hélia mali rovnaky smer Podl'a Pauliho principu na to treba prehodil jeden z s elektrénov do
stavu s n = 2.

2. Linedrny harmonicky oscildtor je vo vonkajSom homogénnom elektrostatickom poli s intenzitou E
v smere, v ktorom oscilator kmitd Aka bude korekcia k energii n-tého stacionarneho stavu v pr-
vom rdde poruchovej tedrie (linedrny Starkov jav)?

3. Néjdite polarizovatelnost’ linearneho harmonického oscildtora v n-tom staciondrnom stave (kvad-
raticky Starkov jav)! RieSte poruchovo a porovnajte s presnym rieSenim. Pripomienka: Kreacny
a anihilaény operdtor je dany vztahmi (¢lanok 10.6)

h . mo .
X=,—(@+a), = a —a
Vome @+ P 5 i )

4. Urobte predbezni diskusiu vypoctu linedrneho Starkovho javu v n = 3 stave atomu vodika — zo-
strojte analog tabul’ky 12.1 a zistite, ktoré maticové elementy budd nenulové.

5. Mame sustavu skladajicu sa z dvoch Castic so spinom 1/2, prislu$ne operatory spinov st S; :%0’1,
h P . £ . n p
S, =5 0,. Ukazte, Ze pre operator celkového spinu S =5 (0, + 0,) plati

2 hz
S =7(3 +0,.0,)

pricom v singletnom stave je 0.0, = =3 a v tripletnhom 0.0, = —1.

6. Zakladny stav atomu vodika je rozstiepeny v dosledku interakcie magnetického momentu jadra
s magnetickym momentom elektrénu (hyperjemna Struktdra) UkdZte na zdklade kvalitativnej
analyzy Ze poruchovy hamiltonidn v spinovom priestore (t. j. po preintegrovani cez priestorové
premenné v prisluSnom maticovom elemente) mozno vyjadrit’ v tvare

H=cC ﬂ H M,
47 al3

kde a, je Bohrov polomer a C je bezrozmernd konStanta Odhadnite rozdiel energie hladin, na

ktoré sa zdkladny stav roztiepi a uréte vinovi dizku elektromagnetického Ziarenia emitovaného

alebo absorbovaného pri takomto prechode.

206 Opertor J. sice nevystupuje v sibore (9), ale je sictom L. + s, pri¢om L. aj s. v (9) vystupujd.
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Pozndmka: Tdto ¢iara s A =21 cm je vel'mi dolezitd v astrofyzike. Precitajte si o tom nieco
napr. vo Feynmanovych prednaskach o fyzike [17].

7. Odhadnite velkost efektu hyperjemnej Struktiry v zakladnom stave pozitrénia.

8. Atém vodika v zdkladnom stave sa nachddza vo vonkajSom magnetickom poli. Uvedte dovody
pre to, Ze hamiltonidn v spinovom priestore mdZeme pisat’ v tvare

H=A+Dy.p,-pu.B-p, B

kde index e odpoveda elektrénu a index p proténu. Néjdite fyzikalnu interpretaciu jednotlivych
¢lenov, odhadnite ich radové velkosti pri vonkajSom poli B = 1 T a ndjdite vlastné stavy a vlastné
hodnoty energie.
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