8 CASTICA V ELEKTROMAGNETICKOM POLI

8.1 UVoD

Interakcia nabitej Castice s elektromagnetickym pol'om (d’alej ¢asto len EM
polom) sa vyskytuje v znacnej Casti praktickych aplikacii kvantovej mechaniky.
S jej najjednoduchsim pripadom, t. j. s interakciou elektrénu s elektrostatickym
polom sme sa stretli uzZ pri opise atéomu vodika. V nasledujicej kapitole vSak uz
budeme potrebovat’ aj interakciu elektronu so Ziarenim dopadajicim na atém
a eSte neskdr budeme skdmat’ chovanie sa atému vo vonkajSich elektrickych
a magnetickych poliach. Pre tieto pripady je potrebné mat’ aj v§eobecnejsi opis
interakcie nabitej astice s EM pol'om.

V nasledujicom ¢lanku tejto kapitoly uvedieme vel'mi zjednoduSené odvo-
denie vyrazu pre hamiltonian interakcie nabitej skalarnej Castice s EM pol'om
a v dalSom ¢lanku prideme k Pauliho rovnici, ktord opisuje interakciu nabitej
Castice so spinom s EM polom.

Dalsie ¢lanky sa zaoberaji tou istou otizkou eite raz, ale argumenty si
fyzikalne hlbsie i matematicky ndro¢nejSie. Obozndmime sa tu so v§eobecnym
postupom pre kvantovanie sustav opisanych v klasickom pribliZzeni istym
hamiltonidnom a vSimneme si podrobnejsie kalibra¢nu invariantnost EM pol'a
a jeho interakcie s nabitymi Casticami.

8.2 BEZSPINOVA CASTICA
V ELEKTROMAGNETICKOM POLI

Zacneme s pripadom bezspinovej Castice v elektrostatickom poli a potom
prejdeme k vSeobecnejSiemu pripadu takejto Castice v ¢asovo premennom elektro-
magnetickom poli.

Intenzitu elektrostatického pol'a E(r) moZno vyjadrit’ pomocou potencidlu

E(r =-Vo(r) (D

Potencidlna energia Castice s ndbojom ¢ v elektrostatickom poli je

V(r) = qo(r) )
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a silu posobiacu na Casticu mozno zapisat’ ako

F=-VV(n (3)
Schrodingerova rovnica pre casticu v elektrostatickom poli je
2
LA G Ny NP R @)
ot 2m

Pre casticu pohybujicu sa v ¢asovo premennom elektromagnetickom poli
s intenzitami E(r, 1), B(r, 1) je situécia zloZitejSia. Na ¢asticu pésobi Lorentzova
sila

F=gE+qvx B 5)

kde g je ndboj a v rychlost’ Castice. Pohybovd rovnica Castice je v klasickom
pripade

mﬂqu+qV><B (6)
de

V tomto vS§eobecnom pripade sa uz neda ndjst’ takd funkcia V(r, ¢), aby platilo
F=-VV(p ()

a preto ani nemozno prejst’ ku kvantovomechanickému opisu tak jednoducho ako
vyssie. To, Ze silu pdsobiacu na Casticu v EM poli nemoZno opisat’ pomocou (7)
vidno intuitivne uz z toho, Ze ,,magnetickd“ ¢ast’ Lorentzovej sily nekond pricu
lebo zrychlenie, ktoré Castici udel'uje, je kolmé na rychlost’ Castice. Preto sila gv x B
nemen{ absolitnu hodnotu rychlosti €astice ani jej kinetickd energiu. Pojem po-
tencialu elektrostatického pola v§ak moZno na vSeobecny pripad EM pola rozsirit
inym sposobom a prave toto rozsirenie budeme potrebovat’.

Z tedrie EM pol'a je zndme, Ze 'ubovolné pole E(r, t), B(r, ) moZzno charakte-
rizovat’ vektorovym a skaldrnym potencidlom A(r, t), ¢(r, 1), pricom

JA
E=-L_v

a 7 )
B=VxA

Poznamenajme hned’, Ze opis EM pola pomocou potencidlov A, ¢ nie je
jednoznaény: tym istym intenzitdm E, B odpoveda viacero moZznosti vyberu A, ¢.
Skutoéne, ak dvojica A, @ vedie podl'a (7) k istym hodnotdm E, B, povedie k nim
aj dvojica A', ¢’ dand vzt'ahmi

o0
=g+t ©)
A=A-Vf

kde f(r, t) je l'ubovolna funkcia siradnic a asu. Presved¢ime sa o tom priamo.
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Polozme podla (8)

0A
E,:———V ,

ot ?
B =VxA

Ak sem dosadime za ¢, A’, z (9) po elementarnych dpravich a vyuZiti rovnice
V x Vf =0 dostaneme E' = E, B' = B. Dvojice (¢, A’) a (¢, A) st teda ekviva-
lentné v tom zmysle, Ze im odpovedaji rovnaké intenzity E, B a teda aj rovnaka
Lorentzova sila pdsobiaca na Casticu v tomto poli.

Nejednoznaénost’ vyberu (¢, A) nie je zdvadou, podstatné je zatial’ iba to, Ze
takito dvojicu mozno vZdy vybrat'.

Pokiisme sa teraz ,,uhddnut™, ako bude vyzerat’ SchR pre bezspinovi Casticu
v poli opisanom potencidlmi (¢, A). Toto ,,uhadnutie” bude iba intuitivne a hlbsie
dovody uvedieme az v d’alSich ¢lankoch tejto kapitoly.

Budeme vychddzat’ z toho, Ze v teérii EM pol'a a v Specidlnej teérii relativity
sa ukazuje, Ze Stvorica velicin

[1(/:, Al A? ,A3j (10)
c
je Stvorvektorom, priCom prvy symbol je jeho ,,Casovou® (¢i nultou) zlozkou.

- > . 3 v . z
Podobnym $tvorvektorom je (ct, x', x*, x°) a teda aj $tvorica operatorov'"’

1o 9 9 9
cor’ o' ax? o’

(11)

Ak (11) ndsobime faktorom i% vidime, Ze Stvorvektorom je $tvorica operatorov

ho ha ho ha) (ihd , ;]
me e 20 RO [RL ppp 12
[c ot iox' iox? i8x3J (c ot P.po.P (12

Pozrime sa teraz na SchR pre vol'nd ¢asticu a na SchR pre ¢asticu v elektrosta-
tickom poli. Prva ma tvar

_dy _p’
A = 13
1 ot ZmW (132)

"7'Vo vztahoch (10), (11) ¢ oznaluje rychlost svetla. Zmena znamienka pred priestorovymi deriviciami
pochidza zo vztahu medzi kovariantnymi a kontravariantnymi komponentmi 4-vektorov. Stvorvektory
(10) a (11) st kontravariantné. Niekedy sa za Stvorvektor berie Stvorica (ict, ) a potom zmena
znamienka suvisi s tym, Ze pri derivaciach i prechddza do menovatel'a.
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druha

~2
L (13b)
ot 2m
Vidno hned’, Ze (13b) dostaneme z (13a) zdmenou
ﬂi N ﬁi -Zq¢ (14)

c ot codt c

Toto je ale zdmena, ktord obsahuje Casové zlozky 4-vektorov (10) a (11).
Pritom pre elektrostatické pole je A = 0, takZe analogickd zdmena pre priestorové
zlozky by tu ni¢ na SchR nezmenila.

Pre Casticu v EM poli opisanom potencidlom — Stvorvektorom (¢/c, A) je
potom prirodzené predpokladat, Ze spravnu SchR dostaneme ak zdmenu (14)
doplnime prisluSnou zmenou priestorovych zloziek Stvorvektorov, t. j.

A

pp—qA="V—gA
l

Tento vztah spolu s (13) mdZeme zapisat’ ako

d 0 1
ih——ih———
! ot ' ot ngo (15)
ihV —1hV —gA
Po takejto zdmene na (13a) dostadvame
2
ihal:i[EV—qA) v+ qop (16)
ot 2m\i

a to je skutocne SchR pre bezspinovi Casticu v EM poli a vyraz na pravej strane
je prislusny hamiltonidn. Urobime tpravu:
(-iVii — gAY y= (=iVi — gA) . (-iVh - gA) y=
(7)
=-1"Vy+ @A y+ih[V.(Ap) + AV
V nasledujicom sa presved¢ime o tom, Ze v realistickych situdcidch ddva ¢len

obsahujtici A* zanedbatel'ny prispevok a v d’alom ho preto vynechame. Rovnicu
(16) upravime s vyuzitim (17) a identity

V. Ay =NV.Ay+AVy
na tvar

2
aa_‘;’z_j_Awqgow iqh AV://+ (v Ay (18)
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V tedrii EM pol'a sa ukazuje, Ze v kalibracnych transformdaciach (9) mozno
vzdy vybrat’ funkciu f tak, aby platilo V.A = 0. Pri takomto vybere A sa (18)
zjednodusi na
2

=—h—Ay/+q(py/+@A.Vy/ (19)
2m

m

ot

a tento tvar budeme v d’alSom casto potrebovat'.

8.3 CASTICA SO SPINOM 1/2 V MAGNETICKOM POLI.
PAULIHO ROVNICA

Paulino rovnica opisuje nabiti asticu so spinom 1/2 a s magnetickym momen-
tom v elektrostatickom a magnetostatickom poli. Typickym pripadom je atém
vodika vo vonkajSom magnetickom poli. Elektrén je opisany spinorovou vinovou

funkciou
w=(%) ()
v,

a energia magnetického momentu v homogénnom poli B je vyjadrend operatorom
Uy, =—M.B=—"—p.B=—p.B 2)

kde g = —e je ndboj elektrénu a ostatné oznacenie je Standardné. NavySe musime
esSte do H zahrnit’ interakciu orbitdlneho pohybu elektrénu s magnetickym pol'om.
To za nés ale urobi rovnica (2.19), v ktorej je uZ tento prispevok zahrnuty.

Uvazujme Specidlny tvar tejto rovnice odpovedajici vonkajSiemu homogénnemu
magnetickému pol’u, ktoré ma smer osi z. V tomto pripade

B=(0,0,B) 3)
a, ako sa mozno l'ahko presvedgit, vektorovy potencial spifajiici podmienky
B=VxA @
V.A=0
moZzno volit’ v tvare
A.=-yB/l2, A,=xB/2, A =0 (5)

V tomto pripade vyraz i#A.V bude mat’ tvar

in 0 0 B B
' 2 [x dy Y ax} 2 (xp, =yp.] 2
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a po dosadeni do SchR (2.19) a zahrnuti prispevku (2) madme

17 n* q
ih—=4——A+qp+—B(L_ +ho 6
V pripade vSeobecného smeru magnetického pol'a by sme zrejme dostali rovnicu
17 n* q N
ih—=4-——A+qgp+—B.(L+7ho 7
- { S A+ap+-LB(L+io) @)

Tato rovnica sa v aplikdcidch Casto pouZiva a tieZ sa jej hovori Pauliho rovnica.
Upozornime, Ze vyraz v okrdhlej zatvorke vo vztahu (7)

L+ho 8)

nie je operator celkového momentu hybnosti, ktory by mal tvar
P
L+ 5 ho )

ked'ze operitor orbitilneho momentu hybnosti je L a operdtorom spinu je /#0/2.
O chybajicom faktore 1/2 v druhom ¢lene vyrazu (8) sme uZ raz hovorili (pozri
diskusiu v 1.8); upozoriiujeme nan opét’, pretoZe tito skutocnost’ sa prejavi v cha-
raktere rozstiepenia spektralnych Ciar atému v magnetickom poli.

Ostdava nam este ukazat’, Ze kvadraticky ¢len v rovnici (2.17) moZno zanedbat,
t. j. ze plati (pre obvyklé intenzity pol{)

lg* A’ yl < lligA.V ¥/l
Ak urobime hruby odhad pre absoliitne hodnoty velicin, dostaneme
qA’y < qAp
kde p je typicka hodnota hybnosti Castice v atdme (vyuZili sme vztah #Vy = py)
Miame teda podmienku
A< L (10)
q

Podla (5) dostaneme v naSom pripade priblizny odhad A = a,B, kde a; je
Bohrov polomer a B je magnetickd indukcia vonkajSieho pol’a.
Po dosadeni vztahu A = a;B do (10) mame podmienku
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s

kde p = fi/a; (podla vztahu neurcitosti). Po dosadeni ¢iselnych hodndt dostaneme
B<I10°T

Tento vzt'ah je spravidla pre makroskopické polia splneny vel'mi dobre.

8.4 KANONICKYVFORMALIZMUS PRE POHYB
KLASICKEJ CASTICE V ELEKTROMAGNETICKOM POLI

V tomto a v nasledujticich ¢lankoch sa budeme hlbsie a systematickejSie za-
oberat’ opisom pohybu ¢astice v EM poli. Za¢neme s klasickym opisom problému,
potom uvedieme vSeobecnu schému kvantovania klasickych sistav a napiSeme
SchR pre pohyb castice v EM poli. Napokon sa budeme zaoberat’ s kalibracnou
invariantnostou problému.

Vseobecny opis klasickej sustavy je zaloZzeny na Lagrangeovych a Hamiltono-
vych pohybovych rovniciach.'®

Ak suradnice Castice ozna¢ime ako x; a ich Casové derivacie ako x; potom
Lagrangeove pohybové rovnice majui tvar

4oL _or (1)
dr ox; dx;
kde L = L(x;, x;) je Lagrangeova funkcia, ktora sa v najjednoduchsich pripadoch
da pisat’ ako rozdiel kinetickej a potencidlnej energie, ale vSeobecne moznost
takéhoto rozdelenia nie je nutna.

Rovnice (1) sa tieZ niekedy zapisuju ako

d oL dL
S=o= @
dtdv  or
kde v = (%1, X2, X3), F = (x1, X2, x3). Pritom (2) je len skratenym zapisom (1).

Pre pohyb ¢astice s ndbojom g v EM poli s intenzitami E(r, ¢), B(r, ) plati

m%qu+qva 3)
t

"8 Pozri napr. Landau, L. D. — LifSic, J. M.: Uvod do teoretickej fyziky 1. Mechanika a elektrodynamika.
Bratislava : Alfa, 1980. kap. 1.
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ako sme uz hovorili v predchadzajicom ¢lanku. Intenzity E, B méZeme vyjadrit’
pomocou potencidlov A, ¢

Ukéazeme teraz, ze Lagrangeovu funkciu nabitej Castice s ndbojom g v elektro-
magnetickom poli moZno volit’ v tvare

L=%mv2+qA.V—q(0 5)

Dokaz tohto tvrdenia je jednoduchy, staci ukazat’, Ze Lagrangeova pohybova
rovnica vyplyvajuca z funkcie (5) je totoznd s Newtonovou rovnicou (3).

Po dosadeni (5) do vyrazov vystupujicich v Lagrangeovych rovniciach (2)
dostdvame

a—LEVquV(A.V)—quo
or
a—L=mV+qA
v ©
ia—in(mv+qA)=mﬂ+q E)—A+ E-V A=
dtov dt dr ot \ dr
=mﬂ+qa—A+q(V.V)A
de ot

Dosadenim do (2) a postupnymi tpravami prideme k pohybovej rovnici

mﬂw%_AJrq(v.V)A: qV(A.v)—qVo
t

dr
Y = q[—V(o—a—Aj+ q(V(A.v)—(v.V)A)
dr ot
mﬂ:q[_V¢_a_AJ+qvx<vXA) %
dr ot

ked sme pouZili znamy vzorec
ax(bxc)=ba.c)-ca.b)

Za vyrazy v okrdhlych zatvorkdch v (7) teraz uZ len dosadime intenzity E, B
podla (4) a mdme skuto¢ne pohybovi rovnicu (2). Lagrangeova funkcia (5) teda
naozaj opisuje interakciu klasickej nabitej Castice s vonkajsim EM polom.

V priebehu vypoctu sme ziskali aj vztah (6), ktory v terminoldgii klasickej
mechaniky urcuje zovSeobecnent hybnost, kanonicky zdruZenu v suradnici r:
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P=mv+4A ®)

Pre zdoraznenie odliSnosti budeme oznacovat’ hybnost’ kanonicky zdruZenu
k r vel’kym pismenom a vyraz

p=mv

budeme nazyvat” mechanickou hybnost'ou. Medzi zov§eobecnenou kanonickou
a mechanickou hybnostou ¢astice v EM poli plati teda vzt'ah

P=p+4gA 9)

Postupom zndmym z teoretickej mechaniky dostaneme potom uz 'ahko vyraz
pre Hamiltonovu funkciu:

H(r,P)=[f~iL]—L=[v-iLJ—L=
or ov

=mv? +q(v.A)—%mV2 -q(Av)+qp=

— L —qp=—"p+qp
2 1 2m 1

1
H(r,P)=—(P-qA)’ +q¢ (10)
2m
Podstatné je, Ze hamiltonovu funkciu bolo treba vyjadrit’ pomocou kanonicky
zdruZenych veliéin r, P.
Hamiltonove pohybové rovnice potom si

f:éﬂ, P _9H
oP or

Citatel’ sa moZe presvedSit, Ze tieto rovnice sii ekvivalentné pohybovej rov-
nici (3).

V nasledujicom ¢lanku si ukdZeme ako treba prejst’ od hamiltonovského opisu
klasickej Castice ku kvantovomechanickemu opisu. Aby sme ale uZ teraz videl,
kde sa dostaneme, prezradime, Ze pri kvantovani priradime operator —i4V nie
mechanickej, ale zovSeobecnenej hybnosti a vyraz (10) potom prejde na operitor
vystupujuci na pravej strane (2.16).

Rovnica (9) potom bude

P = Pumech = —1AV — gA (11

Uvedieme teraz este jednoduchy kvalitativny argument, ktory ilustruje fyzi-
kélny obsah vztahu (11). Argument pochadza od Feynmana. Predstavme si Casticu
s ndbojom ¢ vndtri dlhého solenoidu. Nech pri ¢ < £y solenoidom netecie prad,
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elektrické i magnetické pole je nulové a potencidly ¢, A volime ¢ =0, A = 0.
V okamihu #, zapneme prud tak, Ze za vel'mi kratky ¢as At sa magnetickd indukcia
vnutri solenoidu ustéli na hodnote B. Prislusny prechodovy jav si mdZeme pred-
stavit’ tak, Ze je opisany ,,zapnutim“ potencidlu A z nulovej hodnoty na hodnotu
Ay(r) pricom plati B = V x Ay(r. Potencidl ¢ je stdle nulovy. Podas procesu
»Zapinania®“ sa vnitri solenoidu objavi aj elektrické pole, pre ktoré podl'a (2.8)
plati E = —dA/dz. Podl'a klasickej mechaniky toto elektrické pole udeli Castici

dodato¢nid hybnost’
0A
Apmech=FA[=qEAt=_qa_Atz_qA0 (12)
t

V situdciach, kde klasicky vysledok ma byt dobrym pribliZzenim ku kvantovo-
mechanickému vysledku, o¢akdvame, Ze podobny vysledok dostaneme aj pre
zmenu strednej hodnoty hybnosti Castice, pocitanej kvantovomechanickym forma-
lizmom pomocou operatora (11). UkdZeme si, Ze je to naozaj tak. Zmena strednej
hodnoty (12) presne zodpoveda druhému ¢lenu vo vzt'ahu (11). Prispevok k zmene
strednej hodnoty pochddzajuci od prvého ¢lena je nulovy, ako vyplyva z nasledu-
jucej uvahy. Prispevok od tohto ¢lena by sme nemohli zanedbat, keby vlnova
funkcia Castice v okamihu tesne pred zapnutim pola a po fiom bola podstatne
odlisnd. Ako si hned’ ukdZeme, ak doba zapnutia je vel'mi kratka, vinova funkcia
sa zmeni len vel'mi madlo, prispevok k strednej hodnote hybnosti dany prvym
¢lenom v (11) v situdcii pred zapnutim pol'a a po iom je teda rovnaky, prispevok
k zmene strednej hodnoty je zanedbatel'ny. Feynmanov argument naozaj nazorne
ukazuje fyzikdlny vyznam druhého ¢lena vo vztahu (11). UkdZeme si teraz, Ze
spominand zmena vlnovej funkcie pocas ,,zapinania pola“ je naozaj mald. Této
zmena musi byt’, samozrejme opisana Schrodingerovou rovnicou. Predpokladame,
7e pole vystupuje vo vyjadreni hamiltonidnu iba cez potencidly''® A, ¢, pric¢om
pre jednoduchost’ predpokladajme, v zhode s (4.10), Ze hamiltonidn ma tvar

H=0,+0,.A+0,A

Podl'a Schrodingerovej rovnice
ihoylot=Hy

potom pre zmenu vinovej funkcie dostaneme odhad
1
IIAWIIS% (10, Wil + 10, wil | Agl + 105wl | Ag P} At

Vidime teda, Ze zmena vlnovej funkcie je pre malé ¢asy Af naozaj zanedbatelna.

"9 Tento predpoklad je podstatny. Ak by sme v hamiltonidne pripustili i &len dmemny E = —dA/dr, d'alsiu
dvahu by sme nemohli pouZit’.
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8.5 KANONICKE KVANTOVANIE

Nie vsetky fyzikdlne sustavy sa daju charakterizovat’ ako subory Castic interagu-
jucich navzdjom pomocou sil, ku ktorym existuje potencidl v obvyklom zmysle.
Priklad castice vo vSeobecnom elektromagnetickom poli skimany v predchiddza-
jiicom &lanku je ilustrciou takejto situcie. Casto sa stretdvame i so stistavami,
ktoré (prinajmenej na klasickej urovni) nemaji vdbec Casticovd interpreticiu
(polia). V teoretickej mechanike je vSak zndmy formalizmus, ktory moZno pouzit’
i pre opis komplikovanejsich fyzikalnych sistav a pre opis pohybu Castic v poten-
cidlovom poli je ekvivalentny Newtonovmu formalizmu. Ide o Lagrangeovsky
resp. Hamiltonovsky formalizmus, pomocou ktorého je mozné opisat’ na klasicke;j
urovni vSetky zndme fyzikdlne sdstavy.

Ak chceme teda prejst’ ku kvantovému opisu ststav, ktoré maju klasicky analég,
bolo by dobré poznat’ prechod od vS§eobecného Hamiltonovského formalizmu ku
kvantovomechanickému formalizmu. Hamiltonovsky formalizmus pouziva pojmy
kanonicky konjugovanych (zdruzenych) suradnic (¢) a hybnosti (P), priCom
Hamiltonove pohybové rovnice maji tvar

=2 pM (1)
oP dq
kde H = H(P, g) je Hamiltonova funkcia uvaZovanej sdstavy Pri prechode ku
kvantovomechanickému formalizmu je treba priradit’ zovSeobecnenym surad-
niciam g a zovSeobecnenym hybnostiam P vhodné operatory. Podrobnu diskusiu
tejto problematiky mozno ndjst’ v Diracovej monografii [14] a pripad kanonického
kvantovania sistavy s viizbami'*® v jeho lekcidch [31]. My sa obmedzime na
znacne zjednodusené konstatovania. Podl'a Diraca zov§eobecnenie , kvantovacieho
predpisu
.. 0
x—X=x, P—>P=-ih—
ox
ktory uZ pozndme, na pripad zovSeobecnenych stradnic a hybnosti, spociva
v zachovani komuta¢ného pravidla

[x, P1=iA 2)

Inymi slovami operétory q a P, ktoré prirad'ujeme klasickym zovSeobecnenym
stradniciam a hybnostiam musia spliat’ komutacny vzt'ah

[q, P]=iA 3)

120 Dolezitost’ tohto pripadu sa ukdzala v poslednom obdobi, ked’ sa v kvantovej teérii pol'a vyskytol
problém kvantovania kalibra¢nych poli.
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.....

gi» 1 =1, ..., n ak nim konjugovanych hybnosti P, i = 1, ..., n vyZadujeme splnenie
komutaénych vztahov'?'

[a: P =iAd;, 19, q1=0, [P,P]=0 @)

kde &; je Kroneckerov symbol.

Vztahy (4) sa nazyvaju kanonické komutacné vztahy a postupu, ktory klasickym
zovieobecnenym sdradniciam ¢ a hybnostiam P priradi operatory q a P spifiajice
vztahy (4) sa hovori kanonické kvantovanie.

Na podmienky (4) sa treba pozerat’ ako na postulat, ktorého platnost’ sa overuje
sthlasom jeho dosledkov s experimentom. Poznamenajme, Ze formuldcia postu-
latu (4) kladie doraz na nekomutativnost operatorov priradenych fyzikalnym
veli¢éindm v kvantovej mechanike, inymi slovami vztah (4) ukazuje na hlbokud
tilohu vztahu neurcitosti v kvantovomechanickom opise fyzikalnych sustav.

Zhrnme teda hlavnu ideu kanonického kvantovania vo forme algoritmu.

Ak mas kvantovat’ ststavu, ktord ma klasicky analég, potom:

1. N4jdi zovseobecnené suradnice g a Lagrangeovu funkciu klasickej sustavy

L(q. 4)
dL

2. N4jdi zovseobecnené hybnosti zdruzené ku ¢ podl'a vztahu P=—
q

3. N4jdi Hamiltonovu funkciu stistavy a vyjadri ju pomocou premennych P, ¢
podla vztahu

. oL
H(P,q)=q——-L
g

4. Prirad’ kanonicky zdruZenym veli¢indm P, g operédtory P, q tak, aby boli
splnené komutac¢né vztahy (4).

Dosad’ do vyjadrenia Hamiltonovej funkcie H(P, g) namiesto klasickych
veli¢in P, g operdtory P, q. Dostane$ operdtor Hamiltonidn

H(P, o)

ktory vystupuje v Schrodingerovej (pohybovej) rovnici.

6. Operator priradeny l'ubovolnej inej veliCine F, ktord ma klasicky analég
n4jdi tak, Ze napred najdes klasické vyjadrenie veli¢iny F pomocou P a g: F(F, q)
a potom do tohto vyjadrenia dosad’ operatory.

121 Porovnaj so vztahmi (2.17.1).
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8.6 BEZSPINOVA CASTICA
V ELEKTROMAGNETICKOM POLI.
KVANTOVOMECHANICKY OPIS
PRI KANONICKOM KVANTOVANI

V predchédzajicom ¢lanku sme uviedli vSeobecny predpis pre kanonické kvanto-
vanie sustav, ktoré st na klasickej drovni opisané hamiltonovskym formalizmom.
PretozZe takyto formalizmus sme pouZili pre klasicky opis Castice v elektromagne-
tickom poli v ¢lanku 8.4 bude prechod ku kvantovomechanickému formalizmu
jednoduchy. Podla ¢lanku 8.4 kanonicky zdruZenymi veli¢inami su sdradnica r
a zovSeobecnend hybnost’

P=p+qA (1

Teraz treba tymto veli¢indm priradit’ operdtory r a P tak, aby boli splnené
kanonické komuta¢né vztahy

[Xi, Pj] = ihd’j (2)
[X;, X;] =0, [P, Pj] =0 (3)

Predpokladajme pritom, Ze opis stavu Castice v okamihu {j je opét’ dany vino-
vou funkciou w(r, 1) a jej interpretécia je tieZ obvykla, t. j. ly(r, 1o)* ma vyznam
hustoty pravdepodobnosti ndjst’ Casticu v okoli bodu r. Potom ale strednti hodnotu
r musime pocitat’ podld vztahu

Ho) = [y(r, Orp(r, 1) &r
a teda sdradnici r priradime operator
f=r “)

Aby boli splnené komuta¢né vztahy (2) a (3), staci, ak priradime zovSeobecnenej
hybnosti operator

P=—-inV (5)
Vtedy je ale mechanickej hybnosti p priradeny operator
p=-iiV - gA 6)

Treba vSak trochu opatrnosti. V skuto¢nosti komutaénym vzt'ahom (2) vyho-
vuje aj operator

P'=—iaV + F(p (7)
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kde F(r) je Tubovolnd vektorovd funkcia suradnice r. Aby boli splnené aj
komutacné vztahy (3), musi platit’ (presved¢ime sa o tom dosadenim (7) do (3)
po zlozkach)

0

9 r -2 F@=0  ij=123 (8)
ox, ’ ox;

Znamena to, Ze funkcia F(r) nie je I'ubovolnd, ale takd, Ze sa dd vyjadrit’
v tvare

F(n =Vo(n (€))

kde ®(r) je vhodna skaldrna funkcia.
Znamena to, Ze vo vSeobecnosti mozno mechanickej hybnosti priradit’ operator

p=-iiV - gA+ VO(r) (10)

kde ®(r) je lubovol'nd skaldrna funkcia stradnice. V ¢lanku 8.2 sme vsak videli,
Ze vektorovy potencidl je urCeny aZ na gradient 'ubovolnej skaldrnej funkcie (vzt'ah
(2.9)). Znamena to, Ze v pripade, ked’ volime operator p v tvare (10) mdZeme na-
miesto potencidlu A pouzivat’ pre vyjadrenie tej istej fyzikdlnej situdcie potencidl

A=A+ lve (11)
q
a operator P bude mat’ tvar
p=-iiV — gA’

¢o je tvar (6). Vidime teda, Ze napriek nejednoznacnosti vol'by operdtora p mozno
vZdy redefiniciou vektorového potencidlu dosiahnut, Ze operdtor P ma tvar (6).
Zhriime teda doterajsie vysledky: Pri kvantovomechanickom opise treba siradnici
r, mechanickej hybnosti p a zovSeobecnenej hybnosti P priradit’ operatory

F=r
p=-iiV - gA (12)
P =-iaV
kde A je vektorovy potencial elektromagnetického pola a ¢ je ndboj uvaZovanej
Castice. Klasické vyjadrenie hamiltonovej funkcie je dané vzt'ahom (4.10). Kvanto-
vomechanicky hamiltonidn bude mat’ preto tvar

H=L(—ihV—qA)2 +qp (13)
2m

kde ¢ je skalarny potencial elektromagnetického pol'a. Pohybova Schrodingerova
rovnica Castice v elektromagnetickom poli bude mat’ tvar
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in ¥ _ [L (—ihV — gA)® + qgo}// (14)
ot 2m

s ktorym sme sa uz vysSie stretli vo vel'mi zjednodusenom ,,odvodeni*.

8.7 KALIBRACNA INVARIANTNOST

Doteraz sme sa uz viackrét stretli s tym, Ze vlnova funkcia opisujica stav
Castice je urCend az na konStantny fazovy faktor. Znamena to, Ze funkcie W(r)
a ei”’l//(r), kde «je redlne ¢islo opisuju ten isty stav. Formdlne sa tato skuto¢nost’
prejavuje ako dosledok linedrnosti kvantovomechanickych rovnic, napriklad
Schrodingerovej rovnice. Skutocne, ak funkcia ¥(r, ¢) je rieSenim rovnice

2
iha—v/ = —h—V v+Vy
ot 2m

potom rieSenim tejto rovnice je aj funkcia

ey, 1) (2)
V pripade nabitej ¢astice v EM poli mé SchR tvar
., 0 1 .
in L= | (-inv - gA) g |y 3)
ot 2m

a, pravdaZze, spolu s rieSenim I je rieSenim rovnice (3) aj funkcia (2).

V tomto pripade vSak plati ovela silnejSie tvrdenie. Vo funkcii opisujicej stav
mozno nielen zmenit’ fazu o konstantny faktor ako vo vztahu (2), ale mozno
dokonca zmenit’ fazu v zavislosti od miesta a ¢asu

eiw(r, )

Sformulujme naSe tvrdenie presnejSie. Ak funkcia y(r, 1) je rieSenim rovnice
(2), potom funkcia

w'(r, 1) = & y(96r, 1) (4)

je tieZ rieSenim Schrédingerovej rovnice (2), v ktorej vSak namiesto potencidlov
A, ¢ vystupuju potencidly

A=A+ EVO,’ %)
q
ho

p=p-22 ©)
q of
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O sprdvnosti tohto tvrdenia pre 'ubovol'ni funkciu a(r, t) sa mozno jednoducho
presvedcit’ dosadenim (4), (5), (6) do rovnice (3).

Transformacné vztahy (5), (6) vSak maji tvar (2.9), ¢o znamen4, Ze dvojice
@ Aa ¢, A opisuju to isté elektromagnetické pole. SchR je teda invariantnd voci
transformacii danej vztahmi (4), (5), (6). Z historickych dévodov sa tito inva-
riantnost’ nazyva kalibra¢nou invariantnost'ou a transformacia

y/_) y/,= eiaf(r, t)l//
A-A=A+ EV@ 7
q
) hoa
po>Q=¢0- ——
q ot

sa nazyva kalibra¢nou transformaciou.'*

Pristup, pomocou ktorého sme sa oboznamili s kalibra¢nou invariantnostou,
mdZe l'ahko vyvolat’ dojem, Ze ide o nepodstatnu technicki vec, skor o zaujimavost’
alebo kuriozitu. Dnes vsak vyvoj fyziky, zda sa, ukazuje, Ze poziadavka kalibracnej
invariantnosti zohrdva zdvazni dlohu vo fyzikdlnych teéridch a ma — prinajmenej —
vel’kd heuristicku cenu. Mozno, Ze dokonca patri k jednym z najhlbsich fyzikal-
nych principov.'*

Heuristicku cenu principu kalibra¢nej invariantnosti si méZeme nacrtnit’ i na
skimanom pripade nabitej (nerelativistickej) Castice v elektromagnetickom poli.
1 Vyjdime zo SchR pre volni Casticu

Loy W’
A—Y—=—A 8
! ot 2m v ®

(ktord opisuje pohyb castice bez vplyvu elektromagnetického pdla). Tato rovnica
je invariantnd vzhl'adom na transformdcie typu (2) s konstantnou fazou. Pokdsme
sa ndjst’ taki modifikaciu rovnice (8), aby nova pohybova rovnica bola invariantna
vzhladom na transformdcie typu (4). Rovnica (8) invariantnd nie je, vadi tu sku-
tocnost’, Ze kym funkcia y sa transformuje homogénne

W_) eia’(r, B3] ‘// (9)

122 Prihodnejsie by bolo azda hovorit’ o fizovej transformacii, resp. fdzovej invariantnosti; termin kalib-
ra¢nd transformdcia sa vSak vzil a pouZiva sa, hoci vo vztahoch (7) nejde o zmenu kalibracie (3kély),
ale o zmenu fazy.

Postupy, opierajtice sa o princip kalibracnej invariantnosti, viedli v poslednych rokoch k podstatnému
pokroku v chdpani dynamiky silnych, slabych a elektromagnetickych interakcii elementdrnych Castic.

123
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jej derivécie podliehaji nehomogénnej transformaécii:

Vl//_) VWI = V(eia'(r, I)‘”) —
=iVa)e v+ e (V) £V (10)

Pohybova rovnica by bola invariantnd, keby namiesto obycajnych diferencidlnych
operatorov typu V v nej vystupovali nejaké zovSeobecnené diferencidlne operatory
D, pre ktoré by platilo pri transformadcii (9)

Dy— D'y =Dy

DetailnejSia dvaha vedie k zdveru, Ze vhodnou vol'bou je nahrada diferencidlnych
operatorov podl'a vztahov typu (2.14)

0 d
T
R v A (11)
iV — —ihV — gA

Ak chceme teda splnit’ poziadavku kalibracnej invariantnosti, musime zaviest’
pomocné polia @ a A, ktorych tilohou je kompenzovat’ nehomogénny €len v trans-
formadcii (10). Polu danému potencidlmi ¢, A sa preto hovori tieZ kalibra¢né
alebo kompenzujice pole. Namiesto rovnice (8) dostaneme teda po nahrade (11)
rovnicu

Ly - gy = iV - ga)y (12)
ot 2m
ktora uz je kalibra¢né invariantna vzhl'adom na transformacie (7).

Princip kalibrac¢nej invariantnosti teda priamo diktuje, ako ma vyzerat’ inter-
akcia s elektromagnetickym polom. Rovnica (12) je totoZnd s rovnicou (3).
O interakcii, ktord dostaneme ndhradou diferencidlnych operatorov v pohybovej
rovnici (neinteragujucej Castice) podla vztahov (11) sa niekedy hovori ako
0 minimélnej interakcii.'**

8.8 PRIKLADY A PROBLEMY

1. Nabitd Castica je vonkajS$imi vidzbami niitend pohybovat’ sa ako rovinny rotdtor (pozri prikl. 10
ku 4. kapitole). Najdite spektrum energie takejto ststavy ak sa nachadza v homogénnom magne-
tickom poli, ktoré ma smer kolmy na rovinu rotatora.

124 Nédzov pochéddza pravdepodobne z toho, 7e zdmena typu (11) je ,,minimdlna“ zmena, ktorii musime
urobit’ v pohybovej rovnici, aby sme dostali kalibra¢né invariantni pohybovu rovnicu.
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2. Coulombovské elektrostatické pole mozno opisat’ i pomocou potencidlov ¢ = 0, A = K LS t.
r

Prediskutujte formuldciu a rieSenie ulohy ,,spektrum vodika“. Najdite stivis s obvyklym postupom.
Ndvod: vyuzite kalibra¢ni invariantnost’.

3. N4jdite operdtor rychlosti V= (v, V,, V3) bezspinovej Castice v elektromagnetickom poli. Ndjdite
komutétory [Vv;, V;].

4. Odvod'te rovnicu kontinuity pre Schrédingerovu rovnicu bezspinovej Castice vo vonkajSom
elektromagnetickom poli. Ukézte, Ze hustota pridu sa dd vyjadrit’ v tvare

J=3 W yry

kde V je operdtor rychlosti (pozri predchddzajici priklad).

5. Aky tvar maji Ehrenfestove vety pre pripad bezspinovej Castice v magnetickom poli. Porovnajte
s klasickymi rovnicami (vztahom pre Lorentzovu silu).

6. Na zdklade predchadzajiceho prikladu ukazte, Ze v pripade homogénneho magnetického pola
sa stred vlnového balika opisujticeho ¢asticu pohybuje po klasickej trajektorii.
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