1 ELEMENTARNA KVANTOVA MECHANIKA

1.1 UVODNA POZNAMKA

Kvantovd mechanika je tedria Struktiry atémov, ich vzdjomnych interakcif,
interakcif atémov so Ziarenim a mnohych d’alSich javov, pri ktorych je Struktira
latok na atomadrnej trovni rozhodujica. Pre vsetky tieto javy su typické vzdiale-
nosti 107" m, prenosy energie 10" J a momenty hybnosti 10~ Js, ktoré si ovel’a
mensie ako hodnoty obdobnych fyzikdlnych veli¢in, zndmych z kaZdodennej
skusenosti. Nie je teda prekvapujice, Ze kvantovd mechanika pouZiva iny pojmovy
aparat a zakonitosti iného typu ako klasicka fyzika.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ kvalitativnou diskusiou zdkladnych experi-
mentélnych faktov, ktoré viedli ku vzniku kvantovej mechaniky a budeme si
v§imat’ vplyv tychto faktov pri vzniku pojmovej Struktiry kvantovej tedrie.
Diskusia bude matematicky vel'mi elementdrna, pretozZe v tejto kapitole by sme
chceli prezentovat’ fyzikdlne myslienky v tej najjednoduchsej forme.

1.2 PREDMET KVANTOVEJ MECHANIKY

Zakladné myslienky kvantovej tedrie vznikli pri snahe pochopit’ experimen-
talne udaje, ktoré klasicka fyzika nebola schopna vysvetlit' ani len kvalitativne.
V tychto experimentoch sa skiimala interakcia Ziarenia a Castic s atdémami, atémové
spektrd a niektoré d’alSie javy bezprostredne stvisiace so Struktirou atémov
amolekiil a s ich usporiadanim v zloZitejsich sustavach. Na pdde tychto problémov
vznikla kvantova mechanika a vyréstla v novu, logicky konzistentni a ucelent
tedriu, dokonale opisujicu experimentalne fakty atdmovej fyziky. Podstatnd tlohu
pri zrode kvantovej mechaniky zohrali poznatky o kvantovych vlastnostiach
Ziarenia vystihnuté v pojme foténu. Tento pojem' zaviedol v r. 1905 Albert
Einstein v tedrii fotoelektrického javu a podnetom pre vznik tohto pojmu bola
Planckova tedria (1900) spektra Ziarenia vysielaného zahriatymi telesami (tepelné
Ziarenie).

! Einstein pouzival termin svetelné resp. energetické kvantum. Einsteinove svetelné kvant4 nazval
prvy raz foténmi A. H. Compton r. 1923.
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V nasledujicom si v§Simneme tie skutocnosti, ktoré prinutili fyziku zaciatkom
storocia hl'adat’ novi tedriu javov vo svete atémov a potom v ¢lanku 1.4 sa budeme
zaoberat’ typickymi veli¢inami atémovej fyziky.

1.3 KVANTOVANIE ENERGIE AKO EMPIRICKY FAKT

Nova fyzikélna tedria nevznikd sama od seba, ale véc¢Sinou — a v pripade kvan-
tovej mechaniky to tak bolo — pod vplyvom novych experimentalnych vysledkov.
Proces nie je priamociary, ale je to vlastne prelinanie dvoch procesov — experi-
menty stimuluji vznik novych teoretickych myslienok a tieto zas naznacuju
zameranie novych experimentov, overujucich teoretické myslienky a poskytujicich
nové udaje. Trva istd dobu, kym sa tento vyvojovy proces uzatvori a ,tedria je
hotova“. V pripade kvantovej mechaniky sa tento proces zavisil koncom dvadsia-
tych rokov.

V tejto tivodnej uéebnici budeme postupovat’ induktivne, ale nebudeme sledo-
vat’ podrobne komplikovany historicky vyvoj, ani nebudeme podrobne rozoberat’
jednotlivé experimenty.” Pod experimentilnymi faktami budeme mat’ na mysli
skor niektoré ¢rty zhriiujiice vysledky viacerych experimentov.

Jednou z najzdvaznejsSich skutocnosti, ktord je zabudovand do zdkladov
kvantovej tedrie, je experimentdlny fakt existencie diskrétnych energetickych
hladin atémov. Tento fakt je podstatne odliSny od toho, ¢o by sme ocakévali
v klasickej fyzike.

Experimentédlne je jednoznacne ukédzané, Ze mozné hodnoty energie atému
tvoria diskrétnu mnoZinu. Hovorime, Ze energia atémov je kvantovana. Ako
priklad uvddzame mozZné hodnoty energie atému vodika na obr. 1.1. Pri zndzor-
novani moznych hodnét energie je zvykom orientovat’ os, na ktord vyndSame
energiu zvisle; mozné hodnoty energie potom nazyvame energetickymi hladinami
a hovorime o ,,vys§ich* ¢i ,,nizsich® hladindch. Ako je dobre zndme, energia
stistavy je urcend az na aditivnu konStantu a pri ur€ovani energie atému vodika
je zvykom volit’ tito konstantu tak, aby energia sustavy proton — elektrén, ktoré
st oba v pokoji a vel'mi d’aleko (o) od seba, bola rovnd nule. Ak z takejto zacia-
tocnej situdcie vznikne viazany stav (atdm vodika), prislusna vidzbova energia sa
uvolni, napriklad v podobe Ziarenia. Energia stistavy tym poklesne a v nasej

* Mimochodom, podrobna diskusia niektorych z tychto experimentov je vynikajicou ndpliiou pre $tu-
dentské krizky, a podobne vhodnymi témami su i niektoré momenty z histérie vzniku kvantove;j
tedrie. V ucebnici vSak pre ne, bohuZzial’, niet dostatok miesta.
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konvencii bude zdpornd. Stav, ktorému na obrdzku odpovedd najniZsia energia
(13,6 eV) nazyvame zdkladnym stavom atomu vodika, stavy s vy$Sou energiou
nazyvame excitovanymi stavmi.

H = 0
E+§-0.85 eV
E3f-1.50 eV
Ey1-3,40 v
Eot -13.6 eV
Obr. 1.1

Ak atému vodika v zdkladnom stave doddme energiu vicSiu ako 13,6 eV,
moZeme atém ionizovat), t. j. oddelit’ elektrén od proténu. Tito energiu nazyvame
ionizacnou energiou atému vodika. Ak sa atém nachddza v stave s energiou
E, = -3,4 eV, potom na oddelenie elektrénu od proténu potrebujeme atému
dodat’ energiu vicsiu ako 3,4 eV atd’.

To, Ze energia atomu vodika mdZe nadobudat’ iba urcité diskrétne hodnoty je
v ostrom rozpore s predstavou atému ako planetarnej sustavy spravajicej sa podla
zakonov klasickej mechaniky.

Celkova energia sustavy Castic pohybujucich sa podla zdkonov klasickej
(Newtonovej) mechaniky je dand sictom kinetickej a potencidlnej energie

E=%Zmivi2 +ZV(rik)

i>k

kde m; si hmotnosti a v; rychlosti jednotlivych Castic, i = Ir; — il je vzdialenost’
i-tej a k-tej Castice a V(ry) je potencidlna energia vzdjomného pdsobenia tychto
dvoch castic. Pohyb castic je urCeny Newtonovymi zdkonmi a zaciatonymi
podmienkami. Energia sistavy sa ¢asom nemeni a zdvisi len od zaciatoénych
podmienok. Spojitej zmene zaciatocnych podmienok odpoveda spojitd zmena
energie sustavy.

*Jeden eV je energia, ktord ziska Castica s elementdrnym ndbojom, ak je urychlena rozdielom
potencidlov 1 V;1eV=1,602.107"°J.
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Diskrétnost’ energie atomov sa prejavuje v ¢iarovom charaktere atomovych
spektier. V spektrach sa objavuji len urcité diskrétne hodnoty frekvencif (a teda
aj vinovych diZok) Ziarenia. Ciarovy charakter atémovych spektier interpretoval
Niels Bohr r. 1913 na zaklade nasledujucich dvoch postulatov:

1. Atém sa mdze nachddzat’ iba v urcitych diskrétnych stavoch, ktorym
prislichaju diskrétne hodnoty energii.

2. Pri prechode atému zo stavu s energiou E,, do stavu s niZSou energiou E, sa
vyZiari jediné kvantum energie Ziarenia — foton — s energiou rovnou E,, — E, a frek-
venciou v danou vzt'ahom

E, - E,=2nhy

kde 7 je Planckova konStanta.

Tieto postulaty obsahuju jednak predpoklad o existencii diskrétnych viaza-
nych stavov a jednak predpoklad o tom, Ze rozdiel energie je odneseny jedinym
fotonom, ktorého energia je dand vztahom pouZivanym Planckom pri analyze
Ziarenia vysielaného zahriatymi telesami a Einsteinom pri analyze fotoelektrického
javu. Zo spektra preto 'ahko mozZno urcit energetické rozdiely hladin atému
(obr. 1.2). Obidva Bohrove postuldty si zachovali svoju platnost a vosli do
zakladov kvantovej teérie. Okrem nich Bohr zaviedol este treti postuldt umoziu-
juci vypocitat’ hodnoty energie atdmu vodika. Podl'a tohto postuldtu sa elektrén
v atéme vodika smel pohybovat’ iba po tych klasickych kruhovych trajektdriach, pri
ktorych je moment hybnosti elektrénu rovny celociselnému nasobku Planckovej
konStanty 7. Na drdhach povolenych tymto postulitom mal elektrén udelend
vynimku v tom, e nemusel vyZarovat’ podl'a zakonov klasickej elektrodynamiky”.

9 Ez: ‘1,5 eV
1.9eV

E 1= '3.‘ eV
102ev  $121ev
<

L E.--136eV
Obr. 1.2

Treti postuldt sa nepodarilo tspesne pouZit' uz pri vypocte spektra druhého naj-
l'ahSieho prvku — hélia. Kvantovanie momentu hybnosti sa neskor stalo jednou
z podstatnych ¢ft kvantovej mechaniky, ale jeho vysvetlenie je dnes podstatne
iné ako v Bohrovom modeli.

*Podra zakonov elektrodynamiky kaZzdy ndboj pohybujici sa s nenulovym zrychlenim vyZaruje
elektromagnetické viny a straca energiu. Da sa odhadnit’, Ze elektrén pohybujici sa po kruhovej drahe
v atéme vodika by musel v désledku vyZarovania energie spadnit’ do jadra za menej ako 107 s.
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Vcelku mozno povedat’, Ze Bohrov model atému vodika zohral vel'mi vaznu
ulohu v obdobi pred vznikom sicasnej kvantovej mechaniky. Jeho t'azkosti — ako
sa neskor ukazalo — vyplyvali v podstate z toho, Ze v tretom postulate sa pred-
pokladalo, Ze elektrén v atéme sa pohybuje po klasickej trajektérii. Ukézalo sa —
a hlboky rozpor medzi existenciou diskrétnych energetickych hladin a principmi
klasickej fyziky to aj naznaCuje — Ze elektron (a najmé jeho kvantové stavy)
treba chédpat’ sposobom podstatne odliSnym od pojmovej Struktiry klasickej
fyziky.

Na spektroskopii nezavislym potvrdenim existencie diskrétnosti moznych
energii atémov su Franckove a Hertzove pokusy (1913).

Zjednodusend zdkladnd myslienka jedného z pokusov je znazornend na
obr. 1.3. Zvizok elektréonov zndmej energie E prechddza cez zriedeny plyn. Po
prechode plynom budd mat’ niektoré elektrény energiu E, iné E', d’alSie E" atd’.
Podstatné je to, Ze zmena energie elektrénu je diskrétna. Vysvetlenie je jednodu-
ché: pri prechode zvizku elektrénov plynom dochddza k zrazkam elektrénov
s atomami plynu. Pokial’ sa pri tychto zrdZkach nemeni stav atému, nebude sa
menit’ ani energia elektrénov.” Ak sa viak atém pri zrazke excituje a prejde do
stavu s vySSou energiou, potom elektrén straca prave tol’ko energie, kol’ko treba
na excitdciu atému do prislusného vysSieho stavu. Rozdiely energii elektrénov
(E—-E', E- E" atd’), potom priamo udavaju rozdiely energii medzi excitovanymi
stavmi a zdkladnym stavom. Hodnoty namerané vo Franckovych a Hertzovych
pokusoch boli opit’ diskrétne a rovnaké ako hodnoty ziskané zo spektier atémov.

1.4 TYPICKE HODNOTY VELICIN V ATOMOVEJ FYZIKE

V tomto ¢lanku si pripomenieme niekol'ko faktov zndmych z atémovej fyziky
a uvedieme typické hodnoty jej zdkladnych veli¢in. Poznanie tychto veli¢in je
potrebné pre spojenie matematického formalizmu kvantovej mechaniky s predsta-
vou o fyzikdlnej skutoCnosti.

> Toto je dosledkom zdkonov zachovania energie a hybnosti pri zrdzke a toho, Ze elektrén je omnoho
(rddovo 1 : 10*) Tahsi ako atém. Znamym prikladom z denného Zivota je zraZka stolnotenisovej lopticky
a tazkej kovovej gule. Hybnost lopti¢ky sa pri zrazke zmeni, ale nezmeni sa absolitna hodnota jej
rychlosti a teda ani jej kineticka energia.
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Pri rieSeni praktickych problémov treba vzdy najprv oddelit’ to podstatné od
menej podstatného a pri tom tieZ potrebujeme poznat aspon radové hodnoty
jednotlivych velicin.

Typické rozmery atémov a molekil sd rddovo 107'° az 10~ m. Hruby odhad
mozZno ziskat’ aj vel'mi primitivne, napriklad z hribky olejovej vrstvy na vodnej
hladine ak predpokladdme, Ze tito je vytvorend jedinou vrstvou molekul. Benja-
min Franklin (1706 — 1790) si v§imol, Ze 5 cm’ oleja sa roztecie na hladine na
plochu 0,2 hektdra. Vy3ka olejovej vrstvy je takto 2,5.107° m, ¢o ddva rozumny
odhad vel’kosti molekuly®.

S rozmerom molekul bezprostredne suvisi Avogadrova konStanta (Na =
= 6,022.10%® kmol™"). Naozaj, ak pozndme rozmer molekuly, vieme odhadniit’
i objem pripadajici na jednu molekulu a vieme odhadnuit’ aj pocet molekdl v istom
makroskopickom objeme, napr. v objeme, ktory zaberd 1 kmol latky. Pre vodu je
kilomdl 18 kg a prislugny objem je 18 1=18.107° m’. Ak linedrny rozmer mole-
kuly vody je x.10™'° m, potom v jednom kiloméle je

3
N, =L0103z%-1027 molekuil
(x.1077) «x

Ocakdvame, Ze x je zhruba niekol'ko jednotiek, a preto takto ziskany odhad,
hoci mimoriadne hruby, nie je zly.

Typické hodnoty energetickych zmien, ku ktorym dochddza pri chemickych
reakcidch si radové 1 eV na jednu molekulu. SkutoCne, kazdodennd skisenost’
hovori, 7e spalenim 1 kg uhlia sa ziska okolo 2.10" J tepla, na jednu reakciu
C + O, — CO, teda pripada (pocitame pre 12 kg, t.j. jeden kilomdl cistého
uhlika)

;
E=12.2.10

6 10% J=2eV

Takéto hodnoty energie su konzistentné s informéciou o rozmeroch atému.
Skutocne, skisme odhadnit’ v akej vzdialenosti od jadra treba ocakdvat’ vyskyt
elektrénu v atdme vodika ak ionizacnd energia je 13,6 eV.

Pripomenime si najprv jeden vzt'ah znamy z klasickej fyziky. Predstavme si
l'ahkd klasicku Casticu s ndbojom —e a hmotnostou m pohybujicu sa po kruZnici
o polomere r v Coulombovom poli budenom t'azkou Casticou s ndbojom e,

v skutocnosti si molekuly oleja dost’ dlhé retazce, ktoré stoja kolmo na hladinu vody a uvedené
¢islo udava dlzku molekuly oleja. Typické rozmery jednoduchych molekiil st preto o Cosi mensie.
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nachddzajicou sa v zaciatku sdradnicovej sistavy. Hmotnost™ ¢astice ndsobend
dostredivym zrychlenim musi byt rovna elektrostatickej pritazlivej sile’

2 2
muv e 1
= K —2 . K =
r r 4me,

Po nasobeni oboch stran faktorom r/2 dostaneme

2 2
mv- K e 1
E,, = =— —=——F
kin 9 r 2 pot
a pre celkovi energiu mame
B 1. 1K
E= Ekin +Epol _EEpot - _E B

Pre energiu E' potrebnu na vytrhnutie takejto klasickej Castice z daného viaza-
ného stavu takto mame E' = Ke’/2r.

Elektrén nie je klasickou Casticou a jeho pohyb v atéme nemdZeme povaZovat
za klasicky pohyb po urcitej trajektérii. Predsa vSak oCakdvame, Ze pre ionizacnu
energiu atému vodika E;,, bude platit’

— 2

kde r je veli¢ina s rozmerom dizky, rddovo rovnd rozmeru atému vodika. Ak sem
dosadime Ej,, =13,6 eV, K = 9.10° Nm’C™, ¢ = 1,6.10™" C dostaneme radovy
odhad rozmeru atému vodika

Ke?
2E

ion

r=

=0,5.10""m

Pokisime sa teraz odhadnit’ typické rychlosti elektrénu v atéme vodika,
pretoZe tento odhad potrebujeme prinajmen$om na to, aby sme vedeli, ¢i pohyb
elektronu musime uvazovat’ ako relativisticky (a to by sme museli, keby typické
rychlosti boli takého radu ako je rychlost’ svetla), alebo ¢i ndm staci nerelativistické

7V Rutherfordovom modeli atému i v sti¢asnej kvantovej mechanike je potencidlna energia
interakcie jadra a elektronu Cisto coulombovskd (pokial zanedbavame relativistické korekcie
a interakciu magnetickych momentov Castic). V starSom Thomsonovom modeli bola interakcia
medzi elektrénom a kladnym ndbojom atému podstatne zlozitejsia, pretoZe kladny naboj nebol
bodovy, ale bol rozdeleny spojité po celom objeme atému.
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priblizenie. Na zaklade (1) a (2) oCakavame, Ze radovu velkost’ rychlosti elektronu
v atome vodika mozno odhadnit’ zo vzt'ahu

Ekin = va/2 ~ Eion

Pre radovu velkost rychlosti odtial’ dostdvame

v=2.10ms ' < c=3.10ms™

Rychlosti elektrénu su teda o dva rady mensSie ako rychlost’ svetla a pohyb
elektrénu v atome vodika moZno v dobrom pribliZeni povaZovat’ za nerelativisticky.
Relativistické efekty ale nie si celkom zanedbatelné a uZ pri vypocte jemnej
Struktdry spektralnych Ciar treba brat’ do tivahy aspon prvé relativistické korekcie.

Odhadnime eSte typickd velkost momentu hybnosti elektréonu v atéme.
V klasickej mechanike je moment hybnosti ur€eny vztahom L = r x p, takZe pre
velkost momentu hybnosti plati L = mvr. MoZno teda o¢akavat, Ze v atdmovej
fyzike bude typicka hodnota veli¢iny L dand odhadom

L~=mor

kde m je hmotnost elektrénu, r je typicky rozmer atému a v je typicka rychlost
elektronu v atome. Ak sem dosadime, mame hodnotu

L=9.10""kg.0,5.10"" m.2.10° ms™ = 107 Js

Ré4dova zhoda tejto veli€iny s Planckovou konS$tantou
h 34
h=—=1034.10""Js
2n

je isto napadna.
Poznamka

Pozrime sa teraz na zdkladné veli¢iny atomovej fyziky z trocha iného hl'adiska.
Predpokladdme, Ze v atéme bude mat’ ddlezitd tlohu coulombovska interakcia,
do ktorej vstupuje elementdrny naboj v kombindcii Ke* (kde K = 1/(4n&y)), d'alej
bude dolezitd vel'kost hmotnosti elektrénu m, a ak je dynamika sustavy
kvantova, objavi sa v tedrii urcite Planckova konstanta /. Rozmery tychto
veli¢in su po rade

[h] =Js=kg m’s™
[Ke’] = Nm’ = kg m’ s
[me] =kg

Pozrime sa teraz na to, ako mdZeme pomocou tychto troch veli¢in skonstruovat’
veli¢iny s rozmerom dlZky, rychlosti, energie a momentu hybnosti. Postup si uké-
Zeme na pripade dlZzky. Oznac¢me veli¢inu dlzky ako a; a zapiSeme
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ar = (W)* (K (me)”

Koeficienty @, §, yuréime z toho, aby rozmery vyrazov na lavej a na pravej
strane boli rovnaké. Rozmer veli¢iny na l'avej strane je m, ale zapiSeme ho ako
0 () . o~ v .
m' kg’ s’. Pravi stranu rozpiSeme podrobnejsie a mame

m' kg’ s’ = (kg m’ s7)* (kg m’ s (kg)” =
_(kg)a+ﬁ’+ym2a+3ﬁ —-a-2p

Porovnanim rozmerov na obidvoch strandch dostaneme podmienky

1=2a+3p
O=a+pf+y
0=a+2p

Riesenim tychto troch rovnic je &= 2, f= y= -1 a dostdvame

2
4 =—" ~=0,529.10"" m
m,Ke

Tato veli¢ina, nazyvand Bohrovym polomerom (atému vodika) je najjedno-
duchs$ou velié¢inou s rozmerom diiky, ktord mbéZeme skonstruovat’ z veli¢in 7, m.,
Ke* a mo7no teda o¢akédvat’, 7e a, bude typickd diZka v atémovej fyzike. Podobne
moéZeme skonstruovat’ typicku rychlost v; a energiu E;. Dostaneme tak

2
vlzK—ezi-_’).lO8 ms™'
ho 137
1 m,(Ke®)
E =t KO 136 ev
2 n

Vo vztahu pre energiu sme tu do vyrazu pridali faktor 1/2, aby ¢iselnd hodnota
E, nebola dvojndsobkom (ale priamo rovnd) energii vizby v zdkladnom stave
atému vodika®.

Predchéddzajica jednoduchd rozmerova analyza naznacuje, Ze v atémove]
fyzike budi mat’ fyzikdlne veli¢iny rozmeru diZky, rychlosti a energie velkost
radové rovnud a,, v,, E;. Myslené je to tak, Ze pri jednoduchej tedrii ,,Sitej na
mieru* daného okruhu problémov je prirodzené dostat’ vo vysledkoch ¢iselné

8 Podobné rozmerové dvahy pouZil Bohr vo svojej prvej praci o atome vodika v r. 1913.
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faktory typu 1/4, 2, /2 a pod., ale je menej prirodzené prist’ pre niektord z velicin
k vysledku typu 1,74192632.10". Ak je kvantova teéria ,,8itd na mieru* problé-
mov atémovej fyziky, potom naozaj oCakdvame, Ze veliCiny charakterizujice
Struktiru atému, ktoré maji rozmery dizky, rychlosti, energie a momentu hybnosti
st rddové rovné a;, vy, Ej, A. Pri rieSeni kvantovomechanickych problémov je
preto spravidla uzitocné prejst’ k bezrozmernym premennym, ¢o prakticky zna-
men4, 7e dizku meriame v jednotkdch a;, energiu v jednotkich E; atd’. Toto je
fyzikalny obsah viet typu ,,pomocou substiticie.... prejdeme k bezrozmernym
premennym®, s ktorymi sa eSte viackrét stretneme pri rieSeni Schrodingerovej
rovnice’ Vysledok ziskany predchadzajiicou jednoduchou rozmerovou analyzou
moZno zhrnit’ takto: najjednoduchsie veliiny s rozmermi diZky, rychlosti, energie
a momentu hybnosti skonitruované z veli¢in 7, Ke’, m, maji velkosti typické pre
vel’kosti zékladnych veli¢in atémovej fyziky. O tom, Ze tento fakt je netrividlny sa
najjednoduchsie presved¢ime tym, Ze skisime nieco Co ,,nepracuje”. Predstavme
si napriklad, Ze by sme chceli ,,vyrobit* nekvantovii relativistickii teériu Struktdry
atému. Potom by zakladnymi veli¢inami boli m,, Ke” a rychlost svetla c (pretoZe
tedria by bola nekvantovd, Planckova konstanta by nehrala podstatnd tlohu).
V tejto situdcii by sme pre jednoduchu veli¢inu s rozmerom energie ziskali vyraz
mec” = 0,511.10° eV, pre veliinu s rozmerom diiky Ke*imee® = 2,818.107"° m,
pre rychlost, prirodzene, ¢ = 3.10° ms™' a pre moment hybnosti Ke’/c, ¢o je
priblizne 137-krat mensie ako Planckova konStanta 7.

»Prirodzené veli¢iny* takejto nekvantovej relativistickej tedrie by nemali nic¢
spolo¢né so zakladnymi veli¢inami atémovej fyziky.

1.5 KVANTOVE VLASTNOSTI ZIARENIA

Elementdrne kvantové vlastnosti Ziarenia si dnes dobre zndme uZ zo stredo-
Skolskej fyziky a nebudeme sa preto touto témou zaoberat’ podrobnejsie. Spome-
nieme iba (ako to ukazuje napriklad analyza fotoelektrického javu), Ze Ziarenie
si moZno predstavit’ ako prid kvant Ziarenia — foténov, pricom kazdy fotén ma
energiu E = /i@, kde w je kruhova frekvencia Ziarenia a % je Planckova konStanta.
Ziarenie okrem energie prenaSa i hybnost. Experimentilnym dosledkom tejto
skutocnosti je napriklad svetelny tlak (prvy raz zmerany Lebedevom). Foténu
preto pripisujeme energiu i hybnost’

E=ho p=h-— 6]

°V atémovej fyzike je vhodné (a vo svetovej literatire je to aj zvykom) vyjadrovat dizky,
rychlosti, energie a momenty hybnosti v prirodzenych a ,,atdmom na mieru §itych* jednotkach
ap, vy, Ey, A
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kde A je vlnova dizka Ziarenia. Vztah medzi hybnostou a vlnovou dizkou je azda
menej znamy ako vzt'ah medzi energiou a kruhovou frekvenciou, preto priddme
aspon jednoduchy argument zo Specidlnej tedrie relativity. Podl'a nej pre Casticu
s pokojovou hmotnost'ou my, energiou E a hybnostou p plati

E*=mic* + 1)2c2
Ak foténu priradime my = 0, dostaneme

E hw
p:—:—:
C C

E.ZTC
c

1
T
a to je prave druha Cast’ vzt'ahu (1). Urcitd hybnost’ (t. j. velkost’ i smer) mdZeme
priradit’ iba foténom rovinnej harmonickej svetelnej viny. Predpokladajme, Ze tito
rovinna vlna ma kruhovi frekvenciu @, vinovid dizku A a §iri sa v smere uréenom

jednotkovym vektorom n. Rovinnej vine prirad'ujeme vlnovy vektor'® v tvare k=
(21/)n. Pre energiu a hybnost’ fot6nu tejto rovinnej viny potom plati

E=hw, p=hk 2)

Pre obozndmenie sa s typickymi hodnotami energii foténov je uZitocné zratat’ si ako
cvigenie energie foténov prislusné k jednotlivym typom elektromagnetickych vin.
Ako priklad uved'me, Ze viditeI'nému svetlu odpovedaji fotdny s energiami zhruba
od 1,5 eV (Cervend oblast’) po 3,5 eV (fialova oblast). Je teda zrejmé, Ze na ioni-
zaciu atomu vodika zo zakladného stavu (13,6 eV) treba pouzit’ uz ultrafialové
Ziarenie a Ze viditel'nému svetlu budd odpovedat’ prechody z 3., 4., ... hladiny na
2. hladinu (Balmerova séria).

1.6 VLNOVE VLASTNOSTI CASTIC

Jednym z rozhodujicich momentov pri vzniku sicasnej kvantovej mechaniky
bola de Broglieho hypotéza (1924) o vlnovych vlastnostiach Castic. Podl'a nej
Castici s energiou E a hybnostou p prirad’'ujeme rovinnd vlnu, charakterizovand
kruhovou frekvenciou @ a vinovym vektorom k, priCom

1 1
w=—F k=—
h hp

' Absoliitnu hodnotu vinového vektora k = Iki = 21t/ A nazyvame vlno¢tom.
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Tieto vztahy st formdlne analogické vztahom (5.2) platnym pre fotény rovinne;
elektromagnetickej viny. Vztahy (1) platia iba pre volnd Casticu. Ak sa Castica
pohybuje v silovom poli (napriklad elektrén v atome vodika), priradenie viny
k tomuto pohybu castice je ovel'a komplikovanejSie a analyza tejto otazky (spolu
s tym ako treba interpretovat’ toto priradenie viny castici) tvori podstatni ¢ast’
naplne nasej knihy. K tejto problematike sa este vratime viac rdz, no na ivod ndm
zatial’ sta¢i pripad vol'nej Castice.

Pozrime sa najprv na niekol'ko bezprostrednych ddsledkov de Broglieho
hypotézy. Pri hl'adani prejavov predpokladanej vinovej povahy castic musime
hadat’ typické vlastnosti vin ako si interferencia a difrakcia. Keby sme sa totiZ
hlbsie zamysleli nad tym, ¢o to je ,,vlna“ z hl'adiska klasickej fyziky, prisli by
sme asi k tomu, Ze je to nieco schopné interferencie (difrakcia je jej Specidlnym
pripadom). Najprv si v§ak musime urobit’ konkrétnejsiu predstavu o typickych
vinovych diZkach elektrénov. Napriklad elektrén urychleny napitim U = 10 kV
ziska kinetickd energiu

1 >
—p =eU
2m, P

a podl'a vztahu (1) mu teda prislicha vlna s vinovou diZkou

A=27h . 1,2.10™"
2m.e

(&

Tu vidno dovod, preco sa pri elektrénovom Iici v obrazovke televizora (Co je
priblizne situdcia odpovedajuca takto urychlenym elektrénom) nemdzu prejavit’
vlnové vlastnosti elektrénov. Rozmery elektréd v obrazovkach su totiZ radovo
niekol’ko sto voltov mdme vinové dizky elektrénov v oblasti 107" m a pre takéto
elektrény priroda poskytuje priestorové Struktdry tej istej veli¢iny — krystaly,
v ktorych si medziatémové vzdialenosti tiez radovo 107" m. Ak nechame elektré-
novy li¢ dopadat’ na vhodny monokrystl, 1G¢ sa rozptyli (obr. 1.4). Podl'a klasickej
fyziky by sme oc€akédvali mélo pravidelnosti v smeroch rozptylenych elektrénov.
Ako vSak ukézali pokusy Davissona a Germera (1927) intenzita rozptyleného
zvazku zavisi vel'mi silne od smeru. V krivke uvadzajicej zavislost' intenzity
rozptyleného zvizku od uhla rozptylu sa pozorovali vyrazné maxima a minima
a ich poloha navyse zévisela od energie dopadajiiceho zvizku."

"' Odportc¢ame Eitatel'ovi obozndmit’ sa podrobnejsie aspoi s niektorymi z klasickych experimentov,
ktoré tu uvadzame iba v ndznakoch. Podrobnosti mozno néjst’ napriklad v knizke Trigg, G.: Resa-
jusceje eksperimenty v sovremennoj fizike. Mir, Moskva 1974 (preklad z anglického origindlu).
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De Broglieho hypotéza prirodzene vysvetl'uje pozorované zakonitosti v inten-
zitach rozptylenych elektrénov ako ddsledok interferencie de Broglicho vin
odrazenych od jednotlivych atémov v krystali. V uhlovom rozloZeni rozptylenych
elektrénov je potom prirodzené ocakdvat’ typické interferencné maxima a minima.
Interferenény obraz zavisi aj od dizky vin. Tato zas podl'a vztahu A = 2mhlp zavisi
od hybnosti, a teda od energie dopadajicich elektrénov, a preto je aj poloha
pozorovanych maxim a minim zavisld od energie primarneho elektrénového
zvizku.

Matematicky opis interferencie de Broglieho vin odrazenych od monokrystélu
je pomerne komplikovany. Dobrym priblizenim k situdcii v experimentoch Davis-
sona a Germera je uvaZovat rozptyl de Broglieho viny na povrchovej vrstve
atémov. Pre rovinnu vinu dopadajicu kolmo na rovinu atémov je tato zjednodu-
Send situdcia zndzornend na obr. 1.5. Drahovy rozdiel licov 1 a 2 (pozri obr. 1.5)
je 8= dcos a. Interferenéné maximd de Broglieho vin o¢akdvame v smeroch, pre
ktoré plati

dcosa=nA (2)

I~ getektor
T, T
7/;'41

1 2

A“‘

Obr. 1.4 Obr. 1.5

Experimenty Davissona a Germera ukézali, Ze elektrény sa od povrchu mono-
krystalu odrdzajd najCastejSie v smeroch danych podmienkou (2). Na to, aby sme
odtial’ mohli usddit, Ze experiment potvrdzuje de Broglieho hypotézu, musime
eSte postulovat’ istd koreldciu medzi intenzitou de Broglieho viny a vyskytom
elektronu. V kvalitativnej formul4cii tento postulat hovori, Ze elektrony sa budd
Casto vyskytovat’ v miestach, kde je intenzita de Broglieho viny vel’kd a zriedkavo
v miestach, kde je tato intenzita mald. K podrobnejsej diskusii tejto korelacie sa
vratime v ¢lanku 1.11.

Ak pozndme vzdialenost’ atomov v monokrystéli (napriklad z rontgenostruk-
tirnej analyzy pouZzitého krystalu), potom porovnanim experimentalnych vysled-
kov pre polohy maxim moZno podla vztahu (2) ur¢it’ vinovii dizku A a menenim
energie dopadajiceho zvizku mdZeme uréit’ aj zdvislost' 4 od energie. Pokusy
Davissona a Germera tak umozinuji priamo testovat’ spravnost de Broglieho
vztahov. Vysledky tychto a mnohych d’alSich experimentov Studujicich vinové
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vlastnosti Castic boli vZdy vo vel'mi dobrej zhode s predpoved’ami vyplyvajicimi
z de Broglieho vztahov.

1.7 KVANTOVE STAVY ELEKTRONU VIAZANEHO
NA USECKU

Teraz sa vratime k problému kvantovych energetickych hladin a pokisime sa
naznacit, v ¢om spociva nadej vysvetlit' pri¢inu kvantovania energie pomocou
hypotézy o vlnovej povahe Castic. Nasa argumenticia bude — ako ostatne v celej
tejto kapitole — iba kvalitativna. Zodpovedajuci rigorézny aparat budeme syste-
matickejSie pouzivat’ az v nasledujicej kapitole.

Predovsetkym si treba uvedomit’, Ze ak existuje vztah medzi energiou Castice
a frekvenciou vlny, ktord prislicha k tejto Castici, potom vysvetlit kvantovanie
energie znamend najst’ dovod pre to, Ze existuji iba diskrétne mozné hodnoty
frekvencie vlnenia odpovedajiceho stavu Castice.

Existencia urcitych diskrétnych frekvencii je vSak pre vinové procesy typicka.
Sta¢i si spomentt’ na to, Ze hudobné nastroje (napriklad struna uritej dizky)
vydévaju tény, ktorych vyska (frekvencia) je pre dany nastroj charakteristicka.

Tito myslienku si ukdZeme podrobnejSie na konkrétnom pripade elektrénu
viazaného na dsecku a budeme uvazovat’ anal6giu medzi stavmi takéhoto elektrénu
a stojatymi vlnami na strune urcitej dizky. Priklad elektrénu viazaného na tsecku
nie je celkom akademicky. V prirode existuji dlhé linearne organické molekuly,
v ktorych sa niektoré elektrony mozu pohybovat’ viac-menej vol'ne. Ak budeme
skimat’ energetické hladiny elektrénu, ktory sa mdze pohybovat’ iba v jednom
smere po tsetke dizky L, nebude to problém velmi vzdialeny od praktického
problému hladin elektrénu v linedrnej molekule.

Mechanickou analégiou de Broglieho vin prislichajicich takémuto elektrénu
je vInenie ¥iriace sa v strune o dizke L. Struna mdZe v principe vykondvat’ velmi
komplikované kmity v zavislosti od toho, ako ju na zaciatku vychylime z rovno-
véaznej polohy. Niektoré z kmitov struny sd vSak zvIast’ vyznacné; su to cisté har-
monické tony, pri ktorych sa na strune vytvéra stojatd vlna. Takyto harmonicky
kmit ma stacionarny charakter — keby sme zanedbali straty energie a pozreli sa
na kmitajtcu strunu po istom case, videli by sme stdle ten isty typ pohybu. Termin
»staciondrny® sa tu pouziva v tom istom zmysle ako v inych Castiach fyziky —
pohyb je staciondrny ak sa jeho charakter s asom nemeni. Staciondrne kmity
struny — stojaté viny — maji i d’al$iu vyznamnu vlastnost’. Cubovolny iny pohyb
struny moZno vyjadrit’ ako superpoziciu viacerych stojatych vin s roznymi vinovymi
dizkami a frekvenciami. Stojaté viny predstavuji jediny druh pohybu struny, ktorého
Casova zavislost je charakterizovand jedinou hodnotou frekvencie. Ostatné druhy
pohybu nemajui frekvenciu striktne definovanu (ked’Ze v prislusnej superpozicii
sa vyskytuju asponn dve rézne frekvencie). Hovorime tieZ, Ze ich frekvencia je
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neurditd, ma istd neuréitost’. V pripade de Broglieho vin istd hodnota frekvencie
znamend istd hodnotu energie. Ak sa teda zaujimame o také kvantové stavy
elektronu, v ktorych je jeho energia striktne urcend, prichddzame intuitivne
k analdgii

Harmonické kmity
Kvantové stavy elektrénu de Broglieho vin (1)

s istou energiou (stojaté viny)

Otazku kvantovomechanického analégu pohybov struny s neurcitou frekvenciou
nechajme zatial stranou a venujme sa blizSej analyze anal6gie (1). Na priklade
elektrénu viazaného na dsecku si ukdzeme, Ze vztah (1) skutocne predstavuje kl'i¢
k pochopeniu kvantovania energie.

[P i A=2L/2

T\ LN A=2LI3

A=2LIn

Obr. 1.6

Ako vidno z obr. 1.6 harmonické kmity (stojaté viny) na dsecke dizky L mozu
mat iba vinové dlzky

A =2t 12 2)

Teraz potrebujeme vztah medzi energiou a vlnovou dizkou pre stojati vinu.
Budeme postupovat’ tak, Ze si pripomenieme tento vztah pre postupni de Brog-
lieho vlnu a potom ho — trochu nekriticky a bez hlbsieho zdévodnenia — pouZijeme
i pre stojatd vinu. Vysledok, ktory takto dostaneme je spravny, ale jeho zd6vod-
nenie mozno ziskat' aZ pomocou formalizmu kvantovej mechaniky, s ktorym sa
stretneme v nasledujtcej kapitole. Postupnej vine prislicha podl'a de Brogliecho
vztahu hybnost’
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a energia

2 2
E:E(,i):p_:L(ﬂ}
2m  2m\ A

Ak tento vztah pouZijeme i pre stojatd vinu a dizky stojatych vin zoberieme
zo vzt'ahu (2), dostaneme
252
ThT o,
n°, n=1,2,3,... 3)
2ml?

E =E4)=

Podl’a (1) potom predpokladdme, Ze energiou elektrénu viazaného na usecku
dizky L moze byt len niektora z diskrétnych hodnét (3). Na zéklade analégie
s kmitmi struny potom o€akdvame, Ze kvantovomechanické stavy elektronu,
v ktorych je jeho energia striktne urcend a rovna niektorej s hodnot E,, budid mat’
tieZ staciondrny charakter. To je tieZ dovod, preco sa v praxi najCastejSie streta-
vame prave s takymito stavmi.

Poznamenajme, Ze hoci nasSa tivaha bola zaloZend na analdgii s kmitajicou
strunou, a teda ju mozZno povazovat nanajvys za kvalitativnu, vztah (3) je v sku-
tocnosti celkom presny a dostaneme ho znova rieSenim prislusnej Schrodingerovej
rovnice v €lanku 2.6.

Preto, aby sme mohli posudit, ¢i nds analdgia (1) privdadza ,,na spravnu stopu*
pri hladani pri¢in vzniku diskrétnych energetickych hladin je doleZité nielen to,
Ze vzt'ah (3) naozaj dava diskrétne hodnoty, ale aj to, Ze aj numericky dostdvame
ocakavané hodnoty.

Uvazujme nejaky organicky uhlovodikovy retazec. Vzdialenost medzi su-
sednymi atomami uhlika v takom ret'azci je priblizne 1,5.10"m a pre retazec
z N atomov uhlika, bude dizka molekuly L priblizne L = N.1,5. 10"m. Po dosadeni
do (3) mame

10eV ,
= n

E e

n

pre energetické hladiny elektrénu pohybujticeho sa pozdiz retazca'.
Dostali sme teda energie v elektrénvoltovej oblasti. To ukazuje, Ze sme na
spravnej ceste.

"2 Poznamenajme, Ze pri dostato¢ne dlhom retazci frekvencie foténov vyZzarovanych, resp. pohlco-
vanych pri prechodoch medzi energetickymi hladinami, spadajt do oblasti viditeI'ného svetla. To
je dovod, preco niektoré dlhé linedrne organické molekuly st dobrymi farbivami. Takéto molekuly
hraji podstatni dlohu i v mechanizme videnia, bliz§ie pozri napr. v znimych Feynmanovych
prednéaskach [17], cast 2, kap. 36.
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Ako zovSeobecnenie skiimanej tlohy vSimnime si teraz (Ciasto¢ne akademicky)
priklad elektronu viazaného na dvojrozmernu oblast’ tvaru $tvorca. Mechanickou
analdgiou elektrénovej viny budd teraz kmity Stvorcovej membrany. V takejto
membrane sa mozu $irit’ dve navzdjom nezavislé vlnenia v dvoch navzdjom kol-
mych smeroch (obr. 1.7). Aby vznikli harmonické staciondrne kmity musia byt
splnené dve nezavislé podmienky:

2L
im:—, n1:1,2,...
n
2L
2’,12__9 ny = 1’ 27
n,
Jin
S
Obr. 1.7

Podl'a klasickej mechaniky je kinetickd energia Castice viazanej na rovinu x, y dand
vztahom E = (p} + pi)/2m. Vidime, Ze celkova energia je suctom kinetickych
energii pohybov v smere jednotlivych stradnicovych osi.

Ak toto pravidlo teraz pouZijeme a zapiSeme celkovii energiu ako sucet energii
stojatého kmitu ,,v smere* osi x a stojatého kmitu ,,v smere* osi y, dostaneme

©h L, .
E(ny,ny) =——=(nj +n;) ©))
2mL
takze energetickd hladina je dand jednoznacne dvoma prirodzenymi Cislami ny, n,.
Tieto ¢isla charakterizujd typ harmonického kmitu klasickej membrany a oc¢aka-
vame, Ze budu tieZ jednoznacne charakterizovat’ prislusny stacionarny kvantovy
stav elektronu. Nazyvame ich preto kvantovymi Cislami.

Vsimnime si zaujimavi skuto¢nost. Stavom liSiacim sa zdmenou n; <> n,,
napriklad stavu (n;, n,) = (3, 4) a stavu (n;, np) = (4, 3) odpoveda v analdgii iny
pohyb membrany, ale podl'a vztahu (4) maju tieto stavy rovnaku energiu. Pojem
energetickd hladina a pojem stav ststavy teda nie su ekvivalentné. Niekedy sa stdva —
ako v naSom pripade — Ze istej energetickej hladine odpovedd viacero r6znych
stavov sustavy. Vtedy hovorime o degenerdcii energetickych hladin. V uvazova-
nom pripade elektrénu viazaného na Stvorcovi oblast’ budi degenerované vsetky
hladiny s energiou danou vztahom (4) pri n; # n,; hladiny s energiou E(n;, n,) pri
n; = n, nebudd degenerované.

31



V nasom pripade pri¢inou degenerdcie hladin je symetria problému, menovite
to, Ze sme uvazovali dvojrozmernu oblast’ tvaru Stvorca. Keby sme namiesto Stvor-
covej oblasti uvazovali obdiZnikovi oblast’ so stranami Ly, L, priCom L; # L,,
potom by sme (podobne ako vyssie) prisli ku vztahu

232 (2 2
Th(n~ n
E(n;,n,) = —L4+2
(:15) 2m (Lf L%J

a stavy liSiace sa zdmenou n; <> n, uzZ nebudid mat’ rovnaku energiu.

K naruseniu symetrie dochddza niekedy v ddsledku pdsobenia vonkajsich sil.
Ak mame povodne symetricky Stvorec s L; = L, = L a tento jednostranne stlacime
nal, =L, L, =L - AL prejavi sa to tym, Ze sa pdvodne degenerované hladiny
rozstiepia (obr. 1.8). S podobnou situdciou sa eSte stretneme viackrat.

|
Lo=L, | L,=L,-AL
stav E | E i ZSfuv
22) 4o | (2.2)
} (12
(1.2), (21) +--rd ‘ ...... I 2n
I
(1.1) ([1 (1)
|
obr. 1.8

1.8 SPIN A MAGNETICKY MOMENT ELEKTRONU

Z klasickej fyziky je zndme, Ze magneticky moment a moment hybnosti nabi-
tej Castice pohybujicej sa po uzavretej drahe spolu izko suvisia. Uvazujme, ako
najjednoduchsi pripad, Casticu s hmotnostou m a ndbojom ¢ pohybujicu sa rov-
nomerne po kruhovej drdhe s polomerom r. Moment hybnosti Castice ma smer
kolmy na rovinu pohybu a jeho velkost je L = mor.

Podl’a tedrie elektromagnetického pol'a je magneticky moment slucky s plo-
chou S, obtekanej priidom 7 dany vztahom g = IS a ma tieZ smer kolmy na rovinu
slu¢ky. Casticu pohybujticu sa po kruZnici si mdZzeme predstavit ako slucku,
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okolo ktorej te€ie prid rovny ndboju prenesenému istym miestom na slucke za
jednotku ¢asu. Takto mdme

v
I=g—
qZﬂ:r

Plocha sluéky je S = m/” a pre magneticky moment mame

1 q q
=IS=—vqr=—mvr=—-1L
H 2T o, 2m

Odtial’ vyplyva vzt'ah medzi magnetickym momentom a momentom hybnosti

p=-L1L
2m

Tento vzt'ah sme odvodili len v najjednoduchse;j situdcii. V skutocnosti je jeho
oblast’ platnosti ovel'a $irSia.

Pri analyze atémovych spektier postuloval Pauli r. 1925 existenciu nového
kvantového cisla spojeného s elektronom. Toto kvantové ¢islo malo stvisiet’ len
s vlastnym (,,vniitornym*’) stavom elektrénu a nie s orbitdlnym pohybom elektrénu
v atome. Vzdapiti Goudsmit a Uhlenbeck interpretovali nové kvantové cislo
elektréonu ako jeho vlastny (¢i vnitorny) moment hybnosti nazyvany spin. So
spinom suvisi aj vlastny magneticky moment elektrénu. Podl’a hypotézy Goudsmita
a Uhlenbecka priemet spinu elektréonu na urciti os mdze nadobudat’ iba dve
hodnoty a to #4/2. Klasicky argument spominany na zaciatku tohto ¢lanku vedie
k predpokladu, Ze priemet vlastného magnetického momentu elektrénu na urcitd
os moOze tiez nadobidat’ iba dve hodnoty. Poznamenajme eSte, Ze hypotéza
Goudsmita a Uhlenbecka bola formulovand este pred vznikom kvantovej mecha-
niky (v tom istom 1925 roku). Kvantovd mechanika potom vysvetlila Struktdru
atémov a vtedy sa ukdzalo, Ze presved€ivym ddkazom vlastného magnetického
momentu elektrénu sd vysledky pokusu Sterna a Gerlacha uskutocneného uz
skor (1921).

V tychto experimentoch prechddzal zvidzok atomov s jedinym valenénym
elektronom (zvizok atémov striebra) cez silne nehomogénne magnetické pole
v usporiadani, ktorého princip je zndzorneny na obr. 1.9. P6lové nastavce magnetu
maju taky tvar, aby medzi nimi vzniklo silne nehomogénne pole. Atémy s jedinym
elektronom na valen¢nej sfére maji vykompenzované magnetické momenty
vsetkych ostatnych elektrénov a vonkajsie silne nehomogénne pole interaguje iba
s magnetickym momentom jediného elektrénu.

Silu, ktord pdsobi v nehomogénnom magnetickom poli na Casticu s magne-
tickym momentom x urc¢ime takto: Energia Castice vo vonkajSom poli je W =
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=—u . B. Sila posobiaca na Casticu je F = —grad W. Ak je B rovnobezné s osou z,
potom sila bude mat’ zlozku iba v smere osi z a pre jej velkost mame

dB
F=u —
ﬂz dZ

kde g, je priemet magnetického momentu Castice do osi z. P6sobenim tejto sily sa
zvizok Castic vychyli z povodného smeru a zmeranim vychylky mozno urcit’ z,.

Obr. 1.9

Podstatnym vysledkom experimentov tohto typu, v ktorych sa meralo z, bolo
zistenie, Ze 1, mdZe nadobidat’ iba dve hodnoty, a to

_+
He = 2m
PretoZe spinovy moment hybnosti s, nadobida iba dve hodnoty s, = +/4/2,
vztah medzi priemetom magnetického momentu a momentu hybnosti elektrénu
na urcitd os je
==, 3)
m
¢o sa li8i faktorom 2 od klasického vztahu (1). Gyromagneticky pomer /s, bol
merany aj v experimentoch Einsteina a de Haasa (1915), ale interpretécia vysled-
kov tu bola pomerne zlozitd a v prvych Stididch sa objavili aj experimentalne
chyby. Presnd hodnota gyromagnetického pomeru bola touto metédou ziskand
az neskor v pracach Becka (1919), Avidssona (1920) a Stewarta (1918). Uplné
a presvedcivé vysvetlenie tychto vysledkov, potvrdzujiice vztah (3) bolo dosiah-
nuté eSte o niekol’ko rokov neskor, po vysvetleni povahy feromagnetického stavu.
Vel'mi pekne napisany a v mnohom pouc¢ny prehl'ad o experimentoch typu Einsteina
a De Haasa mozno ndjst’ v knizke Frenkela a Javelova'”.

3 Frenkel, V.J. - Javelov, D. J.: Einstein — izobretatel'. Nauka, Moskva, 1982.

34



Teoretické vysvetlenie ,,anomdlneho* gyromagnetického pomeru elektrénu
(chybajiica dvojka v (3)) priniesla aZ Diracova relativistickd rovnica elektrénu
(1928). Presné merania vSak ukdazali, Ze rovnicu (3) treba zmenit’ na

e a
yZ:——(l+—+...JsZ

m

kde ar= Ke’/hc = 1/137 je konstanta jemnej Struktiry. Vysvetlenie tejto korekcie
je jednym z najviacsich dspechov kvantovej elektrodynamiky (Schwinger, 1948).
Bodky v predchadzajicom vzt'ahu oznacuji korekcie vyssich radov.

Napokon eite dve poznamky: 1. Casto pouZivané formuldcie ako ,,uvazujme
elektrén prechddzajici Sternovym a Gerlachovym pristrojom...“ treba chédpat
len ako skrateny opis redlnej situécie, alebo ako myslienkovy experiment. Pokus
Sterna a Gerlacha sa prakticky nedd uskutocnit’ so zvdzkom vol'nych elektrénov. Na
nabité Castice v magnetickom poli posobi Lorentzova sila a t4to je vicSia (a je mélo
pod kontrolou pre silnd nehomogenitu pol'a) ako interakcia magnetického mo-
mentu elektrénu s nehomogénnym polom.

2. Pokusy o klasické vysvetlenie spinu elektrénu (modely vrtiacej sa gul'dcky)
o tom, Ze spin je kvantovomechanicka veli¢ina, ktord nemozno vysvetlit’ klasickou
fyzikou.

1.9 SPIN ELEKTRONU A PAULIHO PRINCIP

Doteraz, pri vypoctoch kvantovych stacionarnych stavov elektréonu viazaného
na dsecke, sme sice hovorili o elektrone, ale v skutocnosti sme spin elektrénu
neuvazovali. Pri vypocte energetickych hladin spin ani nebolo potrebné uvazovat,
ale musime ho zobrat’ do tvahy pri ,,Cislovani* kvantovych stavov a pri argumen-
toch suvisiacich s Pauliho principom urcujicim pravidld pre obsadzovanie stavov
vo viacelektrénovych sistavich. Existencia spinu vedie k tomu, Ze elektrén mdze
existovat’ v dvoch rdznych spinovych stavoch, ktoré méZeme oznacovat’' symbolmi
1 a |. Pritom 1 odpovedd hodnote s, = +%/2 a | hodnote —7/2. DoterajSie tvrdenia
o energetickych hladinach musime teraz spresnit, pretoZe kazda z uvazovanych
energetickych hladin je (navySe k tomu, ¢o sme uZ uviedli) eSte dvojnasobne
degenerovand podla toho, ¢i spin je v stave 1 alebo |. Tak napriklad zdkladnej
hladine elektrénu viazaného na Stvorec odpovedaji dva stavy (1 a |), hladine
s energiou

TR

E=
2ml*

(12 +2%)
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odpovedaji v oznaceni (ny, n,, s;) Styri stavy (1,2, 1), (1,2, ]), (2, 1, 1) a (2, 1, ]).
Na jednoznacné urcenie stavu elektrénu takto potrebujeme urcit tri tdaje: ny, 1,
a spinovy stav.

Poznat’ degeneraciu energetickych hladin elektrénov je dolezité pri skimani
viacelektrénovych ststav. Ak totiz zanedbavame interakciu elektrénov, potom pre
poznanie moznych stavov sdstavy staci overit’ mozné stavy jediného elektronu.
Stav celej sdstavy potom uréime tak, Ze uddme tie (jednoelektrénové) stavy, ktoré
st obsadené. Pre elektrony vSak plati Pauliho princip: V urcitom (jednoelektréno-
vom) stave mnohoelektrénovej sistavy sa mdZe nachadzat’ najviac jeden elektrén
sustavy. Pauliho princip ma hlboké zdovodnenie v ramci kvantovej teérie pol'a
(Pauli 1941), ktora d’aleko presahuje rdmec tejto knihy, ale moZno ho tieZ chapat’
tak, ako bol objaveny (Pauli 1925), t. j. ako zovSeobecnenie radu experimentalnych
zakonitosti z oblasti atémovych spektier.

Aby sme si vS§imli dosledky Pauliho principu, uvaZujme sustavu piatich elek-
trénov viazanych na Stvorec. Naivne by sme ocCakdvali, Ze stistava skladajica sa
z piatich Castic ma stav s najniZSou energiou (t. j. zdkladny stav) taky, Ze vSetkych
pét’ Castic je v najniZSom jednocasticovom stave, teda v naSom pripade by vsetky
elektrény mali byt v stave (n;, np) = (1, 1). To vSak protire¢i Pauliho principu.
Lahko prideme na to, ako bude vyzerat’ spravny zdkladny stav. Pit’ elektronov
obsadi napriklad stavy

1L, A4, LD, 2 L1 2 1D 04,21

Energia zdkladného stavu bude

°h?
E=—"—[2(1+ 1) +22° + 1) + (1’ + 2]
2mL

Zatial’ o naivne by sme ocakavali
h

E=——
2ml?

[5(1° + 1%)]

Dosledky Pauliho principu sme tu sledovali na vel'mi jednoduchom pripade
elektronu viazaného na Stvorec. Pauliho princip ,,pracuje® celkom rovnakym
spdsobom aj v komplikovanejSich sustavich, napriklad v atémoch s viacerymi
elektronmi. Jediny rozdiel je v tom, Ze jednoelektrénové kvantové staciondrne
stavy oznacujeme Stvoricou kvantovych ¢&isel (n, [, m, s;) namiesto tu uvaZova-
ného (ny, ny, s.).

1.10 PLYN VOLNYCH ELEKTRONOV

V praxi sa Casto stretdvame so ststavou mnohych volnych elektrénov viaza-
nych na ohrani¢enu oblast’ priestoru. Typickym prikladom su vodivostné elektrony
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v kove, ktoré sa mozu pohybovat’ po celej vzorke kovu. V istom kvalitativnom
pribliZeni ich mo6Zeme povaZzovat’ za vol'né a navzajom neinteragujice. Prislusné
energetické hladiny takejto ststavy volnych elektrénov viazanych na kocku
s objemom V = L’ Pahko ndjdeme zov§eobecnenim tvah z &lankov 1.7 a 1.9.
Energetické hladiny budu urcené troma nezavislymi kvantovymi ¢islami n,, n,, n;
(vSetky z nich s prirodzené n; = 1, 2, 3, ... atd).
2,2
E(nl,nz,n3)=n—rlz(n12+n22+n32) (1)
2mL

a jednotlivé kvantové staciondrne stavy st dané troma Cislami n,, ny, n3 a spino-
vym ¢islom s,. Ak systém obsahuje N, elektrénov, potom v zdkladnom stave bude
podla Pauliho principu obsadenych prave N, jednoelektrénovych stacionarnych
stavov (n, ny, n3, ;) s najniz§imi energiami a to tak, Ze v kazdom takom stave
bude prave jeden elektrén. Ma zmysel poloZit’ si otazku, aka najvyssia jednoelek-
tréonova hladina bude obsadend v zdkladnom stave mnohoelektrénovej sdstavy.
Energia tejto hladiny sa oznacuje Er a nazyva sa Fermiho energiou, alebo Fermiho
hladinou. Energia E je zrejme takd, Ze pocet moznych jednoelektronovych sta-
ciondrnych stavov s energiou mensou alebo rovnou ako Er je prave rovny poctu
elektrénov v sustave. V zdkladnom stave mnohoelektrénovej sistavy sd takto
obsadené vsetky stavy s energiou menSou alebo rovnou ako Er a vSetky stavy
s energiou vicsou ako Er st vol'né.

]
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Obr. 1.10

Pocet mozZnych jednoelektrénovych staciondrnych stavov s energiou mensou
ako urcitd hodnota E ndjdeme pomocou jednoduchej geometrickej tivahy. VSetky
mozné stavy su znazornené na obr. 1.10. Vo fiktivnom (abstraktnom) priestore,
v ktorom znézorfiujeme moZné jednoelektrénové stavy bodmi so siradnicami
(ny, ny, n3) odpovedaji kazdému takémuto bodu dva mozné stavy (ny, np, ns 1)
a (ny, my, n3 |). Prislusnd hodnota energie tychto stavov je

T°h?

En,n,,n,)=——n
127025753 szz
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kde n* = (7 + n3 + n3) ma jednoduchy geometricky vyznam. Je to druhd mocnina
vzdialenosti od zagiatku nasobena faktorom (m°4%/2mL?). Najprv teda potrebujeme
najst’ pocet bodov (n;, ny, n3), ktoré maji celociselné kladné suradnice a lezia
vnitri gule o polomere n. Podl'a obr. 1.10 je zrejmé, Ze jeden takyto bod je spo-
loény 6smim susednym elementdrnym kockdm o jednotkovom objeme. Kazdd
kocka m4 ale osem vrcholov, takZe jeden bod typu (n;, ny, n;) pripadd na jednu
kocku o jednotkovom objeme. Vniitri gule s polomerom 7 je preto (4/3)mn’ bodov
s celociselnymi stradnicami. Podl’a vztahu (1) Fermiho energii odpoveda gulova
plocha o polomere

ng = i(szF)‘/z
Th

Kvantové ¢isla ny, n,, n; musia byt’ kladné, preto musime uvazovat’ iba osminu
takejto gule. Bodu so sdradnicami (n, ny, n3) ale odpovedaji dva stavy liSiace sa
priemetom spinu na urcitd os, takZe celkovy pocet jednoelektronovych stacionar-
nych stavov s energiou mensou ako Er bude

1 4 3 T L3 3/2
N, =2-——mngp =— (2mE;)
837" 3xn T
Pre Fermiho energiu takto dostaneme
1
Ep = %anﬁp)” 2)

kde p= N./L? udava hustotu elektrénov. Aby sme si urobili predstavu o typickych
hodnotdch Fermiho energie predstavme si kov, ktorého atémy majd mriezkovud
vzdialenost’ d a kazdy atém prispieva jednym elektrénom k vodivostnym elektré-
nom v kove. V pripade kubickej mriezky p = (1/d)* a toto mdzeme prepisat’ do
tvaru vhodnejSieho pre numericky vypocet:

5] )

kde sme dosadili za a; vyraz i /mKe*. Po dosadent tohto vyrazu do (13) dostaneme

K%e* |(a :
E.=(3n)¥ |2 14
P =01 w2 |Ld

kde clen v hranatej zatvorke je prave typicka energia v atémovej fyzike 13,6 eV.
V pripade kovu s d = 2,5.107'" m by sme takto dostali (a,/d) = 1/5 a pre Eg by
vysla hodnota'* okolo 5 eV.

4 Pre kovovy sodik uréime d rychlo zo zndmej hustoty. Je zname, Ze 1 cm® kovového Nas} md
hmotnost’ 0,97 g. Odtial’ zistime (pomocou Avogadrovej konstanty), Ze na jeden atém pripadd
objem d°, kde d = 3,5.107'" m. Preto v pripade kovového Na mame v tomto jednoduchom modeli
vol'nych elektrénov Ep = 2,5 eV.
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Tento odhad sme robili snad’ trocha prili§ podrobne, ale chceli sme nim jednak
prist’ k radovému odhadu Fermiho energie a jednak sme chceli poukazat’ na to, Ze
pri odhadovani jednotlivych veli¢in je nanajvy$ uZito¢né vyjadrit’ najprv vsetko
pomocou typickych veli¢in atomovej fyziky a aZ potom sa zaujimat’ o numerické
hodnoty. Takyto postup umoziuje pochopit’ vysledok ovel'a hlbsie ako pri mecha-
nickom dosadeni. Vysledok (3) by napriklad bolo uZito¢né porovnat’ s energiou
zékladného stavu elektrénu v kocke o dizke hrany d a zamysliet' sa nad tym, preco
dostaneme podobny vysledok. To uz ale ponechdme Citatel'ovi. Poznamenajme
este, Ze tento jednoduchy model je iba hrubym pribliZzenim k skutocnosti, ktora je
o Cosi komplikovanejSia a v presnejSich modeloch vodivostnych elektrénov v kove
treba brat’ do uvahy, Ze elektrény nie st volné, ale pohybuji sa v poli kladne
nabitych iénov, nachadzajicich sa v uzloch krystalickej mriezky. Podrobnosti
o tom mozno ndjst’ v ivodnych ucebniciach fyziky tuhych latok. Tu sme chceli iba
ukazat’, Ze i jednoduché kvantovomechanické modely si uZitocné ako kvalitativne
rozumné pribliZenia skutocnosti.

1.1 INTERPBETACIA VLNOVEJ FUNKCIE
VLNOVA FUNKCIA A STAV CASTICE

Doteraz sme ukazali, Ze elementdrnymi metédami moZno riesit’ niektoré jedno-
duché kvantovomechanické problémy. Vychéddzali sme pritom z predpokladu, Ze
staciondrnym kvantovym stavom odpovedaji harmonické kmity (stojaté viny)
de Broglieho vin s kruhovou frekvenciou @,=E, /%, kde E, je energia prisluiného
stavu. Z diskusie Davissonovho a Germerovho experimentu vieme zatial iba to,
Ze elektrony sa Casto vyskytuju tam, kde je intenzita de Broglieho viny velkd
a zriedkavo v miestach, kde je tito intenzita mald. Pred analyzou d’alsich otdzok
sa uz musime s fyzikalnym vyznamom de Broglieho vin zaoberat’ podrobnejsie.

Podstatu problému si vysvetlime pomocou myslienkového experimentu, ktory
zovSeobecnuje vysledky mnohych redlnych experimentov. Predstavme si rovno-
beZny zvizok elektrénov dopadajicich na tienidlo s dvoma Strbinami'® (obr. 1.11).
Na fotografickej platni umiestnenej za tienidlom vznikne interferencny obraz —
striedanie svetlych a tmavych prizkov. Ak by sme sa vSak na tento obraz pozreli
podrobnejsie, videli by sme, Ze sa skladd z jednotlivych malych Skvrniek (obr. 1.12).
V principe by sme mohli zoslabit’ zvizok dopadajicich elektrénov natol’ko, Ze by
sa v sdstave v istom €ase nachddzal vzdy iba jeden elektrén. Po vyvolani platne
by sme sa presvedcili o tom, Ze kazdy elektrén skuto¢ne vytvori na platni jedind

"% Klasicky myslienkovy ,,dvojstrbinovy experiment* sotva moZno rozobrat’ lepsie, ako to urobil
Feynman [17], Cast’ 2, kap. 37. Odporic¢ame Citatel'ovi precitat’ si Feynmanov origindlny vyklad
a ocenit’ tak krasu fyziky samej ako aj Feynmanovo pedagogické majstrovstvo.

39



Skvrnu, ale videli by sme i to, Ze celkovy interferencny obraz vznikajtici dopadom
mnohych elektrénov je rovnaky ako predtym. Vysledky by sa dali zhrnut takto:

1. Zvizok elektrénov prechddzajicich cez dvojstrbinu vyvold presne taky
interferenény obraz, aky by sme o&akévali od rovinnej viny s vlnovou dizkou
A=2mhip

2. Interferencny obraz nezavisi od intenzity dopadajiceho zvézku, a preto nie
je dosledkom vzdjomnej interakcie elektrénov zvizku.

3. Kazdy elektrén vyvold ,,bodové* sCernenie fotografickej platne a interfe-
rencny obraz je suctom scerneni sposobenych jednotlivymi elektrénmi.

Obr. 1.11 Obr. 1.12

Interpreticia fyzikdlneho vyznamu do Broglicho vin musi byt takd, aby
neprotirecila Ziadnemu z tychto faktov.

Historicky prvou bola interpretacia, povazujica de Broglieho viny za vinenie
,hmotnostného pola® (Schrédinger). Elektrén sa tu povazoval za vinovy balik'®
hmotnostného pola. Redlnost hmotnostnych vin sa chépala v klasickom zmysle
a interpretacia sa stretla s vdZnymi t'azkost'ami. Hypotéza sice vysvetluje vznik
interferen¢ného obrazu, ale tazko ju mozno uviest' do suladu s tym, Ze kazdy
elektrén vyvoldva ,,bodové“ s¢ernenie. VInovy balik de Broglieho vin v interfe-
ren¢nom pokuse m4 totiz rozmery celého interferencného obrazu a jednotlivy
elektr(’)1171 by mal spOsobit’ nie bodové sCernenie, ale cely (hoci slaby) interferencny
obraz.

6 Interferenciou rovinnych vin méZe vzniknit’ vysledné vinenie, ktoré je lokalizované v malej oblasti
priestoru. Takyto typ vlnenia nazyvame vlnovym balikom a budeme o nom este hovorit’ podrob-
nejsie.

"7 Dalsou tazkostou tejto interpreticie je i rozplyvame vinovych balikov (budeme o fiom hovorit
eSte podrobnejsie v ¢lanku 2.3), ktoré mozno dat’ tazko do stihlasu s malymi rozmermi elektrénu.
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Tomu, Ze elektrony prechddzajiice stistavou jeden po druhom dopadaju (v istom
zmysle ndhodne) na rdzne miesta fotoplatne tak, Ze celkovo vznika interferenc¢ny
obraz, odpoveda Bornova pravdepodobnostnd interpretdcia. De Broglieho vlna
w(r, 1), ktord v d’alSom uZ budeme nazyvat’ vinovou funkciou, sa interpretuje ako
miera pravdepodobnosti pre to, Ze elektron najdeme v Case ¢ v okoli bodu r. Presnej-
Sie: Pravdepodobnost’ ndjst’ Easticu v Gase 7 v elemente objemu dV = d°r v mieste
s polohovym vektorom r je dana vyrazom ly(r, £)I°dV, pri¢om ly(r, i’ zrejme
oznacuje hustotu pravdepodobnosti.'®

Bornova interpreticia nenardza na Ziadne t'azkosti pri vyklade interferencnych
pokusov, obsiahne vznik interferenéného obrazu i lokalizciu elektronu. Uvddza
vSak do fyziky pravdepodobnostny element cudzi klasickej mechanike a v tom
spociva aj koncepéna odlisnost’ kvantovej a klasickej teérie. Pre tdto ¢rtu bola
Bornova interpreticia casto predmetom ostrej kritiky, no zda sa, Ze Cas a prax
potvrdili spravnost’ a plodnost’ tejto — dnes vSeobecne prijatej — interpretécie.

Ukazeme si teraz dva konkrétne priklady vinovych funkcii. UvazZujme najprv
zékladny stav elektrénu viazaného na tdsecku dizky L. Zaujimajme sa o tvar
vlnovej funkcie — jej zdvislost' na suradnici x — v urCitom zvolenom okamihu,
napriklad ¢ = 0. Podl'a analégie s mechanickymi kmitmi struny, ktord sme podrobne
diskutovali v ¢lanku 1.7 zdkladnému stavu odpoveda stojatd vina s dvoma uzlami
na koncoch struny a s kmitiiou uprostred. O€akdvame teda, Ze vlnova funkcia bude
mat’ tvar

wi(x, t=0)=Asin(mx/L) pre 0<x<L
ey
wi(x,1=0)=0 pre x<0 resp. x>L

Fakt, Ze elektrén sa nemdZe nachddzat’ mimo usecky sme vo vztahu (1) vyjad-
rili explicitne tym, Ze vlnova funkcia je mimo tsecky (0, L) nulov4, a teda podl'a
Bornovej interpreticie tomu odpovedad nulova pravdepodobnost’ ndjst’ elektrén
mimo tejto tsecky.

Musime tiez ale ziadat, aby pravdepodobnost’ ndjst’ elektron vniitri dsecky
bola rovna jednej — lebo elektron sa tam s istotou nachadza. Musi teda platit’

L
Jolwl(x,t=0)lzdx=1 )

S podmienkou typu (2) sa budeme Casto stretdvat’ a budeme ju nazyvat’ pod-
mienkou normovanosti a o vlnovej funkcii, ktord ju splita budeme hovorit, Ze je
normovana. V naSom pripade bude vinovad funkcia normovand ak pre dosial

" O motivécii tohto predpokladu poznamenajme, Ze napriklad séernenie fotoplatne pri dopade
svetelnej vlny je imerné jej intenzite, ktora je dand druhou mocninou amplitidy vlnenia. Pretoze
vlnova funkcia nezodpoveda nejakému redlnemu hmotnému vlneniu, nenazyvame  (r, t) ampli-
tidou vlny ale amplitidou pravdepodobnosti.
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neur¢end konS$tantu A plati |1Al = \/(Z/L). Zvol'me pre urcitost' A = \/(Z/L). Hustota
pravdepodobnosti ndjst’ elektrén v okoli bodu x na tdsecke je potom podl’a Bornovej
interpretécie

ly, (x,t =0) = %sinz(nx/L) 3)

a je zndzornend na obr. 1.13. Vztah (3) umoziuje predpovedat’ pravdepodobnost’
akéhokol'vek vysledku merania stradnice elektrénu, ktory sa nachadza v zaklad-
nom stave. Tak napriklad pravdepodobnost, Ze elektron ndjdeme v prvej tretine
tsecky bude

IOL/3| WOt =0) P dx = 1/3-+/3 /(4m) @)

Obr. 1. 13

Zaujimajme sa teraz o ¢asovu zavislost’ vinovej funkcie. Pytame sa ako bude
v Case t # 0 vyzerat’ vlnova funkcia, ktora v ¢ase r = 0 ma tvar (1). Podl'a intuitiv-
nych argumentov z ¢lanku 1.7 ocakdvame nejaki harmonicku zavislost’ od Casu,
s frekvenciou odpovedajiicou energii zdkladného stavu, teda

’h

w, =E1/h =ﬂ

&)

V naivnej analégii s mechanickymi kmitmi struny by sme predpokladali zdvislost’
w1 (x, ) = A cos (wt) sin (Tx/L) (6)

Vztah (6) ale nemdZe byt’ konzistentny s Bornovou pravdepodobnostnou inter-
preticiou: napriklad v ¢ase ¢t = T/(2w,) by vlnova funkcia bola identicky rovna
nule. To by znamenalo nulovd pravdepodobnost’ ndjst’ elektron na dsecke, preto
hypotézu (6) musime odmietnut’. V obore redlnych funkcii by sa ndm nepodarilo
najst’ vinovud funkciu konzistentnii so vSetkymi fyzikdlnymi poZiadavkami. Ak vsak
pripustime komplexné vinové funkcie, potom ako prijate'ni hypotézu mozno vziat’
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W, (x,1) =~/2/Le™ sin (mx/L) @)

Funkcia (7) je normovand v kazdom ¢ase podl'a vztahu (2), je ,,monochroma-
ticka™ (t. j. Casova zdvislost’ je urcend jedinou frekvenciou), o znamend, Ze energia
elektronu je striktne ur¢end. NavySe vinova funkcia (7) vyhovuje i intuitivnej
predstave o staciondrnosti zdkladného stavu: hustota pravdepodobnosti Iy (x, NI
nezavisi od ¢asu a je rovna (3). Obdobné tivahy by sme mohli pouZit' i pri diskusii
excitovanych stavov. Ako vysledok uved’'me teda vSeobecne, Ze vinové funkcie
staciondrnych stavov Castice viazanej na dsecku si

v, (x,t) =~/ 2/L exp(—-i@,t) sin(k,,x) pre 0<x<L

(®)
v, (x,1)=0 pre x<0 resp. x>L
kde
E 2 2
PR U S I 9)
h o 2mL L

Intuitivnou argumentaciou sme teda prisli k zaveru, Ze Bornova pravdepodob-
nostnd interpretdcia vyZaduje, aby vlnové funkcie boli vo vSeobecnosti komplexné.
Nase argumenty, samozrejme, nemohli mat’ presvedcivost’ deduktivneho postupu.
Pri deduktivnom spdsobe vystavby formalizmu kvantovej mechaniky (presnejSie
vlnovej mechaniky) predstavuje poZiadavka komplexnosti vinovych funkcii jeden
z jej dolezitych postuldtov.

Ako druhy priklad teraz uvazujme vol'nud Casticu v jednorozmernom pripade.
Ak hybnost’ a energia elektrénu si p a E = p*/(2m) potom — podl'a de Broglieho
vzt'ahov — prislusna vinova funkcia ma mat’ tvar postupnej rovinnej viny s vinovou
dizkou a frekvenciou danou vztahmi podla (6.1)

A=2n/k =2mhlp, @= Elh=p*(2mh)

Energia Castice v uvaZovanom stave je presne urcend. V pripade elektrénu
viazaného na dsecku stavy s presne uréenou energiou mali doleZitd vlastnost: boli
staciondrne, prislu§nd hustota pravdepodobnosti v x-priestore nezdvisela od Casu.
Ak predpokladdme, Ze to je vSeobecnd vlastnost’ stavov s presne uréenou energiou,
potom musime aj hl'adanii rovinnd vinu vyjadrit’ tak, aby jej prislichajica hustota
pravdepodobnosti nezdvisela od ¢asu. Nemdzeme teda volit’ redlnu vinovid funkciu
napriklad C sin (kx — @x). PoZiadavke stacionarnosti vyhovuje komplexna rovinna
vlna

w(x, 1) = Ce ™ (10)

Poznamenajme, Ze vinova funkcia je definovana na celej priamke x, ale nemoze
pri Ziadnej volI'be konstanty C spliiat’ podmienku normovanosti
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[P de=1

NeskorSie si ukdzeme, Ze tento fakt nepredstavuje podstatni ale len formalnu
komplikéciu. Nateraz ndm staci, Ze staciondrnym stavom vol'nej Castice odpove-
dajd vlnové funkcie typu (10).

V naSich doterajSich tivahdch sme sa zaoberali len staciondrnymi stavmi
kvantovomechanickych sistav. Odpovedala im urcita energia a vinova funkcia,
ktord sme im prirad’ovali, mala ¢asovi zavislost’ dand vztahom typu

w(x, f) = exp(~iEt/h)D(x) (11)

kde ®(x) uz nezavisela od Casu.

Staciondrne stavy vSak nie sd jediné moZné stavy sidstavy. So stavmi vSeobec-
nejSieho typu sa obozndmime v nasledujicom c¢lanku. Aj vSeobecnym stavom
budeme prirad’ovat’ vinové funkcie a vysvetlovat’ ich v zmysle Bornovej pravde-
podobnostne;j interpretacie.

Upozornime vSak na to, Ze tak ako v klasickej mechanike aj v kvantovej me-
chanike pojem ,,stav sistavy sa tyka urcitého zvoleného okamihu. V klasickej
mechanike napriklad stav jednej Castice v ase f, je urceny jej polohou r(z,) a hyb-
nostou p(t,). Ak zaddme polohu a hybnost’ ¢astice ako funkciu ¢asu, zadavame
tym vlastne postupnost’ stavov, ktorymi Castica prechddza. Pojem stav v kvantovej
mechanike nemame zatial’ presne definovany, pouzivame ho iba intuitivne. Ak ale
hovorime, Ze stavu je priradend nejaka vinova funkcia, potom pri starostlivejsej
formuldcii by sme mali hovorit, Ze stavu Castice v okamihu #, je priradend vinova
funkcia y(r, 1) (t. j. funkcia stiradnic definovand v okamihu #;). Ak stistava behom
Casového vyvoja prechddza ro6znymi stavmi, potom tymto stavom st v jednotlivych
okamihoch priradené rdozne vinové funkcie, ¢o méZeme vyjadrit’ ako ¢asovu za-
vislost’ vinovej funkcie w(r, ). Na miestach kde by mohlo prist’ k nedorozumeniu,
budeme preto w(r, tp) nazyvat’ presnejSie stavovou vinovou funkciou a y(r, 1)
Casovou zavislostou vinovej funkcie. Tam, kde bude vyznam zrejmy z kontextu,
budeme v obidvoch pripadoch hovorit’ jednoducho o vinovej funkcii.

1.12 PRINCIP SUPERPOZICIE

Pri diskusii odrazu elektrénov od krystdlu v €lanku 1.6 i pri diskusii dvojstrbi-
nového experimentu v ¢lanku 1.11 sme uZ hovorili o tom, Ze de Broglieho viny
interferuji rovnako, ako by interferovali klasické viny s tou istou vinovou dizkou.
Pri formélnejSom opise by sme interferenciu v dvojstrbinovom experimente opisali
takto. Uvazujme nejaky bod na fotografickej doske, jeho polohu ozna¢me r. Pred-
stavme si, Ze pri pokuse zakryjeme Strbinu ,,1“. Nech v tomto usporiadani stavu
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Castice v nejakom case 7y odpoveda vinova funkcia y,(r, fp). Ak by sme naopak
zakryli Strbinu ,,2%, prisluSnému stavu v Case #, by odpovedala vlnové funkcia
wa(r, ty). Ak st obidve Strbiny pri pokuse otvorené, potom fakt, Ze sa na foto-
platni objavi interferencny obrazec, ukazuje, Ze v tomto pripade stavu Castice
v okamihu 7, musi byt priradend vlnové funkcia'®

w(r, to) = yn(r, to) + wo(r, 1)

Mohli by sme si predstavit’ aj situdciu, v ktorej st $trbiny Ciastocne priepustné.
Odpovedajica vinové funkcia by v tomto pripade bola

cy(r, to) + copa(r, 1)

Tvrdenia tohto druhu nie su pre klasické vinenie nie¢im zvlaStnym. De
Broglieho viny — vinové funkcie — vSak nie su nejakym hmotnym vlnenim. Su to
matematické objekty priradené v zmysle Bornovej pravdepodobnostnej interpre-
tacie stavom kvantovomechanickej sdstavy. Ak teda vlnové funkcie mozno vo
vysSie uvedenom zmysle ,,skladat™, potom to znamend, Ze mnoZina vsetkych
moznych stavov danej sdstavy musi spifiat’ nejaké podmienky. Konkrétne to
znamenad, ze ak v okamihu 7, je pripustny nejaky stav sdstavy, ktorému je priradena
vlnova funkcia y(x, ;) a iny stav, ktorému je priradena vlnova funkcia y,(x, t,),
potom — v principe — musi byt mozny aj taky stav ststavy, ktorému by bola
priradend superpozicia tychto dvoch vinovych funkecii (¢, a ¢, st nejaké komplexné
¢isla):

(X, to) + cayn(x, o)

Vsuvku ,,v principe sme pouzili preto, Ze jedna vec je teoretickd mozZnost
existencie nejakého stavu, a druhd vec je jeho praktickd experimentalna priprava.

Prave sformulované tvrdenie o vlastnostiach moZnych stavov kvantovomecha-
nickej stistavy sa nazyva principom superpozicie. Je to jeden z hlavnych postulatov
kvantovej mechaniky.

Uved’me si na jeho ilustraciu niekol’ko prikladov.

Uvazujme elektrén viazany na dsecku (0, L). Staciondrne stavy tohto systému
st istotne moZznymi stavmi v urcitom okamihu (pre urcitost’ vol'me # = 0) a pri-
slichaji im podla (11.8) vinové funkcie

w(x) = V2/L sin(anx/L), n=1,2, ... (1)

Podl’a principu superpozicie potom musia byt mozné aj stavy, ktorym by boli
priradené vlnové funkcie typu

" Pre zjednodusenie ivahy si nebudeme v§imat’ otdzku normovanosti vyslednej vinovej funkcie.
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)= o, () @

kde ¢, si P'ubovolné komplexné &isla, viazané iba tym, e funkcia (2) musi spiiat’
normovaciu podmienku (11.2). Musi teda platit’

L L
1= j( Yoy (ndr= j( ) ;(cmy/m (x)) ;(c”% (x))dx =
- ;Cmcn ~[) l//m (x)l//,, ()C)
Ako sa moZno presvedéit’ explicitnym vypoctom, funkcie (1) spifiajd vztah

[ vicow,ar=3, )

kde 0, je Kroneckerov symbol

é,mn_<0 pren+m @

RS pren=m

So vzt'ahom typu (3) sa budeme Casto stretdvat’. Budeme ho nazyvat’ podmien-
kou ortonormovanosti systému funkcii (1).
S vyuzitim (3) dostaneme pre koeficienty c, jednoduchi podmienku

Sle,l" =1 )

Z tedrie Fourierovych radov je zndme, Ze funkcie (1) tvoria uplny systém funkcii,
atov na§ledovn0m zmysle: l'ubovol'ni dostato¢ne hladki funkciu na dsecke (0, L),
ktora spliia podmienky

w(0)=w(L)=0 (6)

mozno vyjadrit’ v tvare (2) ako superpoziciu vinovych funkcif prislusnych stacio-
narnym stavom. Znamend to potom, Ze ku kazdej normovanej funkcii spinajiicej
podmienky (6) musi existovat’ mozZny stav elektrénu na usecke (0, L), ktorému je
takdto vlnova funkcia priradend. MnoZina moZnych stavov teda musi byt zna¢ne
bohata.

Pozrime sa teraz na fyzikdlny vyznam stavov, ktorym su priradené vinové
funkcie (2). Stacionarne stavy su vyznacné tym, Ze im odpoveda urcita hodnota
energie sustavy. Ak v superpozicii (2) st nenulové aspon dva koeficienty c,, potom
predpokladdme, Ze stav, ktorému je priradend vlnova funkcia (2) nebude mat
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urcitd hodnotu energie, hovorime o neurcitosti energie takého stavu. V naSej
mechanickej anal6gii s kmitajicou strunou takymto stavom odpovedaji kmity
struny, ktoré s superpoziciou stojatych vin, ktorym prislichaji rézne vlnové
dizky a frekvencie. O takychto kmitoch struny sme v &lanku 1.7 hovorili, Ze ich
frekvencia je neurcitd. Podl'a de Broglieho hypotézy o sdvise energie a frekvencie
ma teda stav, ktorému prisliicha vlnova funkcia (2) neurcitd energiu. Experimen-
tdlny vyznam tohto tvrdenia si pribliZime v ¢lanku 1.14.

Ako druhy priklad na ilustraciu principu superpozicie uvazujeme volnu ¢asticu
v jednorozmernom pripade. Staciondrnym stavom v tomto pripade prislicha nielen
urcitd hodnota energie ale aj hybnosti a vinové funkcie, ktoré im napr. v ¢ase r =0
prislichaji, podla (11.10) su

wi(x) = Cexp(ikx), k= plh 7

PretoZe k mdZe nadobudat’ vSetky hodnoty z intervalu (—o0,00) méZeme vytvorit’
i,,Spojitd superpoziciu*

w(x)= IZ c(k)exp (ikx) dk (8)

Funkecia c(k) vo vzt'ahu (8) hra taki istd dlohu ako koeficienty ¢, vo vzt'ahu (2).
PodTl’a teérie Fourierovych integrdlov funkcie (7) tvoria tplny systém: l'ubovolnd
funkciu® w(x) mdzeme pisat’ v tvare (8). Podla principu superpozicie musi exis-
tovat’ stav vol'nej Castice, ktorému odpoveda vinova funkcia (8).

Na zdver pripojme eSte pozndmku o vyzname principu superpozicie pre for-
malnu Struktiru kvantovej mechaniky. AZ budeme uvazovat’ nad tym, akou mate-
matickou konstrukciou opisat’ sibor moznych stavov sistavy, potom z principu
superpozicie usidime, Ze s matematickymi objektmi, ktorymi budeme opisovat’
jednotlivé stavy sa musia dat’ vykondvat nejaké linedrne operacie ,,skladania®
zodpovedajice vzt'ahu (2).

1.13 VZTAH NEURCITOSTI

V klasickej mechanike je stav Castice v istom okamihu dany jej polohou
a rychlostou, alebo, ¢o je to isté, jej polohou a hybnost'ou. UkdZeme si teraz, 7e
v tomto bode sa kvantovd mechanika od klasickej podstatne 1iSi: neexistuje totizZ

% Funkcia w(x) musi v skuto¢nosti splitat’ niektoré podmienky, aby sa dala vyjadrit' v tvare (8). Ich
presnejSou formuldciou sa tu nebudeme zaoberat. Vztah (8) je zovSeobecnenim rozkladov zna-
mych z teérie Fourierovych radov. Tam sa ukazuje, Ze ,ka?di“ funkciu dand na intervale dizky
L mdézeme rozlozit' do radu funkcii sin 2nnx/L), cos 2nnx/L), kde n = 1, 2, 3, ... V limite L—w
prechadzaji Fourierove rady na integraly typu (8).
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kvantovomechanicky stav Castice, v ktorom by bola sicasne urcend aj poloha aj
hybnost’ tejto Castice. PresnejSia matematicka formulécia tohto tvrdenia je obsiah-
nutd v Heisenbergovom vztahu neurcitosti. Formalne odvodenie tohto vztahu si
ukdZeme az v nasledujuce;j kapitole, tu sa obmedzime len na kvalitativnu diskusiu
a uvedieme niekol’ko ilustricii. UkaZeme si, Ze neexistuje vinova funkcia, o ktorej
by sme mohli predpokladat’, Ze by bola priradend takému stavu, v ktorom je poloha
i hybnost’ Castice sucasne ur¢end. Usidime z toho potom, Ze takyto stav vobec
neexistuje.

UvaZzujme vol'nu Casticu v jednorozmernom pripade. Vieme uz, Ze stavu v kto-
rom je striktne urcend hybnost’ Castice odpoveda rovinnd vlna typu exp (ikx). Pri-
slusnd hustota pravdepodobnosti lexp (ikx)I je viak konstantna na celej priamke x.
To istotne neodpoveda stavu, v ktorom je poloha Castice presne urend. MoZeme
sa vSak pokuisit’ na zaklade principu superpozicie skonstruovat’ vinovia funkciu

w(x)= IZ c(k)exp (ikx) dk (1)

tak aby prislu$na hustota pravdepodobnosti ly(x)I* bola od nuly rdzna len v ne-
jakom malom intervale dizky Ax. Hodnota Ax potom zrejme reprezentuje neurdi-
tost’ polohy Castice v stave, ktorému je priradend vlnova funkcia (1). Vlnové funk-
cie, ktoré si v uvedenom zmysle lokalizované do nejakej malej priestorovej oblasti
sa niekedy nazyvaji vinovymi balikmi. Priklad”' takého vinového balika je na
obr. 1.14a. Na obrazku je zndzornend len redlna Cast’ vinovej funkcie, predpokla-
dame vSak, Ze aj jej imagindrna &ast’ je nenulova len v tizkom intervale dizky Ax.
Redlna cast’ funkcie c(k), odpovedajica baliku z obrdzka 1.14a je zndzornend na
obr. 1.14b. Vidime, Ze funkcia c(k) je nenulovd v istom intervale k-priestoru
o dizke Ak. Znamend to, Ze vinoCet prislichajtici vinovej funkcii (1) nie je presne

al b)

/) \ Do —
Y -

Obr. 1.14

urceny, hodnota Ak reprezentuje mieru jeho neurcitosti. Podl'a de Broglieho
hypotézy o stivise vlnoctu a hybnosti (k = p/A) potom usudzujeme, Ze v stave,
ktorému odpoveda vinova funkcia (1) nie je hybnost’ Castice presne urcend, jej

' S konkrétnym prikladom vinového balika sa stretneme v ¢ldnku 2.3. Obrédzky 1.14a, b zodpove-
daju prikladu tam uvedenému.
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neurcitost’ je Ap = Ak/A. Ak by sa ndm podarilo skonStruovat’ vinovi funkciu,
pre ktord by neurcitosti Ax aj Ak mohli byt T'ubovolne malé, potom by sme
mohli povedat, Ze takdto vlnova funkcia prislicha stavu s urenou polohou aj
hybnostou Castice.

Podrobnd analyza rozkladov vlnovych balikov do rovinnych vin vsak ukazuje,
Ze rozmer balika v x-priestore (dany veli¢inou Ax) a rozmer balika v k-priestore
(dany veli€inou Ak) st viazané podmienkou

AxAk > hi2 2)

Neurcitosti polohy a hybnosti Castice v stave, ktorému prislicha vinova funkcia (1),
si potom viazané podmienkou

AxAp > h/2 ©)

Neurcitosti Ax a Ak teda nemo6Zu byt sticasne 'ubovolne malé. Usudzujeme
z toho, Ze stav Castice, v ktorom by bola sticasne urcend jej poloha i hybnost,
neexistuje.

UkdZeme si teraz kvalitativne preco plati vzt'ah (2). Ak si vinovy balik s rozme-
rom Ax predstavime ako superpoziciu rovinnych vin s réznymi vinovymi dizkami
A, potom vidime, Ze superpozicia musi byt takd, aby sa vlny mimo intervalu
(xo — Ax/2, xo + Ax/2) interferenciou zrusili. Ak to ma byt mozZné, potom v baliku
musia byt viny s dizkami A, A’ takymi, aby tieto viny boli v protifize pri okraji
balika (v bode x, + Ax/2), ak v jeho strede (v bode xy) si vo faze. Ak teda na
interval Ax/2 pripada n vin s dizkou A, potom naii bude pripadat’ (n + 1/2) vin 4.
Takto madme podmienky (obr. 1.15)

—M/2=n, A)/Cl/z—n+1/2

Obr. 1.15

Odcitanim oboch rovnic a nasobenim 47 mame

M(z?—EJ:ZTc
A A
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Vyrazy 27/, 21t/ A st prave vlnoéty uvazovanych vin, takze mame
Ax.Ak =27 )

kde Ak = k' — k = 2/A' — 2n/A. Vyraz Ak ndam ukazuje zhruba rozsah intervalu
vlnovych vektorov potrebnych na vytvorenie vlnového balika s rozmerom Ax.
Situdciu mozno trocha ,,zlepSit* tym, Zze by sme ¢o najvhodnejSie zvolili tvar
vinového balika. Ale ani tak by sa ndm nepodarilo zniZit’ hranicu st¢inu AxAk pod
hodnotu 1/2.

Nerovnost’ (3) nazyvana tieZ vztahom neurcitosti ma v kvantovej mechanike
zasadny vyznam. Ukazuje, Ze pojem stav sustavy bude treba v kvantovej mecha-
nike chdpat’ podstatne odliSne od jeho vyznamu v klasickej mechanike. Ukazuje
tieZ, Ze bude treba modifikovat’ klasické predstavy o tom, ¢o su to fyzikélne veli-
¢iny a ich hodnoty v danom stave. K tymto problémom sa neskor vratime a pre-
diskutujeme ich podrobnejsie. Teraz si len ukdZzme, Ze vztah neurcitosti (3) je
naozaj splneny v pripadoch, s ktorymi sme sa doteraz zaoberali a kde uz pozname
prislusné vinové funkcie.

UvaZzujme opit’ elektrén viazany na usecku. VInovu funkciu (11.8) prislicha-
jucu n-tému staciondrnemu stavu v Case t = 0 zapiSeme v tvare (vyuZijeme vztah

sin o= (e'% = e79/(21))

v, (x) =—-1/~2L[exp(ik,x)—exp(-ik,x)] pre 0<x<L

v,(x)=0 pre x<0 resp. x>L )
Na prvy pohl'ad by sa mohlo zdat’, Ze vinovi funkciu uZ mame vyjadreni ako
superpoziciu rovinnych vin typu (1). Nie je to vSak pravda. Vo vztahu (1) vystupuji
rovinné viny definované na celej osi x, zatial’ co viny vystupujiice vo vztahu (5) si
nenulové len pre 0 < x < L. Ak by sme vlnovu funkciu (5) vyjadrili naozaj v tvare
(1) bola by prislusna funkcia c(k) nenulovd v celom intervale (—oo,00). Ak vSak
uvazujeme iba pripad velkych hodnét #, bude na intervale (0, L) uloZenych mnoho
vin, vlnova diZka bude preto pomerne dobre definovana. V rozklade (1) budi
preto velké koeficienty c(k) iba v okoli hodndt k = k,, k = —k,. Neurcitost’ Ak
moéZeme potom priblizne odhadniit’ ako Ak = k, — (—k,) = 2k,. Neurcitost’ polohy
je priblizne Ax = L. Dostaneme tak™

AxAk = L2k, = L(27n/L) = 21tn ©6)

Vzt'ah neurditosti je teda splneny. Argument, ktory sme pouZili plati len pre
vel'ké n. Neurcitosti Ax, Ak v§ak mozno jednoducho odhadniit’ i pre zakladny stav.

? PresnejSiu definiciu ako aj korektny vypocet neuréitosti Ax a Ak si uvedieme v nasledujicej
kapitole.
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Pre klasicku Casticu plati

g=_

2m

Energiu zdkladného stavu elektrénu viazaného na tsecku dizky L pozndme, podl'a
¢lanku 1.7 plati

232
E= T h2
2mL

Podl’a (7) a (8) mo6zeme ocCakavat’, Ze v zakladnom stave elektronu viazaného na
tsecku budi mat rozhodujiicu dlohu hybnosti dané vztahom
222
Th
p* =2mE, = 7 9)

Dolezity interval v priestore hybnosti potom bude

(—\/?,\/?), t.j. (_n_h n_h) preto

L L
27
Ap ~=—=h 10
P 3 (10)

Odtial’ opit’ mame
Ax Ak = 27th (11)

a vztah neurcitosti (4) je splneny.

Poznamenajme hned’, Ze tito tvahu by sme mohli aj obrdtit’ a pokusit’ sa
radovo odhadnut’ energiu elektronu viazaného na usecku zo vztahu neurcitosti.
Argument by vyzeral asi takto. Vieme, Ze pre elektrén viazany na dsecku plati
vztah neurcitosti (11) (na pravej strane je neisty faktor rddovo rovny 1, ale to
nds teraz netrdpi). Preto budd v zdkladnom stave ddleZité hybnosti z intervalu
(=Ap, Ap), kde Ap je dané vztahom (10). Pre typické hybnosti potom plati
p2 ~ UKL a pomocou (7) prideme k odhadu energie zékladného stavu (8).

Vztah neurcitosti je jednou z najhlbsich myslienok kvantovej mechaniky a aby
sme si vytvorili isty kvalitativny nazor ako tento princip ,,pracuje®, prediskutujeme
tu niekol’ko vel'mi jednoduchych prikladov.

Najprv sa vratime k zakladnému stavu elektrénu viazanému na tsecku dizky
L. Energiu takéhoto stavu moZeme pisat’ v tvare

P
2m  2ml?
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Hned vidno, Ze energia sa zvicSuje, ked zmenSujeme L. Na ,stlacenie
elektronovej vinovej funkcie treba teda konat’ pracu. Dévod na to je Jednoduchy
Ak zmenSujeme rozmer vinového balika, zmenSujeme aj dlzky rovinnych vin,
ktoré sa zdGastiuji na vytvoreni balika. Zmensenie vinovej diZky ale znamena
zviacSenie kinetickej energie. Kvantovy stav (vritane stavu s najniZSou energiou)
nemozno teda chdpat’ ako nieco statického, ale ako dynamicky stav, ktory ma
svoju kineticki energiu. Cim st rozmery stistavy mensie, tym je kinetickd energia
vicsia. Kvantovy stav sa takto ,,brani stliCaniu®. V tomto tkvie napokon pri¢ina
stabilnosti atomarnych ststav.

Aby sme to videli na realistickejSom priklade, v§imnime si blizsie zdkladny
stav linedrneho harmonického oscilatora.

Celkova energia oscildtora je dana ako sucet kinetickej a potencidlnej energie

2 2
E= i + mo x?
2m 2

kde sme vo vyraze pre potencidlnu energiu kx*/2 uZ nahradili konstantu k vyrazom
ma". Pri kvantovomechanickom rie$eni problému bude zdkladnému stavu odpo-
vedat’ istd stojatd vlna, ale na rozdiel od pripadu Castice viazanej na tsecku uz vlna
nebude mat’ jednoduchy tvar typu sin (kx). Zatial’ sa nebudeme zaujimat’ o podrob-
nosti tvaru tejto stojatej viny, budeme iba predpokladat’, Ze je lokalizovana v oblasti
s dizkou Ax = L a 7e neurgitost v hybnosti je Ap = P. Podl'a vztahu neurgitosti
ocakdvame

Ax.Ap ~ h/2
ateda

p.
2L

Ak chceme odhadnit’ hodnotu energie zakladného stavu, dosadime do vyrazu

pre energiu oscildtora za p hodnotu hybnosti typickej pre tento stav, t. j. p ~ A/2L
a za x dosadime typickd hodnotu sdradnice, t. j. L. Takto dostaneme

h? ma*
+

E~ 2
8mL 2

(12)

kde prvy ¢len odpoveda kinetickej energii (ale vd’aka vzt'ahu neurcitosti sme ho
mohli vyjadrit’ pomocou typickych rozmerov vinovej funkcie) a druhy ¢len odpo-
veda potencidlnej energii. Energia zdkladného stavu je najmensSia energia, ktort
pri reSpektovani principu neurcitosti mdZe sustava nadobudnit. MoZno preto
ocakdvat’, Ze to bude minimédlna hodnota pravej strany v (12). Hodnota L v tomto
minime bude charakterizovat’ rozmery vlnovej funkcie zdkladného stavu.
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Lahko zistime, Ze vyraz (12) nadobida minimalnu hodnotu pre

L=~h2mw

a prislusnd energia je

E= 1 hw
2

Zhodou okolnosti sme dostali presny vysledok, ako sa o tom este presved¢ime
presnym rieSenim neskor v ¢lanku 4.6. Nas postup v skuto¢nosti nemohol zaru¢it’
viac ako vel'mi priblizny odhad vysledku a to, Ze dal celkom presny vysledok, je
dielom (trocha regulovanej) ndhody. Vratme sa eSte na chvilu ku vztahu (12).
(Pozri tiez obr. 1.16.) Prvy ¢len odpoveda kinetickej a druhy potencidlnej energii.
S rasticim L potencidlna energia rastie. Z hl'adiska potencidlnej energie je vy-
hodné, aby vlnova funkcia bola lokalizovand v ¢o najmensej oblasti okolo zaciatku.
Intuitivne je to zrejmé, lebo je to lokalizacia okolo klasickej rovnovaznej polohy
x = 0. Prvy ¢len vo vztahu (12) odpoveda kinetickej energii, jeho hodnota rastie
pri zmenSujicom sa L. To je prejav vztahu neurcitosti. Ak chceme stav viac
lokalizovat’ (t.j. zmenSit Ax = 2L), mdZeme to urobit’ iba za cenu zvySenia
neurcitosti Ap = 2P a teda za cenu zvySenia kinetickej energie Castice. Vlnova
funkcia sa ,,brani‘* proti stldcaniu. Tu vidime eSte raz pri€inu toho, preco zdkladny
kvantovomechanicky stav neodpovedd klasickej predstave o castici v kl'ude
v rovnovaznej polohe.

Y
\J
\ p
\ ,'
\\\E .,
Eo \:5‘._"’4 Epot
EI(in
Lo L
Obr. 1.16

Z podobnych pricin elektrény v atéme ,,nespadni* na jadro — vztah neurci-
tosti riesi problém stability atomov, ktory klasickad fyzika nevedela vysvetlit.
Elektrén v jadre by bol silne lokalizovany a na takéto stlacenie atomu by bolo treba
vynaloZit’ pricu, ktord by bola ovela vicSia ako prislusny pokles potencidlnej
energie.

Odporticame citatel'ovi, aby sa ako cvicenie pokusil zo vztahu neurcitosti
odhadnuit’ energiu zdkladného stavu atému vodika a polomer atomu vodika v tomto
stave.
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1.14 VLNOVE FUNKCIE A MERANIE
FYZIKALNYCH VELICIN

V nasej doterajsej diskusii sme na viacerych miestach narazili na formulacie
typu ,,stav, v ktorom dana veliCina nie je presne urend”, ,,ma neurcitost* a pod.
Aby sme si pribliZili, ¢o sa za takymito formuldciami skryva, musime sa aspon
kvalitativne obozndmit’ s problematikou merania fyzikalnych veli¢in na kvantovo-
mechanickych objektoch. Zacneme s myslienkovym experimentom na meranie

energie atomu, zndzornenom na obr. 1.17.

A
O
'

]

.........: A

: :

]

|

N 0o
Obr. 1.17

Na obr. 1.17 sa zdola nahor pohybuje vel'mi pomaly riedky zvidzok atémov,
oznaceny ako A; a zl'ava doprava sa pohybuje zvizok elektronov, oznaceny ako
e;. Na zaciatku predpokladajme, Ze vsetky elektrony maju energiu £ a vSetky
atémy su v zdkladnom stave s energiou E;. V oblasti, kde sa zvizky pretinaju,
dochadza k interakcii, a rozptyleny elektrén je zachyteny jednym z detektorov D,
pri¢om detektor zmeria (presne) energiu £ rozptyleného elektrénu. Lahko mdZeme
povedat, ¢o sa stane, pretoZe experiment je vlastne varidciou na Franckove
a Hertzove experimenty, o ktorych sme uz hovorili v ¢lanku 1.3. Rozptyleny
elektrén nebude mat’ l'ubovol'nid energiu, ale iba jednu z hodnot

£, 8, 8,8, ... )]
danych vztahom

e-¢ =E,—-E, (2)

kde na I'avej strane mame energiu, ktoru elektrén stratil a na pravej strane mame
energiu, ktord atém ziskal prechodom zo zakladného stavu do excitovaného stavu
s energiou E,.

Predstavme si teraz, Ze zopakujeme cely experiment, ale s tym rozdielom, ze
vsetky atémy vo zvidzku budu uz pred interakciou v excitovanom stave s energiou
E,. Rozptylené elektrony mozu mat’ potom len jednu z energii

5, €4, €4, ... (3)
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spinajici vztah
e-€y=E,~E 4)

Potial’ by bolo vsetko v poriadku a ni¢ prekvapujiceho sa nestalo. Ale stane
sa hned’. V prvom pripade kazdy z atémov zvizku bol v stave s prislichajicou
vlnovou funkciou w(r) v druhom pripade bol kazdy z atémov v stave s vinovou
funkciou ,(r). Podla principu superpozicie moze byt atom aj v stave, ktorému
prislicha vinova funkcia

Y=y + oy )
pri¢om koeficienty ci, ¢, splituji podmienku analogickd k (12.4)
leyP + lesf = 1 (6)

Predstavme si teda, Ze mame pristroj, ktorym pripravime atémy v stave
s vlnovou funkciou (5) a nechdme do experimentu vstupovat’ zvidzok atémov,
v ktorom su vSetky atdmy v tomto stave. Zaujimame sa teraz o to, aké budui
energie rozptylenych elektrénov urc¢ené detektormi D;. Vysledky vSetkych podob-
nych experimentov ukazuju, Ze energie tychto elektrénov budi patrit’ bud’ do
mnoziny (1) alebo do mnozZiny (3). Ak energia rozptyleného elektrénu patri do
skupiny (1), potom interpretujeme vysledok tak, Zze sme pri merani nasli atém
v zdakladnom stave (lebo len tak sa podl'a (2) objavi energia zo skupiny (1)) a ak
energia patri do skupiny (3), potom hovorime, Ze sme pri merani nasli atém
v excitovanom stave.

Predstavme si d’alej, Ze detektor je zhotoveny tak, Ze ked ndjde energiu
elektrénu zo skupiny (1), ukaze na displeji vel’ku cislicu 1 (alebo vypiSe slovami
»hasiel som atém v zdkladnom stave®) a v druhom pripade ukdze na displeji
¢islo 2 (alebo napiSe ,,nasiel som elektrén v stave 2°). Toto ¢islo tieZ vytlaci na
pasku.

Experimentétor po Case pride k pristroju, vyberie z neho pasku a ndjde na nej
postupnost’ &isel, napriklad™

1,2,2,1,1,1,2,1,2,1,1,2,1, 1, ...

Vsimne si hned, Ze ¢isla nemaju Ziadnu deterministickd pravidelnost, a po
hlbsej analyze zisti, Ze na kazdom mieste sa objavuje ndhodne bud’ 1 alebo 2,
pri¢om pravdepodobnosti Py, P, vyskytu ¢isel 1, 2 st dané vztahmi

2 2
P1:|C1| . P2: |C2|

» Aby nedoslo k nedorozumeniu: tu ,,oznamujeme* Citatelovi nové fakty, teda fakty, ktoré nevy-
plyvaju (ale ani neprotirecia) z toho, o sme zatial’ o kvantovej mechanike povedali. Tdto novi
informaciu musime chépat’ ako ,.,experimentdlny vysledok®.
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Vdaka normovacej podmienke (6) plati
Pi+P=1 7

tak ako to pre pravdepodobnosti musi byt’. Zddraznime este raz, ze kazdy z atémov
sa nachadzal pred meranim energie v stave y = ¢y + coy, a v tomto stave atém
nemd uréitd hodnotu energie. Cisla P, = lc,/*, P, = lc,I* udévaji pravdepodobnosti
toho, Ze v tomto stave pri merani energie najdeme hodnoty E|, E,.

Opis tohto myslienkového experimentu bol snad’ trocha zdihavy, ale cheeli sme
ukazat, Ze tvrdenia kvantovej mechaniky sa vZdy tykajid konkrétnych experimentdl-
nych situdcii. Jeho nevyhodou je sndd’ i to, Ze meranie energie je tu nepriame,
s priamym experimentom podobného typu sa stretneme, ked’ budeme hovorit
o merani polarizacie foténu a o merani spinu.

Predchadzajici myslienkovy experiment by sme mohli zovSeobecnit’ aj na
situdciu, ked’ vSetky atomy dopadajiiceho zvizku sd v stave opisanom
superpoziciou

EDYeHTA (12)

kde w, je stav s presnou hodnotou energie E,. Koeficienty ¢, musia spiiiat
podmienku

e, =1

Zovseobecnenim vysledku ziskaného v pripade superpozicie dvoch stavov
(t.j. stavu y = c1y; + cayn) prideme k predpokladu (plne potvrdenému analogic-
kymi experimentmi), Ze pri merani energie atému modzeme namerat’ iba hodnoty
E\, E, E;, ... a pritom pravdepodobnost’ namerat’ E; je

P, =l (13)

Tento vztah je aj najprirodzenej$im vyrazom pre pravdepodobnost’ namerat’
E;. Ak totiz vieme, Ze vysledky merania su len isté pravdepodobnosti P;, potom je
prirodzené oCakavat’, Ze tieto P; st funkciami koeficientov ¢, vystupujticich v (12):

P; = Picy, ..., cy). Tieto funkcie by ale na zdklade intuitivnych argumentov mali
spliat’ takéto podmienky:
a) ZP i = 1

b) ak y; nevystupuje v (12), t.j. ak ¢; je nulové, potom prislusné P; je tieZ
nulové.

Vyber pravdepodobnosti P; v tvare (13) je urcite najjednoduch§ou moznost'ou
ako tieto poZiadavky splnit’ a experiment tito moznost’ plne potvrdzuje.

Fakty, na ktoré sme tu narazili sa istotne javia také prekvapivé, Ze nezaskodi
ilustrovat’ ich na inych experimentalnych situaciach.

Priklad, ktory vel'mi silne ukazuje nevyhnutnost interpreticie v uz uvedenom
zmysle je priklad merania polarizdcie foténu. Tento problém, pravdu povediac,
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nepatri do nerelativistickej kvantovej mechaniky, lebo fotén sa pohybuje rychlos-
tou svetla a je ultrarelativistickym objektom. Pri merani polarizicie vSak jeho
rychlost’ nehrd podstatni tlohu a toto meranie je opisané kvantovou mechanikou.
Vyhodou merania polarizicie je to, Ze proces ma dobre zndmy klasicky anal6g —
meranie polarizicie klasickych elektromagnetickych vin. Pripomenieme si preto
najprv klasicky pripad.**

Ak sa svetelny 14¢ pohybuje v smere osi x a dopadd na polarizitor — nikol,
potom za nikolom mame linedrne polarizované svetlo. Rovina jeho polarizicie je
dana smerom hlavného rezu nikolu. Linedrnu polarizaciu méZeme opisat’ vektorom
e, ktory je kolmy na smer Sirenia sa lica a lezi v rovine polarizdcie. Predstavme si
teraz, Ze tento 14¢ postupuje d’alej a dopadne na d’al$i nikol, ktory prepusta len
svetlo polarizované linedrne v smere vektora e, a tiplne pohlcuje® Ziarenie pola-
rizované v smere €,, kolmom na e;. Situdcia je zndzornend na obr. 1.18. Nech
I oznacuje intenzitu svetla polarizovaného v smere e pred prechodom nikolom
a I' oznacuje intenzitu svetla polarizovaného v smere e, po prechode nikolom.

Podl’a klasickej optiky mdZeme prechod svetla cez tento nikol charakterizovat’
troma skuto¢nost’ami

a) svetlo, ktoré preslo nikolom ma polariziciu ey,

b) frekvencia svetla sa pri prechode cez nikol nement,

¢) intenzita svetla prejdeného nikolom je

I'=1Icos’ &

kde I je intenzita dopadajtceho svetla a ¢ je uhol medzi linedrnou polariziciou e
dopadajticeho svetla a polarizdciou e, vychddzajiceho svetla.

Skusme teraz kvantovomechanicky opisat’ prechod linedrne polarizovaného
svetla nikolom tak, aby tento opis bol konzistentny s vysledkami ziskanymi
v klasickej optike.

Najprv si vS§imneme poucenie vyplyvajice z bodu b). V kvantovej fyzike totiz
kruhova frekvencia fotonu stvisi s jeho energiou vztahom E = /i@ a to, Ze @ sa
pri prechode nikolom nemeni ndm hovori, Ze fotén bud’ prejde nikolom ,,cely*,
alebo sa ,.cely* pohlti. Bod c) vravi, Ze intenzita je dand vztahom I' = Icos” &
Intenzita je ale imerna celkovej energii prendSanej ziarenim, a teda celkovému
poctu foténov, ktoré prejdu polarizatorom za sekundu. Prichddzame teda k zaveru,

e pravdepodobnost’ prechodu foténu je rovna cos® & a pravdepodobnost’ jeho

* Podrobnosti moZno néjst’ napriklad v uéebnici A. Strba, Vieobecna fyzika 3, Optika. ALFA,
Bratislava 1979, str. 216.

» Opis prace polarizdtora je v skuto€nosti komplikovanejsi. Dopadajici 14¢ sa rozloZi vnitri nikolu na
dva luce, ktoré sa §iria trocha odliSnymi smermi. Prvy, polarizovany v smere hlavného rezu po-
kracuje rovno, druhy vd’aka vtipnej konstrukcii nikolu sa tiplne odraZa od rozhrania (nikol je zlepeny
z dvoch casti), vychddza znacne odchyleny od pdvodného smeru a zvicsa je pohlteny v okoli.
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pohltenia je sin’ & Viimnime si ale ddleZiti skuto¢nost. Vietky fotény, ktoré
presli prvym polarizujicim nikolom, maji rovnaku polariziciu dand vektorom e
a su vSetky v rovnakom stave. Ur¢it’ pravdepodobnost’ prechodu je jednoduché.

N
~ 3\
o

Obr. 1.18
Podl'a obr. 1.18 mdzeme rozloZit’ vektor polarizicie dopadajicej viny takto
e=ecosa+ esina

Ak oznac¢ime amplitidu dopadajicej viny A, potom tito dopadajicu vinu
moZeme pisat’ ako

[Aee ™~ ™ = cos a[Ae, e ™~ ™] + sin a[Ae, e ™)

Ak vyrazy v hranatych zatvorkach oznac¢ime po rade v, v, ¥,, mdme

W = Cos ayy + sin ay,

Vsetky vyrazy y, w,, W, st pritom rovnako normalizované. Ostatny vztah je
zrejme rovnaky ako pri opise merania energie atdému v predchadzajicom priklade.

Ak nikol pracuje ako meraci pristroj, potom pri dopadajicom foténe s polari-
zéciou e ndjde s pravdepodobnostou P; = cos® & a fotén v stave .y (t. j. fotén
md polarizéciu e, a prejde nikolom) a s pravdepodobnostou P, = sin* & v stave
o' (t. j. fotén ma polarizéciu e, a je pohlteny v okoli pristroja).

Vsimnime si teraz kvantovomechanicky vyznam faktu uvedeného v bode a),
¢ize svetlo po prechode druhym nikolom je polarizované v smere e;. Znamena
to, Ze vSetky fotény vychddzajice z nikolu maju polariziciu e, a teda su v stave,
ktory sme oznacili ako ;. Preto sa pri interakcii s nikolom musel zmenit' ich
kvantovomechanicky stav. Pred vstupom do nikolu boli totiz vSetky v stave ,,i/.

Aky bude novy stav po merani, to ndm tieZ naznacuje nas priklad. Stav ,,y“
foténov je vyznacny tym, Ze keby sme zopakovali predchddzajice meranie, ¢o
znamenad pridali treti nikol orientovany rovnako ako druhy, potom tymto nikolom
prejdd vsetky fotény. Znamend to, Ze u vSetkych (s urcitostou) nameriame pola-
rizdciu v smere e;. Vo vSeobecnom pripade meranim sa zmeni stav meraného
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objektu tak, Ze opakovanym meranim uZz s urcitostou nameriame td istd hodnotu
meranej veli¢iny ako pri prvom merani.*®

Ako dalsi priklad na sivis vlnovej funkcie a vysledkov merania si v§imneme
meranie priemetu spinu na urcity smer, napriklad na os z. Takéto meranie sa
prevadza, v principe v Sternovom-Gerlachovom pristroji, spominanom v ¢ldnku
1.8. Ak mame merat’ priemet spinu do osi z, potom volime smer nehomogenity
magnetického pol'a v smere tejto osi. Predstavme si najprv, Ze do pristroja vchadza
zviizok elektrénov?’, z ktorych kazdy md priemet spinu do osi z rovny +4/2 a mag-
neticky moment i = —efi/2m. Znamienko dB/dz nech je také, aby sa tento zvizok
vychylil smerom hore. Ak za pristroj umiestnime fotografickd platiiu, potom sa
na nej po prechode zvézku pristrojom objavi sCernenie nad miestom, do ktorého
by dopadol zvidzok pri nepritomnosti magnetického pola. Stav elektrénu so spi-
nom +/4/2 oznac¢ime ako w,. Ak na sistavu dopada zvizok elektrénov, v ktorom
kazdy ma spin —A/2, potom sa kazdy z elektrénov vychyli smerom dolu a na
fotoplatni sa objavi s€ernenie pod miestom, do ktorého by dopadol nevychyleny
zvazok. Stav elektrénu so spinom ,,dolu* ozna¢ime ako w_ Predstavme si teraz,
7e na stistavu dopada zviizok elektrénov, z ktorych kazdy je v spinovom stave

Y=oy, + oLy (14)

Pytame sa teraz na to, ¢o sa objavi na fotoplatni postavenej za Sternovym-Gerla-
chovym pristrojom. Vysledky jednozna¢ne ukazujui na to, Ze jednotlivé elektrény
budu zas vychylované bud’ smerom hore, alebo dolu a pritom velkost’ vychylky
bude rovnakd ako v predchadzajicich pripadoch. Neobjavia sa Ziadne pripady
akejsi ,,medzivychylky“. Elektrén je vychyleny bud ,,naplno* hore (ako by mal
priemet spinu na os z rovnd +#4/2), alebo ,,naplno“ dolu. Keby sme registrovali
postupnost’ vychyliek, pri oznaceni + za ,.hore* a — za ,,dolu* dostali by sme
nieco ako

+’ T T +a K +’ T T +a +’ +’ T T T +’-"

Analyzou postupnosti by sme zistili, Ze vychylky jednotlivych elektronov sa
ndhodné ¢isla regulované iba tym, Ze v kaZzdom jednotlivom zamerani su pravde-
podobnosti néjst’ spin ,,hore™ resp. ,,dolu* dané vztahmi

% Kvoli presnosti dodajme, Ze opakované meranie musi prebehndt v kritkom ¢ase po prvom meran.
Blizsie vysvetlenie poddme neskor.

?7 Takto formulovany problém je idealizdciou redlnej situdcie. Pozri pozndmku na konci ¢ldnku 1.8.

* Vyraz (14) budenie zatial' chdpat’ len symbolicky, ako ozna¢enie stavu. Formdlne matematicky vyznam
ziska aZ v 5. kapitole, kde si tieZ ukdZeme, 7e koeficienty a,, a_ musia opit’ spifiat’ normovaciu pod-
mienku o> + o/ = 1. Experimentélne moZno zviizok elektrénov z ktorych kazdy je v stave (14) pripra-
vit' tak, Ze elektrony nechame prejst’ vhodne nato¢enym Sternovym-Gerlachovym pristrojom, v ktorom
jeden z dvoch zvidzkov na jeho vystupe bude pohlteny hrubou vrstvou nejakej latky. Podrobnosti opét’
uvedieme v 5. kapitole.
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pe=lal, P_=lal (15)

Vidime zase, ze Sternov-Gerlachov pristroj méd ako mozné vysledky merania
iba diskrétne hodnoty spinu a pravdepodobnosti ich nijdenia v stave y danom
rovnicou (14) st dané kvadritmi absolitnych hodnot koeficientov stojacich pred
stavmi s presnou hodnotou priemetu spinu.

Priklady, ktoré sme preberali, naznacuju urcitd jednotnii schému opisu merania
v kvantovej mechanike. Majme pristroj, zhotoveny tak, aby meral veli¢inu A a me-
rany objekt, ktory sa nachadza v stave, ktorému je priradend vlnova funkcia y.
Predpokladajme, Ze tito vinovid funkciu mdZeme vyjadrit’ ako superpoziciu

= ¥, (16)

kde w, st vlnové funkcie prislichajice stavom, v ktorych veli¢ina A nadobuda
urcitd hodnotu A,,. Potom stav, ktorému prislicha vlnovéa funkcia (16) nema urcitd
hodnotu veli¢iny A. Vysledkom jej merania mdZe byt’ len hodnota rovnd niektore;
z hodndt A,, a to s pravdepodobnost'ou

P,=lc,P (17)

Ak v konkrétnom pripade nameriame (ndhodne) hodnotu A;, potom po merani
sa merana sustava bude nachadzat’ v novom (zmenenom) stave ;.

Thto formulaciu eSte neskor spresnime najmé z matematicke;j stranky, ale fyzika
ostane takd ako tu. V sucasnej kvantovej mechanike je tvrdenie tohto obsahu jed-
nym zo zdkladnych postulatov. V tejto uvodnej kapitole sme vSak chceli ukdzat
ako toto tvrdenie suvisi s niektorymi realistickymi fyzikalnymi situdciami.

Napokon sa este vratime k otdzke merania polohy Castice v kvantovej mechanike.
Pri analyze dvojstrbinového experimentu v ¢lanku 1.11 sme totiZ prisli k zdveru,
Ze pravdepodobnost’ ndjst’ Casticu v istom elemente As plochy fotografickej platne
je timerna vyrazu ly (x, y, 2)"As, teda lyi* uddva hustotu pravdepodobnosti vyskytu
Castice. Na prvy pohl'ad by sa sndd’ mohlo zdat’, Ze tento spdsob urcovania pravde-
podobnosti vysledkov merania je iny ako je vSeobecnd schéma opisand rovnicami
(16) a (17). UkdZeme si vSak, Ze su to fyzikdlne rovnaké schémy a Ze funkcia
w(x, y, 7) ma pri merani polohy taku istd dlohu ako koeficienty ¢, vystupujice
vo vyraze (15) pri merani veli¢iny A. Predstavme si pre urcitost, Ze fotograficka
platiia na obr. 1.11 je kolmd na os x a pretina ju v bode x,. VInova funkcia Castice
v oblasti platne je teda y(xo, y, 2).

Podl'a uz opisanej vSeobecnej schémy musime najprv najst’ vinové funkcie,
ktoré odpovedaju Castici lokalizovanej v okoli istého bodu platne. Pre ndzornost’ si
predstavme, Ze celd platiia je rozdelend na Stvorceky, z ktorych kazdy ma plochu A
priblizne rovnu ploche zrnka fotografickej emulzie. Stred urcitého Stvorceka ma
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stradnice (y;, zx), pricom stradnicu x nevypisujeme, lebo vSetky Stvorceky lezia
v rovine x = x,. Tento $tvorcek nazveme Stvoréekom (i, k) a zavedieme funkciu

1
— ak y, z lezia v Stvorceku (i, k)
JA
a1 =C
0

Zrejme plati

ak y, z nelezia v Stvorc¢eku (i, k)

[19: (v, 22 Pdrdz =1

kde integrujeme cez celd plochu fotografickej platne. Ak je Castica v stave
opisanom vlnovou funkciou @u(y, z), potom je pravdepodobnost’ ndjst Casticu
v Stvoréeku (i, k) jednotkova a pravdepodobnost’ ndjst’ ju mimo tohto Stvorceka
je nulova. Funkcie @,(y, z) teda odpovedaju prakticky (z hladiska experimentu)
lokalizovanym casticiam. Pretoze vlnova funkcia Castice po prechode dvoma
Strbinami a prave pri dopade na platiiu sa meni len vel'mi médlo od vzdialenosti
odpovedajticej strane nasich Stvoréekov, moZeme vo vynikajiicom pribliZeni napisat’

W(xy,y,2) = Z\/Z'//(xo’ Vi 2i) Py (¥,2)
ik

Vsimnime si teraz, Zze v Ay/(x,,y;,z,) st ¢isla a méZzeme ich oznacit’ ako cy.
TakZe mame
Y(xg,y,2) = Zcik(”ik (v,2)
i
Cx =VAW(Xg, y;524)

Takto zapisané w(x,, y, z) ma uz tvar (15) a podl'a v§eobecnej schémy je
pravdepodobnost’ toho, Ze ¢asticu ndjdeme v Stvorceku (i, k) dand vyrazom

Py = leal® = Aly(xo, yi, 2P (19)

Tento vzt'ah je ale to isté, ako by sme dostali rovno z Bornovej Statistickej
interpretacie. Této je totiZ dand vyrazom

P, =L} W (xy, ,2) PdS =1 p(xy, y,2) PA (20)

kde integrujeme cez plochu Sy Stvorceka (i, k) a pri vyjadreni integralu poslednym
¢lenom na pravej strane rovnice (20) sme vyuZili to, Ze vlnova funkcia w(xo, y, 2)
sa len vel'mi mélo meni na vzdialenosti rddovo rovnej dlZke hrany Stvoréeka.
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K vysledku (19) takto mdZeme dospiet’ bud’ priamo z pravdepodobnostne;
interpretacie, alebo trocha zdihavejsie spdsobom, ktorym sme prisli k rovnici (19).
Tento zdihavejii postup je viak pouény, lebo ukazuje, Ze meranie polohy je iba
Specidlnym pripadom merania fyzikélnej velic¢iny a sndd’ eSte viac tym, Ze ukazuje
fyzikdlnu interpretciu w(x, y, z) ako sustavy koeficientov pri vlnovych funkcidch
odpovedajticich lokalizovanej Castici.

Poznamka

Opis kvantovych stavov, priradenie vinovych funkcii stavom ststavy a najma
stvislost’ vinovych funkcif a vysledkov merania fyzikdlnych veli¢in si veci, ktoré
sa priecia klasickému chépaniu fyzikalnej reality. Pri Stidiu tychto veci sa ndm
dusa akosi prirodzene bréani proti takejto zmene v zdkladnom postoji a snazi sa
predsa len pozerat’ na jednotlivé otdzky klasicky. Takyto postup je v zadsade chybny.
Na ilustréciu si pripomeiime situdciu v Specidlnej tedrii relativity. Empiricky fakt
absolttnosti rychlosti svetla sa protivi klasickému nerelativistickému nazoru, ale
je to empiricky fakt, treba ho brat’ ako taky a najst’ konzistentnd tedriu. Presne
toto urobil Einstein, ked’ ukdzal, Ze absolttnost rychlosti svetla spolu s principom
relativity vedd nevyhnutne k relativnosti sii¢asnosti a napokon k celej Specidlnej
tedrii relativity. Na kvantovid mechaniku sa treba pozerat’ rovnako. Je to tedria,
ktora vyrastla z analyzy empirickych faktov, a tie uz samy o sebe protirecia kla-
sickej fyzike. Nie je preto podivné, Ze celd tedria, ktord z tychto faktov vznikla,
protire¢i v mnohom duchu Newtonovej mechaniky. Pri Stidiu kvantovej mechaniky
treba teda rozmyslat’ viac o tom, ako suvisia empirické fakty s interpretaciou, nez
o tom, v ¢om je kvantovd mechanika ina ako klasickd. Vaznou metodologickou,
¢i filozofickou chybou je neujasnenie si situdcie do tej miery, Ze Citatel’ bez ana-
lyzy povazuje rozdiely medzi klasickou a kvantovou mechanikou bud’ za chyby,
alebo prinajmensom zdhady tej druhej. Kvantov4 tedria je krdsna a §irok4, ale ako
kazda fyzikdlna tedria ma prosty pdvod — vyrastla z analyzy experimentdlnych
faktov a zo snahy ndjst’ jednotny a konzistentny vyklad tychto faktov pomocou
niekol’kych vSeobecne platnych zdkonov. A treba ju brat’ ako taku.

1.15 ZHRNUTIE

Této kapitola bola ivodom do niektorych myslienok, z ktorych vyrastla
kvantova mechanika. Nepredstavuje uplny pohlad ani tplni logickd schému
a vii¢inu pojmov, s ktorymi sme sa tu stretli, bude potrebné v d’alsom prehibit
a ,,precistit*’. Predsa vsak je nutnd pre prvé obozndmenie sa s javmi v atdmovej
fyzike a so zdkonitost'ami tejto oblasti.
syntézou poznatkov ziskanych analyzou mnohych experimentédlnych vysledkov.
Rozhodujticu dlohu zohrali tieto skuto¢nosti:
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— Kvantovanie energie atomdrnych sustav je experimentdlne potvrdenou sku-
tocnostou. Toto treba chdpat’ ako empiricky ziskany fakt, napriek tomu, Ze to
protireci predstavdam klasickej mechaniky.

— Kvantové vlastnosti Ziarenia boli objavené v Planckovej analyze Ziarenia
zahriatych telies (dutin) a potvrdené a prehibené v Einsteinovej analyze fotoelek-
trického javu a v Comptonovom jave. Monochromaticka vina s kruhovou frekven-
ciou w ma energiu, ktord je celoc¢iselnym ndasobkom /%@, kde % je Planckova
konstanta.

— Vlnové vlastnosti Castic boli predpovedané de Brogliom a potvrdené neskor
experimentdlne v plnom rozsahu. K ¢astici s hybnost'ou p prislicha de Brogliho
vIna s diZkou viny

A =2mhip

VInové vlastnosti Castic sa ukdzali byt’ kI'icom k vysvetleniu existencie kvan-
tovych stavov s ur€itymi hodnotami energie (staciondrne stavy). Podstatnym bolo
pritom intuitivne motivované stotoZnenie takychto kvantovych stavov a stojatych
de Brogliho vin (harmonickych kmitov de Brogliho vin).

Kvantovanie energie stacionarnych stavov bolo ilustrované na pripade elek-
trénu viazaného na dsecku, kde logika argumentu mala zhruba tito schému:

Kvantovy stav s urcitou energiou sme stotoznili so stojatou de Brogliho vinou.
Stojatd vina mdZe mat len diskrétne hodnoty vinovej dizky A,, a preto jej odpo-
vedaju len urcité hodnoty energie.

VlInové vlastnosti ¢astic spolu so vztahom p = 2@/i/A vedd priamo k vzt'ahu
neurditosti. Ak totiZ vytvorime superpoziciou rovinnych vin vinovy balik lokalizo-
vany v oblasti Ax, potom potrebujeme pouZit’ vlny z istého intervalu AA, ktorému
podla vzt'ahu p = 2mh/A odpoveda isty interval hybnosti Ap. Medzi Ap a Ax plati
vztah

Ap Ax 2 B2

Vzt'ah neurcitosti vedie k tomu, Ze rozmery vlnového balika mozno zmensit
iba za cenu zvécSenia neurcitosti Ap. Tym vstupuju do hry vel’ké hybnosti a energia
balika rastie. Toto zabranuje stahovaniu vinovych balikov a vedie k vzniku sta-
bilnych atomérnych ststav.

V kvantovej mechanike, podobne ako pri mnohych vlnovych procesoch plati
princip superpozicie: Ak stavy, ktorym s priradené vlnové funkcie v, y, st
moznymi stavmi sustavy, potom aj stav, ktorému je priradena vlnova funkcia
1y + ey, kde ¢y, ¢, st Cisla, je tieZ moZnym stavom sustavy.

Centrédlny vyznam v kvantovej mechanike m4 pojem stavu ststavy. Tento sme
sa zatial’ nesnazili podrobnejSie Specifikovat’. V tejto kapitole sme len intuitivne
stotoZnili kazdy stav s istou de Broglieho vinou.
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Zatial’ sme ni¢ nehovorili o tom, aké matematické objekty prirad'ujeme fyzi-
kalnym veli¢indm. K tomuto prideme uZ v nasledujicich dvoch kapitol4ch.

Ako vyplynulo z analyzy dvojstrbinového experimentu vlnova funkcia je
objektom celkom inej povahy ako su veci zndme z klasickej fyziky. Podla $ta-
tistickej interpretacie je vlnova funkcia w(x) amplitidou pravdepodobnosti, t. j.
Iz//(x)lex je pravdepodobnostou ndjdenia Castice v intervale (x, x + Ax) v experi-
mente, v ktorom meriame polohu Castice.

Toto tvrdenie je len Specidlnym pripadom vSeobecnej schémy pre experi-
mentalne predpovede kvantovej teérie. Podl'a nej plati nasledujiice tvrdenie: ak
Wi, Ys,... su vlnové funkcie stavov, v ktorych ma fyzikdlna veli¢ina E urcité
hodnoty E), E,, ..., potom vysledkom merania veli¢iny E v stave, ktorému prislicha
vlnov4 funkcia

b= ZC,‘(//,’

moZu byt iba hodnoty E|, E,,... priCom kazdé meranie d4 prave jednu z tychto
hodndt. Pravdepodobnost’ namerania urcitého E; je rovnd (pri normalizovanom
stave @) druhej mocnine absolitnej hodnoty c;:

2
Pi= |Ci|

Tabul’ka 1.1

Naboj elektronu
Hmotnost elektrénu
Hmotnost” proténu
Planckova konStanta

Bohrov polomer
(dlzka)

Rydberg (energia)
Magneticky moment
(Bohrov magneton)
Typicka intenzita

el. pol'a v atome
Typickd intenzita

magnetického pol'a®

Typicka kruhova frekvencia

Typicky cas

Typicka rychlost’

e=1,6022.10" C
m=9,11.10"" kg
m,=1,67.10"" kg
h= 1,052.10‘34 Js

mKe
mK2e*

M 0.9274.1075 JT!
2m

£,f=5,15.10“ Vm™

a1l _ul ek
2a, 2 a 2mh

El 16 ~1
@:7:2,07.10 S

Hh= 2 _ 3,03.1071% s
2]

v =ayo = 1,09.10° ms™

a; = h—z =0,5292.10""m

Ej=——5—=13,606eV=218.10"]
2h

=63T

1

* Odhadnuté nasledovne. Pole B budené v strede kruhovej slu¢ky o polomere a; obte-
kanej pradom 1 je B = (u/2)I/ay, kde = 4m.107" SI, za a, zoberieme Bohrov polomer,
I vyjadrime ako sicin ndboja elektronu a typickej atémovej frekvencie v, = E/2wh.
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Téato schéma pracuje — ako sme ukézali na prikladoch s meranim spinu a polari-
zacie foténu — aj v tych pripadoch, ked’ stav neopisujeme vlnovou funkciou, ale
veli¢inou iného typu, napriklad polarizacnym vektorom v pripade prechodu foténu
polarizatorom.

Pre kvalitativnu orientdciu v javoch z oblasti atdémovej fyziky je nevyhnutnd
predstava o typickych hodnotach jednotlivych veli¢in. M6Zeme ju ziskat’ dvoma
spdsobmi vedicimi k rovnakym vysledkom. V prvom z nich vychddzame z kvali-
tativnej predstavy o Struktire atomdrnych sustav, v druhej sa opierame o rozme-
rovi analyzu. Oba pristupy vedud k rovnakym vysledkom, lebo v oboch pouZivame
ako zdkladné veliCiny e (ndboj elektrénu vystupujici vo vztahoch suvisiacich
s Coulombovym zdkonom v kombinécii Ké* = [1/(4ng)]e’), hmotnost’ elektrénu
m a Planckovu konstantu 4. Rychlost’ svetla tu nevystupuje, pretoZe problémy su
nerelativistické. Vysledkom je tabulka 1.1.

1.16 PRIKLADY A PROBLEMY

1. Krystal NaCl ma pravidelnd kubickd $truktiru, v ktorej sa striedaji atomy Na s atémami Cl.
Odhadnite vzdialenost medzi atomom Na a susednym atomom Cl, ak viete, Ze hustota krystalic-
kého NaCl je 2,16.10* kg.m™ a 7e molekulové vdha NaCl je 58,5.

2. Na to, aby sme 1 mél molekil H, rozstiepili na atomdrny vodik, potrebujeme zhruba 433 kJ.
Ak4 je energia vizby jedinej molekuly H,?

3. Akd energiu (v eV) ma kvantum elektromagnetického Ziarenia pre
a) radioviny s frekvenciou 10° Hz,

b) svetlo s frekvenciou 0,6.10" Hz,
¢) rontgenovské Ziarenie s frekvenciou = 3.10'® Hz?
Uréte vinové dizky Ziarenia v uvedenych pripadoch.

4. Za tmavej noci. uprostred velkej liky svieti Ziarovka s vykonom 2 W. Odhadnite pocet foténov,
ktory vdm za | s padne do oka ak ste od Ziarovky vzdialeny | km.

5. Elektrén aj fotén maju energiu E = 100 eV. Porovnajte prisluiné dizky vin.

6. Pri akej energii bude mat’ a) elektrén, b) fotén vinovi dizku rdadovo rovnii rozmerom atému?

7. Akd energiu musi mat’ elektrén, ak chceme analyzou rozptylu elektrénov na jadrach (idea je
podobna ako pri Rutherfordovom experimente) Studovat’ §truktdru ahkych jadier?

8. Rovnobezny zvizok elektrénov urychlenych napétim V prechadza otvorom v tienidle. Priemer
otvoru je d = 107 m. Za tienidlom vo vzdialenosti [ = 1 m je fotografické platiia. Pre aké hod-
noty napétia U mozno opisat’ s¢ernenie platne pomocou klasickej mechaniky?

9. Zo skusenosti vieme, Ze u sodika dochddza k fotoelektrickému javu len vtedy, ak nan dopada
Ziarenie s vinovou diZkou mensou ako A, = 539 nm. Vypogitajte vystupnii pracu pre Na! Aki
rychlost’ maju elektrény vyletujice zo sodikovej elektrody, ak ju osvetlime modrym svetlom
ortutovej vybojky (4 =436 nm)?

10. Medend guldcku, dostatocne vzdialend od inych telies, osvetlime monochromatickym svetlom
s vinovou diZkou A = 0,2 g. Na aky maximélny potencial sa guld¢ka nabije v dsledku straty
fotoelektronov? Vystupnd praca pre med’ je 4,74 eV.

11. Pri rozptyle Ziarenia na volnom alebo slabo viazanom elektréne sa meni vinova dizka Ziarenia
(Comptonov jav). Ak vinové dizka dopadajiiceho Ziarenia je A, potom vlnova dizka rozptyle-
ného svetla zavisi od uhla rozptylu #a je dand vztahom
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16.
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kde m je hmotnost’ elektrénu. OpiSte rozptyl Ziarenia na elektrone ako zrazku foténu a elektrénu
a odvod'te tento vzt'ah zo zdkonov zachovania energie a hybnosti.

Dlhé organickd molekula ma uhlikovy retazec so striedavymi dvojitymi a jednoduchymi viz-
bami medzi atémami uhlka. Dizka molekuly je zhruba n.1,5.10™'° m, kde n je pocet zretazenych
uhlikov a 1,5.107'" m je priemerna dizka jednej viizby. V molekule je n tzv. T elektrénov, ktoré
v istom pribliZzeni méZeme povazovat’ za volne sa pohybujice po molekule. OpiSte energetické
spektrum molekuly a zistite, akd musi byt molekula dlha, ak ma byt’ Ziarenie emitované pri pre-
chode z prvého excitovaného stavu do zdkladného stavu v oblasti viditeného svetla. (Pozndmka:
takéto latky mozu byt dobrymi farbivami.)

Elektrén je viazany na tisecku dizky L a nachddza sa v zdkladnom stave. Zapiite energiu tohto
stavu ako funkciu L a vyjadrite silu, ktorou pdsobi elektrén na steny, ktoré ho udrzuji na dsecke L.
Odhadnite tlak, ktorym posobi elektron uzavrety v kocke o hrane L na steny kocky. Mozno
odtial'to ridovo odhadnit’ koeficient stlacitelnosti tuhych latok?

Atém Fe™ kmitd s frekvenciou 10" Hz okolo uzla v krystalickej mriezke. Pohyb moZno v ro-
zumnej aproximadcii opisat’ linedrnym harmonickym oscildtorom. Odhadnite pomocou principu
neurcitosti ,,amplitidu* kmitov pre zdkladny stav takého oscilatora a porovnajte ju s typickou
vzdialenostou dvoch uzlov mriezky (asi 0,2 nm). Co by sa stalo, keby amplitida kmitov bola
porovnatel'nd s touto vzdialenost'ou? Porozmysl'ajte o tom, akd by bola situdcia v pripade krys-
talického hélia.

Odhadnite energiu zakladného stavu atému vodika zo vztahu neurcitosti.

. Prediskutujte difrakciu elektrénovej viny na jednej Strbine Sirky d a ukdzte, Ze difrak¢ny obraz

odpoveda neurcitosti v hybnosti elektronu rddovo 7/d (v smere rovnobeZnom s rovinou tienidla
a kolmom na Strbinu).

Atém vodika sa nachadza v zakladnom stave. Ukézte, Ze pri pokuse merat’ trajektoriu elektronu
nevyhnutne narusime tento stav. UvaZte, Ze pri takomto merani by sme urcite museli merat’
polohu elektrénu s neurcitostou Ax < a; kde a; je Bohrov polomer a; = K 4ney/me*. Odhadnite
prislusnid neurcitost’ v hybnosti a tym spdsobent neurcitost’ v energii.

Na hranol dopadaju fotény s vinovou funkciou

prn = ey, (r.0
i

kde w(r, 1) st rovinné viny, odpovedajtice vinovej dizke A. Za hranolom je fotoplatiia. Uréte
pomer intenzity séernania fotoplatne na dvoch miestach, odpovedajiicich dvom vinovym dizkam
A1 a A,. (Ide o miesta na platni, ktoré by s€erneli, keby dopadajice svetlo bolo monochromatické
s vinovou dizkou A, resp. ).



