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Kapitola 1

Makroskopicka Maxwellova
teorie

1.1 Uvodem

Klasicka elektrodynamika vznikla zacatkem 19.stoleti, na jehoz konci dosdhla
i své konecné podoby. Spolu s klasickou mechanikou vytvorila vychozi zakladnu,
z niz vzniklo soudobé nazirani na strukturu a pohyb hmoty.

Zakladni nazory klasické elektrodynamiky jsou zformovany v Mazwellovych
a Mazwellovijch-Lorentzovijch rovnicich, jez maji v elektrodynamice obdobny
vyznam jako Newtonovy rovnice v klasické mechanice. V elegantni matema-
tické podobé shrnuje Mazwellova teorie vsechny staletimi ziskané poznatky
elektromagnetické jevy, souvisejici se vznikem a vyzafovanim elektromagnetic-
kych vin tim, ze v jedné ze svych rovnic pridal ¢len, kterym postuloval existenci
posuvného proudu, jenz nebyl do té doby experimentdiné pozorovan.

Hlavni pozornost v predkladané latce z elektrodynamiky je vénovana studiu
sirent elektromagnetickych vin. Jde o pojmy, které, obecné vzato, patii svym
zpusobem do S$irsi problematiky vinoviych procesi, jez jsou bez vyjimky v riz-
nych podobéach vlastni v§em objektim materidlniho svéta. Vlnové procesy pied-

Vynalezem oscildtori a zesilovact, jejichz funkce je zalozena na zakoni-
tostech vlnovych procesi (klystrony, elektronky s postupnou a zpétnou vinou,
atd.), bylo mozno dosdhnout generaci v pasmu cm a mm vln, jeZ jsou srovna-
telné nebo dokonce i mensi, nez rozmeéry vysilacich nebo piijimacich zafizeni.
Béhem dalsiho vyvoje byly postupné realizovany generatory jesté kratsich vl-
novych délek pracujici na zcela novych principech — masery a lasery — které
umoznily generaci elektromagnetickych poli takovych parametri, jez jsou srov-
natelné s poli uvnitt atomi. Generace silnych intenzit pole v pasmu svételnych
vin vedla ke vzniku a objevu celé fady novych nelinedrnich jevl vznikajicich

Co tedy budeme sledovat pfi studiu sireni a vyzarovdni elektromagnetickych
vin a jaky bude vysledek interakce pole s prostiedim?

Odpovédét na takto formulovanou otazku znamenéa nalézt feseni tlohy o cho-
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vani elektromagnetické viny pri interakci s okolim. Z elektromagnetického hle-
diska je mozno prostiedi charakterizovat zavedenim materiglovyjch (konstituc-
nich) vztahti a odpovidajici geometrické konfigurace. Libovolné makroskopické
prostiedi 1ze vSak povazovat za soubor mikroskopickych castic, jez tvori zdroje
elektromagnetického pole, které jsou s nim zpétné v interakci. Fenomenologické
vlastnosti prostiedi popsané pomoci materidlovych vztahti, tvoii spolu s Maz-
wellovymi rovnicemi self-konzistentni soustavu rovnic.

Ve vétsiné pripadt budeme vychazet z Mazwellovych rovnic v diferencidl-
nim tvaru, které budeme fesit, naptiklad v homogennim izotropnim prostiedi
s materidlovymi konstantami ¢ a p. Takovato formulace elektromagnetického
problému je tedy vhodné, jestlize se vlastnosti prostiredi v uvazované oblasti
meéni spojité. V praxi se vSak Casto setkdvame i s problémy, kdy se vlastnosti
prostfedi méni skokem. V téchto pfipadech (do nichz zahrnujeme i oblasti, jez
obsahuji zdroje elektromagnetického pole) nelze pouzit Mazwellovych rovnic
v diferencidlnim tvaru, abychom dostali vazby mezi veli¢inami pole po obou
strandch rozhrani. Ukazeme si, Ze je potom zapotiebi pouzit Mazwellovych
rovnic v integralnim tvaru na zadkladé predstavy o nespojité zméné parametri
prostfedi na rozhrani jako limité spojitého pfechodu. Jejich rozborem ziskame
vztahy mezi jednotlivymi slozkami vektori pole po obou stranich rozhrani,
které nazyvame hranicnimi podminkamsi, které maji podobny tvar jako Maz-
wellovy rovnice. Jsou to plosné divergence a rotace vektora pole, které vlastné
nahrazuji Mazwellovy rovnice na rozhrani dvou prostiedi.

Obecné vzato, fyzikdlné mozné Teseni elektromagnetické tlohy lze dostat
tehdy, budeme-li znat vlastnosti prostredi a jeho geometrickou konfiguraci véetné
zadaného rozloZeni proudu a ndboji nebo, jinak fec¢eno, zname-li prislusné zdro-
jové funkce.

1.2 Zakladni rovnice elektrodynamiky

Nestaciondrni elektromagnetické pole buzené pohybujicimi se ¢asticemi ve va-
kuu je popséno soustavou Mazwellovych-Lorentzovych rovnic (mikroskopickych):

1.

. 9B - .
rot B+ — =0 divB =0 (1.1)
ot
nebo v alternativni formé zapisu
. OB . .
VxE+-—=0 V-B=0
o
2.
. OF - .
rot B — egig—— = phoJ divE=2 (1.2)
8t €0

nebo v alternativni formeé zapisu

—

g 3E - —
oMo ot HoJ o
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kde j je proudovd hustota realizované pohybem viech v daném prostiedi
existujicich ndboju (tj. vdzangch i volngch) v okoli daného bodu a p je
hustota ndboje realizovana prostorovym rozloZenim vsech téchto naboju
v okoli tohoto bodu. Pro prostiedi beze zdroji (pfipomenime, Ze v tomto
konkrétnim piipadé se jednd o vakuum) se posledni rotacni rovnice déle
zjednodusi na tvar:

5 1 OE
VxB = —— 1.3
c2 ot (13)
Zde
€0 =28,85-10"12 C:N"1.m™2 permitivita vakua,
po =1,257-107% N.A—2 permeabilita vakua,
c=2,998-10% m-s~! rychlost svétla ve vakuu.

Z teseni Mazwellovijch rovnic (viz dale v tomto skriptu), vyplyva dilezity vztah
mezi €g, o a rychlosti svétla c ve tvaru

1
E = —
0H0 =

Vétsinou vsak je treba popsat elektromagnetické pole nejen ve vakuu, ale i za
pritomnosti makroskopickych téles (v klidu). V takovychto pfipadech vychézime
z Mazwellovyjch rovnic makroskopickijch, které dostaneme stredovanim Maz-
wellovych-Lorentzovych mikroskopickych rovnic pro lokdlni pole pies oblasti
dostatecné malé z hlediska makroskopické presnosti (107* + 1072 m), tedy

—

- D - _
V-2 _; V-D=o (1.4)
ot
B . B
VxE+8a—t:0 V-B=0, (1.5)

kde

—

E— intenzita elektrického pole ~ V/m

B~ vektor magnetické indukce ~ Wh /m?

H- intenzita magnetického pole A/m

D~ vektor elektrické indukce C/m?

7 — hustota elektrického proudu A /m? (realizovaného pohybem wolngjch naboji)

o0 — hustota elektrického naboje C/m? (realizovaného rozlozenim volngch nabojt)

Rovnice ~
- 0D - . L.y
V x H— o =/ (zobecnény Ampériv zékon)

spolu s rovnici

V-D=p (Gaussiuv zakon elektrického pole)

tvori tzv. pruni sérii Maxwellovijch rovnic, kdezto rovnice

V x E+ = 0 (Faradayiv indukéni zédkon)
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spolu s rovnici
V-B=0 (Gaussiv zakon magnetického pole)
tvori tzv. druhou sérii Mazwellovych rovnic. Obé divergencéni rovnice
V-D= 0 a V-B=0

maji vyznam pocdtecnich podminek.
Lze ukazat, Ze rovnice kontinuity je disledkem prvni série Mazwellovijch
rovnic. Provedme operaci divergence na rovnici (1.4), tedy

I, _ .
V-VxH—a(V-D):V-] (1.6)
Jelikoz plati identita
V-VxH=0 (1.7)
dostavame 5
Dosadime-li za
V-D=p (1.9)
budeme mit
v.j+92 (1.10)
j 8t - 9 .

coz je diferencidlni tvar zdkona o zachovdni ndaboje (rovnice kontinuity).

Uvazime-li prostorovou oblast V' ohrani¢enou uzavienou plochou S, 1ze tento
zakon interpretovat jako rychlost zmeény celkového ndboje @@ v objemu V', ktera
se rovna celkovému mnozstvi naboje proslého povrchovou plochou S za jednotku
Casu, coz je vlastné elektricky proud I, ktery z objemu vytékd (I > 0) nebo do
objemu vtékd (I < 0). Vyjadfeno v matematické formé

Q d R P
49 &/ngv_ /Vatdv_/vdlvydv_?g] ds =1(t) (L11)

Vztah (1.11) tedy pfedstavuje integrdlni tvar rovnice kontinuity.
Casovyj vijvoj elektromagnetického pole je popsan rovnicemi
. 9D - . 0B -
VxH—-—=j VXxE+—=0 1.12
ot 7 T (1.12)

Po provedeni divergence na obé rotacni rovnice dostavame s ohledem na (1.8)
a (1.10)

%(V-ﬁ—g) = 0, (1.13)
% (v-B) =0 (1.14)

Odtud plyne, ze vyrazy divD — p ani V - B nezdvisi na éase. A pokud byly
rovny nule v jednom ¢asovém okamziku (viz divergenéni Mazwellovy rovnice),
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budou rovny nule v libovolném ¢asovém okamziku. Takze v kazdém bodé pole
plati vztahy
V-B=0 V-D=p (1.15)

To znamend, ze rovnice (1.15) lze povazovat za pocdteéni podminky v dtsledku
platnosti rovnice kontinuity. Kromé zakona o zachovdni ndboje plati samo-
ziejme i jiné zdkony zachovani — zakon zachovani energie, hybnosti a momentu
hybnosti, parity, jaderného naboje, ndbojové symetrie, izotopického spinu, lep-
tonového naboje, atd.

Mazwellovy rovnice urcuji tedy elektromagnetické pole pri daném rozloZent
zdroji (proudt a naboji). Takto vzniklé elektromagnetické pole o intenzité E
a hustoté magnetického toku B (neboli magnetické indukci) ptisobi zpétné na
naboje Lorentzovou silou

F=ec(E+7xB), (1.16)

kde ¥ je rychlost pohybujici se ¢astice. Tato rovnice spolu s pohybovou rovnici
(v relativistickém tvaru)

d mo¥ - -,
— | === | =¢(E+7xB) (1.17)
dt 1— (v)?

(%)
urcuje pohyb mnabité castice v elektromagnetickém poli. Proto potiebujeme
k uplnému popisu pohybu soustavy nabitych c¢astic feSit Mazwellovy rovnice
spolecné s pohybovymi rovnicemi mechaniky.

Nejsou snad svételné paprsky velmi malymi télesy, ktera jsou
vyzafovana sviticimi latkami?
I. Newton

Zpusob, jimz Faraday vyuzil své ideje siloCar, aby usporadal jevy
elektromagnetické indukce, dokazuje, zZe byl matematikem vysoké
tfidy — jednim z téch, od néhoz matematikové budoucnosti mohou
nacerpat cenné a plodné metody.

J. C. Maxwell

Od doby, kdy Newton zalozil teoretickou fyziku, nejvétsich zmén
v jejich teoretickych zakladech, jinymi slovy, v nasich predstavich
o struktufe reality, bylo dosaZzeno diky Faradayovym a Mazwellovym
zkoumanim elektromagnetickych jevi.
A. Einstein
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1.3 Casova zavislost veli¢in pole

Pro feseni Mazwellovych rovnic se ukazuje jako vyhodné pfejit od tradic¢nich
trigonometrickych funkci sinwt a coswt do tzv. komplexni symboliky zavede-
nim komplexni exponencidlng casové funkce e*t. Pomoci této funkce je mozno
rozlozit na tzv. spektrum g(w) libovolny fyzikalné realizovatelny ¢asovy pribéh
f(t) s pouzitim Fourierova integralu; tedy

ft) = /J:Og(w)e_mdw (1.18)
gw) = % /::O F(b)e™tdt (1.19)

Hodnota spektra g(w) ma smysl amplitudy harmonického chovani s (kruhovym)
kmito¢tem w. Zasadni vyznam uvedenych vztahti spo¢iva v tom, ze pro f(t) =0
musi byt g(w) = 0 pro vSechna w (neexistuje jind alternativa ke splnéni této
rovnice — jedna se o spojitou analogii rozkladu vektort do ortonormadiniho sys-
tému vektori, jednotkovych, vzajemné kolmych). Tohoto dilezitého faktu bude
nasledné casto vyuzivano. Za ptfedpokladu casové harmonického pribéhu je
pak mozno casové derivace nahradit soucinitelem +iw nebo —iw, coz znamena
prechod od rovnic diferencidglnich k rovnicim algebraickym, jejichz vyreSeni je
podstatné jednodussi.

Pro vSechny veli¢iny pole, tj. E,é,ﬁ,ﬁ,f a o, které budou mit casové
harmonicky prubéh, lze psit obdobné vztahy jako (1.18) a (1.19); napiiklad
pro intenzitu elektrického pole E

S oo, .
B = % /_ Blw)e ®tdw (1.20)
Ew) = % /+OOE(t)emdt (1.21)

Z uvedeného zapisu plyne, ze vektor spektra intenzity elektrického pole E(w)
je obecné komplexni veli¢inou ve frekvencnim oboru na rozdil od E(t), jez je
v ¢asovém oboru veli¢inou vzdy redlnou (R oznacuje operator redlné cdsti).

Dosazenim vztahu (1.20) do rovnice

—

0B

VxE+—==0 1.22
provedenim casovych derivaci a vytknutim exponencidlniho ¢lenu dostédvame
+oo _, _, ) o
R { / [v x E(w) — in(w)} e_“"tdw} =0 (1.23)
—00

odkud vyplyva vztah
V X E(w) — iwB(w) =0 (1.24)
Obdobné dostaneme vyrazy i pro ostatni Mazwellovy rovnice pfepsané do
frekvencni oblasti

V x Hw) +iwDw) = j(w) (1.25)
w) (1.26)

) = ew) (1.27)

V -
V -

El ot wll
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Vsechny uvedené spektrdlni veliciny charakterizujici pole budou obecné kom-
plexnimi veli¢éinami. Kdybychom postupovali zcela exaktné, bylo by zapotiebi
pro vyjadreni komplexnich veli¢in pole pouzit jinou symboliku — tzv. fazory
— abychom odligili zapis vektort pole ve frekvencénim oboru (spektrum) od
zapisu pole jako funkce casu. Obvykle vsak vystac¢ime s jednou symbolikou,
jestlize ¢asovou zavislost vyjadiime pomoci komplexni exponencidlni funkce.

1.4 Podminky na rozhrani

V pripadé, kdy se vyskytuji alespont dva rizné typy prostiedi charakterizované
riznymi €, 4, 0 (coZ v oblasti jejich styku odpovidd pfipadim skokové zmény
parametru prostiedi), nelze pouzit Mazwellovy rovnice v diferencidlnim tvaru,
hledame-li vztahy mezi slozkami pole po obou stranach délicich ploch.

Reseni piislusné tlohy je mozno ziskat pomoci integrdlniho tvaru Max-
wellovych rovnic, jejichz rozborem ziskame podminky na rozhrand.

Predtim, nez pristoupime k odvozeni podminek na rozhrani ¢i hrani¢nich
podminek, zavedme nékteré vektorové identity.

Me¢jme vektor @ v objemu V', ohrani¢eném plochou S, jeZ ma norméalu s.
Pouzitim Gaussovy véty muzeme pro uvazovany piipad psat

/v-advzfa-gds (1.28)
\% S
Zvolnile libovolny konstantni vektor ba vytvofme divergenci vektorového sou-
¢inu b x a

V-(bxa)=a-(vxb)-b(Vxa)=-5(Vxa) (1.29)

S uvazenim Gaussovy véty a vektorové identity (5 X Ei) §=b-(5x d’) lze psat

/‘/V-(l;xa)dejg(gxaI)-sTdS:— SE-(s?xa)ds (1.30)

Levou stranu upravime s vyuzitim (1.29) tak, aby se vektor b nevyskytoval ve
vektorovém soucinu

_/‘/5.<de‘>dV:—ﬁg-(§‘x6>dS (1.31)

S uvazenim toho, ze je vektor b konstantni nakonec dostavame pomocny vztah,
ktery dale pouzijeme pfi odvozeni hranicnich podminek:

/V(v x @) dV = fg(gx @) ds (1.32)

Predpokladejme, ze Mazwellovy rovnice v integralnim tvaru plati ve vSech ¢as-
tech uvazované oblasti véetné hranic¢nich ploch. Zvolme si na uvazovaném roz-
hrani maly objem ve tvaru vdalecku a provedme pies tento objem integraci Maz-
wellovyjch rovnic, které plati v celém tomto objemu. S pouzitim vztahu (1.32)
Ize psat pro intenzitu elektrického pole E

/V(v x E)dv = fg(gx E)ds (1.33)
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Po dosazeni za V x F = _%3 dostavame

j{(s?x E)dS+/8BdV:6 (1.34)
S v Ot

Obdobné bude platit, ze

/V(v x i) v = fg(gx if) ds (1.35)

po dosazeni za V x H = j + %)

f(gx i) dS—/aDdV:/jdv (1.36)
S v Ot v

Zaroven bude platit
f(g-é)ds — 0 (1.37)
S
f(g-ﬁ)ds — /QdV (1.38)
S 1%

Zvolme nyni podle obr. 1.1 rozhrani prochézejici myslenym objemem ve tvaru
véalecku. Necht 77 je normdla k zdkladné valecku, tedy i normaéla k plose rozhrani
a necht sméfuje do prostiedi 1. Necht se vgska valecku blizi k nule. Z podminky
h — 0 vyplyva, ze obé zdkladny valecku v této limité formdiné splynou (ale
uchovaji si smeéry svych normdl, které budou antiparalelni) a objem véalecku se
tak stane nulovym. Jak dale uvidime, tento pfistup umozni zkoumat spojitost
resp. nespojitost jednotlivych vektord pole.

€1, 1,01

| 7
€2, 12,02 \\—;l’/ D5, By
-7
Obréazek 1.1: K odvozeni podminek na rozhrani

1.4.1 Stacionarni rozhrani

V pfipadé staciondrniho rozhrani (rozhrani v klidu) lze objemové integraly téch
veli¢in, které nabyvaji v objemu valecku pouze konecnych hodnot (coz jsou
parcialni derivace vektori DaB podle ¢asu), v limité h — 0 (kdy i objem
valecku jde k nule) povazovat za nulové. U povrchovych integralt se v téze
limité (h — 0) neni t¥eba zabyvat integraci pres plast vélecku, nebot jeho
velikost jde rovnéz k nule. Zustavaji tak integrace pouze ptres horni (Sp) resp.
dolni (Sg) podstavu vélecku, kdy je § ve sméru 7 resp. ve sméru —7i.
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Za vyse uvedenych predpokladt 1ze prevést rovnici (1.34) do tvaru

/Sh(ﬁxél) dS—/Sd(ﬁxﬁg) ds =0, (1.39)

Vzhledem k tomu, ze velikosti podstav Sy a Sg budou stejné (v limité h — 0
navic splynou) a velikost téchto podstav budeme nésledné limitné zmensovat,
dostavame pro vektory intenzity elektrického pole na rozhrani v prostiedi 1
(E1) a 2 (Es) nasledujici vztah

x (El - EQ) =0 (1.40)

Predpokladejme dale, Ze na rozhrani (délici plose) existuji plosné proudy o hus-
toté jg, kterou lze vyjadrit z proudové hustoty j (s uvazenim bodovych nédboji
nachéazejicich se pfimo v rozhrani) jako

fiy (1) =3

Zde je tfeba si uvédomit, ze proudova hustota ; vzhledem ke svoji definici
poroste v limité h — 0 nade vSechny meze a limita soucinu hj tak bude mit
nenulovou hodnotu.

Pro h — 0 tak lze Mazwellovu rovnici (1.36) pfepsat do tvaru

/ (ﬁxﬁl)dS—/ (ﬁxﬁg)dS:/de:/fhdS:/fgdS (1.41)
S S, v g S

odkud analogickym postupem jako v pripadé vektoru intenzity elektrického pole
(a s uvazenim toho, ze plochy Sy, Sp a S v limité h — 0 splynou v jedinou
plochu) dostavame podminku na rozhrani pro vektor intenzity magnetického
pole

x (Hy — Hy) = Js (1.42)
Analogicky jako v pripadé proudové hustoty budeme predpokladat, ze i plosnd
hustota ndaboje je definovan podobné, tedy

lim (he) = os

Okrajové podminky pro vektory D a B dostaneme pouzitim divergencnich rov-
nic

/divédv = / (g E) dsS =0 (1.43)
\%4 S
= i+ (Bi— B) =0 (1.44)
a obdobné
/divﬁdV:/(§-5> ds = /ths (1.45)
\%4 S S
— 7+ (D1~ Dy) = os (1.46)

Ziskané rovnice (1.40), (1.42), (1.44) a (1.46) popisuji poméry na rozhrani dvou
prostfedi, kde se ¢ a ;4 méni skokové a lze jim pfisoudit nasledujici fyzikdlni
vyznam:



12 KAPITOLA 1. MAKROSKOPICKA MAXWELLOVA TEORIE

a) rovnice

i X (El — Eg) =0 nebo RotE =0 (1.47)

vyjadiuje spojitost tecnych sloZek intenzity elektrického pole E na roz-
hrani prostiedi 1 a 2,

b) rovnice

—

X (ﬁl - ﬁg) —Jjs nebo RotH = jg (1.48)

vyjadiuje nespojitost tecnych sloZek intenzity magnetického pole H , jez
se rovna hustoté plosného proudu,

c) rovnice
i - (El - 52) =0 nebo DivB =0 (1.49)

vyjadiuje spojitost kolmych sloZek magnetické indukce,

d) rovnice
n- (51 — 132) — 05 mnebo DivD = pg (1.50)

vyjadiuje nespojitost kolmych slozek 5, jez se rovna plosné hustoté ndboje
Os-

Na prvni pohled je zfejmé, Ze rovnice, jez popisuji poméry na rozhrani, maji
obdobny tvar jako Mazwellovy rovnice. Lisi se vSak tim, ze operator V je zde
nahrazen vektorem normaly 7, ¢asovd derivace v pripadé staciondrnich roz-
hrani je nulovd a misto vektorid pole vystupuji v rovnicich (1.40), (1.42), (1.44)
a (1.46) rozdily téchto veli¢in na rozhrani (délici ploe); misto proudové hustoty
;’ a prostorové hustoty naboje o vystupuji plosné hustoty proudu js a naboje
0s-

1.4.2 Nestacionarni rozhrani

Jak uz jsme na zac¢atku uvedli, odvozené vztahy (1.40), (1.42), (1.44) a (1.46)
plati jen pro staciondrni rozhrani. Pro pohybujici se nestaciondrni rozhrani
nebude mozno u vztaht (1.34) a (1.36) postupovat stejnym zptisobem, jako
u staciondrniho rozhrani, nebot nyni bude prostorovd souradnice casové pro-
ménnd. U ostatnich ¢lenti rovnic bude postup zcela analogicky jako v pripadé
staciondrnich rozhrani.

Jelikoz se objem, podle kterého se provadi integrace, meni s casem, je nutno
provést integraci — vychazeje z kinematické teorie — pro pohybugjici se rozhrani
podle vztahu

d/ A’dV:/ 8AdV+/ A(s-v)as. (1.51)
dt Jv () v(t) Ot S(t)

kde A je vektor v pohybujicim se prostfedi a ¥ je rychlost pohybu rozhrani.
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Znamena to tedy, Zze v pripadé nestaciondrniho rozhrani musime prifadit
k c¢asové derivaci vektoru A pies objem V', uzavieny plochou S, jesté pour-
chovy integral pres tutéz plochu S. Pouzijeme nyni vztah (1.51) pfi rozboru

Mazwellovych rovnic v integralnim tvaru

/(st dS+/—dV - 0
S

/S(gxﬁ)ds %—?dv = /dev

a protoze podle (1.51)

5 V_dt/BdV /

potom dostaneme po dosazeni do (1.52)
— d — — —
sx E)dS+ — | BdV — | B(5-7)dS =0, 5§5|n
/S<s>< ) +dt/v /S (s v) , S|7

d/édvzd/éhds, h—0
dt Jyv dt Jg

Jelikoz

(1.52)

(1.53)

pomoci analogickych operaci jako v pripadé stacionarnich mezi dostavame

X (El—E2>—(ﬁ~ﬁ)(§1—§2)=6

Obdobné z rovnice (1.53) plyne, ze

/S(gxﬁ)ds(i/vﬁdv+[qﬁ(§.a)dsz/vjdv

nebo po dosazeni za [;,j dV (a zanedbéni 4 fvﬁ dV') dostaneme

/(st dS+/ ) ds = /jshdv, h=0
S S

za predpokladu, Ze
fimy (1) = s
ziskdme obdobny vztah jako (1.54), tedy
X (ﬁl —1_‘72) + (ﬁﬁ) (D1 D2) =
Divergenéni rovnice zlistavaji beze zmény (nezavisi na case), tedy
(Bi-B) = 0
(Bi-By) = o

St

Su

(1.54)

(1.55)

(1.56)
(1.57)
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7 odvozenych rovnic plyne:

a) prii pohybujicim se rozhrani (¥ # 0) vznikd diskontinuita tecnych sloZek
E, jez je vyvolana rozdilem odpovidajicich kolmych slozek magnetické

indukce
X (El —Eg) = (ﬁﬁ)(Bl—Bg)

(pohyb rozhrani se dé&je ve sméru normély 7, ¢éili 7 || ¥),

b) plosny proud fs jiz neni svazan pouze s nespojitosti intenzity magnetic-
kého pole H, ale k této nespojitosti prispivaji i slozky vektoru elektrické
indukce D, nebude-li rychlost pohybu rozhrani ¥ kolmd na smér 7. V pri-
padé, Ze rychlost ¥ bude rovnobéznd s délici plochou, redukuje se rovnice
(1.55) na rovnici (1.39), jez popisuje poméry na stacionarnich rozhranich.

Kdyz Faraday poprvé zverejnil sviij pozoruhodny objev, ze zmé-
nou magnetického toku vznika elektromotorické sila, musel odpovi-
dat (jako kazdy, kdo objevi v pfirodé néco nového) na otazku ,Jaky
je z toho uzitek?“ Vzdyt prece zjistil jen takovou podivnou véc —
v kusu dratu vznikl sotva postizitelny elektricky proud, jestlize s nim
pohyboval v blizkosti magnetu. Jaky by z tohohle mohl byt ,uzi-
tek“? Faraday odpovédél:,,A jaky je uzitek z pravé narozeného di-
téte?

A ted pomyslete na ty ohromné praktické aplikace, k nimZ jeho
objev vedl.

R.P.Feynman

Moderni elektrotechnika mé ve Faradayovych objevech sviij po-
catek. NeuziteCné novorozené vyrostlo v zazrak a zptsobilo zménu
svéta, kterou si jeho hrdy otec nemohl ani predstavit.

R.P.Feynman
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1.5 Materialové vztahy

Makroskopické Mazxwellovy rovnice vyjadiené ve formé 1. a II. série predstavuji
soustavu 8 skaldrnich rovnic pro 4 vektory pole E, 5, BaH. Ctyti homogenni
Mazwellovy rovnice je mozno vytesit formalné vyjadienim EaB pomoci skaldr-
niho potencidlu ¢ a vektorového potencidlu ff, kdezto nehomogenni tvar téchto
rovnic nelze vytesit, aniz bychom znali vztahy mezi DaH , vyjadfené pomoci
E a B. Tyto vztahy se nazyvaji materidlovymi vztahy nebo konstitu¢nimi rela-
cemi, které v implicitnim obecném tvaru lze vyjadrit nasledovneé:

D = D(E B) (1.58)

T
I

i (E é) (1.59)

Mezi dvéma vektorovymi a dvéma skaldrnimi rovnicemi (celkem osmi skalar-
nimi rovnicemi) se vyskytuje pouze 6 nezdvislych rovnic, nebot Gaussiv zakon
elektrického pole je disledkem Ampérova zékona a rovnice kontinuity a Gaus-
suv zdkon magnetického pole je disledkem Faradayova zakona, zalozeného na
fyzikalni skutecnosti, Ze neeristuje samostatny magneticky monopdl.

Ctyti vektory elektromagnetického pole predstavuji 12 skalarnich slozek,
pro néz mame pouze 6 nezavislych skalarnich (Mazwellovych) rovnic, které sa-
moziejmé nestaci k urceni vSech veli¢in pole. Zbyvajicich 6 skaldrnich rovnic,
které obsahuji dalsi vztahy mezi vektory pole, lze dostat pouzitim materidlo-
vych relaci. Tato fyzikalni ivaha se opirda o skutec¢nost, ze rovnice pole byly
puvodné zformulovany pro vakuum (Mazwell-Lorentzovy rovnice) a nebraly
v uvahu vlastnosti prostredi, které ma zasadni vyznam pii konkrétnim reSeni
prislusné elektrodynamické dlohy.

Na zakladé provedenych tvah dospivame k zévéru, ze vektory E (7, t) a B (7, 1)
popisuji vlastné elektromagnetické pole, kdezto vektory D(7,t) a H(F,t) podé-
vaji informace o prostredi véetné vlivu vdzanych naboyu a proudd, 1ndukovanych
v latce. Podle Sommerfelda jsou proto vektory EaB entity intenzity a DaH
entity kvantity. Ve ¢tyfrozmérném Minkowského prostoru tvoii entity intenzity
tenzor stejného fadu jako entity kvantity.

Vratime-li se nyni k rovnici (1.58) a (1.59), vidime, ze materidlové vztahy
vyjadiuji v matematické formé funkéni zavislost mezi vektory pole a vektory
prostredi. Pro popis prostfedi v nejobecnéjsi formé bude vsak vhodné zavést
odpovidajici materidglové rovnice.

Mazwellovy rovnice ve tvaru (1.4) a (1.5) popisuji elektromagnetické pole
v ldtkovém prostfedi, k jehoz urceni potfebujeme znat rozloZeni zdroji (hus-
toty nédboju o(7,t) a proudové hustoty f(F, t)) popsanych zdrojovymi funkcemi
a prislusné materidlové relace, které lze vyjadrit v maticové formé.

1.5.1 Materialové matice

7 elektrodynamického hlediska lze vyjadrit materidglove vztahy v nejobecnéjsi
formé zavedenim materidlovych matic, jez jsou vhodné i pro sledovani elektro-
magnetickych jevl v pohybujicim se prostiredi.
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K vyjadfeni vektori prostredi pomoci vektort pole zavedeme tenzory P, L,
M a Q nasledujicim zpiisobem:

¢D = P-E+L-cB (1.60)
H = M-E+Q-cB, (1.61)

kde ¢ je rychlost svétla, P,L,M a Q jsou tenzory popsané maticemi o 3 x 3
prvcich (materidlové parametry pfislusného prostiedi).

Zapis materiadlovych vztaht v uvedeném tvaru je zalozen na relativistickych
uvahach. Jelikoz vektory pole (E, cé) tvori jediny tenzor v ctyrrozmérném pro-
storu, obdobné jako vektory prostiedi (cﬁ, H ) tvoii dalsi tenzor téhoz prostoru,
budou materidlové vztahy v této formé Lorentzovsky invariantni.

V maticové formé lze rovnice (1.60) a (1.61) zapsat jednodussim zptisobem,

tedy
D E ]
S| =C - 1.62
R 162)

zde C je materidlovd matice o 6 X 6 prvcich a ma rozmeér admitance,

C —

55 = (1.63)

P L |
M Q
Protoze jsme zvolili nejobecnéjsi zapis materidlovych vztahi, muze takto za-
vedena materidlova matice byt funkci prostoro-casovych soufadnic, termody-
namickych nebo hydromechanickych proménnych nebo intenzit elektromag-
netického pole. V nejobecnéjsim pripadé mize byt matice C funkci integro-
diferencialnich operatort, dokonce muze souviset i s jinymi fyzikalnimi velici-

nami.
Podle funkéni zavislosti matice C je mozno razné prostiedi rozdélit na:

e nehomogenni — je-li C funkce prostorovych souradnic,

e nestaciondrni — je-li C funkci casu,

casové disperzni — je-1i C funkci casovych derivact,

e prostorové disperzni — je-li C funkci prostorovych derivact,

nelinedrni — je-1i C funkci veli¢in elektromagnetického pole,
o linedrni — neni-li C funkci veli¢in elektromagnetického pole.
Kromé vyjadfeni (cﬁ, H ) jako funkeci (E, cg) je moZno postupovat i jinak

a vyjadfit libovolnou jinou kombinaci vektori, napf. (5, B) jako funkce (E JH ),
atd. V uvedeném piipadé€ by to znamenalo, ze by platil vztah

|

o O

| -cea £]. o
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kde ~ . .
= 1[P-L-Q''M L-Q
CE,ﬁZ[E g]:Cl—Q_lf/I Q_? ] (1.65)

kde c je rychlost svétla a C B predstavuje materidlovou matici v E, H repre-
zentaci.

Je rovnéz mozné postupovat obracené a vyjadtit £, H pomoci B, D. V tomto
pripadé bude prislusna zavislost vyjadiena nasledovné:

HERH aon

=
AN

] - Cl P —P~ L ] , (1.67)

Cﬁﬁ_[ M-P! Q-M-P!.L

2

kde Cj5 5 je zase materidlova matice, avSak v D, B reprezentaci. Kromé téchto
b

vyjadfeni matice C je mozno zavést i jiné reprezentace jako kombinace vztaht

mezi £, D,B a H.

Jsem presvédcen, ze nezbytna internacionalni péce o ekologic-
kou prosperitu nasi planety piiznivé ovlivni realizaci zasad miro-
vého souziti statd s rozdilnym spolecenskym zfizenim a postupné
feSeni tkolu vSeobecného odzbrojeni. Lidé si zacinaji uvédomovat,
ze planeta Zemé je jejich spole¢nym domovem a Ze by méli spole¢né
pecovat o to, jak predejit ekologické krizi, proti které je tireba zacit
svorné bojovat. Nezbjva nam k tomu jiz pfili§ mnoho casu. Urcité
méne nez sto let. Za tu dobu lze jesté ekologickou krizi odvratit. Pri-
tom pripada dilezita tloha védcim, ktefi prvni kvantitativné urdili
dosah nadchazejici krize a mohou velmi prispét k hledani cest, jak
odvratit pohromy hrozici civilizaci.

P.L. Kapica
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1.6 Klasifikace prostiedi podle materialovych matic

Zavedenim c¢tyT tenzortt P, L, M a Q lze charakterizovat vsechny druhy pro-
stredi véetné prostredi v pohybujicich se soustavach. Pomoci tenzorua L a M
(neboli materidlovych matic L a M) jsou vyjadfeny zavislosti mezi elektrickymi
a magnetickymi poli.

Prosttedi, pro které plati, ze v rovnici (1.60) a (1.61)

L+#0, M#D0, (1.68)
nazgyvame bianizotropni. Jestlize
L=M=0, (1.69)

pak takové prostiedi bude anizotropni. Zvlastni pripad anizotropniho prostredi
predstavuje prostiedi, pro néz P a Q jsou skaldry. Jestlize

P = cel (1.70)
1

Q = I (1.71)
cu

kde I je jednotkova matice o 3 x 3 prvcich, nazyvame takovéto prostiedi izo-
tropnim prostiredim.
U idzotropniho prostfedi budou mit materidlové vztahy tvar (L = M = 0)

¢D = P-E=cel-E=ccE (1.72)
d g 1 — ]_ —
H = Q-¢cB=—1-¢cB=-8B, (1.73)
cp K
coz lze zapsat ve znamé formé
D = ¢E (1.74)
B = uH, (1.75)

kde € a p jsou permitivita a permeabilita prostiedi (zde skaldrni veli¢iny). Jak
je mozno vidét ze vztaht (1.74) a (1.75), bude v izotropnim prostiedi vektor
intenzity elektrického pole rovnobézny s vektorem elektrické indukce D a vektor
intenzity magnetického pole s vektorem magnetické indukce (hustoty magnetic-
kého toku). Ve vakuu plati

& = &0&r = €0, M = Holr = M0, (1.76)

kde
£0=28,85-10"2F/m, po=4n-10""H/m

Vztahy mezi 15, EaB , H , jakoz i j a E budou zéviset na charakteru inter-
akce elektromagnetického pole s latkou a mohou mit velms sloZitou formu Mo—
hou byt nelinedrnt, nelokdlni, respektovat anizotropii, dokonce vektory D B .
v libovolném bodé 7 a ¢ase ¢t mohou zéviset na E a H v Jinych bodech prostoru
a v predchazejicim Case. Takovato zavislost mezi vektory elektromagnetického
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pole, jak uvidime pozdéji, vede k vyskytu frekvencni a prostorové disperze,
kterd mize podstatné ovlivnit proces sifeni elektromagnetickych vin.

V latkovém prostiedi je permitivita € urcena elektrickymi vlastnostmi a per-
meabilita . magnetickymi vlastnostmi prostfedi. Podle velikosti relativni per-
mitivity e, délime dielektrika na

e mékkd (nepolarni), jez maji e, = 1+ 10,
e turdd (polarni) s e, = 10 + 100,
e feroelektrika (segnetoelektrika) s &, = 10% + 10%.

U posledni skupiny latek se jejich vlastnosti méni pii dosazeni Curieovy teploty.

1.6.1 Dielektrika

Na dielektrikum mtzeme pohlizet jako na spojité prostiedi charakterizované
objemovou koncentraci elektrickych dipolovych momenti vyjadfenou pomoci
elektrickée polarizace P. Zde si je tfeba uvédomit, ze vektor P bude determino-
van vektorem elektrického pole E_f které bude mit vliv na orientaci elektrickych
dipélt tvoficich dlelektrlkum a tedy bude platit Gmérnost (v oblasti linedrni
zévislosti) ve tvaru P ~ E.

Vyjdeme-li ze vztahu mezi vektorem polarizace P a koncentraci vdzanych
nabojl g,, kterou lze vyjadrit vztahem

0p = —div P (1.77)

potom divergenc¢ni rovnici pro makroskopickou hustotu naboji volngch a vd-
zanych lze psat ve tvaru

div (c0E) = o+ 0y (1.78)
Po dosazeni za g, z (1.77) bude tedy
div (coE + P) = o, (1.79)

kde ¢ je nyni tieba chapat jako hustotu volngych nédbojli zavedenych do dielek-
trika. Ve vztahu (1.79) je materidlova ¢ast dielektrika charakterizovana vekto-
rem polarizace tak, ze miizeme zavést vektor D vztahem

D=¢E+P (1.80)
pro néjz bude stacit pouze znalost hustoty volngch ndboji g a rovnice
divD = o (1.81)

bude splnéna i v obecném pripadé nehomogenmho dielektrika.

Z rovnice (1.80) vyplyva, ze vektory EaP nemaji stejny fyzikalni rozmeér.
Budeme-li chtit pfevést vyse uvedenou umeérnost mezi témito dvéma vektory
do tvaru ezxaktniho matematického vztahu, bude treba tento fakt vzit v iivahu.
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Nejprve tedy vychozi tmérnost pfepiseme do vztahu mezi vektory se shod-
ngm fyzikdlnim rozmérem, tedy P ~ eoF. A nyni zavedeme veli¢inu x., kterd
bude dané dielektrikum charakterizovat:

ﬁ = XeEOE

Tato bezrozmeérna veli¢ina x. se nazyva elektrickd susceptibilita. Po dosazeni za
P do (1.80) prejde tato do tvaru

D = eoE + Xeaoﬁ =(1+ Xe)eoﬁ = coe,E = cE (1.82)

kde byla zavedena relativni permitivita ¢, vztahem ¢, = 1+ x.. Charakterizace
prostfedi pomoci veli¢in P, x. a &; je vzajemné ekvivalentni. V praxi se nejvice
pouziva materidlovy vztah ve tvaru

D =¢FE =¢epe,E (1.83)

P1i urcovani celkové hustoty naboje o v objemu V vysli ze skutecnosti, ze
elektrické pole Ev pritomnosti dielektrik je shodné s polem, které by se vybu-
dilo v nepritomnosti dielektrika nejen hustotou volnych nabojt, ale i vazanych
naboju o, (nebo gyq.) veetné plosné hustoty o, (nebo oyqz).

Vizanou hustotu naboju jsme vyjadrili jako zaporné vzaty vytok vektoru
polarizace Pa vysli jsme z predpokladu, ze molekuly dielektrika lze nahradit
ekvivalentnimi dipoly v jednotce objemu.

V pritomnosti vnéjsiho elektrického pole mtize byt vektor polarizace vyvolan
indukovanymi dipdlovymi momenty, zorientovdnim permanentnich dipélovych
momentl nebo migract iontovych naboji.

Polarizace dielektrika nevznika pouze v dusledku ptisobeni sil elektrického
pole, ale muize souviset i s celou fadou dalsich fyzikalnich jevi — napt. jako
dtisledek mechanického nebo tepelného namahani.

Pti mechanickém namahani (stlaceni) dielektrika dochézi ke vzniku poten-
cidlniho rozdilu mezi jeho protéjsimi stranami (jev elektrostrikce) a pii zahtéati
a ochlazeni dielektrika dochézi ke vzniku povrchovych ndaboji (pyroelektricky
jev).

U nékterych druhtt krystali pod vlivem stiidavého uc¢inku mechanickych
sil (tlaku a tahu) nebo elektrického pole (obraceny piezoefekt) dochéazi ke stii-
davé polarizaci, pricemz elektrické pole sleduje pribéh mechanického napéti.
Vznikajici ilkaz je zndm jako piezoelektricky jev.

7 doposud uvedeného plyne, zZe totéz elektrické pole muze vyvolat u riznych
dielektrik jejich ruznou polarizaci, kterd zavisi nejen na vnéjsim poli, ale i na
hustoté latky, na jejim chemickém slozeni, krystalické strukture, atd.

Bude-li elektrickd polarizace za stejnych vnéjSich podminek obecné rizna
u riznych latek, znamena to, ze tuto rozdilnost musime pfipsat vnitrnim vlast-
nostem jednotlivych latek — jinak feceno — elektrickéd polarizace je vnitfnim
parametrem dielektrika.

Na zékladé struktury dielektrik Ize vysvétlit rozdily v hodnoté relativni per-
mitivity latek. Mekkd dielektrika jsou tvofena atomy (molekulami) bez vlast-
nich dipdlovych momenti, zatimco tvrdd dielektrika jsou tvofena atomy (mo-
lekulami) s vlastnimi dipélovymi momenty, které se pod vlivem vnéjsiho elek-
trického pole zorientuji. Zvlastnost feroelektrik spociva v tom, ze maji dipélové
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momenty atomu v ur¢itych oblastech (doménach) spontanné zorientovdny, ¢imz
1ze vysvétlit u téchto latek silné polarizacni ucinky i ve slabych elektrickych po-
lich.

1.6.2 Magnetika

Latkové prostiedi, jehoz vlastnosti a chovani jsou ovliviiovany vnéjsim magne-
tickym polem, budeme nazyvat magnetikem a pii makroskopickém popisu ho
budeme povazovat za spojité a bezeztratové prostiedi.

Podle velikosti relativni permeability ., jez muze zaviset jak na stavu pro-
stiedi (teplota, tlak), tak i na magnetickém poli, rozdélujeme rovnéz i magnetika
do tfi skupin

o diamagnetika, u, < 1, teplotné nezavisla,
e paramagnetika, p, > 1, pfevazné teplotné zavisla,
o feromagnetika, p, > 1.

Ze srovnani s dielektriky se nabizi analogie diamagnetickych latek s mékkymi
(nepolarnimi) dielektriky, paramagnetickych latek s tvrdymi (polarnimi) die-
lektriky a feromagnetik s feroelektriky.

Pro vysvétleni velikosti relativni permeability p, lze pouzit vhodného di-
pdlového modelu, podle néhoz jsou magnetika tvorena soustavou magnetickych
dipoli. Pritom lze predpokladat, Ze atomy diamagnetickych latek nemaji vlastni
magnetické dipolové momenty, ale momenty indukované vnéjSim magnetickym
polem (podle zdkona elektromagnetické indukce), které budou orientovany proti
smeéru vnéjsiho pole, a proto jej zeslabuji. Naopak, atomy paramagnetickych 1a-
tek maji vlastni dipélové momenty, orientuji se ve sméru vnéjsiho magnetického
pole, a proto jej zesiluji.

Diamagnetické latky po vlozeni do nehomogenniho magnetického pole jsou
vytlacovany ve sméru klesajiciho pole, kdezto paramagneticke latky budou vta-
hovany ve sméru narustajiciho pole.

Obdobna situace jako u mékkych a tvrdych dielektrik, pokud jde o teplotni
zéavislost permeability, plati i u diamagnetickijch a paramagnetickych latek.

U feromagnetik jsou zase magnetické dipdly atomu jiz spontdnné oriento-
vdny v urcitych domeéndch a relativni permeabilita pu, zévisi jak na magnetickém
poli, tak i na teploté.

Kromé feromagnetik existuji vSak i antiferomagnetika, u nichz jsou magne-
tické dipdly sousednich atomt orientovany antiparalelné.

Zv1ast dulezitou skupinu predstavuji ferimagnetika ¢i ferity, u nichz jsou
dipdélové momenty rovnéz orientovany antiparalelné, ale v disledku ruzné veli-
kosti dipélovych momenti u sousednich atomu vzniké jako vysledek spontdnni
magnetizace.

Na magnetickou latku ¢i magnetikum lze tedy pohliZzet jako na spojité
prostiedi charakterizované objemovou hustotou magnetickych dipolovych mo-
menti vyjadfenou pomoci vektoru magnetizace (nebo magnetické polarizace)
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M. Vyjadfime-1i hustotu vdzangch proudi (vyvolanych pohybem vdzangch nd-
boji po uzavienych smyckdch, jez jsou ekvivalentem magnetickych dipoli) po-
moci magnetické polarizace pro neohrani¢ené magnetikum

Jm =10t M, (1.84)

kde j,, je hustota vdzanych proudu, lze rotorovou rovnici z prvni série Maz-
wellovych rovnic pro staciondrni pole psat ve tvaru

rot B = o (;-{- ;m) (1.85)

nebo po dosazeni za j,,

rot (B _ M> _7 (1.86)
Ho
kde nyni pod proudovou hustotou j rozumime hustotu volngch proudu vyvola-
nych v magnetikich pod vlivem wvnéejsich zdroja.
Obdobné jako u dielektrik, mizeme i magnetické latky ¢i magnetika popsat
vztahem, jehoz jedna c¢ast zavisi na volném prostoru a druhé c¢ast na vektoru
magnetizace M , €0z lze vyjadrit pomoci vektoru H

i (1.87)
nebo psat ve formé (podobné jako u dielektrik)
B = o (H + M), (1.88)

kde M je objemovéa hustota magnetickych dipdlovych momentt a H je vektor
intenzity magnetického pole.

Zavedenim vektoru H se lze omezit pouze na znalost hustoty volngch prou-
du. Na rozdil od vektoru B', ktery charakterizuje silové pole, vektor intenzity
magnetického pole E' zavedeny vyse uvedenym zptisobem, charakterizuje nav1c
vliv wdzangch proudu 1ndukovanych v latce. Vzhledem k tomu, zZe Vektor M
bude ovlivnén pusobemm vektoru H je mozné napsat formalné vztah M~H.
A protoZe vektory HaM maji stejny fyzikalni rozmér, lze prepsat imérnost
na rovnost zavedenim veli¢iny x,,, kterd bude dané prostiedi charakterizovat:

M = xmH

Tato bezrozmeérnd velicina x,, se nazyva magnetickd susceptibilita. Po dosazeni
za M do (1.88) prejde tato do tvaru

B = puo (H + xmH) = pto (1 + xo) H = popt, H = pi (1.89)

kde byla zavedena relativni permeabilita p, vztahem p, = 1+ x;,. Charakteri-
zace prostiedi pomoci veli¢in M, x., a u, je vzadjemné ekvivalentni. V praxi se
nejvice pouziva materidglovy vztah ve tvaru

B = uH = popH (1.90)
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1.6.3 Anizotropni prostredi

Anizotropni prostiedi jsou takova prostiedi, jejichz fyzikalni vlastnosti zaviseji
na sméru. Stejné prostiedi mize byt izotropni vzhledem k jedném fyzikalnim
jeme prostiedi krystalu za magneticky izotropni, avsak elektricky anizotropni).

Anizotropie mize souviset se strukturou prostiedi (napf. u krystalt) nebo
mize vzniknout v disledku pouziti vnéjsich poli — elektrického, magnetického,
poli pruznych deformaci, atd.

Vsechna v pfirodé se vyskytujici prostiedi lze rozdélit do tri zakladnich
skupin (v zavislosti na symetrii tenzora prostiedi).

Do proni skupiny patii latkova prostiedi, u nichz lze navzdjem zaménit
v8echny tii hlavni osy, coz znamena, zZe plati

E11 = €22 = €33 (1.91)

a z optického hlediska se takové prostfedi chova jako izotropni. Sem patii krys-
taly kubické soustavy.

Ve druhé skupiné jsou prostiedi, jez maji zvyraznén jeden smer a zbylé dva
sméry (hlavni osy) jsou navzdjem rovnocenné, a tudiz i zaménitelné (jednoosé
krystaly); to znamend, Ze pro takova prostfedi plati

€11 = €22 # €33, (€11 = €22 =€) (1.92)

Sem patii napiiklad krystaly hexagondlni, trigondlni a tetragondlni, vcetné pro-
stfedi ptvodné izotropnich, u nichz je anizotropie vyvoldna pouzitim vnéjsich
pozitivné (kladné) jednoosé, jestlize £33 > € a negativné (zéporné) jednoosé,
kdyi g3z < €.

Do treti skupiny patii vsechny ostatni krystalické ldtky, u nichz plati

€11 # €22 F €33, (1.93)

pricemz existuji obecné dva vyznacné optické smery. Proto se takova prostiedi
nazgyvaji biazidlni nebo dvouosd.

Materialové vztahy pro anizotropni prostiedi se obvykle zapisuji v E,ﬁ
reprezentaci, tedy

— — —

D=¢-E B=p-H, (1.94)

kde &, i oznacuji tenzory permitivity a permeability.

1.6.4 Elektromagneticka pole v anizotropnim prostiedi

Interakce elektromagnetického pole s latkou mize mit velmi sloZitou formu v za-
vislosti na poli a prostiedi.
V piipadé harmonicky proménnych poli lze uvedené zavislosti psat ve tvaru

Di(w,f') = eij(w)Ej(w,F) (1.95)
Bilw,?) = puyj(w) Hj(w, ) (1.96)
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Realné prostiedi byvaji takova, ze tenzorem je bud &(w) nebo fi(w), coz zna-
menad, ze druhd z téchto veli¢in je skaldrem. Proto mizeme materidlové vztahy
pro anizotropni prostiedi psat bud ve tvaru

Di(wﬂ:) = Eij(w) Ej(wﬂ:) é(”?ﬁ = N(w) ﬁ(w,f’) (197)
zde p(w) je skaldr, nebo ve tvaru
Blw,7) = @) B@,?)  Bilw,?) = pislw) Hy(w,)  (1.98)

zde je zase e(w) skaldrem.

Zvlastnim pripadem jsou prostiedi magnetoaktivni, jez patii mezi anizot-
ropni prostfedi vznikld pod vlivem staleho magnetického pole. V takovychto
pripadech jsou tenzory permitivity nebo permeability nesymetrické.

V' magnetoaktivnim bezeztratovém prostiedi bude tenzor e;; hermitovsky,
tudiz

Eij = E;i (1.99)

Redlnd a imagindarni cast je symetrickd, respektive antisymetrickd, tedy

/o " /!
&ij = Ejis €ij = ~Eji

pricemz

o i
Eij = 6’ij + Zgij
/ . /!

Eji = Eji _'ngi

Stejné vlastnosti ma i tenzor pemitivity.

V pripadé, kdy permitivita je tenzorem a permeabilita p skaldrem, nazy-
vaji se takova prostiedi gyroelektrickd. Jako priklad mtzeme uvést elektronové
plazma vlozené do silného vnéjsiho magnetického pole éo. Prislusny tenzor per-
mitivity € ma (pro magnetické pole By ve sméru osy z) tvar

_ _ 1 wp
e11 —igg O €11 = €22 = &0 T2
E=| 1gg4 €22 0 , kde (1.100)
2
0 0 e £33 = €0 (1 - :5>

Vztah mezi magnetickym polem a materidlovymi parametry je vyjadien pomoci

cyklotronové frekvence
eB()

m

We =
tak, Ze maticovy Clen ¢4 je urcen, jak ukdZeme pozdéji, nasledovné:

wiw,
Eg =60 — 5,
w(w? —w?)

zde w]% je plazmovd frekvence dand vyrazem

2
o Ne

ws =
p mz?o’
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kde N je hustota elektront, e je ndboj elektronu a m jeho hmotnost.
Bude-li plazma vlozeno do nekonecné silného magnetického pole, potom
eg — 0 a plazma se stava jednoosym prostiedim, a v tom piipadé

€11 = €22 = &o

2

w,

£33 = &0 1*%
w

Abychom dostali vyraz pro tenzor permitivity, je tfeba vypocitat pohyb elek-
tront, iontd a neutralnich molekul plazmy v pfitomnosti stejnosmérného mag-
netického pole a stridavych vnéjsich poli. Vychozimi vztahy budou kineticka
rovnice pro c¢astice a odpovidajici rovnice elektromagnetického pole. Piislusna
uloha je velmi slozita, a proto se pri feSeni jednotlivych konkrétnich elektrody-
namickych dloh pouzivaji rizné pribliZens.

kdezto

V pripadé, Ze je permeabilita i tenzorem a permitivita € skaldrem, jedna
se o gyromagnetické prostiedi. Prikladem mize byt ferit vlozeny do stdlého
magnetického pole. Jeho permeabilita je hermitovskym tenzorem, jez je charak-
terizovan pfislusnou matici (analogicky jako u permitivity &)

par —ipg 0
n = iug 129 0 (1.101)
0 0 133

I kdyz zde vystupuji imaginarni maticové prvky, nejednd se ptresto o ztrdtovée
prostiedi (nebot tenzor [ je zde tenzorem hermitovskym, coz je podminkou
bezeztratovosti).

Bude-li B =0 (¢ili ferit mimo magnetické pole), stane se jeho permeabilita
skaldrni veli¢inou.

7 dosavadniho vykladu plyne, Ze v pripadech jak izotropnich, tak i anizotrop-
nich prostiedi, udavaji materidlové vztahy zéavislost mezi dvéma elektrickymi
a dvéma magnetickymi vektory pole, at jsou parametry prostredi skaldry nebo
tenzory. Zjistili jsme rovnéz, ze vlozenim latky do elektrického pole dochéazi
k jejl polarizaci, vlozeni do magnetického pole pak k jeji magnetizaci.

1.6.5 Prostredi bianizotropni

Existuji vsak i prostredi, jez se vyznacuji soucasnou zavislosti jak na elektric-
kych, tak i magnetickych polich. Jsou to prostiedi bianizotropni.

Vlozenim bianizotropnich prostiedi zaroven do elektrického i magnetického
pole dochazi soucasné jak k elektrické polarizaci, tak i k magnetizaci. Magne-
toelektrické materidly byly predpovézeny koncem padesatych let a experimen-
talné pozorovany v roce 1960 u antiferomagnetického oxidu chromu. Pozdéji se
zjistilo, Ze dokonce 50 t¥id magnetickych krystalti projevuje magnetoelektrické
vlastnosti.

Protoze predpona bi- znamend zavislost B nebo D jak na E, tak i na H ,
bylo nutno pro vyjadieni této zavislosti zavést dalsi parametr &. Materidlové
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vztahy pro bianizotropni prostiedi lze potom psat ve tvaru

D, = EijEj“‘ginj (1102)
Bi = &j Ej+ pij Hj, (1.103)

kde &5, i, &ij jsou diagondini matice pro bezeztratove prostiedi, pro néz
&ij = &i
Budou-li €, i skaldry, budeme nazyvat takovato prostredi biizotropnim. Pro
E=10

se prostiedi stava izotropnim. Bude-li € ryze imagindrni, pak se jedna o biizot-
ropni prostredi reciproke; jinak jsou tato prostiedi nereciprokd.

Prvni bianizotropni prostfedi byla realizovana jesté v 19. stoleti. Jiz Rontgen
zjistil, ze pohybugjici se dielektrikum se magnetizuje, je-1li vlozeno do elektrického
pole, a v roce 1905 Wilson ukazal, ze pohybujici se dielektrikum v homogennim
magnetickém poli je elektricky polarizovano.

Témeér kazdé prostiedi se pri pohybu stava bianizotropnim prostfedim. Po-
hybuje-li se biizotropni prostredi, stava se rovnéz bianizotropnim prostredim.



Kapitola 2

Specialni teorie relativity a
teorie elektromagnetického
pole

V druhé poloviné 19.stoleti byla uz vybudovana kromé mechaniky i klasickd
elektrodynamika, jejiz teoreticky zaklad byl zformulovan v podobé Mazwellovijch
rovnic. Byl uz zndm princip relativity zalozeny na Galileové transformaci (znamy
jako Galileova relativita), ktery postuloval rovnoprdvnost vsech inercidlnich
soufadnych soustav, avSak pouze k mechanickym jevim v nich probihajicich.
Z toho vyplyvalo, ze Newtonovy zédkony zlstavaji platné ve vSech inercidlnich
soustavach.

Avsak Galileovu transformaci prostoru a ¢asu, na jejimz zakladé byly odvo-
zeny transformacni zakony mezi pozorovateli, jez jsou (vici sobé) v relativnim
pohybu, nebylo mozZno uspésné aplikovat v ptipadé Maxwellovych rovnic, které,
jak se ukézalo, nejsou va&i této transformaci invariantni', t.j. pii prechodu
k veli¢indm z druhé soutadné soustavy mezachovdvaji formalné svij tvar.

V roce 1904 zkoumal Lorentz podminky invariantnosti Mazwellovych rovnic
ve vakuu mezi pohybujicimi se pozorovateli a dospél k transformac¢nim vzta-
him, viéi nimz byly Mazwellovy rovnice invariantni. Pri téchto transformacich
sehrala zvlastni roli pravé rychlost svétla. Ukazalo se totiz, Zze vzajemnd rych-
lost dvou inercialnich soustav nemize prekrocit tuto horni mez a ze pfi rychlosti
v K ¢ prechézeji Lorentzovy transformace v transformace Galileovy. Skutecnost,
ze rychlost svétla zustavala konstanini ve vsech inercidlnich soustavach, vedla
k vysledktim, jez byly v rozporu se zavéry plynoucimi z Galileovy transformace
(zdkon o skladani rychlosti). Rozpor spocival v tom, ze Newtonovy rovnice
mechaniky a Maxwellovy rovnice elektrodynamiky byly nyni invariantni vici
dvéma ruznym transformacim.

Protoze Lorentzova teorie v konecné podobé jiz svym zpiisobem dovedla
vysvétlit vSechny tehdy znamé makroskopické elektromagnetické jevy v pohy-

!Ptesnéji bychom méli v tomto p¥ipadé pouzit terminu kovariantni a termin invariantni
ponechat pouze pro piipad skalarnich veli¢in, jejichz velikost se pfi prechodu mezi sourad-
nymi soustavami zachovava. Pro jednoduchost vSak budeme v dal§im textu pouzivat v obou
pripadech terminu invariantni.

27
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bugicich se télesech, prevzal Finstein (Albert, 1879 - 1955) do své nové teorie
(relativity) celou soustavu zdkladnich Mazwell-Lorentzovych rovnic elektrody-
namiky formdilné beze zmény. A presto je mezi obéma teoriemi hluboky rozdil,
predevsim ve fyzikalnim pojimani a interpretaci.

Zatimco Lorentz setrvaval na Newtonovych predstavach o absolutnim case
a prostoru vyplnéném nehybnym éterem, Einstein naproti tomu neuzndval jeho
existenci, a tedy ani existenci absolutniho pohybu, a uvazoval pouze o pohy-
bech relativnich. Tim vlastné odhalil hluboky fyzikalni smysl zminéné invariance
Mazwellovych rovnic viuci Lorentzove transformaci, ve které spatiuje projev no-
vijch vlastnosti prostoru a c¢asu.

Rozborem fyzikalniho pojmu soucasnosti dvou prostorové vzdéalenych uda-
losti Finstein ukazal, Ze je nutno opustit Newtonovy predstavy o prostoru a Case
a nahradit je relativistickym pojetim, zcela novym a zasadné odlisSnym.

Relativistické pojeti prostoru a ¢asu logicky vedlo k revizi a korekci i samot-
nych Newtonovych rovnic mechaniky, které se ve svétle nového pojiméni jevi jen
jako aprozrimace relativistickych rovnic v pfipadé rychlosti malych ve srovnani
s rychlosti svétla. Jinak feceno — pohybové rovnice relativistické mechaniky,
jez jsou invariantni vaci Lorentzovym transformacim, jsou vlastné Lorentzovsky
invariantni.

V roce 1905 zformuloval Finstein dva zdkladni postuldty své specidlni teorie
relativity:

1. VSechny fyzikalni déje probihaji stejné ve vSech inercidlnich soustavach.
7Z toho plyne, zZe rovnice, jez popisuji fyzikalni zakony, musi mit stejny tvar
ve vSech inercidlnich soustavach — musi byt invariantni vacéi Lorentzove
transformaci prostoru a casu.

2. Mezi rovnomeérné se pohybujicimi pozorovateli se prostorové a casové
transformace ¥idi podle Lorentzovych transformacnich zakont.

Lorentzovy transformacni vztahy lze odvodit z predpokladu, ze rychlost
svétla nezdvisi na pohybu inercidlni soustavy. V tom piipadé vlnoplocha svétla
vyslaného bodovym svételnym zdrojem zustava ve vSech téchto soustavach ku-
lovou plochou.

Finsteinova teorie vychazi z rozboru méreni délek a ¢asu v pohybujicich se
soustavach. Jak jsme jiz uvedli, podle zédkladniho Finsteinova postuldtu maji
rovnice, jez popisuji fyzikalni zakony, stejny tvar ve vSech inercidlnich sousta-
vach. Tudiz i Mazwellovy rovnice musi mit ve vSech inercidlnich soustavéch
tentyz tvar, jaky maji podle Lorentzovy teorie v systému klidovém viaci éteru.
Z toho mimo jiné vyplyva, ze se svétlo sifi v kazdé inercidlni soustavé stejnou
rychlosti ¢ vSemi sméry.

Dusledek postulatu invariance Mazwellovjjch rovnic povysil Finstein na
princip, na kterém zalozil vSechny své tivahy, ¢imz docilil podstatného zjednodu-
sent celého postupu pfi odvozeni zavéru své teorie. Finsteintv princip relativity,
zaloZeny na Lorentzové transformaci, je tedy specidlni teorii relativity.

Jestlize FEinstein zalozil svou teorii na principu stejné rychlosti svétla ve
vSech inercidlnich soustavach, znamené to, ze mlcky predpokladal, ze neexistuje
primé pusobeni na dalku, ale také, Ze neexistuje zasadné ani moZnost vysilat
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signaly o vétsi rychlosti, nez je rychlost c. Proto rychlost svétla ¢ mé v teorii
relativity mnohem vétsi viyznam — nejde pouze o rychlost Sifeni elektromagne-
tickych vin ve vakuu. Pfisouzenim fundamentalniho vyznamu rychlosti svétla
se rozsitila platnost Lorentzovy transformace i na ostatni obory fyziky, jinak fe-
¢eno — Lorentzova transformace zahrnuje fundamentalni vlastnosti samotného
prostoru a ¢asu jako formy existence vesmiru jako takového.

Spojenim prostoru a casu v jediné prostorocasové kontinuum neboli své-
tovy prostor zavedl Minkowski (Hermann, 1864 - 1919) metriku, kterd se lisi
od metriky obycejného (trojrozmérného) prostoru. Proto se ¥ika, ze prostorocas
ma metriku pseudoeukleidovskou. Minkowského geometrické pojeti Lorentzovy
transformace a spojeni Einsteinovych pojmu relativniho prostoru a ¢asu ve vySssi
pojmovou jednotku — absolutni prostorocas — meélo pro dalsi rozvoj teorie re-
lativity mimofadny vyznam (zavedeni obecné Lorentzovy transformace). Diky
Minkowského formulaci bylo mozné prokazat logické opodstatnéni teorie relati-
vity. Novou teorii prostoru a ¢asu a ivahy o relativnosti soucasnosti, kontrakci
délek a dilataci ¢asu bylo nyni mozno nahradit geometrickymi konstrukcemi.
Na druhé strané Minkowského geometrizace Lorentzovy transformadni grupy
meéla ten vyznam, ze pii relativistické formulaci odpovidajicich fyzikalnich za-
kont (af elektrodynamiky nebo mechaniky) umoznila zavedeni pojmu vektori
a tenzorid v prostorocase a vybudovani nového vektorového a tenzorového poctu
pro teorii relativity (zestruénéni slozkového zapisu operaci a rovnic). Vyznam
tenzoru pro formulaci fyzikalnich zdkont invariantnich vaci Lorentzovgym trans-
formacim soufadnic spo¢iva v tom, ze rovnice, vyjadiujici rovnost dvou tenzoru
téhoz typu, plati ve vSech soufadnych systémech, plati-li v jednom z nich (toto
plyne z homogenity transformac¢nich rovnic pro slozky tenzori).

Pred Minkowského praci nebyl zndm piesny a obecny tvar zakladnich rov-
nic makroskopického pole v pohybujicim se materialovém prostiedi. Byly znamy
pouze neuplné a nepfesné rovnice platné pro prostiedi magneticky nepolarizo-
vatelné, které se pohybuje malou rychlosti viuci rychlosti svétla.

Minkowského zasluhou byla formulace zakladnich rovnic fenomenologické
teorie makroskopického elektromagnetického pole v tenzorovém tvaru, rovnic
invariantnich vicéi Lorentzovym transformacim. Jsou to rovnice v tenzorovém
tvaru, jez plati pro makroskopické pole v libovolném, elektricky i magneticky
polarizovatelném latkovém (materidlovém) prostiedi v pohybu.

Ze znalosti transformacnich vztahd prostoru a ¢asu je mozno ziskat trans-
formacni relace pro vektory pole a odvodit materidlové vztahy pro riizna pohy-
bujici se prostiedi.

Musi$ se vyhybat takovému badani, jehoz vysledek umira v tu
chvili, kdy se rodi.
Leonardo da Vinci

Presvédceni o existenci vnéjsiho svéta nezavisle na poznavacim
subjektu lezi v zdkladech kazdého uceni o prirodé.
A. Einstein
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Predstavme si dva fyziky, z nichz kazdy ma laboratotf vybave-
nou vSemi myslitelnymi pfistroji. Laboratoi jednoho z nich je pod
Sirym nebem a laborator druhého je ve vagénu vlaku, ktery uhani
uréitym smérem. Princip relativity tvrdi: kdyz oba fyzikové pouziji
vSechny pristroje ke studiu vSech zakont, které v prirodé existuji
— prvni fyzik v nepohyblivé laboratori, druhy ve vagénu — zjisti,
ze zakony jsou stejné, pohybuje-li se vagén rovnomérné. Rekneme-
li tato tvrzeni v abstraktnéjsi formé, pak to vypada takto: podle
principu relativity pfirodni zdkony nezavisi na transla¢nim pohybu
inercidlnich souradnych soustav.

A. Einstein

Princip relativity ve spojeni s Mazwellovymi rovnicemi vyzaduje,
aby hmotnost byla amérna energii v télese obsazené. Svétlo odnasi
hmotnost. Tato tivaha je veseld a podmanujici. Ale zdalipak se tomu
Hospodin nesméje a nevodi mé za nos — to nemohu veédeét.

A. Einstein

V roce 1919 se devitilety FEinsteiniv syn Eduard zeptal otce:
,lati, pro¢ pravé ty jsi takovy slavny?“ Einstein se rozesmal, pak
vazné vysvétlil: ,Podivej se na slepého brouka, ktery leze po povrchu
koule. Nevsimne si, Ze jeho cesta je zaktivend. Mné se postéstilo, ze
jsem si toho povsiml.“

A. Einstein

2.1 Prostorova transformace

Teorie Mazwell-Lorentzova vyjadiuje zakladni zdkony elektromagnetického pole
ve tvaru parcidglnich diferencidlnich rovnic pro neznamé funkce souradnic a ¢asu.
Newtonovy mechaniky, musel Lorentz hledat jiné vychodisko pro splnéni postu-
latu o neménnosti tvaru fyzikalnich zakonu ve vSech inercidlnich soustavach.

Ve snaze dosdhnout invariance rovnic elektromagnetického pole nahradil Lo-
rentz Galileovu transformaci soufadnic transformaci, jez respektuje kontrakci
délek ve sméru pohybujici se soustavy. Po prozkouméni takto zavedené trans-
formace zjistil, Ze jesté nedostal rovnice elektromagnetického pole, jez by mély
v pohybujici se soustaveé stejny tvar jako v soustaveé klidové. Ukazalo se totiz, ze
samotna kontrakce délek nestaci k tomu, aby pohybujici se inercidlni soustava
byla fyzikalné tplné rovnocenna se soustavou v absolutnim klidu.

Pti dalsim zkoumani Lorentz zjistil, Ze kromé zavedeni novych soufadnic
pro pohybujici se soustavu je nutno zavést i novou nezavisle proménnou sou-
fadnici pro ¢as t’', aby formélné docilil zachovani stejného tvaru Mazwellovyjch
rovnic i v nové pohybujici se soustaveé.

2.1.1 Postup pri odvozeni

Uvazujme jednoduchy ptfipad dvou soutadnych soustav S a S’ (S je klidova
a S’ pohybujici se soustava). Necht jsou osy obou téchto souradnych soustav
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rovnobézné a jejich pocéatky se v ¢ase t = 0 kryji. Necht se soustava S’ pohybuje
vzhledem k soustavé S rovnomeérné rychlosti v ve sméru osy z. V kazdé z téchto
soustav necht je pozorovatel, ktery je vici svoji vlastni soufadné soustavé v
klidu.

Yy Y
Obrazek 2.1: Uvazované souradné soustavy

Galileovu transformaci pro uvedeny piipad lze zapsat ve tvaru

/

z' =, v =y
2=z —wt, t' =t (2.1)

kde posledni rovnost (¢t = t') vyjadfuje skutecnost, ze chod ¢asu povazujeme za
nezavisly na pohybu inercidlni soustavy (z uvedenych transformaci plyne zédkon
skladani rychlosti).

Vyjdeme-li, podle Einsteina, z pfedpokladu, Ze rychlost svétla nezavisi na
pohybu inercidlni soustavy, znamena to, ze vlnoplocha svétla vyslaného bodo-
vym svételnym zdrojem zustava ve vsech inercidlnich soustavach kulovou plo-
chou. Z této skutecnosti je mozno odvodit Lorentzovy transformacni vztahy
mezi klidovou soustavou S a soustavou v pohybu S’; napiSme nejdiive odpovi-
dajici rovnice vlnoploch v téchto soustavach, tedy

e - = (2.2)
x/Q +y/2 +Z/2 — 02t12 (23)

Vyjdeme-li z platnosti Galileovy transformace (2.1), je mozno dostat z rovnice
(2.3) (s ohledem na vztah pro soufadnici 2’ = z — vt)

2?4+ 92 + 2% = A2 4 220t — 0?2 (2.4)

Z porovnani rovnice (2.4) s rovnici (2.2) vidime, ze puvodni tvar rovnice je
mozno dostat nahrazenim ¢asu podle linearni transformace ve tvaru

' =t—az, ct' = c(t — az),

potom
2 4y + 2% — 220t + 022 = A — 2cPatz + Pa?2? (2.5)

polozenim za,
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lze po preskupeni a vykraceni napsat rovnici (2.5) ve tvaru

222 (1-0) e (1o (2.6)
x z ——= | =c - = .
Y c2 c2

1/2
Vydélenim z a ¢t vyrazem (1 — Z—;) lze dospét ke shodnému tvaru rovnice
s rovnici (2.2); tim jsme vlastné ziskali Lorentzovy transformace, nebot nyni

,  z—ut v t— 5z
Vi- @) Vi- @7

Lorentzovu transformaci je mozno psat i ve tvaru obecnéjsim pomoci dyadického
tenzoroveho zapisu, tedy

z (2.7)

o= @a-7—fct 2
' = v(ct—g-F) , (2.9)
kde
a = I+(71)(€i:1+(71)g§ (2.10)
1 I
vo= \/17—752’ BB = pp (2-11)
§-1 w-jp 1)

Zde @, 33 piedstavuji tenzorové dyady o 3 x 3 é&lenech, ¢ = 3 -10%m/s je
rychlost svétla ve vakuu a I je jednotkovd dyada. Specialni tenzorova dyada 503
je definovana matici

o Bip1 BBz BiBs
BB=| B2B1 BB B2fs3 (2.13)
Bsbr BsB2 Bsfbs

Piedpokladejme znovu pohyb soufadné soustavy S’ konstantni rychlosti ¥ ve
sméru osy z. Znamena to, ze ¥ = (0,0,v) resp. E = (0,0, ). Transformacni
vztahy vyjadfené pomoci dyadického tenzorového zapisu pak mizeme (po roz-
pisu do slozek) vyjadfit ve tvaru (symbolem () je zde formélné vyznacena nula)

7 = x+<\/11_7ﬁ2—1> ;x—vﬁ-ct:x (2.14)
y = y+<\/11_7ﬁ2—1> ;y—vw-ct:y (2.15)
2
7= 2+ <\/11_7521> ;zyﬁ-ctzv(zﬁct) (2.16)
ot = 'y(ct - Bz) (2.17)
nebo
e (2.18)
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Z Lorentzovy transformace plyne, Ze ani ¢as neni univerzdlni velicinou — dvé
fyzikalni udélosti, jeZ jsou soucasné v soustavé S’, nebudou zdroven soucasné
i v soustavé S.

Nyni se podivdme na nékteré vlastnosti zavedenych dyad. Dyada @ je sy-
metrickd dyada o 3 x 3 ¢lenech

al =a,

kde horni index T oznacuje transponovanou matici. Z této matice odvodime
nékteré dilezité identity. S uvazenim

BB -pB =888
Ize ukazat platnost soucinu
al.a = I+(i—1>g§ : I+(7—1)g§]:
) _ _
I+(7—1>é§+(’y—l)%§+
1 BB - BB
+(7—1> (v—=1 6654662
S Y 0 P e
tedy o _
a—1:I+<i—1)g§, a:I+(7—1)g§ (2.20)
coz lze zapsat i v jiné formé
— 1 BB BB 1 BB BB
T () G otra-n g (fl)ﬁf(”‘l)ﬁ?]:
_1-9-7*+9BB _l1-Tg@ BB _
= a+ 777 ’)’ﬁ: 1115[32-1—0(
-B
tedy
—1_ B BB
Obdobné 1ze dostat nasledujici vztahy
(@)? = [IJr(vl)éf]- I+(71)§§]:I+2(71)§§+
ro- T
BB BB
= I—|—2fyﬁ—2ﬁ+
> BB _ 1 BB _
+ (v —27+1)621+<1_52—1>ﬂ2
J—
140 55:I+72m (2.22)

1-p2 B2
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Podobnym postupem dostavame

(@1)? = (@—9Bf)-al=a-at—73p-

_ 1_73- ﬂﬂﬂ-zﬁﬁ . ,yﬁﬁﬁ'zﬁﬁ

=1-38B (2.23)

nebot

Rovnéz plati

f-a =a-f=af= I+(7—1)g§] B =
— 3 2 —
= 6+(71)BB€=75 (2.24)
5T _ 1.4 1 N\BB| 5_
oRye’ a"l.p I+<fy 1) 2] B
- 1s =82 15
= 54‘;5—5@:;5 (2.25)
Lze také ukazat, ze pro libovolny vektor A plati
@ A2 = A1+ 42 (3 A’)z (2.26)

__ 2 e 2
w AP = KH@l)gf).g] :[gmnﬁf.zﬂ _
_ 2 _
pp-A ¥ BB 3
= AP+ (y-1)? P +2( —1)A-§-A:
o 3. A)2 212
— |A\2+<72—27—|-1) (652) +2(y-1) (5ﬁ2) =
- 3. A)2
- |A\2+(72—27+1+27—2) (552) =
) §. Ay
- |A\2+(72—1)( 52)
el W B .
= AP+ BT (7 A = AP 92 (5 4) (2.27)
Bude-li 8 antisymetricky tenzor (tenzorova dyada) definovany maticovym zépi-
sem
7 0 —fB3 P
i=| s 0 -a | (2:29)

—p2 B 0O
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potom se skalarni soucin této dyady s libovolnym vektorem bude rovnat
B-A=BxA=-Ax8 (2.29)

Pro takto definovanou dyadu budou platit nasledujici rovnosti

a-f=F-a=al-f=F-a =43 (2.30)

nebot 1ze snadno dokézat, ze plati vztah

Jelikoz plati (s uvazenim B(E )= BB A), ze

-2

FA = (
A)-p*A= (BB - p1)- A (2.31)

plyne odsud srovnanim néasledujici vztah
5 =B85 - 1 (2.32)

Vratme se znovu ke vztahiim pro Lorentzovu transformaci a odvodme pouzi-
tim uvedenych vztahi druhou mocninu (étverec) intervalu. Ukazeme, ze tato
veli¢ina je invariantem Lorentzovy transformace:

7= a-7—~fct (2.33)
' = vy (ct e 77) (2.34)

Vytvorme si druhou mocninu absolutni hodnoty téchto vyrazt

PP o= i -2|@ R G|+ 1A (2s9)
et/ > = 22+ B 72y - 2ct9?|5 - 7 (2.36)

S pouzitim vztaht pro |@ - /T|2 a Bﬁ pak ziskdme hledany vyraz pro rovnost
obou intervalt
7% — et |* = |71? — |et[? (2.37)

Tim jsme dokazali, ze interval je skutecné invariantem Lorentzovy transfor-
mace.

Méjme nyni dvé udalosti, z nichz jedna (A) probiha v okamziku ¢ a v bodé
(x1,y1,21) a druhd (B) v okamziku t2 a v bodé (z2,y2,22) v soustavé S.
Vytvorime-li ¢asové a prostorové vzdalenosti mezi témito udalostmi, budeme
mit

3
Al = \J > (wra — 21p)? (2.38)

k=1
At = |tg—ta] =|ta —t1] (2.39)
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Po piechodu do soustavy S’ najdeme pomoci Lorentzovy transformace ¢as At/
a vzdalenost Al a zjistime, Ze se éasovy interval mezi dvéma udalostmi a pro-
storova vzdalenost mezi dvéma body méni pfi prechodu od jedné do druhé
inercidlni soustavy.

Existuje vSak vyraz, jak jsme vyse uvedli, ktery zistava konstantni a je in-
variantem Lorentzovych transformaci, tzn. ¢tverec ¢i kvadrat intervalu s. Spo-
jenim prostoru a c¢asu v prostorocasové kontinuum, ve kterém je vzdalenost
dvou bodi analogicka se vzdalenosti dvou bodt v eukleidovském prostoru, do-
stavame tzv. svétoprostor (svétovy prostor), ktery ma odlisné vlastnosti od
eukleidovského prostoru a nazyva se pseudoeukleidovskym nebo Minkowského
prostorem.

Metrika Minkowského prostoru neni stejnéa s metrikou obycejného eukleidov-
ského prostoru. Zde ¢tverec prostoru muze byt veli¢ina kladné, zdporna nebo
nulova. O imaginarnich intervalech fikdme, Ze jsou ¢asové povahy a o redlnych,
Ze jsou prostorové povahy. Pfipad intervalu imaginarniho (¢tverec intervalu zé-
porny) odpovida udélostem, jeZ nemaji pfi¢innou souvislost. Je-li interval nu-
lovy, fikdme, ze jde o svétlopodobny interval (interval svételného charakteru),
kdy se jedna o udalosti spocivajici ve vyslani a prijeti signalu pohybujiciho se
rychlosti svétla.

Je zajimavé provést srovnani Lorentzovy a Galileovy transformace pro pri-
pad malgjch rychlosti. Z obecnych vztahi

7= @ -7—Bct 2.40)
! = ’y(ct—g-f“) 2.41)
za predpokladu, ze ¢ < 1 tedy pro
. _
1 (2)? B
C
potom plyne
7= - fet (2.43)
o = -7 (2.44)

Protoze 7 mtze byt velké i pti malych rychlostech, znamena to, Ze soucin E -7
nemusi byt zanedbatelny. Ziskané transformacni vztahy byvaji také oznaco-
vany jako Lorentzova transformace pruniho tddu (FOLT - First Order Lorentz
Transformation).
Srovnanim vztaht (2.43) a (2.44) s Galileovou transformaci ¢asu a prostoru
(GT)
t'=t, Fl=7F— Ut (2.45)

se na prvni pohled zda, ze GT je limitnim pfipadem LT pro malé rychlosti v.
Ve skutecnosti se Lorentzova transformace prvniho radu redukuje na GT pro
pripad malych rychlosti ¢ a pro # zanedbatelné ve srovnéani s %, coz je stejné

s pozadavkem, aby ¢ — oc.
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Uvazované transformace byly provedeny ze soustavy S do soustavy S’
Zpétné ¢i inverzni transformace z S’ do S se dostanou pouhou zadménou 5 za,
—5, coz fyzikalné znamena, Ze se soustava S pohybuje rychlosti —¥ vzhledem
k soustavé S’. Inverzni transformace z S’ do S budou mit tvar

P o= a7 +~Bct (2.46)

ct = (ct' +4- F’) (2.47)
kdezto z S do S’

7= @7 —yfet 2.48)

c = v (ct —-3- 77) (2.49)

2.2 Maxwell-Minkowského teorie

Zakladni rovnice fenomenologické teorie makroskopického elektromagnetického
pole v tenzorovém tvaru, jez jsou invariantni vuci Lorentzovym transformacim,
formuloval Minkowski. Jsou to rovnice platné pro makroskopicka pole v libo-
volném elektricky i magneticky polarizovatelném latkovém prostiedi v pohybu.

Zavedenim ¢tyfrozmérného formalismu zrovnopravnil Minkowski Casové a pro-
storové soutadnice v ramci zvolené metriky jako slozky jediného ctyivektoru.
Teprve jeho formulace prokazala opodstatnénost teorie relativity jakozto teorie
prostoru a casu. Zavedl pojem vektoru a tenzoru v prostorocase a vybudoval
novy vektorovy a tenzorovy pocet, jehoz vyznam pro teorii relativity je obdobny
vyznamu vektorového a tenzorového poctu v oby¢ejném (trojrozmérném) pro-
storu v predrelativistické fyzice.

Ctyfrozmérny formalismus byl zejména vhodny pro charakterizovani spoji-
tych soustav o nekoneéném poctu stupiit volnosti jako jsou pole (matematicky
popisovana pomoci spojitych funkei prostoru a ¢asu).

Abychom mohli zapsat Mazwellovy rovnice v invariantnim tvaru, je tfeba
mit k dispozici pro jednotlivé vektory pole odpovidajici transformacni vztahy,
jez jsou diusledkem Lorentzovy transformace prostoru a casu, a vyjit z Min-
kowskeého postulatu, ktery pravi, Ze makroskopické Mazwellovy rovnice jsou
Lorentzovsky invariantni (jinak feceno — tyto rovnice je mozno zapsat tako-
vym zpusobem, ze vSechny jejich ¢leny maji stejné transformacni vlastnosti pii
Lorentzové transformaci).

Uvazujme nejdiive pozorovatele v klidové soustavé S, ve které lze zapsat
Mazwellovy rovnice ve tvaru

. OB .
V-B =0 (2.51)

. 0D .
H-—— = 4 2.52
V x 5 J (2.52)

V-D = p (2.53)
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a zakon zachovani naboje 90

V-j+ = N =0 (2.54)
Zvolme nyni pozorovatele v soustavé S’, ktery se pohybuje rychlosti ¢ vzhledem
k soustave S, a aplikujme Minkowského postulat, podle néjz plati, ze Max-
wellovy rovnice (MR) musi mit stejng tvar i v soustavé S’; mizeme tedy psat
MR ve tvaru

. 9B .
V' x E T 0 (2.55)
V-B = 0 (2.56)

. 9D .
V' x H' o = 5 (2.57)
vV.D = (2.58)

a zakon zachovani naboje
a /

Jak uz bylo dfive uvedeno, vektory D a H tvoi{ excitacni tenzor v Ctyrdi-
menzionalnim Minkowského prostoru, ktery obsahuje informace o materidlovém
prostiedi, zatimco vektory E B tvoii vlastni tenzor pole. V obou piipadech se
jedna o tenzory druhého tadu.

Pomoci Minkowského postulatu muzeme najit transformacni vztahy pro
vSechny proménné pole, vyjdeme-li z Lorentzovy prostorocasové transformace

—

' = vy (ct -5 F) (2.60)
7= a7 —~fct (2.61)

Pro prepis Mazwellovijch rovnic ze soustavy S do soustavy S’ je tieba najit
prislusné transformacni operdtory % a %, tedy

o _ 00t 00" 9 5 0 _
dct — dct! dct | oF ot ot | 7 o
9 2 /

_ 7( o= ) (2.62)
) 8 oF" 9 ot _, )
57 ~V=aror Taaar =~ Y o (263)

nebot
F=rt,r"), t=t(,r")

Operatory, jez se vyskytuji v Mazwellovgch rovnicich v soustavé S, mame nyni
vyjadfeny pomoci ¢arkovanych souradnic, takZze je mozno tyto rovnice prepsat
do pohybujici se soustavy S’, pfi sou¢asném splnéni pozadavki, aby tvar Maz-
wellovych rovnic zustal stejny.

Pomoci odvozenych operatori (2.62) a (2.63) hledejme nejdiive tvar rovnice
kontinuity v soustavé S’. To znamend, Ze v rovnici

do
V- g+8t 0 (2.64)
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, , 9 , 9
nahradime operatory V a z7; pomoci V' a 7o tedy

_ 0\ - o -
_ o oz . . / _
(a \V4 ’Yﬂf)ct’) Jj+ (c%t’ g-Vv > co 0 (2.65)
o = - 8;' Odco -
/ /
R v/ N _~fF. — 92
a-V'-j—98 Dot +780t’ vB - V' (co) 0 (2.66)

a po preskupeni

V' (@-f - ~feo) + Wa(zt' (co—B-7)=0 (2.67)

Abychom dostali stejny tvar rovnice kontinuity, tj. aby rovnice (2.67) byla Lo-
rentzovsky invariantni, musi se proudova hustota j' a ndbojova hustota ¢’ rovnat

- =

cd = v (CQ -3 -j) (2.68)
j @ j —~yfeo (2.69)

</

J

Z podminky invariantnosti jsme tak dospéli ke zjisténi, ze vektor ctyrproudové
hustoty se transformuje podobné jako polohovy étyrvektor 7’

=/

7' =a- 7 —vypct
Ze ziskanych vztaht zaroven plyne, ze i staciondrni rozlozeni naboje v soustavé
S vyvolava proudovou hustotu v soustavé S’.

Nyni zavedeme operatory (2.62) a (2.63) do prvni série Mazwellovych rovnic,
¢imz dostavame

8 = d 8 p=d — -
a-V — >><H— (— -V’) D = 4 2.70
(a V5’ 50 P c J (2.70)
0 N\
— /
(a -V = ’yactlﬂ) D = c¢p (2.71)
K ziskani transformaénich vztahtt pro D’ a H' stadi pozadovat splnéni inva-

riantnosti (tj. aby rovnice I.série Mazwellovjch rovnic mély stejny tvar jako
v soustavé S), tedy Ze bude platit

., oD .
VixH -2 =] (2.72)
vV.D = (2.73)

K nalezeni odpovidajicich transformac¢nich vztaht pro H' acD’ vyuzijeme zis-
kanou transformacni rovnici pro proud a naboj v pohybujici se soustavé (2.68),
(2.69). Nejdiive hledejme transformad¢ni vztah pro ¢D’. Pouzijme k tomu rovnici
(2.68)

cg’zv(cg—ﬁj)
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Abychom mohli dosadit za ¢leny na pravé strané této rovnice, vynasobme nej-
prve rovnici (2.71) souéinitelem - a rovnici (2.70) skaldrné 5. Po dosazeni
dostavame

0 8) 5 By
’Y(a V'-eD ’yact,ﬂ cD v6-|a-V' x H fyact/ﬁx[{ +
O 5. .B_3 3..D z 2
o {actfﬂ'CD*B'vl (5.01))} = (co=F-5) =ecd (2.74)

Po vzajemném zruseni se dvou ¢lent s opa¢nymi znaménky a s uvazenim
G- (Fxd)=0 (2.75)
prejde rovnice na tvar
vy {(E-V’) eD—-§3- (@ V') x H-—~ (E-v’) (505)} =co (2.76)

V ziskaném vyrazu (2.76) provedeme zjednoduseni ¢lenu 3 (E- A4 ) x H pomoci
jiz zadefinovaného vyjadfeni pro tenzor @&. Dosazenim za & lze psat

5-[(@-V’)><fﬂZE'HV’HV—UE%Y]Xﬁ} (2.77)

Jelikoz
A R | B CAGLR Y F LS
dostaneme, Ze
B-[@ vy xd| =5 (VxH) (2.79)

Rovnici (2.76) 1ze potom napsat ve tvaru
vy {(E-V/) ceD—f- (V' X ﬁ) - (E V') (3 cﬁ)} =co (2.80)
Provedme seskupeni ¢lent této rovnice podle cﬁ; nejdiive upravme ¢éast

(@ V) -eD—v(F-V) (3 cD) =V (a—~Bp) D =

/
= V'.a1-¢D (2.81)

nebot, jak vime
a—ypB=al
Po pfevedeni operatoru V' pied zavorku s vyuzitim identity
§o (v x ) = ' (3 x A)

dostavame L
v {’yoz_l ceD + 8 x H} =co (2.82)
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Plodle Minkowského postulatu musi byt zachovan tvar divergenéni rovnice pro
D’ v soustavé S’, tedy .
V'-eD =cfd (2.83)
Ze srovnani (2.82) a (2.83) tak plyne, ze
cﬁ'zyF-cﬁ+75x H
A protoze vzhledem k (2.29) plati také
GxH=0-H,
dostéavame hledany vyraz pro transformaci eD' ve tvaru
cﬁ’zy(ﬁ-cﬁ—i—ﬁ-ﬁ) (2.84)

Zcela analogickym zpusobem budeme postupovat pti hledani transformacniho
vyrazu pro H’'. Nyni v§ak musime vyjit ze vztahu pro j’

j =a-j—Bceo (2.85)
To znamend, Ze proudovou hustotu j’ dostaneme (s pouzitim pravych stran
rovnic (2.70) a (2.71)), kdyZz rotorovou rovnici (2.70) vynasobime zleva tenzorem
@ a divergené¢ni rovnici (2.71) vektorem (3. Po vynasobeni a odecteni takto
upravenych rovnic dostavame

Ooct!

a-[(a-V')xﬁ—'y 3
— o [@ V) (D) gy (5 D) =a T-afee=7 (250)

? gxﬁ—v 0 (cﬁ)+vg-v/(05)]—

—7 Ooct!

Po pfeskupeni a tpravé budeme mit
a- [(a-v’) X Iﬂ +a- (B-V')cﬁ—vg- (@-V')eD+

_l’_

de |70 (B> H) —7@-cD++755-cD| =7 (2.87)

Nejdiive postupné upravime prvni ¢len na levé strané rovnice (2.87):

.[(E-V/) xﬁ] :a{{<1+752156) -V’} xﬁ}:

]

G x ﬁ)} } , (2.88)
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S ohledem na

postupné dostaneme

o [@ V) x d] :le{ﬁ_71 [(B)Q'ﬁ]}:

52
= V’x:ﬁ—vﬁglﬁﬂ-ﬁ—i—(’y—l)l-ﬁ}:
(A= i ) -
— V' x |H <1+<i—1> gf)] =V x (vaT-H),  (291)
kde
a1l = I+(i—1>é§ (2.92)

Fx(FxA) = B-(FxA)=p8-A=(5) -4 (293

Nyni provedeme tpravu na dalsich dvou ¢lenech na levé strané rovnice (2.87) —
pro jednodussi zapis vynechame u obou multiplikativni koeficient . S ohledem
na identity

(1+75755) - (5-9)eD = (3-¥')eD+ 5755 (3-V') D

(2.94)

B’[(I—i-ryﬁ;lﬁﬂ) -V/] D = (E-V')cl_j—&-ggf

V'eD (v —1)
(2.95)
1ze ziskat po tpravach tvar

a- (5 V') eD—F [(@ V') cl_j] = (5 V') eD — E(V’ . 05) (2.96)

Vysledek (2.96) lze napsat ve tvaru dvojitého vektorového souéinu

-

a- (E-V') D — B [(@-V’) cD_'} =
= (B'V/)CB—B(V/'CD) =
= —V'x (B xcD) (2.97)
Daéle upravime zbyvajici ¢ast na levé strané rovnice (2.87)
—7&~cﬁ+’y2@~cﬁ = —v (@—’y@) eD =
= —qal.cD (2.98)
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Jelikoz

™

X c

o]l
|
|
S
S

=
]

|
L
T

X
a-(FxH) = GxA-B-f

dostavame nakonec (s opétovnym zahrnutim koeficientu v u dvojitého vektoro-
vého soucinu)

Vv x (7F-ﬁ—75xcﬁ> _8215’ <VF-cﬁ+’y§x ﬁ) =7 (2.99)
nebo
vV x (’ya—l H—~B 13) _82’ (V T.cD+~B ﬁ) =7 (2.100)
H cD’

7 pozadavku invariantnosti Mazwellovych rovnic plyne, ze musi platit i v sou-
stavé S’ stejny tvar téze rovnice, tedy

V' xH — —cD' =7 (2.101)

To znamend, %e vyraz v prvni zavorce na levé strané rovnice (2.100) se musi
rovnat intenzité magnetického pole v soustavé S’, ¢ili Ze to musi byt H' , kdezto
druhy vyraz na levé strané téze rovnice se musi rovnat (jak jiz bylo odvozeno)
vektoru elektrické indukce D’ v téze soustavé S’. Nakonec dostavame hledané
vztahy v soustavé S’

D = v(ﬁ'cﬁﬁ-g-ﬁ) (2.102)
i = y(orl.ﬁ—ﬁ-cﬁ), (2.103)

coZ je mozno zapsat v maticové formé

IR

(ve viech vypoétech bylo pouzito identit 3 - A=0Gx /Y)
Obdobnym zptsobem se postupuje pri odvozeni transformacnich vztaht pro
vektory F,cB. Vyjdeme z II. série Mazwellovych rovnic

{ ; 0
a dosazenim za operatory V a 57

(2.105)

= y(f —ﬂ-v’) (2.106)
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dostaneme
<a v’—ﬁa>xﬁ+ (a ) v’) ¢B =0 (2107
et T\ fer N ’
_ 9 4
a- -V — ‘B = 2.1
<a V' 7 act/) 0 (2.108)
Po provedeni prislusnych operaci a po upravach dostaneme, ze
E = y(a T E+B-cB) (2.109)
B = 7(—B-E+F-cé), (2.110)

coz lze napsat v maticové formeé

HE RS T

7 odvozenych transformacnich vztaht pro vektory pole cﬁ, H , cé,ﬁ lze do-
stat, ze slozky pole rovnobéezné s rychlosti zlistavaji beze zmény, zatimco kolmé
slozky se meéni podle odpovidajicich transformacnich vztahd. Toto lze ukazat
nasledovné.

Kazdou z veli¢in pole vyjadiime jako soucet paralelni a kolmé slozky vzhle-
dem k rychlosti 5 Uvazme nejdfive transformacni vztah pro paralelni slozku

Ef| (55 g||)

Ej =~ (a T B +8-cB)) (2.112)
Jelikoz
,8 : CB” = ,3 X CB”, a ﬁ ” B|| (2.113)
zUstava na pravé strané rovnice (2.112) jen prvni ¢len, tedy
. . 1 BB| =
/ —_
Vyjadfeme intenzitu pole E rovnobénou s vektorem E nasledovné
E” = ag
Protoze o
BB-B-1=p3
dostavame, ze o
BB-af = aBp® = B°E) (2.115)

Po dosazeni do (2.114) bude

3/

=7

I+ (i - 1) éf] af =vaf+af —vaf = E|  (2.116)

tedy
k) = E
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Obdobné vysledky dostaneme pro vSechny ostatni slozky vektord pole, jeZ jsou
rovnobézné s vektorem (3

A/ A /! ] 7/ 7
Dy=Dy, By=By, Hj=4H (2.117)

Jak to bude vypadat v pripadé kolmych slozek? Pro kolmou slozku E| lze psat
ve shodé s vychozi rovnici pro £’

E| = 7[F~E1+B-c§4:
— e (B-0) B Be e -
= o (BL+AxcB)) (2.118)

nebot zde B L
E, =afy, BB-BL =0

Obdobné vztahy dostaneme i pro ostatni kolmé slozky vektortu pole

Dy = y(eDi+FxH.) (2.119)
By = y(cBL-FxE.) (2.120)
Hy = ~(H -FxecDy) (2.121)

Srovname-li ziskané vysledky pro pricné a podélné slozky vektoru elektro-
magnetického pole s vysledky pro transformaci prostorocasovych souradnic, 1ze
vidét, Ze se zde méni kolmé slozky, kdezto kolmé soutadnice zustavajl nemeéenné
a meéni se pouze souradnice rovnobézné se smérem rychlosti.

V piipadech malych rychlosti je mozno polozit v = 1. V tom pfipadé je

a1:I~|—<i—1>g§iI (2.122)

a odpovidajici Lorentzovu transformaci prvniho fadu (FOLT) lze popsat trans-
formac¢ni matici ve tvaru

cD’ B I 38 eD
lﬁ’l_[—ﬁll‘lﬁl (2125)
E|l [ 1 B E
FIRRETIRF] @120

Galileova transformace se dostane z odvozenych vztahti pro vektory pole, polo-
zime-li ¢ — 00 a v = 1, potom bude

E = E+fxcB=E+uoxB (2.125)
B = ¢B-BxE=cB, B =B, <5>< E) (2.126)
D' =D (2.127)
H = H-uxD, 5:§<1 (2.128)
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Jak je vidét ze ziskanych vysledki, u obou transformaci — Lorentzovy i Galile-
ovy — dochézi k vytvareni elektrického pole v soustavé S’, i kdyby v soustavé
S existovalo jen magnetické pole. Tedy i pro E = 0 bude v soustavé S’ intenzita
elektrického pole E' nenulové

—

E' =7 xB, (2.129)

coz je ve shodé se zkusenosti, Ze se v pohybujicim vodici indukuje napéti, ma-li
jeho rychlost nenulovou slozku kolmou k silo¢ardm magnetického pole B.

Z Lorentzovy transformace rovnéz plyne, ze v soustavé S’ bude magnetické
pole nenulové i v pripadé, kdy v soustavé S bude existovat jen pole elektrické.
Zaroven to znamend, zZe magnetické pole je ditkazem pohybu soustavy S’ (staci-
onarni elektron pozorovan z pohybujici se soustavy vyvoldva magnetické pole).
Ze vztahu pro kolmou slozku Ej_ plyne, Ze

céﬁ_ = —ygx E,, pro B=0 (2.130)

Avsak podle Galileovy transformace dostavame jiny vysledek. Magnetické pole
v soustavé S’ je nenulové pouze v piipadé, kdy i v soustavé S bude magnetické
pole B nenulové, tedy podle GT

B' =B

Zavedeni matice Lg

Pro jednoduchost zapisu dfive odvozenych transformacnich vztahi vektort poli
se formalné zavadi transformac¢ni matice Lg, jez ma 6 x 6 ¢lend; transformacni
vztah pro (F,cB) lze potom zapsat nasledovné

[ cg ] = L¢ (F)- [ cg ] (2.131)

-,

Inverzni transformace se ziskéa inverzi Lg(f3), coz odpovida pfipadu, kdy na-
hradime 8 pomoci —f. Lze dokazat, Ze plati

—1 7
-1(73\ _ _ 2\ o *ﬁ
13! (B) =La (-F) =1 [ 3 o ] (2.132)
jinak feceno — inverze Lorentzovy transformace je fyzikalné ekvivalentni zméne
smeéru rychlosti.
Jelikoz @ je symetrickd matice a § nesoumérné symetrickd matice, plati
potom, zZe
—1 _
L+, P =L, (2.133)
g o

kde horni index T oznacuje transponovanou matici. Pro zajimavost uvedme
nékteré dalsi uzite¢né identity:
I 0
L. |

91 -

— Ol
- Ol

‘Lg =

Ol
Ol e
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Pomoci uvedenych vztahd lze nalézt invarianty, tj. takové veli¢iny, jez jsou
invariantni vaci Lorentzové transformaci. Jako vysledek lze dostat, ze rozdil
velikosti ¢tverci intenzity pole E acB je konstantou nezavislou na pohybu, coz
znamend, ze jde o veli¢inu stejnou v obou soustavach (S a S’), tedy
2 _12 _12

= |E| e8] (2.135)

L2 .
‘E’ —‘cB'

Dalsim invariantem je skalarni soucin vektord pole Ea é, tedy
E-B'=E-B (2.136)

Dyadicky tenzorovy zapis se s vyhodou pouziva pfi popisu vyzarovani Hertzova
dipdlu, Cerenkovova zéfeni, apod.

Ve svétle jiz nabytého poznéani se ndm zdalo to, ¢eho jsme stastné
doséahli, témeér samoziejmé a kazdy inteligentni student to pochopi
bez prilisné namahy. Ale hleddni v temnu, plné predtuch a trvajici
roky, napjata touha, stfidani nadéje a skleslosti a kone¢né proniknuti
k pravdeé, to zna jen ten, kdo to sam zazil.

A. Einstein
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Kapitola 3

Rovinné viny v homogennim
izotropnim prostredi

3.1 Rovinné viny

Reseni vlnovych rovnic ve formé rovinngch vin predstavuje jedno z nejjedno-
dussich teseni. V dtisledku linearity vlnové rovnice 1ze libovolné feseni sestrojit
jako superpozici jednoduchych vin, tedy vin rovinnych.

Uvazujme nejprve nejjednodussi pripad rovinngch vin v izotropnim homo-
gennim prostiedi, pfi zanedbani absorpce, disperze a nelinedrnich jevu. V ta-
kovém prostredi je mozno popsat vlnovy proces pomoci linedrni parcidlni dife-
rencidlni rovnice druhého radu hyperbolického typu

1 0%u
c2 Ot?
znamé jako vlnovd rovnice. U rovinné viny je vlnovy proces funkci vzddlenosti
odectené ve sméru kolmém na vlnoplochu (ktery oznacime jednotkovym vekto-

Au =0 (3.1)

rem 1) a c¢asu t; tedy
u=u(1t), (3.2)

kde { = -7 = ngx + nyy + n.z je rovnice plochy, n.,n,,n. jsou slozky
jednotkového vektoru v pripadé volby kartézské souradné soustavy.

TZ
<« T
}‘&//‘;/
/

///t y

—>

x
Obrazek 3.1: K vykladu pojmu rovinné viny
V libovolném okamziku ¢t ma funkce u konstantni velikost v roviné

E=konst=7-1 (3.3)

49
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V pfipadé rovinné viny je operator A roven g—; a vlnova rovnice (3.1) bude mit
tvar
Pu 1 0%
0g2 2 ot?
Zavedenim novych proménnych Ize dostat jiny - kanonicky - tvar vinové rovnice;
v naSem piipadé necht

=0 (3.4)

T:t7§, n:t+§ (3.5)
c c
Po provedeni prislusnych derivaci
g o0 0* 02

oy’ ar’ o2’ ar?

dosazenim do vychozi vlnové rovnice dostavame

0u
= 3.6
oton (36)
Integraci podle n (bude-li integra¢ni konstanta funkci 7) dostaneme
ou
=) (37)

Po integraci podle 7 (pfi¢emz nyni bude integraéni konstanta funkci 7, integrél
je zde uvazovan ve smyslu primitivni funkce) dostaneme

u= [H@drt o) = L)+ o) =u ()t (), (3

kde
fi(0) = [Hi)dr (39)

Po dosazeni za 7 a n mame

u=u (t—i)—i—ug (t—i—i), (3.10)

kde w1, ug jsou libovolné funkce, jez popisuji vilny Sitici se v kladném a zdporném
smeéru osy &, pficemz argument t¢% charakterizuje fazi vln (je ji primo iumérng,
nent ale bezrozmérny), jez se Sifi v protichiudnych smérech rychlosti c. V pfipadé
§ifeni ve sméru vektoru +7 bude mozné tuto veli¢inu vyjadfit ve tvaru

71
tF —
Cc

Rovinné viny popsané funkcemi wuq, us si lze rovnéz predstavit ve formeé superpo-

zice harmonickich vin, jestlize funkce w1, ug lze vyjadrit ve formé Fourierovych
integrala
+o0 .
u12 (&) = Fia (& w)e ™ dw, (3.11)
o
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kde obraz funkce u1,us je dan vztahem

F12 f, 2 / U1,2 ft thdt (3.12)

Takto definované funkce wuq,uo budou feSenim vlnové rovnice tehdy, jestlize
obrazy F o splituji Helmholtzovu rovnici

d2F12 w2
ez tahe=0

(3.13)

jez ma Teseni ve tvaru

Fip(€w) = Ap (w)e*®é, k=" (3.14)

C

To znamena, ze harmonickou rovinnou vilnu lze vyjadfit pomoci funkce
Ay geFiReTit, (3.15)
kde fdze vlny v pripadé kartézskych souradnic bude mit tvar
k(nxernyqunzz)fwt:E-Ffwt, k= kit (3.16)

Rovina konstantni fdze je urcena vztahem k - 7 = konst. Bude-li k realny vek-
tor, bude amplituda viny konstantni po celé roviné konstantni faze. U redlnych
prostredl (napt. vodivych) byva vsak k Vektor komplexni. Za predpokladu, ze

vvvvvv

k=K + z‘lZ”, (3.17)

kde )
k2 = (E’)2 - (E”)2 +2i (K- F') = ~, (3.18)

c
budou funkce Fio rovnéz spliovat Helmholtzovu rovnici. Bude-li uvazované

prostiedi bez absorpce, musi byt velicina k? redind, tedy

R (3.19)
EF-E' =0 (3.20)

a hledané reSeni bude mit tvar
u(r,t) = Ae=F'Fgi{wt=F'7) (3.21)

kde k = & + ik".

Vztahem (3.21) je popséna neuniformni rovinna vlna, kterd nemé shodné
roviny konstantni fdze a konstantnich amplitud. Plochy konstantni fdaze a kon-
stantni amplitudy jsou sice rovinné, ale nejsou vzajemné shodné. V disledku
(3.20) jsou wvzdjemné ortogondlni.

Zvlastnosti neuniformni rovinné vlny v pripadé, ze bude platit vztah

k‘/2 — k‘2 + kl/Z
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je to, ze vlnové ¢islo neuniformni vlny je vétsi nez vlnové ¢islo viny uniformni,
nebot
2 _ 1.2 12
K =k*+ k",

2 2
E? = <2I> : k? = <2;\T> (3.22)
a tudiz A > A.

V piipadé ztrdtového prostiedi bude k%(w) velicina komplezns, jak plyne
ze vztahu (3.18), takze ithel mezi rovinami stejnych fazi a amplitud muze byt
obecné libovolny. Ve zvléstnim piipads, kdyz &' || k”, budou vzéjemné shodné
roviny konstantnich fazi a amplitud. To znamena, ze neuniformni vina prechazi
v uniformni vinu.

V realnych prostiedich mohou probihat nevratné procesy souvisejici s preda-
nim energie vln ¢asticim prostiedi (proces znamy jako disipace) a rychlost siteni
mize byt funkci kmitoc¢tu (disperze). V takovych piipadech obsahuje vlnova
rovnice dalsi linedrni ¢leny L(u), (jejichz charakter mize byt rizny v zavislosti
na konkrétnich formach interakce elektromagnetickych vin s danym prostiedim)

tedy

1 0%u
c2 Ot?
Uvazujme nyni pro jednoduchost vlnovou rovnici ve slozkovém tvaru, abychom
demonstrovali vyznam nékterych parametrti, kterymi je mozno popsat jevy
disperze a utlumu elektromagnetické viny,
Pu 1 0% ou ou

Au —L(u) =0

kde a1, as, a3 jsou parametry, jez jsou v uvazované malé oblasti prostiedi kon-
stantni. Provedeme nejdfive rozbor vlivu parametru ag (o; = ag = 0), tedy
rovnice ve tvaru
?u 1 0%
0e2 2 o2

Predpokladejme feseni ve tvaru

+ozu =0, (3.24)

u = uge &) (3.25)

a po provedeni prislusnych derivaci

g—g = ugae™EEvt) %—7; = +ugave®EFr)
. , (3.26)
?975121, = g a2ea(§Evt) % = g a2p2ea(éEut)
dostavame po vykraceni rovnici pro a, tedy
2 1 59 _
a® — sa" v +ag = 0
c
odkud o
a?=-——" (3.27)
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Hledané feseni bude mit smysl pouze pro v # ¢, coz znamena, Ze viny se budou
§ifit jinou rychlosti, nez je rychlost svétla c. Pripad a > 0 nema fyzikalni smysl,
nebot vede k FeSeni, jez roste nade vSechny meze. Naopak pro a < 0 bude sice
proces tlumen, ale nedochézi k Sifeni, které vznikd jen v piipadé periodického
feseni. Toto nastava pouze pro a? komplexni (nebo ryze imaginarni).

Bude-li vSak a3 funkcei kmitoctu nebo vlnové délky, bude dochéazet ke zméné
tvaru vlny a rychlosti jejtho $ifeni. Rikdme, jak uvidime pozdé&ji, Ze dochézi
k disperzi, jez je vyvolana prostfedim, v némz se vlna Sifi.

Pfi respektovani ¢lent s prvnimi derivacemi (g # 0, e # 0) budeme hledat
feseni ve tvaru

u =% f (¢ 1) (3.28)

Lo 2, 92 ) , . . .
pro provedeni derivace g—z, %, g—ég, % a dosazeni do vychozi vlnové rovnice

(3.23) dostaneme po vykraceni exponencialni funkce

2 of f 1 (., of  *f
0 0
+ o <af+5£>+a2<bf+é:>+a3f:0, (3.29)

coz po preskupeni dava

92f 1 02f of 20\ df
—C+(2a+a1)8§+<a _C2>at+

b2
+ <a1a+a3+a2b+a2 — C2> f=0 (3.30)

Pti vhodné volbé soucinitelti a a b vymizeji ¢leny s prvnimi derivacemi, tedy
pro
2
Qac
iy p— 2
2 2
a po dosazeni bude soucinitel u funkce f (posledni ¢len rovnice (3.30)) roven

a2 n adc? ol a3 a2 n adc? p
a3 — — + —+— — —— =
2 2 4 4 4 4

takze lze nyni dostat obdobny tvar rovnice jako v pfedchazejicim ptipadé (3.24),
tedy

0% f 1 0%f
96~ 2 TR =0 (3:31)

Obecné feseni homogenni rovnice (3.23) muzeme tedy napsat ve tvaru

/
—a
Iy g S )
_ o agce 1_(2 2
U = uge 2€+2t-6 (C) s

kde v je rovnéz rychlost Sifeni vln a kde soucinitelé oy a ag budou popisovat
zeslabeni nebo zesileni vln pfi priichodu prostfedim. V obecném piipadé, kdy
plati, ze a5 # 0, dochézi i k disperzi. Pouze ve zvlastnim pi¥ipadé pii oy = 0 by
se viny Sitily bez disperze, i kdyby v daném prostiedi Gtlum existoval.
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V mladi ziskej znalosti, aby ti nahradily skodu, kterou ptinasi
stafi. A kdyz myslis, Ze stari bude mit jako pokrm moudrost, chovej
se v dobé svého mladi tak, aby stari netrpélo hladem.

Leonardo da Vinci

Ani jedno lidské badani nelze nazvat pravou védou, jestlize ne-
projde matematickymi dikazy.
Leonardo da Vinci

vvvvvv

kdo nediva, a to cestami, které je velmi tézko vystopovat. Je naivni
predpokladat, Ze si lidé pamatuji to, co se jim fika, a Ze chapou véci,
které se jim jasné vysvétli. Mnohem castéji si lidé pamatuji to, co
je zajima, a chapou ty véci, jejichZz pochopeni jim déla radost. In-
telektualni vyvoj je tedy svazan s rozvojem osobnosti a zjemnovani
a rozsifovani estetického vnimani je podstatnou ¢asti intelektual-
niho rastu. Tento druh ristu se nedd zmechanizovat.

E. E. Moise

... nezalezi na tom, jak bezvadny, aplny a jasny je text ucebnice
nebo skripta, ale studenti musi védét, Ze tuto prednasku konam
vyhradné pro né a ze kvili nim jsem ochoten vSechno znovu piebu-
dovat.

G. Piranian

3.2 Rovinné elektromagnetické viny v homogennim
izotropnim prostiedi

Méjme prostiedi charakterizované materidlovymi parametry €, 4 a znovu uva-
zujme odpovidajici soustavu Mazwellovych rovnic

. 9D S
tH— "2 = j 3.32
10 oy J (3.32)
divD = o (3.33)
. OB
tE+— = 0 3.34
rot £ + It ( )
divB = 0, (3.35)

kde j, o0 jsou hustoty proudu a elektrickych nabojt prostiedi, jez vzniknou pi-
sobenim elektromagnetického pole. Mezi témito velicinami plati, jak znamo,
rovnice kontinuity

do
o
Jak jiz bylo uvedeno v pfedchazejici ¢asti pro vypocet elektromagnetického pole
v ruznych prostiedich, je tfeba uvedenou soustavu rovnic doplnit rovnicemi,

div 7 + 0 (3.36)
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které udavaji materidlove vztahy

D = D(E) (3.37)
B = B(d) (3.38)
7 = j(E) (3.39)

lekana selfkonzzstentm soustava staci k uréeni vsech veli¢in pole. Vztahy mezi
DakE ,ja E a B a H zévisi na charakteru interakce elektromagnetického pole
s prostfedim a mohou mit rizné formy. Tato zavislost mtze byt nelinedrni, ne-
lokdlni nebo respektovat anizotropii. Uvazujme nejdiive jednodussi piipad, kdy
charakteristickd vnitini prostorovd a casovd méritka prostiedi neovlivriuji pro-
ces $ifeni. Necht zavislost mezi vektory pole bude lokdIn? a linedrni. V pripadé
1zotropniho a homogenntho prostiedi tak materidlové vztahy piseme ve tvaru

—

D=cE, B=uH,

-

oE (3.40)

kde €, p, o jsou skaldry charakterizujici permitivitu, permeabilitu a vodivost pro-
stiedi.
Necht o # 0 (vodivé prostiedi). Na zakladé vztaht

. divE="2 (3.41)
g

E=

Q[>.

dostavame po dosazeni do rovnice kontinuity, ze

—+—0 =0 3.42
ot * ¢ ( )
_t
0 = Qo€ ' (3.43)
kde jsme zavedli charakteristicky cas to = £. Z toho plyne, Ze v prostiedi

s konecnou vodivosti bude hustota volnych naboji klesat exponencidlné s Casem
(tim rychleji, ¢im vétsi bude vodivost o). Pomoci zavedenych materidlovych
vztaht lze Mazwellovy rovnice napsat ve tvaru (s uvazenim g = 0)

. E
rot H = aa——i—UE (3.44)
ot
divA = 0 (3.45)
o OH
tE = —p—— 3.46
ro Py (3.46)
divE = 0 (3.47)

Provedenim rotace na tfeti rovnici a po dosazeni z prvni a s ohledem na platnost
vztahu
rotrot £ = graddivE — AFE

bude v pripadé, ze div E = 0, platit

rotrot £ = —AE
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Po dosazeni za rot H dostavame rovnici

- O°E OF

AFE —epp— —op— =20 3.48
T (3.48)

Pro o = 0 (stale s uvdzenim ¢ = 0) nabude vlnova rovnice pro vektor E znémy

tvar -

O°E

AE — ehgm =0 (3.49)

Tato vinovd rovnice (ve vektorovém tvaru) predstavuje vlastné t7i skaldrni v1-
nové rovnice. Uvazujeme opét pfipad, kdy intenzita elektrického pole E zévisi
pouze na prostorové souradnici § a ¢ase t (zde obdobné jako v predchazejici
casti & =7 1), tedy

E =FE (& t)
potom
O%E O*E

Kazda z kartézskych slozek E (stale uvazujeme kartézskou souradnou soustavu)
splnuje tedy formalné stejnou jednorozmeérnou skalarni vlnovou rovnici, jez ma,
jak uz jsme poznali, FeSeni ve tvaru rovinngch postupnych vln. Rovnice (3.50)
popisuje proces Sifeni vin ve smérech +7 fazovou rychlosti

1 w
v i ’l)f A (3 5 )
dvou rovinnych vektorovych vin, tedy
TN
El’g =F|(t F ; (352)

Zcela analogickym zptsobem bychom dostali po vylouceni E vlnovou rovnici
pro H a pro stejny pripad i feSeni ve tvaru

Hio=H (t T 5) (3.53)
v
Nyni ukdzeme, Ze elektromagnetické viny v dielektrickém prostfedi jsou vinami

pricnymi a ze vektory E a H lezi v roviné cela vlny. Uvazujme nejdiive vinu
ve sméru +7 a vyjadieme vztah pro divergenci (v jednorozmérném pripadé)

V= gﬁ (3.54)
€
tedy
o= 0/, =
div E = 5 (7 E) (3.55)
Obdobné vyjadiime rotaci
ot B = 2 (ﬁ x E) (3.56)
23
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takze soustava Mazwellovych rovnic v tomto piipadé bude mit tvar

o [=o & oH o [=o 77 oF
(3.57)
o (= & o (= 7
Jelikoz
n-E=FE
dostavame, ze
oF, OH
==t (3.58)
o€ o€

co7 znamens, #e projekce vektoru E nebo H do sméru §iveni (smér i) nezdvisi
na soufadnici (nemuze tedy mit periodicky charakter v prostoru).

Zavislost slozek elektromagnetického pole na case dostaneme tak, Ze prvni
dvé rovnice (rotované) vynasobime skaldrné smérovym vektorem i; pro slozky
ve sméru £ budeme mit

) |
. 9. = . OE
n-a—f( xH) = el o (3.60)
Jelikoz 71 - E = E¢, - H= H¢ dostavame po dosazeni
0F¢ OH¢
S =25 3.61
ot ot (3.61)

coz znamena, ze projekce E¢, He nezavisi ani na case (nemutze tedy mit peri-
odicky charakter ani v case). Z tohoto rozboru vyplyva, jako soucast elektro-
magnetické viny musi byt tato slozka identicky rovna nule (periodické kmitani
v podélném sméru nebude existovat). Tim jsme dokazali, ze vektory E a H lezt
v rovin€ cela viny a ze vlna Sifici se v dielektrickém prostiedi bude mit pricnou
strukturu (nenulové jsou pouze pricné slozky E, ﬁ)

Jesté provedeme analogicky rozbor Sifeni ve vodivém prostiedi (o # 0).
Ukéazeme si, ze v pfipadé dostatecné welkych o bude mit pole jen ty slozky,
které jsou kolmé na smer Siteni. Pro o # 0 pouzijeme Mazwellovu rovnici ve
tvaru

. OF .
Vynésobme tuto rovnici skalarné vektorem 71 (zde opét pouzijeme vztah V =
7 5)
9 = OE .
Jelikoz levé strana je rovna nule, dostavame, ze
OF,
z—:a—f +oE: = 0 (3.64)

Ee = E¢(0)e <! (3.65)
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kde E¢ pfedstavuje podélnou slozku intenzity elektrického pole E, ktera klesd
exponencidlné s ¢asem, a to tim rychleji, ¢im je vetsi vodivost o. Z toho plyne, ze
elektromagnetické pole i ve vodivych prostiedich ma pric¢nou strukturu. V pfi-
padé homogenniho izotropniho prostiedi lze tedy predpokladat feSeni ve formé
rovinngch vln vyjadrenych pomoci exponencialni funkce

ei(E~F—wt>
kde k je vlnovy vektor rovnobéiny s jednotkovym vektorem 7. Po dosazeni

feseni ve formé rovinnych vin do Mazwellovgch rovnic (pro pole beze zdroji)
dostaneme soustavu rovnic

kxE = wB (3.66)
kxH = —wD (3.67)
k-B = 0 (3.68)
k-D = 0 (3.69)

Ze mskanych vztaht Vyplyva ze k je kolmy jak na B tak i na D B je kolme
na k a E D je kolmé na k a H. Z toho plyne, Ze vektory E H (nebo k:)
tvori pravotocivou ortogondlni soustavu. Vzajemny vztah mezi intenzitou elek-
trického a magnetického pole u rovinné viny lze zjistit nasledujicim zptisobem.

T:t—é
v

Zavedme opét proménnou

ve vyznamu souradnic ,,mistniho“ ¢asu, spjatého s vlnou a vyjadieme derivace

% a % pomoci nové proménné T

o 0 o 10

ot~ or 09 wor
Po dosazeni za % a a% do rovnice (3.60) dostavame
o1/, = L
5 [U (n x H) + 5E} =0 (3.70)
odkud )
~(Aix H)=—¢cE 3.71
5 (n X ) eFE, (3.71)

kde pro rychlost Sifeni viny (fdzovou rychlost) v plati vztah

V daném ptipadé integracéni konstantu (integrujeme podle 7) pokldddme rovnou
nule, nebot uvazujeme jen harmomcky proménné elektrickd a magneticka pole.
Ve vztahu (3.71) predstavuji EaH pricne slozky elektromagnetického pole.
Podil jejich absolutnich hodnot (velikosti) se rovnéa

i \/g =7, (3.72)

o

st
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coz je zavislost, kterda urcuje kvantitativni vztah mezi intenzitou elektrického
a magnetického pole a méa rozmér impedance. Jelikoz i a £ jsou materidlové
parametry, bude takto uréend impedance predstavovat impedanci prostredi,
v némz se elektromagneticka vlna $ifi. V pfipadé vakua je tato hodnota rovna
priblizné 377 €.

Vratme se znovu k ptipadu vodivého prostiedi, kdy sifeni elektromagnetické
vlny je popsano vlnovou rovnici (3.48), tj.

- O°E OE
AE —epp— —op——=20 3.73
T (3.73)
Uvazujeme $ifeni rovinné viny a necht
E = Ege it (3.74)

Pro komplezni amplitudu Ey po dosazeni do (3.73) dostavame

d2E,
dez

+wip (s + zZ) Ey=0 (3.75)

Ziskany tvar vlnové rovnice se lis7 od rovnice pro bezeztratové prostredi tim, Ze
misto redlného vlnového cisla
k? = wpe

mame komplexni vinové Cislo
2 2 .0 2
ki = wp (z-: + z) = w’ueg, (3.76)
w

kde ¢, je formalné zavedena komplexni permitivita prostiedi. Reeni rovnice
(3.75) dostaneme ve formé

Eo = /Yleikkg + gge_ikkﬁ (377)

Komplexni vinové ¢islo lze vyjadiit pomoci indezu lomu n a parametru k (koefi-
cient absorpce), ktery charakterizuje rychlost poklesu amplitudy vlny ve sméru
§ifeni, tedy

ke = 2(tin)=k+ik", n = =%
(3.78)
K = “n, K = g
Po dosazeni za kj, budeme mit
B(e,1) = Ayemsnemio(t=26) | 1o niu(i+2¢) (3.79)

Jako vysledek dostaneme znovu feseni ve formé dvou postupnych rovinngch vln,
jejichz amplituda klesd ve sméru $ifeni. Zname-li index lomu n, lze urcit fazovou
rychlost siteni v daném prostiedi dle vztahu

C
Vf = —
! n
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K vyjadreni ztrdatovosti prostfedi se zavadi dalsi veli¢ina

o)
tgd = — (3.80)

pomoci které lze vyjadrit druhou mocninu komplexniho vlnového cisla k,% na-
sledovné

k2 = w?ue (1 + i0> =wlue (1 +itgd) =
we
2
w )
= a2 (n+ik) (3.81)

vvvvv

ke zkresleni jejiho profilu, protoze fdzovd rychlost a koeficient absorpce jsou
funkcemi kmitoctu (n = n(w),x = k(w)). Proto vodivd prostiedi patii mezi
prostiedi disperzni. Jinak feGeno — velikost ztrdt a fdzové rychlosti ve vodivém
prostiedi je uréena nejen parametry prostiedi (e, u, o), ale zdvisi podstatné i na
kmitoctu. V pripadé

tgd>1

dochézi uz na krdtkych vzdalenostech k rychlému utlument viny, takze vinovy
proces vlastné zanikd. Poklesem amplitudy o veli¢inu % je definovana tzv.
hloubka vniku (nebo se také nazyva skinovou tloustkou). Vztah pro hloubku
vniku 1ze dostat nasledovné. Vyjdeme z vlnové rovnice pro vodivé prostiedi
O?E OF

Za predpokladu, zZe o > we lze vlnovou rovnici pro slozku & napsat ve tvaru

O°E OE

— —po— =20 3.83
Pro ¢asové harmonicky proménné pole lze predchéazejici rovnici napsat ve tvaru

PE . o

e —iwpuocE =0 (3.84)
jez mé Teseni ve tvaru ‘ '

E = Egetthrt—iwt (3.85)

zde k:,% = jwo; potom

ky, = \/w;w +i WQE = (1+1) w—gg — K +ik" = \iwpo (3.86)

Hloubka vniku je definovana jako prevrdcend hodnota imagindrnt ¢dsti ki, tedy

1 1 2 1
SR TCN R e (357

Po dosazeni do (3.85) dostavame

E = Byeili—wt) . =3 (3.88)

Velicina d mé rozmér deélky.
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EA

Obrazek 3.2: Tvar rovinné vlny ve vodivém prostiedi. Plné€ vykreslena cara

. . _£ 9 v ;. _£
predstavuje cos (%) e~ d a prerusovana sin (g) e d

Matematika byla vzdy nesmifitelnym nepfitelem nesmysla.
D.F. Arago

Mnozi badatelé si povsimli, Ze jasné pochopeni problému nastava
béhem pripravy zprav, pii prfednaskach, v diskusich, pti poradach,
t.j. v procesech systemizace, usporadavani znalosti, v pribéhu lo-
gického zpracovani. Véda vlastné zacina tam, kde se objevuje touha

vylozit vlastni nazor druhému.
A. K. Suchotin

Védec nesmi nikdy zapominat, ze ani ¢iny, ani vék nebo védecké
zésluhy nesmi mit Z4dny vliv na jeho védecky styk se zaky, at jsou
jakkoli mladi. Musi s nimi vzdy hovotit jako rovny s rovnymi. Ve
svitu pochodné pravdy maji vyznam pouze ty védecké argumenty,
které se uplatnuji pfi vzdjemné besedé.

N.N. Semjonov

3.3 Tok energie a zakon zachovani

Naboje a proudy jsou povazovany za zdroje pole a zaroven jsou polem ovlivrio-
vdny. Rovnice pro Lorentzovu silu urcuje vztah mezi nabitou ¢astici s nabojem
q, jez se pohybuje rychlosti ' v elektromagnetickém poli. JelikoZ silu 1ze vyjadrit
jako casovou zménu hybnosti, mizeme psat

L dy . .

F===q(E+ixB) (3.89)

dt

Z Lorentzova silového zdkona (3.89) lze ziskat rovnici, jez udava casovou zménu
kineticke energie Castice, jez se rovna skalarnimu soucinu Lorentzovy sily a rych-
losti ¢astice ¥ tedy

dW,,

Boge W
=Ty

(3.90)

Tl
ey
I
(=)
ey
N
=
+
<
X
oo}
N———
I
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kde W,,, predstavuje kinetickou energii Castice. V pripadé kontinua, jez se sklada
z toku ndbojové hustoty p a proudové hustoty j, 1ze rovnici (3.89) a (3.90) napsat
ve tvaru

dp L,
dl; = oE+jxB (3.91)

dW,, -

—_—_m = . E 3.92
% j-E, (3.92)

kde ; = ot — proudova hustota, ¢ — nabojova hustota. Hybnost a kinetickd
energie popsané rovnicemi (3.91) a (3.92) jsou veli¢iny vztazené na jednotku
objemu a tudiz maji vyznam rovnice pro hustotu hybnosti a kinetické energie.

Zakon zachovdni energie snadno odvodime pomoci Mazwellovych rovnic
a divergence vektorového soucinu E x H . Po skalarnim vynasobeni rovnice
pro E, resp. H

~ oD . 9D - ~
tH = — EFE=—+j /-F .
ro Y +o Y +5 / (3.93)
- OB .
tE = —— -H 3.94
ro = (3.99)
a po odecteni dostaneme
OB - 9D = - 4
H-rtotE—E-totH=--—-H—~—.E—j-E 3.95
ro ro T T J (3.95)

V piipadé izotropniho prostiedi plati
B=pH, D=cE
Jelikoz levou stranu rovnice (3.95) lze vyjadfit pomoci div (E x H ), muizeme
psat, ze
div(Bx ) = —B-j— 22 (B4 uii?) =
20t
oWy,  OWy 0

= = (W W), (3.96)

kde Wy = % (552 + ,uﬁ 2) je hustota energie samotného elektromagnetického

pole, 7 - E = 8W’”

je Casova zména hustoty kinetické energle Wy, dodané né-
bojum vnéjsims ZdrOJl Zavedenim Poyntingova vektoru S = E x H mtzeme

ziskany vyraz (3.96) napsat ve tvaru

oW,
ot

kde W, = W,, + Wy. Rovnice (3.97) ma tvar konzervacntho teorému, ktery je
znam jako Poyntinguv teorém.

Uzavieme-li homogenni izotropni prostfedi o objemu V' plochou S),, potom
celkovy tok vykonu plochou S, se bude rovnat w@bytku (obecné zméné) celkové
energie v objemu V obsazené za jednotku casu, tedy

=0, (3.97)

/leSdV fs ds, ——8/ (Wi + W) dV, (3.98)
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kde vektor S piedstavuje hustotu toku vgkonu (intenzitu). Rovnice (3.98) je
elektromagnetickym ekvivalentem zakladniho fyzikalniho zdkona o zachovdni
energie.

Lze ukazat, Ze hustota toku energie rovinné viny (mnoZstvi energie, které
poslo kolmo jednotkou plochy za jednotku ¢asu) je rovna souéinu hustoty energie
a rychlosti jejiho sifeni. U harmonickych vinovych procest je zavislost pole na
¢ase dana vztahem et takze stiedni hustotu vektoru S za periodu lze vyjadiit
ve tvaru (viz cvicent)

S = %éR (Ex i) =(3) (3.99)

Jelikoz intenzitu pole E lze pii dosazeni za v podle vztahu (3.71) (kde se
predpokladalo o = 0) vyjadfit jako

E= —\/E (ﬁ x ﬁ) (3.100)

nebo upravou prevést do tvaru

ﬁ:—\/j(ﬁxﬁ):\/j(ﬁxﬁ), (3.101)

dostaneme po dosazeni

S = %éR (Ex *) = ;\/iére B x (7 x B*)] (3.102)
a tedy B .
S = ;\/ﬂéfﬁ:;s‘ﬁfﬁﬁ (3.103)

—

kde 71 je jednotkovy vektor ve sméru Siteni, v = \/T;Ts je rychlost Sifeni viny

v prostfedi o parametrech e, u a W = %5|E]2 je celkovd hustota energie elek-
tromagnetického pole, vyjadrena pomoci intenzity elektrického pole.
Po dosazeni do rovnice

a;/ +divS =0 (3.104)
dostavame hledany vztah
ow

coz je jiny tvar zakona o zachovdni energie.

Vyznam védeckych objeva je tfeba hodnotit z hlediska vnitini
logiky rozvoje védy. To znamend, ze je tfeba dat prednost vysled-
ktm vyzkumi, které vedou k formulovani novych prirodnich zakont
a objevovani jeva prekracujicich rdmec zndmych prirodnich zakonti.

A . Baldin
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Témér vsechny zakladni sméry soucasné prirodovédy jsou ne-
rozluéné spjaty s tou ¢i onou oblasti techniky. Jejich splyvéani je
natolik organické, Ze je nékdy nemozné — hovorime-li o soucasné
védé a technice — urcit, kde konéi véda a zacind technika a naopak,
kde konc¢i technika a zacind véda. Piikladem mtze byt jaderna fy-
zika a ,atomova“ energetika, kybernetika a automatika, celé oblast
kosmického vyzkumu, bionika a mnohé jiné.

B. M. Kedrov

3.4 Polarizace elektromagnetickych vin

Tlumict G¢inek konecné vodivosti izotropniho a homogenniho prostredi, ktery se
projevuje jako exponencialni pokles a je spoleény vsem slozkdm pole, nemd vliv
na polarizaci, a proto jej mizeme zanedbat. Jelikoz elektromagneticka vlna ma
vektorovy charakter, pro jeji iplny popis je zapotiebi znat kromé amplitudy, fdaze
a kmitoctu i polarizaci. V pripadé€ rozboru rovinngch vln je tfeba znat sméry
vektortt E a H v roviné vinového ¢ela. V této roving jsou vektory pole EaH
na sebe vzajemné kolmé; jejich skuteéna poloha (orientace) mize byt obecnd
a jesté k tomu se muze ménit s casem. Zpusob, jakym se koncovy bod vektoru
intenzity elektrického pole E pohybuje v roviné vlnového cela, urcuje polarizaci
vinéni. Uvazujeme kartézské souradnice a nechf vektor intenzity elektrického
pole ma v této soustavé slozky do sméru x,y

E = ZyAj cos (wt — kz + 01) + oAz cos (wt — kz 4 93) (3.106)
Uvazujeme-li obé slozky v misté z = ﬁ—kl, potom lze psat

E, = Ajcoswt (3.107)
E, = Ajcos(wt+ Uy — 1) = Agcos(wt+1), (3.108)

kde ¥ = 9 — 91 je rozdil fdzi. Po vylouceni casu t z téchto rovnic

E Ep\?
coswt = Tj’ sinwt = /1 — (Aj) (3.109)
po dosazeni (3.109) do (3.108) budeme mit

E,
Ao

E, E, / E;\?
A—Q—cosﬂA—1 = —sind- 1_<Al> (3.111)

Po tpravé dostavame obecny tvar rovnice elipsy,

EN\?  (E,)\? _E.E
- —Y) oY — sin? 112
<A1> + (Ag) A, cos v = sin” ¥ (3.112)

= coswt cos¥ — sinwt sin (3.110)

voevs

kterd vyjadiuje nejobecnéjsi pripad polarizace.
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Obrazek 3.3: Elipticky polarizovana vlna, a,b — velkd a mala poloosa, 1p —
thel orientace mezi osou x a velkou poloosou

Mohou nastat zvldstni piipady. Bude-li tthel ¥ = +7 potom dostaneme

z rovnice (3.112) vztah
EN\?  [(Ey\?
-z V) =1 3.113
(Al) " (A2) ( )

To znamend, Ze pro ¥ = +5 + mm budou soutfadné osy shodné s osami elipsy.
Bude-li A; = Ay, piejde elipsa v kruznici v roviné (z,y), coz odpovidé pfipadu

kruhové polarizace. V pfipadé, ze 9 = mm,m = 0,1,2, ..., dostaneme z rovnice
(3.112) vztah
E.  E,\?
= +t) =0 3.114
(Al A2) ’ ( )

coz je rovnice dvou primek — odpovida ptipadu linedrni polarizace. Monochro-
matickd rovinnd vlna je uz ze své povahy elipticky polarizovana (konec jejiho
elektrického vektoru musi v kazdém bodé prostoru periodicky opisovat jednu
z forem elipsy (primku, kruznici nebo elipsu), kdezto nemonochromatickd elek-
tromagnetickd vlna muze mit libovolny stupern polarizace: od uplné polarizace
az k nepolarizovanému stavu (konec elektrického vektoru se pohybuje zcela na-
hodilym zpisobem). V praxi mame casto stavy, kdy se polarizace nevztahuje
ani k jedné z uvedenych moznosti, kdy pole obsahuje jak polarizovane, tak
i nepolarizované slozky. V takovych pripadech mluvime o ddstecné polarizo-
vanych vlnéch, jez jsou popsané c¢tyrmi parametry, které zavedl v roce 1852
G. G. Stockes pti zkoumani castecné polarizovaného svétla.

Existuji i ptipady sloZité nahodilé zavislosti amplitud A;(t), A2(t) a fazového
rozdilu ¥(t) na ¢ase, kdy vSechny polohy vektoru E v roviné ¢ela viny jsou stejné
pravdépodobné, coz odpovida vindm nepolarizovangm (napi. prirozené svétlo).

Stav polarizace harmonické viny lze charakterizovat soucinitelem polarizace,
ktery se pfi pouziti vyjadieni poli v komplexnim tvaru da zapsat podilem

po B Al a4,
Ey A, ei(kz—wt—102) Ay

(3.115)
Je zfejmé, ze pii komplexnim P bude mit vina eliptickou polarizaci a pfi ryze
imagindrnim (a specidlné pro hodnoty P = =+i) bude kruhové polarizovana.
V ptipadé redlného P bude vlna polarizovand linedrné. Znaménko imaginarni
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¢asti P urcuje smeér otdceni vektoru E v roving polarizace — znaménko plus
odpovida pravotocivé a minus levotocivé polarizaci.

Na tomto misté je vhodné zdlraznit, ze vyse uvedeny vztah pro soucinitel
polarizace je v uvedeném tvaru pouzitelny pouze v pripadé sifeni elektromag-
netické vlny ve sméru osy z. Pokud se bude elektromagnetickd vlna sitit v
obecném smeéru (tedy nikoliv paralelné s jednou z os soufadného systému), je
nutné tento vyraz zobecnit tak, aby se prislusny podil tykal slozek elektrického
pole E 1 a E 9 kolmych na smér siteni a kolmych i vzdjemné mezi sebou:

_Einn A o

- = == 3.116
Ei, Ay ( )

Polarizaci 1ze urcit napriklad experimentdlné. Bude-li vlna linedrné polari-
zovana, bude mit nenulovou velikost intenzity pouze v jednom sméru. U vin
kruhové polarizovanych bude rozlozeni stfedni hustoty intenzity rovnomérné
po celé plose, podobné jako u mepolarizované viny. To znamend, zZe zméfenim
intenzity v rtiznych smérech v roviné (x,y) nelze jednozna¢né uréit, zda je vlna
skutecné kruhové polarizovand. K tomu je tfeba dosédhnout fdzového zpozdéni
u jedné z pravothlych slozek o § a zménit tak kruhovou polarizaci na linedrni
(jestlize ptfedtim byla vlna kruhové polarizovand). V ptipadé nepolarizované
viny toto fazové zpozdéni nebude mit zadny viditelny efekt (vlna zistane ne-
polarizovana).

Vratme se nyni k ptipadu édsteéné polarizovanych vin, které jsme definovali
jako superpozict uplné polarizovanych a wuplné nepolarizovanych vin. Jde o to,
ze doposud uvazovana monochromatickd vlna je ve skutecnosti kvazimonochro-
matickd a lze ji povazovat za superpozici monochromatickych vin s kmitocty,
jez lezi v jistém intervalu Aw.

Uvazujme proto rovinnou uzkopdsmovou (kvazimonochromatickou) poly-

77

chromatickou vlnu §ifici se ve sméru osy z
E(zt) = R{Ey(t)etn} =
= R{E (1) ei(%z—wt)} (3.117)

V dusledku dzkopdsmouvosti se vektor Ey(t) za dobu ﬁ zmeéni velmi mdlo, takze
predstavuje vlastné pomalu se ménici funkci casu, kterou lze zapsat nasledovné

Ey (t) = TgA1(H)e O 4 o Ay (t)e 720, (3.118)

kde amplitudy Aj(t), A2(t) a faze ¥1(t),92(t) jsou pomalu proménné funkce
casu. Nyni lze slozky intenzity elektrického pole zapsat ve tvaru

E, = Ai(t)cos|p+ 91(t)] (3.119)
Ey = Ag(t) Ccos [¢ + ﬁl(t) + ﬂ(t)] (3.120)
E. = 0, (3.121)

kde
gb:wt—z%, 9(t) = Da(t) — V1)
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nebo ve tvaru

B, = R{Ai()eiiheiot] (3.122)
By = R{Ay(t)ei=mitaeiut] (3.123)

Zavedenim komplexniho vektoru amplitudy fYk, kde
Al = Ay (t)e* AR = Ay (1)) (3.124)

1ze slozky vektoru intenzity elektrického pole zapsat ve tvaru

B, = R{abe ™} (3.125)
E, = %{A’;e*m}, (3.126)

kde A* je komplexni amplituda (fazor) vektoru intenzity elektrického pole. Na
rozdil od komplexni amplitudy monochromatické vlny je komplexni amplituda
A* nemonochromatické viny funkci casu.

Stav polarizace uzkopasmové monochromatické (polychromatické) viny lze
urcit dvéma alternativnimi zpiusoby: pomoci ¢yt Stockesovych parametrii nebo
vyuzitim koherencni matice o 2 x 2 ¢lenech, jez charakterizuji stupen koherence
mezi pricnymi slozkami intenzity elektrického pole.

Prvky koheren¢ni matice lze uréit ze vztahu

1 T
T = (Apy) = Jim o [ A,y (3.127)

T—o00

kde p,q = z,y.
Jsou-li Ay, A, vzdjemné nezdvislé, potom

(Ap45) =0

Koherencéni matici 1ze zapsat ve tvaru

(Akabr) (Abalr) LB E,E
] = = , (3.128)
k Ak k Ak * *
(Abak)  (Abal) EyE; E,E;
kde pruh nad jednotlivymi ¢leny koherenc¢ni matice oznacuje stredovdni podle
pozorovaciho c¢asu, jez mé byt podstatné vétsi nez perioda kmitu.
Ze vztahu (3.127) plyne, ze

Jyo =T, (3.129)

Abychom ziskali vztahy mezi Stockesovymi parametry a prvky koherenc¢ni
matice, vyjdeme ze vztahu (3.124) pro komplexni slozky vektoru A*(t), které
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dosadime do vyrazu (3.127) pro prvky koheren¢ni matice. Po dosazeni dosta-
vame

‘].TLL‘ =

(4t
Ty = (43
<

®) (3.130)
®) (3.131)
A1) As (D)D) = (A1(£) Ax(t) cos D(t) ) +

+i(Ai(1) Aa(t) sin (1)), (3.132)

3. =

kde
I(t) = Da(t) — 91(t) = Yy(t) — Va(2)

Prestoze amplitudy a fdze jsou mnahodilymi funkcemi, existuji mezi nimi jisté
korelace. Pravé tyto korelace ndm umoziuji uréit Stockesovy parametry, a tim
i polarizacni stav vlny. Stockesovy parametry polychromatické vlny jsou podle
definice casové stredované veli¢iny urcené vztahy

5= (410) +(s50)
s = () {at0)

S = 2(Ai(t)As(t) cos (1))
S = 2(Ai(0)Ax(t)sin (1))

3.133
3.134
3.135

(
(
(
(3.136

)
)
)
)

Tyto vztahy predstavuji zobecnéni Stockesovijch parametrti pro pripad mo-
nochromatické viny, pro kterou plati jednodussi vztahy

So = A+ A3
S = A2 A2
Sy = 2A1A5cos?
S3 = 2A41A5sin?

pricemz

S8 = Si+S55+ 53 (3.141)
V ptipadé polychromatické viny bude

S§ > SP+S3+S3, (3.142)

kde znaménko rovnosti plati pouze v ptipadé elipticky polarizované viny (libo-
volné formy).

Ze srovndni vyrazi pro prvky koherenéni matice s vyrazy pro Stockesovy
parametry vyplyva, ze

So = Jux+Jyy S1 = Ju—Jyy

. .14
So = Juy+ Iy Sz = i (Jys — Jauy) (8.143)
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nebo
Jrz = %(SO"‘SI) Jyy - %(SO_SI)

. . 3.144
ny = % (SQ + ZSg) Jyg; = % (SQ — 153) ( )

To znamend, Ze mezi Stockesovymi parametry a prvky koheren¢ni matice plati
linedrni zdvislost a Ze charakteristiky viny lze vyjadrit jak pomoci koherencni
matice, tak i pomoci Stockesovych parametru.

Vzhledem k linedrni zdvislosti mezi parametry Stockese a maticovymi prvky
(3.144) 1ze koheren¢ni matici vysledné viny J vyjadrit jako soucet koherenénich

N7

matic nezdvislych vin $iricich se v témze sméru, tedy
N
J=>"30, (3.145)
n=1

kde J™ je koherenéni matice n-té nezavislé vlny.
Ze Schwartzovy nerovnosti

[y d [Ayae >[5, 4,45
a z vyrazu (3.127) plyne, ze
Joadyy > 5,30y (3.146)

Jelikoz J3, = Jy., dostavame po tipravé na levé strané nerovnosti formu deter-
minantu koherencni matice:

Joadyy — Jyeduy >0 (3.147)

Znaménko rovnosti plati pouze v pripadé na case nezavislého podilu %, COZ
znamena, ze determinant soustavy bude nulovy pouze v pripadé elipticky pola-
rizované vlny. Nenulovy determinant odpovida cdstecné polarizovanym vlnam,
tedy

detJ =0 pro viny s eliptickou polarizaci

detJ > 0 pro vlny cdstecné polarizované
Z rozboru Stockesovych parametru plyne, Ze u nepolarizovangch vin
So#£0, S1=5=53=0

Pouzitim vztahi (3.144) dostaneme pro nenulové ¢leny koheren¢ni matice

1
Joo =Ty = 55 (3.148)

pomoci nichz vyjadiime koherenéni matici nepolarizovangch vin, tedy

Sy [1 o0
J_Qlo 1] (3.149)
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Kazdy ze Stockesovjch parametri lze vyjadiit pomoci orientac¢niho thlu 9 (viz
obr. 3.3) a pomoci pomocného thlu x definovaného vztahem (a > b)

b T T
tgxy = - —— <x< = 3.150
gx =+, 1 <X<] (3.150)
Odpovidajici zavislost ma tvar (odvozeni nent trivialni zélezitosti)
S1 = Spcos2y cos 2y (3.151)
Sy = Spcos2x sin2y (3.152)
Sz = Spsin2x (3.153)

Pouzitim téchto vztaht a zavislosti mezi Stockesovymi parametry ( So, Si, Sa, S3)
a ¢leny koheren¢ni matice (3.144) lze dostat koheren¢ni matici pro elipticky po-
larizovanou vlnu ve tvaru

_ 50 | (1+cos2y cos2i) (cos 2y sin 21 + isin 2x)

J 2 | (cos2y sin2¢y —isin2y) (1 — cos2y cos2y)

(3.154)

Pro linedrné polarizovanou vinu plati (b = 0)
x=0

Ze vztahu (3.154) tedy pro linedrné polarizovanou vlnu, jejiz vektor intenzity
elektrického pole lezi na primce svirajici s osou x thel 1, dostavame koherencni

matici ve tvaru
_ So | 1+cos2i sin2y

1
J 2 | sin2y 1 —cos2vy (3.155)
Pro kruhové polarizovanou vlnu (a = b)
7T e
X = 1 pravotociva
7T e s
X = —1—2 levotociva
prejde koherenc¢ni matice v ptfipadé pravotocivé polarizace do tvaru
So | 1 —i
= —| . 1
J 5 [ - ] (3.156)
a pro levotocivou polarizaci do tvaru
So 1 =
= — 1
J 5 l i1 ] (3.157)

Z vyrazu (3.151) az (3.153) plyne, Ze S1, S2, S3 lze interpretovat jako kartézské
soutadnice jistého bodu na kouli (zndmé jako Poincarého koule) o poloméru Sy,
jenz je umeérny intenzité viny. Poloha libovolného bodu na kouli je uréena sféric-
kymi soutadnicemi (délkou 2¢ a sitkou 2y). To znamend, Ze existuje vzdjemné
jednoznacny vztah mezi bodem na kouli a druhem polarizace viny.
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AS3

S

Obrazek 3.4: Bod znazornény na Poincarého kouli ma délku 2¢ a sitku 2y
(sférické thlové soufadnice)

K urceni polarizacni elipsy monochromatické vlny je tfeba mit zaddn sou-
bor t7i nezavislych velicin (amplitudy Ay, Ay a fazovy rozdil ¥ nebo poloosy
a,b a orientacni hel iy mezi velkou poloosou a osou z pouzité souradné sou-
stavy). Mezi obéma soubory plati nasledujici vztahy (jejich odvozeni neni zcela
trivialni)

a? +b02 = A2+ A3 (3.158)
24, A
tg2) = i ! A22 cosd, 0<¢y<m (3.159)

Kromé toho pomocng thel x lze vyjadfit bud pomoci poloos a, b

b 7r T
tey — 40 T <7 3.160
gx e 1 <X = 4 ( )
nebo pomoci Ay, As,
) 2A1A
sin 21 — o 1 22 0o (3.161)

U linedrné polarizovanych vin je rozdil fazi 9 bud nulovy nebo se rovna nésob-
kim 7 (pomocny thel y se rovna nule). To znamend, Ze body na rovniku koule
budou odpovidat linedrné polarizovanym vlnam. Pro kruhové polarizované viny
plati, ze

Ay = As, ﬁ:ig

V zéavislosti na sméru otaceni vektoru intenzity elektrického pole bude platit
pro levotocivou polarizaci

T T
2y ==, 0O0<y<-
X=3 X<
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Z toho plyne, Ze severni resp. jizni pdl zobrazuji levotocivou resp. pravotocivou
kruhovou polarizaci. VSechny ostatni body koule znazoriuji levotocivou eliptic-
kou polarizaci na severni polokouli a pravotocivou na jizni polokouli.

Mnozi lidé védi vSechno tak, jako zndme hadanku, jejiz vylusténi
jsme si precetli nebo nam je nékdo rekl, a to je ten nejhorsi zptsob
védéni, ktery by si ¢loveék mél osvojovat co nejméné. Mél by se snazit
ziskat takové znalosti, které mu umozni, aby v nutném pfripadé sam
odhalil mnohé, co si jini museji pfecist nebo poslechnout, aby se to
dovédéli.

G. H. Lichtenberg

Chtél bych znovu zduaraznit, Zze pro spravnou vychovu dne$ni
mladeZe je nutné rozvijet jeji tvirci schopnosti. To se musi délat
s ohledem na zvlastni nadani kazdého jednotlivce, musi se s tim
jehoz TeSeni zavisi budoucnost nasi civilizace nejen ve vlastni zemi,
nybrz na celém svété. Tento problém neni o nic méné dilezity nez
problém miru a zamezeni atomové valky. Jestlize se mé lidstvo dale
rozvijet ve sméru humanismu a kultury, musime se my, védci, podilet
na TeSeni otazek, které souvisi s racionalni a progresivni vychovou
pristich generaci.

P.L.Kapica

Technizace vsech oblasti spole¢enského zivota vyzaduje humani-
zaci technickych znalosti. Pro technické védy je nutné pripravovat
takové specialisty, ktefi budou schopni myslet nejen technicky, ale
také ekonomicky, socialné, esteticky atd.

I. G. Vasiljev



Kapitola 4

Sifeni vln v disperznim
prostredi

4.1 Uvod

Jak uz bylo uvedeno, vztah mezi DakE , BaHa ; a E zévisi na charakteru in-
terakce elektromagnetického pole s prostfedim (latkou) a obecné vzato mize mit
velmi slozitou formu. Rovnéz jsme poznali, Ze uvedené zavislost mize byt neli-
nearni, nelokalni, respektovat anizotropii a predchazepm vlastnosti (,,pamét*)
prostiedi, coz znamena, ze hodnota vektoru D Ba J muze zav1set v libovolném
bodé 7 a v libovolném okam#iku ¢ na hodnoté vektortt E a H v jinych bodech
prostoru 7 a v jinych (pfedchazejicich) casech ¢'.

Takova zavislost mezi vektory pole a prostfedi svéd¢i o existenci frekvencni
a prostorové disperze, jez mohou velmi podstatné ovlivnit Siteni nemonochro-
matickjch elektromagnetickych vin.

Rizné spektralni slozky se budou sitit v disperznim prostfedi s odliSnymi
fazovymi rychlostmi, coz znamena, ze v diisledku disperze fazové rychlosti bude
dochazet ke zméné fazovych vztahti mezi jednotlivymi spektralnimi slozkami —
tedy ke zkresleni tvaru impulsu.

Jestlize v uvazovaném prostiedi budou existovat charakteristické vnitini
procesy, jejichz doba trvani je srovnatelnd s periodou zmény vnéjsiho pole (kmi-
to¢tu w), budeme tuto disperzi nazyvat frekvencni disperze, ktera se nejsilnéji
projevuje v okoli rezonanci, ¢ili kdyz

W R W, (4.1)

kde wy, n jsou rezonanéni kmitoc¢ty vnitinich procestt odpovidajici pfechodiim
mezi kvantovymi Grovnémi.

Tak napiiklad zavislost indexu lomu nebo dielektrické permitivity na kmi-
toctu v oblasti svételnych vin se nejsilnéji projevuje pravé v okoli téchto rezo-
nancnich kmito¢t wy, ,, kdy dochazi i k absorpci vin. V oblasti téchto kmi-
toCtl se projevuje ¢asové zpozdéni odezvy na zmény velikosti vnéjsiho pole. To
znamena, ze pole v uvedeném typu disperzniho prostiedi zavisi na hodnoté pri-
lozeného pole i ve vSech predchézejicich casech, a proto lze mluvit o prostredi
s ,paméti“.

73
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Obdobn3 situace existuje i v pfipadé sifeni vin v prostredich, jez se vyznacuji
charakteristickym prostorovym parametrem, napf. plazma (zde je charakteris-
tickym parametrem Debyeova délka), nehomogenni prostfedi (métitkem jsou
nehomogenity), tekuté a pevné latky pfi vysokych kmitoctech, dokonce i vlno-
vody, kde je charakteristickym parametrem pfi¢ny rozmér prifezu. Jestlize tedy
pole v daném bodé prostiedi zavisi na hodnoté pole v sousednich bodech, tj.
kdyz vazba vnitfniho a priloZzeného vnéjsiho pole je nelokalni, mluvime o pro-
storoveé disperzi.
vovat dvojim zptisobem — jako frekvené¢ni (zévislost e, u, o na kmito¢tu) a jako
prostorova (zéavislost €, y, 0 na vlnovém vektoru E)

vvvvv

rovinnych vln) souvisejici pouze s fyzikalnimi vlastnostmi prostfedi.

4.2 Elektromagnetické pole v disperznim prostiedi

Doposud jsme se zabyvali Sifenim elektromagnetickych vin bez respektovani
disperznich vlastnosti prostiedi. Vychozi Mazwellovy rovnice zachovavaji svij
tvar, pokud jde o popis pole bez vnéjsich zdroji v libovolném materidlovém
prostfedi. Vime, Ze vlastnosti prostfedi jsou dany materidlovymi relacemi

D=DB@E), B=B#), j=jE) (4.2)

kde ¢, 4, o jsou konstantni parametry.

U nestacionarnich poli (pfi vysokych kmitoc¢tech) dochazi k ovliviiovani ve-
licin v bodé pozorovani ptisobenim poli v jinych bodech prostoru a v jinych
¢asech v dtsledku inerce vnitinich procest a vlivem charakteristické prostorové
struktury prostiedi. To znamend, ze veli¢iny v bod€ pozorovani budou zavislé
materidlové relace lze v tom pripadé zapsat v obecné integralni formé pri re-
spektovani nelokalnosti, zpozdéni a anizotropie pro linearni prostiedi ve tvaru

t

Dit,7) = / dt’ /Eij(t,t’,F,F’)Ej(t’,F')dF’ (4.3)
— 00
t

Bi(t,7) — / dt’ /uij(t,t’,ﬁf’)Hj(t’,F’)dF’ (4.4)
—00
t

Git, ™) = /dt//aij(t,t’,ﬁf’)Ej(t’,F’)dF’, (4.5)
— 0o

kde t’ je ¢as predchazejici casu pozorovdni t a 7’ je bod prostoru (obecné je-
den z mnoha), ze kterého se pole (v tomto bodé existujici v ¢ase t') n&jakym
zpusobem projevi v Case t v misté pozorovdni r.

Uvazujme nyni takové prostiedi, jehoz vlastnosti jsou v ¢ase konstantni a
nemeéni se ani v prostoru (homogenni prostedi). To znamend, ze materidlové
charakteristiky ¢, 1, 0 mohou byt vyjadfeny jako funkce rozdilu ¢asovych resp.
prostorovych souradnic.

= -7, T = t—¢t

— &',  dr = —dt

jsvTii=]]

(4.6)
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Odpovidajici vztahy pro D;, B;, j; 1ze potom zapsat ve tvaru

Dit,7) = / dr /eij(f, R)E;(t — 7.7 — R)dR (4.7)
0

Bi(t,7) = / dr /mj(T, R)H;(t — 7,7 — R)dR (4.8)
0

i) = / dr /al-j(T, R)E,(t — 7,7 — B)dR (4.9)
0

Obdobnym zptisobem lze vyjadfit i polarizaci prostiedi
00 - S
P(t,7) = 60/ dT/Xij(T, R)E;(t — 7.7 — R)dR (4.10)
0
vychézeje ze vztahu, ze
P = eoXE, (Pi = eoxij Ej), (4.11)

kde x;; jsou slozky tenzoru elektrické susceptibility x.

Vyjadiime-li E (7, t) jako superpozici rovinnych vin

_ +oo _, ptoo o o
E(t,7) = / dk [ E(w,k)e'Fm=t gy (4.12)

—0o0 —0o0

a pouzijeme-li Fourierovu transformaci, dostaneme nasledujici vztahy pro D
a B

Di(w, k) eij(w, k) Bj(w, k) (4.13)
B,;(w,E) = /sz(w,l:u") Hj(wag) (4 14)
pricemz
€ij(w7E) =¢€9 [&j +/ dr /Xij(T, R) ei(“T*E'E) dR , (4.15)
0

kde 9;; je Kroneckeriv symbol.

V obecném piipadé zavisi slozky tenzoru permitivity na vlnovém vektoru k
a na kmitoc¢tu viny w. Obdobné vztahy lze ziskat i pro permeabilitu a vodivost,
tedy

-, -,

pij = pij(w, k), oij = 0ij(w, k) (4.16)

vvvvv

vvvvv

parametrem a < A (A = %) muzeme zanedbat prostorovou disperzi. Pfi iplném
zanedbani veliciny, jez obsahuje maly parametr ¢, bychom nezachytili nékteré

vvvvv
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4.2.1 Frekvenc¢ni disperze permitivity ¢(w)

V ptipadé frekvenc¢ni disperze budou slozky tenzoru permitivity ¢;;(w) zéviset
na kmitoctu.
V izotropnim prostfedi je ¢(w) skaldrem, jehoz velikost je ddna vztahem

c(w) = e [1 + / () e df} , (4.17)
0
kde x(7) je veli¢ina redlnd. Funkce e(w) zde bude komplexni funkci tvaru
e(w) = &' (w) + " (w), (4.18)
pricemz
dw)=¢(-w), 'w)=-"(-w) = ¢ew)=¢c"(-w) (4.19)

To znamend, ze €' (w) bude funkci sudou a £”(w) funkei lichou. Tytéz uvahy
plati i pro vodivost o(w), tedy

o(w) =o' (w) +ic" (W) (4.20)

Bude-li se kmitocet elektromagnetického vinéni blizit vlastnim kmitoétim pro-
stfedi, bude postupné mizet rozdil mezi vlastnostmi dielektrik a vodi¢tu. To
znamena, ze existence imaginarni ¢asti permitivity v prostiedi je z makrosko-
pického hlediska totéz, co existence vodivosti, nebot v obou pfipadech se jedné
o ztraty vyvolané tepelnym vyzarovanim. Proto je mozno elektrické vlastnosti
latky charakterizovat pouze jedinou velicinou — komplexni dielektrickou per-
mitivitou

M
Il

N e
e+i—=¢coler+1— | =
w Eow

/ 7
Y, . (O .0 _
= 5(w)+za(w)+z(w+zw)

7 /
= 6’—0—|—i<5”+a>:5+ia, (4.21)
w w w

kde jsme formalné zavedli

"
g

e=¢ — —, o=o0+we" (4.22)
w
Budou-li kmitoc¢ty nartistat az k w — oo, bude komplexni permitivita stejna

pro libovolné latkové prostiedi. Z vyrazu (4.17) pro w — oo dostavame

lim / x(7)e“T dr = lim x(0)
0

w—o0 w—0 W

=0 (4.23)
tedy
é(w) — €0,

coz znamend, ze se komplexni permitivita £(w) pro w — oo blizi &g, jak plyne
ze vztahu (4.17). Toto chovani permitivity pii velmi vysokych kmitoc¢tech lze
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vysvétlit pomoci jednoduché fyzikalni tvahy. PHi w — oo je kmitocet viny
velky ve srovnani s vlastnimi kmity elektront v atomech latky, takze je mozno
elektrony povazovat za volné.

Hledejme vyraz pro permitivitu prostfedi, v némz jsou tyto volné elektrony
pod vlivem ¢asové harmonicky proménného pole

E = Ege ™t (4.24)

Pohybové rovnice elektronu, na néjz ptisobi jen intenzita elektrického pole E
(pfi v < ¢ 1ze zanedbat vliv magnetického pole), ma tvar

d27 L
mz = eEoe wt (4.25)
Resenim této rovnice dostaneme
cE
F=——: 4.26
mw?’ ( )

kde m je hmotnost elektronu a e jeho naboj.
Indukovany elektricky dipdlovy moment v jednotce objemu obsahujici N
elektroni je dan vztahem

—

P = Ner (4.27)
Po dosazeni za 7 pomoci (4.26) dostaneme
2
o e*N -
P=- 4.28
> (4.28)

D =eyE + P,
dostaneme po dosazeni za P
. Ne? . .
D = e (1— ¢ 2>E:sE, (4.29)
meow

odkud vyplyva, ze

e =20 <1 _ e ) (4.30)

Pro w — oo bude € — g¢, a tedy
5 —)805

V prostiedi s komplexni permitivitou budou mit Mazwellovy rovnice tvar

VxH = —iwE, VxE = iwuﬁ
= - (4.31)
Pomoci rovnice kontinuity
- 0 :
Voj+2l=0,  o=gpe ™

ot
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lze ziskat vztah pro hustotu elektrického naboje (¢ je zde skalér):

, o -,
(oB) =i =’V .E 4.32
\Y (O‘ ) iwo, 0 ZWV (4.32)
Po dosazeni za o z (4.32) do rovnice div (¢E) = p dostavame
L0 =
V- (sE —HE) =0 (4.33)
w
O\ 2
v <€ +zw> E = 0 (4.34)

7 odvozeného vztahu plyne, ze v pripadé monochromatickych poli lze psat

V-((E) =0 e=c+i (4.35)

o
w
Mizeme tak misto permitivity a vodivosti uvazovaného prostredi zavést kom-
plexni permitivitu € takového prostfedi. To by nam umoznilo formélné zavést
komplexni vektor elektrické indukce DF vztahem

—

D* = ¢E, (4.36)

pomoci néhoz by se dala upravit soustava (makroskopickych) Mazwellovych
rovnic

- 9D .
tH—— = j 4.
ro ot J (4.37)
divD = o (4.38)
. 9B
tE4+— = 0 4.39
rot B + 5 ( )
divB = 0 (4.40)
do tvaru, kdy budou mit vSechny rovnice pravou stranu rovnou nule:
= 9Dk
tH——— = 0 4.41
ro o (4.41)
divDF = 0 (4.42)
. 0B
tE4+ — = 4.4
rot £ + a1 0 (4.43)
divB = 0 (4.44)

Je také mozné dokézat, ze disperze a absorpce mejsou veli¢iny vzdjemné
nezdvislé. Vzajemné vztahy mezi témito velicinami 1ze ziskat analyzou vyrazu
pro komplexni permitivitu pri respektovani frekvencni disperze

o o0 . 1 [ .
E = e+i—=¢g [14—/ x(7) e dT—i—i—/ o(r)e“" dT:| =
w 0 w Jo

= (W) +id (), (4.45)
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kde x(7) a o(7) jsou realné funkce 7, kone¢né pro vSechna 7 a konvergujici
k nule pro 7 — oo. Tvar téchto funkci je zavisly na konkrétnich fyzikalnich
mechanismech, jez souviseji s polarizaci prostiedi. Veli¢ina 7 (fddové rovna
relaxa¢ni dobé) predstavuje ¢asovy interval, ve kterém jsou funkce x(7) a o(7)
nenulové. Vztahy mezi redlnou a imaginarni ¢asti komplexni permitivity € jsou
urceny tzv. Kramers-Kronigovymi relacemi. Experimentalné lze zmérit absorpci
(tj. imaginarni slozku &). Reédlnou slozku € (a tedy informaci o disperzi) pak lze
ziskat pravé pouzitim prislusné Kramers-Kronigovy relace.

4.3 Sifeni elektromagnetickych vln v dielektrikach
pri respektovani disperze

Abychom ziskali vztah, ktery udava zavislost permitivity prostfedi na kmitoctu
(e = e(w)), je tfeba vyfesit ulohu o interakci elektromagnetické vlny s naboji
daného prostiedi.

Uvazujme jednoduchy pripad homogenniho dielektrika, ve kterém elektrické
pole vlny vyvold polarizaci molekul prostiedi. Pod vlivem pole viny dochéazi
k posunu elektront, molekula se polarizuje a ziskava dipdlovy moment

V pripadé homogenniho dielektrika obsahuje jednotka objemu N molekul, takze
pro vektor objemové hustoty polarizace plati

P =Ny (4.47)

Je tedy zapotiebi vyTesit tlohu o pohybu elektronid v molekule pod vlivem
pole viny a vyjadrit posun elektront jako funkci pole.

V pripadé nepoldrnich molekul a atomt narusi prilozené pole rozlozeni elek-
tronovych oball, posune je vzhledem k jadrim a vytvorl dipolové momenty.
Plisobenim elektromagnetické viny bude vnitrni ndbojovd struktura dielektrika
pod vlivem casové promenngych sil nebo momentt sil. Tyto sily budou tmeérné
elektrické slozce pole

F =q.E = ¢E, (4.48)

kde g. je naboj elektronu.

Analyticky vyraz pro n(w) nebo e(w) lze nyni odvodit na zakladé klasického
popisu, jez dava dostatecné presné, i kdyz jednoduché vysledky.

Valenéni elektrony poutéd k atomtim (nebo molekuldm) elastickd vratnd sila
(—mewgr), jez je umérna velikosti vychylky r elektronu z rovnovdzné polohy.
Atom povazujeme za klasicky oscilator nucengch kmitl, jez jsou udrzovany
st¥idavym polem E uréujicim smeér vektoru 7. V takovém pripadé musi byt sila
pole vétsi nez elastickd vratnd sila.

Sila ﬁ, ktera ptisobi na elektron o naboji g., je vyvolana polem E(t)

F, = qeﬁ(t) = q.Eg coswt (4.49)

Podle druhého Newtonova zakona plati
d?v

Me 2 + mew(z)F: qeEg cos wt (4.50)
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Za predpokladu, ze kmity elektronu jsou totozZné s kmity pole E (t), miuZzeme
tedy hledat feseni diferencialni rovnice (4.50) ve tvaru

7(t) = 7o coswt (4.51)
Po dosazeni za 7(t) a provedeni ¢asové derivace dostavame

Qe Eo cos wt (4'52)

7(t) = —

®) me (W — w?)
Jelikoz dipdlovy moment se rovna soucinu ndboje a vychylky, pak pro N elek-
trond v jednotce objemu muZzeme vyjadiit hustotu dipolovgch momenti (elek-

trickou polarizaci) vztahem

2
- N g:N —
P =q. 7N = 4.53
qu me (wg _ w2) ( )
S vyuzitim vztahu P = (¢ — go)E dostévame
P(t) N
_ _ 4.54
e=c0t €0+me(w8—w2) (4.54)
V ptipadé, ze u, = 1, plati
&= — =n? (4.55)
€0
takze vyraz pro n?(w) bude mozno psat ve tvaru
2
2 € qu 1
=—=1 —_, 4.56
(W) €0 + gome wi — w? (4.56)

coz je hledana disperzni relace, jez udava zavislost indexu lomu na kmitoctu.

Predpokladali jsme, Ze existuje v daném prostiedi jedingy vlastni kmitocet
wp. Latka o N molekulach v jednotce objemu vSak mifize mit f; oscilatort
o vlastnich kmitoctech wo; (j =1,2,3,...), tedy

2
qz N f;
0Me ng —w

n?(w) =1+ (4.57)

2

Pri kvantoveé mechanickém popisu téchto déju dospéjeme k obdobnému vztahu,
v némz wo; predstavuje charakteristické kmitoCty, pfi kterych atom mize vyza-
Tovat nebo pohlcovat energii a f; jsou vdhové faktory, pro néz plati podminka

> fi=1
j

Z vyrazu pro n’(w) zéroveil vyplyva, Ze pro w — wg; by n?(w) rostlo nade
vSechny meze, coz je v rozporu se skuteénosti. AvSak v odvozeném vyrazu (4.57)
byla zanedbdna skutecnost, ze mezi atomy a molekulami v disledku jejich tésné
blizkosti nastava silna interakce, jez se projevuje ve formé vysledné sily ,tfeni®,
kterd zpusobuje tlumeni oscilatort a disipaci jejich energie v latce ve formé
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tepla (molekularni pohyb), a tim i omezend riistu n?(w) na konecnou hodnotu
i pro w = wo;.

V klasické teorii disperze je pohyb elektronu v molekule popsan modelem
Drude-Lorentze, podle kterého je mozno si predstavit molekulu ve formé jed-
noho nebo vice linedrnich oscildtori, jez odpovidaji vliastnim kmitum elektrond
v molekule. V pfipadé jediného oscilatoru (pfi respektovani dtlumu vyzatovanim
a vysledné sily ,tfeni* vznikajici v dusledku vzdjemné interakce) lze pohybovou
rovnici napsat ve tvaru

2= —

m% + my% + mwdi = eEy(t), (4.58)
kde m je efektivni hmotnost, mv soucinitel, jez respektuje 4tlum, wg je rezo-
nanéni kmitocet vlastnich kmiti (odpovidajici kmittim elektroni v molekule)
a Ed je celkovad lokalni intenzita elektrického pole pisobictho na dipal.

Pfed vlastnim fesenim (4.58) provedme nejprve odvozeni nékolika elemen-
tarnich vztahli. Intenzita vnéjsiho elektrického pole E (tj. pole pred vlozenim
dipdla) se bude lisit od stredni makroskopické hodnoty intenzity elektrického
pole Ed o polarizacni pole Ep vytvarené orientovangymi dipdlovymi momenty.
Sam vektor polarizace P bude mifit ve sméru elektrického pole. Ovsem pola-
rizacni elektrické pole Ep takto vzniklé bude pusobit proti sméru puvodniho
elektrického pole. V ptipadé dielektrika ve tvaru koule lze napt. ukazat, ze

ﬁ P
E,=—— 4.59
p 350 ( )

V takovém piipadé pak pro lokdini pole bude platit
(4.60)

S uvazenim 5Ed = 5OEd +P (nezapomernime, Ze zde musime pouzivat skutecné
lokalni pole pisobici na dipdly, tj. E4) mizeme vektor polarizace vyjadiit ja-
kozto funkci lokalniho pole vztahem

—

P=(e—c0)Ey=co(er — 1)Eq. (4.61)

Kombinaci (4.61) a (4.60) 1ze pak ziskat vyraz spojujici vnéjsi pole E s lokdlnim
polem E; néasledujicim postupem:

N | 1 =
E:Ed+?:Ed+?(€—EO) d:§(€r+2)Ed (462)

Zévislost vektoru polarizace P na vnéjsim poli E dostaneme kombinaci (4.61)
a (4.62) ve tvaru

- = er—1
P = EO(Er — ].)Ed = 35025_’_2§
r

Vratme se nyni k nasi rovnici (4.58). Bude-li ¢asova zéavislost vSech veli¢in
harmonickd, po provedeni casovych derivaci, dosazeni za E,; pomoci (4.60),

E (4.63)
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vynasobeni obou stran rovnice soucinitelem % a s uvazenim P = Ner prejde

(4.58) do tvaru

L, Ne2. 1Ne?.
(—wz — Wy + w%) P = %E - ggo—;P, (4.64)
odkud ) .
. N E
p="C g (4.65)
m (wg —w? —dwr + 3];[06771)

Dosazenim za P ze vztahu (4.63) a po vykraceni E dostaneme

-1
e—1 N2 [, o | 1 Ne?
_ W - 4.66
er +2 3meg (wo W Wy 3 meg ( )

Za predpokladu, Ze jde o latku o N molekulach v jednotce objemu, z nichz kazda

mé f; oscilatorti o vlastnich kmitoctech wy;, s uvazenim e, = n? a zanedbdnim
" 2 . . ,
¢lenu % = < ve jmenovateli dostaneme vyraz (g. = e)

2 2
n®—1 _ 9e Nf]
n?+2  3eome 7 ng —w? —qwv

(4.67)

(v klasickém piiblizeni Nf; — Nj;).

P1i odvozeni vyrazu pro iontovou polarizaci je nutno nahradit hmotnost
elektroni m. hmotnosti sontd m;. Zatimco elektronovd polarizace ovliviiuje celé
optické spektrum, podil iontové polarizace na n mé znacny vliv pouze v oblasti
rezonance (wWo; = w).

Jestlize w — wo;, pak rozdil (w%j — w?) bude tak maly, ze n poroste s kmi-
to¢tem. Takovato zavislost n(w) patii do oblasti normdind disperze.

Jestlize w = wpj, stava se utlumovy clen rozhodujici a v okoli kmitoctu
wo; vzniknou oblasti, které nazyvame absorpcénimi pdsy, jez piedstavuji oblasti
anomdlni disperze, kde index lomu klesd s rostoucim kmitoc¢tem (schématicky
viz obr.4.1).

Zvlastni ptipad nastava, jestlize kmitocet dopadajici viny je vétsi nez wp;. V tom
pripadé

n? <1, n<1

Této situaci odpovidaji naptiklad RTG paprsky dopadajici na sklenénou des-
ticku. V disledku toho, Ze n < 1, bude vy > ¢, coz se jevi v rozporu se specidlni
teorii relativity. Ve skute¢nosti je to rozpor jen zddnlivy. Pokud by monochro-
matickd vlna méla rychlost vétsi nez ¢, nemohla by prenéaset informaci. Signal
ve formé modulované viny se $ifi rychlosti skupinovou

dw

— 4.
=3 (468)

Ug:

ktera je v mormdinich disperznich prostfedich vidy mensi nez c. Pro w = kvy
dostavame

d d’Uf
— (k — k—t
(kvy) = vy + k-

= (4.69)
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Ty

wo1 wo2 wo3 w

Obrazek 4.1: Schématické znazornéni oblasti anomdlni disperze

V pripadé nedisperzniho prostiedi (kde v neni funkci A) bude

dvy
=T —_p
dk ’
a tedy vy = vy. V disperznim prostiedi, kde n = n(k), dosazenim za w = %,
dostavame
dw ¢ I d <c> ¢ kcdn
Vg = — = — —_— J— [ —
9 dk n dk \n n n2dk
tedy
kdn
= 1——— 4.70
’Ug Uf ( n d]{?) ( )
V oblasti normdini disperze je derivace indexu lomu podle k kladnd ((cilg > 0),
a tudiz v, < vy. Jina situace nastane v ptipadé anomdini disperze, kdy gz < 0.
Bude-li derivace 3—2 zdpornd, znamena to, ze
k dn k |dn
= 1—-—— | = 1+ —|— 4.71
. ”f< ndk) vf<+n‘dk> (4.71)

Z toho vyplyvé, ze v oblasti anomdlni disperze (jako pfiklad mohou poslouzit
vodivd prostiedi) mize byt skupinovd rychlost v, vétsi nez fdzovd rychlost vy.
Vratme se znovu k vyrazu (4.66) pro e;(w). Vyuzitim definice

2
2:Ne

“p

mego
mizeme vyraz pro €; napsat ve tvaru
2 2 2 ;
w L wp [(wg — w?) iwy]

2 _ 2
W — w* — 1wy (wg—uﬂ) + w22

(4.72)
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nebo rozdéleny na redlnou a imagindrni cast

e =1+ wy (w6~ ) i Wi (4.73)
(wd — w2)2 + w22 (wd — w2)2 + w22

V oblasti nizkych kmitoétii je splnéna podminka w? < w3, takze je mozno

zanedbat w? ve virazu pro e, véetné celé imagindrni ¢asti. Za uvedenjch pied-
pokladi dostaneme vztah pro ,statickou“ permitivitu (nedisperzni prostiedi)

2
e(0) = ¢ (1 + :g) = £0&r (4.74)
0

(v ptipadé turdgch dielektrik muze relativni permitivita dosahovat velkgch hod-
not).

V plynném prostiedi, kde je hustota polarizovanych molekul mald, 1ze rovnéz
pouzit odvozeny vztah pro e, k ziskdni zavislosti indexu lomu a koeficientu
absorpce na kmitoctu. Budeme predpokladat, Ze plati

2 2 2 . 2
w, Kwp, wy=w

To znamen4, ze vyraz pro &, se bude jen malo liSit od jedné, tedy

1 w2 (wg —w?) wiwy

1
e =n=1 + = p ) — p 4.75
Ve 2 (wd — w2)2 + w22 2 (wd — w2)2 + w22 ( )

vvvvvv

vlnovky)
k% = w?ue = wpege;

a jeho vyjadreni pomoci indexu lomu a koeficientu absorpce

w
k== (n+ix) =k +ik", (4.76)
c
kde n = %k/ je index lomu a kK = %ﬂ koeficient absorpce.
Srovnanim redlné a imaginarni ¢asti ve vyrazu (4.75) a (4.76), pii respek-
tovani vyse uvedenych piedpokladii pro w? a w?, dostaneme zavislost inderu

P
lomu a koeficientu absorpce na kmitoCtu ve tvaru

w2 2 2
(n—1) = 2 0% (4.77)
2 (wE — w?)” + w22
2
ko= P e (4.78)
2 (wE —w?)” + w2v?

Pribéhy obou veli¢in jsou znézornény na obr. 4.2. Z tohoto obrazku je zfejmé,
7e pro w? < w? bude (n — 1) > 0 a pro w? > w2 bude (n — 1) < 0. Pii
pfiblizovani se k wy zleva index lomu nejprve postupné vzristd (oblast normdlni
disperze) od svoji hodnoty ve vakuu n = 1, ale od jistého pfiblizeni zacina
prudce klesat. Vstupujeme do oblasti anomdalni disperze. Tento strmy pokles

pokracuje ptes celou oblast rezonance (w3 — w?) ~ wv. Po jejim opusténi opét
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Obrazek 4.2: Prubéh zavislosti n = n(w) a k = k(w)

zacinéd jeho postupny ndrust zpét k hodnoté n = 1. V pfipadé, ze w = wy,
bude n = 1 (viz vztah (4.77)) a koeficient absorpce zde dosdhne maximalni
hodnoty x = wg [2wov. V ptipadé, ze kmitocet viny bude dostateéné vzdélen
od rezonance (w < wp nebo w > wyp), bude splnéna podminka

’w% — w2‘ > wv,
odkud lze po tpravé ziskat priblizn€ vyrazy pro n a k (prubéhy viz obr. 4.3)

2
“p

(n—1) = (4.79)

2

1
2w(2)—w

(4.80)

SF-----
w

w

€

Obrazek 4.3: Prubéh priblizného disperzniho vztahu n = n(w)
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4.4 Elektromagnetické pole v polarizovaném prostiedi

Disperzni relace ziskané v predchozi ¢asti plati pro dielektrika, jejichz mole-
kuly se polarizuji pod vlivem vnéjsiho pole (nepoldrni dielektrika). Maji-1li vsak
molekuly dielektrika dipolové momenty i bez pusobeni vnéjsiho pole (poldrni
dielektrika), potom mechanismus polarizace spo¢iva ve zméné orientace téchto
molekul pod vlivem pole.

Molekuly jsou vsak relativné tézkeé a maji velké setrvacné momenty, takze
pri vysokgych kmitoctech elektrického pole nejsou schopné sledovat rychle zmeény
tohoto pole, a proto jejich prispévek k polarizaci bude s rostoucim kmitoctem
klesat. Jina situace nastane v pripadé elektrond, jejichz setrvacna hmotnost je
mald, takze mohou sledovat rychlé zmény pole i v oblasti optickych kmitocti.
To znamend, ze zavislost mezi permitivitou (nebo indexem lomu) a kmitoctem w
bude zaviset na souhte rtiznych mechanismu polarizace, jez se budou projevovat
podle velikosti kmitoctu.

Necht je velikost dipélového momentu kazdé jednotlivé molekuly rovné pg.
Bez pritomnosti vnéjsiho elektrického pole jsou wektory dipdlovych momenti
orientovany chaoticky v dusledku tepelného pohybu. Dopadéa-li na prostredi
elektromagneticka vlna, vykazuje kazdy dipdlovy moment slozku, jez je rovno-
beznad s vektorem elektrického pole E. Vzhledem ke statistické symetrii roz-
lozeni orientace dipdla vici smeru elektrického pole se slozky kolmé budou
(statisticky) vzajemné rusit a neni je tedy tfeba brat v uvahu. Z vyse uvede-
ného vyplyva, ze dipdlovy moment jednotky objemu o N molekulach bude za
pfitomnosti elektrického pole nenulovy (jednotlivé dipélové momenty jsou nyni
reorientovdny pusobenim E), tedy

P =|P|= N {pycosb),

kde 6 je thel (statisticky nahodily parametr) mezi vektory py jednotlivych di-
pola a Ea zavorky < > maji vyznam stredovdni podle souboru molekul.

Abychom vypocitali rozlozeni os (orientace) molekul v pfitomnosti vnéj-
stho elektrického pole E, které vyvola reorientaci jednotlivych dipdlovych mo-
mentd, je tfeba pouzit Boltzmannuv teorém ze statistické fyziky, ktery pravi,
ze v podminkach termodynamické rovnovahy zakon rozlozeni molekul v pri-
tomnosti konzervativniho pole sil (v nasem pfipadé pole elektrického) se ligi od
zakona jejich rozlozeni bez pritomnosti pole o soucinitel

__U_
e FBT,

kde U je potencidlni energie molekuly, T absolutni teplota a kp je Boltzmannova
konstanta.

V daném ptipadé je potencidlni energie molekuly s dipélovym momentem
v elektrickém poli rovna vyrazu

U= —poFE cosb, (4.81)

kde 0 je poldrni (a ¢ merididlni - na némz zde nezalezi) thel (viz obr.4.4).
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Pocet molekul dN v elementarnim objemu dV jednotkové koule, ktery je
uzavien mezi dvéma kuZely, jejichz polovic¢ni vrcholovy thel 0 lezi v intervalu
(0,0 + db), se rovna

dN = C'sinfdf (4.82)

Koeficient imérnosti C' ur¢ime z piredpokladu, ze celkovy pocet vsech molekul
v jednotce objemu se rovnad N

4 N
N:/dN:/Csin0d9:2C:>C:§ (4.83)
0
Za pritommnosti elektrického pole se rozlozeni orientace molekul bude lisit od sta-

tisticky rovnomérného (izotropniho) rozdéleni bez pritomnosti pole o souéinitel
vychéazejici z Boltzmannova teorému, podle néjz

__U_ po B
e kBT — ekpT cosf (4.84)
a bude tim vyrazneéjsi, ¢im vétsi bude potencial pole a ¢im mensi bude teplota
T, nebot se zvySovanim teploty roste i energie tepelného pohybu, kterym se
narusuje usporadanost rozlozeni, tedy

N U N poE cos 6
AN = e FT sin9d9:5670kBT sinf do —
N
= Eeaws@smede (4.85)
pol
U = —poEcosh — Pz
p() COS 5 a k‘BT’

kde dN je pocet molekul, jejichz osové thly viaci sméru pole E le#i v intervalu
(0,6 + df). P¥i normalnich teplotach je veli¢ina a ve vSech obvykle uvazovanych
polich mnohem mensi nez jedna (a < 1), takze sta¢i provést rozvoj funkce e®
(podle a) a pouzit prvnich dvou ¢lenti rozvoje, tedy

dN = g (14 acosf)sinf db (4.86)

Znéme-li rozlozeni molekul podle sméru, mizeme vypocitat jejich vysledny
dipdélovy moment, tj. polarizaci dielektrika ﬁ, jejiz welikost se bude rovnat
souctu projekci momenttt N molekul do sméru E. Obecny dipdlovy moment
dN molekul, jejichz osy budou lezet v intervalu (0,6 + df), se bude rovnat

dP = pgcosf dN (4.87)

!Na tomto misté je vhodné poznamenat, ze ptivodné vypoétena (a nasledné pouzivani)
hodnota konstanty C' = % (bez pfitomnosti elektrického pole) plati i v pFitomnosti elektric-
kého pole za predpokladu uvazovaného priblizeni ¢ < 1. Pokud by toto pfiblizeni nebylo
splnéno, bylo by tfeba pro konstantu C' pouzit presny vztah

a N «a

C:N = —
er —e@ 2 sinha
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Obrazek 4.4: Jednotkova polarni koule opsana kolem libovolného bodu dielek-
trika s polarni osou zvolenou ve sméru vektoru intenzity elektrického pole E,
jez svird s dipdlovym momentem py polarni thel 0

Dosazenim za dN pomoci (4.86) a naslednou integraci dostaneme velikost vek-
toru polarizace dielektrika

N [T N
P = /po cos dN = pOT (1+acosf)cosfsinfdb = Pod (4.88)
0
Po dosazeni za ¢ mame
N E Np}
p=_R0R2 _ P p_ g (4.89)

3 kT 3kpT

kde a = % je polarizovatelnost prostiedi (orientacni polarizace).

Polarizovatelnost prostfedi vznika v dtsledku ruznych mechanismut polari-
zace. Dva z nich, jez zptisobuji elektronovou polarizaci, souviseji s dipélovymi
momenty vzniklymi v disledku posunu elektront a jader (posuvné polarizace).
Tieti mechanismus, orienta¢ni polarizace, je vyvolan natacenim stalych dipd-
lovych momenti ve sméru vnéjsiho pole a posledni (uspotadévaci) objemova
nebo povrchova polarizace vznikd v diisledku nahromadéni migrac¢nich nosi¢a
naboje.

Polarizovatelnost je skaldrni veli¢inou pouze v izotropnim prostiedi; v ani-
zotropnich prostiedich je tenzorem.

Ptisobenim elektrického pole o lokélni intenzité E v misté molekuly dochazi
k dalsimu posunu naboji. Pole vné polarni molekuly lze s dostate¢nou pres-
nosti pokladat za pole dipdlu umisténého ve stfedu molekuly. Celkovy dipdlovy
moment polarni molekuly bude tedy

Pe = Po + 11 = po + aEy,
kde pj je dipdlovy moment vznikajici v dusledku ptisobeni lokalniho pole El, D0
je dipdélovy moment polarni molekuly a « jeji polarizovatelnost.
Bude-li v jednotce objemu N molekul a dipélovy moment a polarizovatelnost

i-té molekuly oznacime p; a «;, potom vektor elektrické polarizace (dipdlovy
moment jednotky objemu) lze vyjadfit nésledovné

N
P= Z (ﬁi + Oéiﬁl)
i=1
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Tim je urcen vztah mezi strukturnimi parametry (pz, «;), intenzitou lokalniho
pole v dielektriku E a makroskopickou veli¢inou P.

Teorie dielektrik se zabyva vztahy mezi strukturnimi parametry (polarizo-
vatelnosti o a dip6lovym momentem py) a materidlovymi parametry (suscep-
tibilitou x a permitivitou €) a vztahy mezi lokdlnim polem a makroskopickou
intenzitou pole.

Jako priklad zavislosti e(w) na kmito¢tu vypocitame e, vzduchu, jez pred-
stavuje smés molekul plyni (dusiku, kysliku, atd.) a vodnich par. Zanedbame-li
srazkovée procesy, je mozno urcit dipélovy moment jednotky objemu za pred-
pokladu, Ze pole v prostifedi se rovna poli viny. Vyjdeme z rovnice o pohybu
elektront (v molekule), které jsou ovliviiovany vnéj$im polem, pFi¢em?z mole-
kula predstavuje linedrni harmonicky oscildtor, jehoz kmitocet se rovnd kmi-
toctu elektronti wy. Zanedbame-li srazkové procesy (v = 0), budeme mit vychozi
rovnici

d2_’

may + mwiF = eEy(F,t) (4.90)

Po integraci dostaneme

= Nie? Nopi \ =
P= B, 4.91
=0 (mao (wE — w?) + 3kpTeo (4.91)

kde prvni ¢len ve vztahu (4.91) pfedstavuje pfispévek molekul vzduchu a druhy
prispévek vodni pdry.
Jelikoz

— —

D :Eoﬁ+ﬁ:€0E+€0XE:Eo(l—l—X)E:EE,
bude

Nie? Nop} wy Nop?
e 1= - 4.92
X=¢ meo (wg — w?) + 3kpTey  wi —w? + 3kpTeg ( )

V odvozenem vyrazu pro dipdlovy moment pfipadajici na jednotku objemu pii
wg > w? mizeme zanedbat zavislost P na kmitoctu dopadajici elektromag-
netické vlny. Vlastni kmitocet molekul plynt (z nichz se skladd vzduch) lezi
v oblasti wg > 15 GHz (A = 2cm), coZ znamend, Ze se disperze nebude pod-
statnéji projevovat ani tehdy, dopada-li elektromagneticka vlna o vinové délce
A = 3cm. Jind situace je v oblasti velmi kratkych vin. V milimetrovém, infra-
cerveném a optickém pasmu existuji oblasti rezonancni absorpce. Proto je nutno
pfi ndvrhu kmitoéti pro spojovaci (komunikaéni) acely dbat, aby v troposfére
byly nalezeny ,pruzracné“ oblasti, tj. oblasti, u nichz se vlastni kmitocty lis7
od kmitoc¢tti dopadajicich elektromagnetickych vin.
V fidkém plazmatu (ptipad ionosféry) byva efektivni srazkovy kmitocet

v~ 10° = 104,

takze vlny o kmitoétu f > 10% Hz spliiuji podminku w > v. V tomto piipadé
lze zanedbat imaginarni ¢ast dielektrické permitivity, odkud dostavame vyraz

w2

e=1—-2=n2 (4.93)

w2
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Disperzni vztah pro uvazované prostiedi s pouzitim vztahu (4.93) ziské tvar

2 2 2 w? w
k* = w*ue = wporeoer = l 1-— w—g , pro =1 (4.94)
nebo
w? = w? + k*c® (4.95)
wQA
w
0 k2

Obrézek 4.5: Grafické znazornéni disperzniho vztahu pro fidké plazma (pfipad
ionosféry)

Ze vztahu (4.93) vyplyva, ze pro w > wy, bude index lomu redlny, takze
se viny budou v uvazovaném prostredi sifit volné. Kriticky pfipad nastava pro
w = wp a tedy n = 0. Pro w < w, bude index lomu ryze imagindrni, coz
znamend, ze pfi w < w, bude dochazet k odrazu elektromagnetickych vin od
plazmatického prostfedi. Kmitocet, jenz se rovna plazmovému kmitoctu pii
maximalni koncentraci, se nazyva kritickym kmitoctem wi,

2
9 € Nmax
Wkr =

me€o 7

kde Npax predstavuje maximalni koncentraci elektronii. Index lomu n(w) muze
vSak nabyvat ryze imagindrnich hodnot pouze tam, kde je absorpce energie
mald. V pripadé tonosférického plazmatu jsou tyto podminky splnény pro Siroké
spektrum kmitoct.

Uvazujme zvlastni piipad prostfedi, kde index lomu n?(w) bude nulovy, &ili

n*(w) =& =0
Potom

D = ¢E=0, H =0 divHE = 0

- 4.96
divD = 0, rooH = 0 ( )

a odpovidajici pole je popsano jedinou rovnici

rotE=0 =— E-= + grad ¢,

coz odpovida pripadu existence podéingch & plazmatickych vin.

Jestlize nebude respektovana prostorova disperze, proces bude mit kmitavy,
ale nikoli vlnovy charakter (k = 0). Pfi respektovani prostorové disperze bude
vSak kmitocet funkci vinového cisla, takze skupinova rychlost g—‘l‘; bude nenulovd.



4.4. ELEKTROMAGNETICKE POLE V POLARIZOVANEM PROSTREDI91

Jestlize se elektron pohybuje v plazmatu stredni tepelnou rychlosti

kT
U= = 4.97
b=y 2 (4.97)
urazi béhem doby 7 vzdalenost
2n kT
l=7170=—]|— 4.98
e\ e (4.98)

kde kg je Boltzmannova konstanta.

Prostorovou disperzi muzeme zanedbat, jestlize charakteristicky rozmér pro-
stiedi bude mens? nez vinovd délka dopadajiciho zafeni. Tato podminka bude
splnéna pro

I <A
odkud dostavame vztah pro w
2
2m kgT N
w M
2r kT -
T W < w nebo w > kv (499)

Jestlize v daném prostiedi definujeme fdzovou rychlost jako

w

’Uf:E,

(coz je priblizeni pro k = kj, k, — vlnové ¢islo v plazmatickém prostiedi)

dostavame ze vztahu (4.99)
T
Yoy 2D (4.100)

7 toho plyne, Ze zanedbani prostorové disperze v plazmatu je ekvivalentni ne-
respektovani tepelného pohybu Castic (proto se uvedené pfiblizeni nazyva pri-
blizeni ,studeného“ plazmatu).

V pripadé absorpce vin v plazmatu v disledku srdZek elektronii s moleku-
lami a ionty lze rozliSovat dvé moznosti

1. absorpce vln pii prichodu plazmatickou vrstvou, w > w,
2. absorpce vln pfi odrazu od plazmatické vrstvy, w = w,
V prvnim piipadé dostaneme ze vztahu (4.73)

2 2 (v
~ wp -wp(w)
Ek=1——5—"— 2, 2

w* + v w* + v

=& +ie" (4.101)

Srovnanim redlné ¢asti ¢’ a imagindrni ¢asti €” ve vyrazu pro 1? < w? w > w,

dostavame
!

. tgd = i—, <1 (4.102)
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Index absorpce vypocteme ze vztahu (pu, = 1)
g w2 . w? 2
ke = C—Zursr(1+ztg5) = 6—2(n+zna) , (4.103)

odkud

n? — k2 = ¢, 2nkg = e tgd (4.104)

Resenim této soustavy rovnic dostdvame

n= [52 <\/1+tg25+1>r/2 Ko = B (\/1+tg25 1)]1/2 (4.105)

Pro malé tgd (tgd < 1) lze dale tyto vyrazy zjednodusit

Ve 1 1w
= tgd = —tgd=——L 4.106
o =75 180 =580 =5 8" (4.106)
Protoze w
k== (n+ikre) =k +ik", (4.107)
C
bude )
" w wpy
Y. 4.1
k LRa=g5 5 = h (4.108)

kde k" je koeficient absorpce, ktery uréuje ubyvdni amplitudy dopadajici elek-
tromagnetické vlny. Z toho plyne, Ze v ionosfére budou delsi viny vice absor-
bovany nez kratsi. Proto je i kmitoctové pasmo pro radiové spojeni omezeno
jak shora (kmitocet musi byt mensi nez kriticky, jinak se vlna od ionosféry
neodrazi), tak i zdola (disledek zvétseni absorpce s rustem vinové délky).

Ve druhém piipadé, pfedpokladéame-li odraz vlny od ionosférické vrstvy,
tedy predpoklad w = w, (pficemz nadale plati v? < w?), dostdvame

=0, tgd>1, a”ig (4.109)

a koeficient absorpce tedy bude

/
=Y ey = VOV 4.110
S\ 7t T ( )

Ze ziskaného vysledku plyne, zZe v oblasti kmitoctid, které se mohou odrdzZet
od ionosféry, se absorpce zvétsuje s rostoucim kmitoctem, i kdyz zavislost na
kmitoc¢tu je mnohem slabst.

Délka, kterou urazi vlna na tseku, kde dochazi k odrazu, je mnohem mensi
nez délky ostatnich tisekt drahy. Proto ma absorpce urcujici roli pfi prichodu
vln ionizovanou vrstvou v takovych vyskach od zemského povrchu, kde nedo-
chazi k odraztim.
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Zvlastnosti matematickych pravd je, Ze jsou zavazné pro vsechny,
ktefi souhlasi s opravnénosti nékterych pocatecnich predpokladii. To
pripomind pravidla hry v sachy. Ten, kdo vyslovi souhlas s témito
pravidly, je povinen souhlasit i se v8emi vysledky hry, at jiz budou
jakékoli — prijemné nebo neprijemné. Takto to bohuzel neni v jinych
védach, predevsim mimo oblast pfirodnich véd.

N.I. Kovancov

Historie lidského mysleni, v niz se ignoruje role matematiky, je
totéz, co inscenace ,,Hamleta“ provedena bez ucasti Hamleta nebo
pfinejmensim bez Ofélie.

A.N. Whitehead
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Kapitola 5

Elektromagnetické viny v
anizotropnich prostredich

Zvl1astnosti siteni elektromagnetickych vln v anizotropnich prostiedich jsou ur-
¢eny odpovidajicimi materidlovymi relacems, charakterizovanych strukturami
tenzori fi;5,€;;. V pripadé ¢asové harmonicky proménnych poli plati, Ze

Di(w, 77) = 5ij(w) Ej(w, 77), Bi(w,F) = uij(w) Hj(w, F), (5.1)

kde

€j = €o (513-1—/ Xij(T)eindT) (52)
0
fij = o (5ij+/0 /’wzj(T)ei”TdT) (5.3)

Anizotropie mize byt dana strukturou vlastniho prostfedi (pfipad krystald)
nebo mize vzniknout pod vlivem wnéjsich poli — elektrického nebo magnetic-
kého (plazma nebo ferit v magnetickém poli) nebo pusobenim pruzngch defor-
mact. Vlastnosti anizotropniho prostiedi zavisi na sméru. Anizotropni prostfedi
bude homogennt, jestlize ma stejné vlastnosti ve vSech bodech svého objemu.
Mize byt také izotropni vzhledem k jedném fyzikdlnim vlastnostem a anizot-
ropni vzhledem k jinym. Nejcastéjsim pripadem jsou elekiricky anizotropni pro-
stiedi (krystaly), kde elektrické vlastnosti latek jsou uréeny symetrickgm redl-
nym tenzorem permitivity a skaldrni permeabilitou, potom

Difw,?) = £y(@) By, ?,  B(w,?) = pw) Hw, M (5.4)

V pripadé magnetickych anizotropnich prostfedi je to obracené, tenzorem je
permeabilita i a skaldrem je permitivita ¢, tedy

D(w,7) = e(w) E(w,7), Bi(w, ) = pij(w) Hj(w,7), (5.5)

95
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5.1 Obecné vlastnosti Sifeni elektromagnetickych vin
v anizotropnich prostredich

Uvazujme nejdiive elektricky anizotropni prostfedi, pro néjz plati materiadlové
relace
D=¢-E, B=uH (5.6)
V piipadé Sifeni monochromatickych vin lze Mazwellovy rovnice napsat ve
tvaru . . .
VxH = —iwD V-D =0

. - % 5.7
VxFE = iwuH V-B =0 (5:7)

odkud po vylouceni H 7 prvni rovnice dostavame vlnovou rovnici pro anizot-
ropni prostiedi
VXxVXE—-w?uzg-E=0 (5.8)

Uvazujme pro jednoduchost sifeni elektromagnetickych vin v tzv. prizracngch
arﬁz’zotropm’ch prostredich!, coz znamené, Ze viechny veli¢iny pole budou timérné
eV tom pifpadé je mozno operator V nahradit odpovidajicim vinovym
vektorem E; tedy Mazwellovy rovnice budou mit tvar

kxH = —wD k-D =0 (5.9)
kxFE = wpH k-B =0
Po vylouceni H dostaneme vlnovou rovnici
k% (/%’xE) +wis-E =0, (5.10)

pomoci které muzeme urcit fazovou rychlost Sifeni elektromagnetickych vin
v anizotropnim prostiedi v zavislosti na k.

—

k

Obréazek 5.1: Vzajemna poloha vektoru E,ﬁ,ﬁ aEv pripadé anizotropniho
prostiedi, kde je tenzorem permitivita

Ze soustavy rovnic (5.9) vyplyva, ze vektory k, D a H jsou vzajemné kolmé
a zaroven E' | H. To znamenad, Ze vektory k, D a E lezi v téZe roviné, pricemz
vektory D a E nejsou kolinedrni, nebot

Di = Eij Ej

!Priizra¢nost prostfedi je uréena pomérem toku svételného zafeni prostiedim (ve formé pa-
ralelniho svazku beze zmény sméru jeho $ifeni) k toku zéfeni dopadajiciho do téhoz prostiedi.
Prostiedi je prizracné, je-li tento pomér rovny jedné. Zavisi na délce viny dopadajiciho zareni
a lisi se od propustnosti.
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Jelikoz D a H jsou kolmé na vlnovy vektor E, lezi tyto dva vektory v roviné
cela viny
k - 7 = konst.,

kdezto vektor E mnelezi v této roviné. Ze vztahu pro hustotu toku energie de-
finovanou Poyntingovym vektorem S = (E x H ) dostavame tedy, Ze se v ani-
zotropnim prostiedi tok energie nesiti ve sméru vektoru E, COZ znamena, ze se
budou lisit i sméry sireni fdzove a skupinové rychlosti.

Necht je nyni permeabilita fi tenzorem a permitivita € skaldarem (magneticky
anizotropni prostiedi), tedy

D=¢E, B=p-H (5.11)

jako rovnice (5.9)

~weE
= wB

TR
& T
svlwll

o

(5.12)

el iRl

X
X
V daném ptipadé to znamena, Ze

kLE, k1B ELB ELH,
¢ili vektory E a B budou lezet v rovme cela Vlny, kdezto vektor H nebude lezet
v této rovin€. Jinymi slovy, vektory k S BaH Jjsou koplanarnl a ortogonalni

vzhledem k vektoru E pricemz sméry vektori k a S jsou odlisné (tvori dvé
soustavy — k,E,B a S,H,E).

o]

Obrazek 5.2: Vzajemna poloha vektort E, E,E a Hv pripadé anizotropniho
prostiedi pro B=pu-H,D =¢cFE

—

Energie se bude Sifit ve sméru vektoru S a fdzovd rychlost mé smér k.
V disledku odlisnosti sméru fazové a skupinové rychlosti se v anizotropnich
prostfedich zavadi dalsi vektor ve sméru Poyntingova vektoru S , tzv. paprskovy
vektor §. Velikost nové zavedeného vektoru se definuje vztahem

§-k=1 nebo §-ii=1, (5.13)

kde 71 = %,n = |7i| je index lomu. Je zfejmé, ze vektory F a H budou kolmé
na vektor §, nebot S || 3, ¢ili

wy
T
I
o

F-E=0 (5.14)
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Abychom dostali obdobny tvar rovnic jako v ptipadé (5.9) pfi zavedeni vektoru
k staci, kdyz vynasobime Mazwellovy rotorové rovnice zleva vektorem s a jelikoz

Fk=1
dostévéme po vynésobeni
ix (FxH) = -w(sxD) (5.15)
ix (Ex E) = w(sxB) (5.16)

Po provedeni dvojnasobnych vektorovych soucint v (5.15) a (5.16) a s ohledem
na platnost (5.13) budeme mit

sxD = & s
SxD o=y SH =0 (5.17)
§x B — §-FE 0

Pro srovnani L ., oL
kxH = -wD k-D =0 (5.18)
kx E wB k-B = 0

Ze srovnani obou soustav (5.18) a (5.17) plyne dualita uvedenych rovnic. Sou-
stava s vektorem k prejde na soustavu s vektorem &, jestlize provedeme zdmény
H < wBaFE - wD.

Misto vektorové vlnové rovnice vyjadiené pomoci k lze ziskat obdobnou
rovnici vyjadfenou pomoci 7. Po dosazeni za k= 27 do rovnice (5.10)

EX(EXE)+w2u§‘E:0

dostaneme dal$i rovnici, kterd urcuje fazovou rychlost Sifeni v anizotropnim
prostiedi, tentokrat v zévislosti na 7

i x (i x B) +&-E=0 (5.19)

Vektorovou vlnovou rovnici (5.19) lze prepsat ve slozkovém tvaru pro kartézskou
soustavu
(n25ij — NNy — 5ij> E]' =0 (5.20)

Polozenim determinantu této soustavy rovnym nule

2 _
det ‘n 5ij — nmj — e’:‘ij =0 (5.21)
dostaneme disperzni relaci, ze které urcime zavislost

i = it(w) (5.22)

Obdobnou relaci pro s(w) lze ziskat z predchazejici soustavy (5.17), jestlize
vektor H vylou¢ime a pro FE dosadime vztah

Ei=¢e;' Dj (5.23)
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tedy
§xD = E §><H':—E
w Wi
Sx (5% D) = (vx )=
5 x (‘;XB)JFi%LD = 0 (5.24)

Analogicky s (5.19) dostaneme odpovidajici soustavu rovnic pro slozky

1
2 1 —

Polozime-1i determinant soustavy (5.25) rovnym nule, 1ze napsat hledanou dis-
perzni relaci ve tvaru

1 _
82(51']' — Sl‘Sj — TEHI

det o2 i

=0 (5.26)

Ze vztahu (5.25) lze urcit zavislost slozek vektoru § na kmitoc¢tu w
§=35w) (5.27)

pficemz

gi_jl = gi_jl(w) (5.28)
K tomu je vSak tfeba jesté znat odpovidajici fyzikalni vlastnosti uvazovaného
prostiedi.

5.2 Sifeni rovinnych vln v krystalickych prostiedich

Uvazujme piipad anizotropniho negyrotropniho krystalického prostiedi se sy-
metrickym tenzorem permitivity

€ij = 5¢j(w) (5.29)

Zanedbame-li ztraty (prostfedi necht je prizracné), budou vSechny slozky ten-
zoru € realné. Symetricky tenzor bude mit pouze Sest nezavislych slozek. V tom
ptipadé elektrickou energii nahromadénou v uvazovaném prostiedi lze vyjadrit
ve formé

1 /5 = 1
We=3 (E : D) = S Bjein By (5.30)
nebo po rozepsani

1
W, =~ (611E% +e20F2 + e33E3 +2693F2F3 + 2e13E1 F3 + 2512E1E2)

2
(5.31)
Vhodnym pootocenim soutadnych os lze vyloucit posledni tii ¢leny, takze pro
kartézskou soustavu lze dostat

1
We =3 (esaB2 + ey By + €22 E2) (5.32)
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kde z,y, z jsou nyni nové souradné osy, jez se nazyvaji hlavnimi dielektrickyms
osami?, které jsou shodné s hlavnimi osami tenzoru €;j, tedy

Dy = €42Ey, Dy=¢yE,, D,=c..E, (5.33)

Bude-li tedy souradna soustava shodné s hlavnimi osami tenzoru €;;, dostaneme
po vycisleni determinantu

=0 (5.34)

2
det ‘n (Sij — nmj — Eij

a po upravé nasledujici disperzni relaci (zndmou jako Fresnelova rovnice) pou-
zivanou v krystalooptice

2 2 2 2 2
n (5mnz + eyyny + szznz> - [nxsm (Eyy +€22) +

) , (5.35)
+nyeyy (Exz + €22) + 15622 (€xa + Eyy)} + €x2Eyy€zz = 0,

zde slozky diagonalniho tenzoru jsou funkcemi kmitoctu.

Necht se nyni v uvazovaném prostiredi $ifi monochromaticka vina o kmitoétu
w. V tom pripadé Fresnelova rovnice bude kvadratickou rovnici pro ¢tverec
indexu lomu n?. To znamen4, 7e kazdému danému sméru 7 = (n,, ny,n;) budou
odpovidat dvé rozdilné hodnoty vlnového ¢isla, které charakterizuji dvé viny,

jez se budou §itit rozdilnymi fazovymi rychlostmi.

Uvazujme zjednoduseny ptipad — sifeni ve sméru osy z. V tom ptipadé
k|| 2o, tedy
ky =ky =0 k,=k
Ny =ny =0 n,=mn (5.36)

a Fresnelova rovnice prejde na tvar

nt —n? (epp + Eyy) + Exatyy = 0 (5.37)
odkud
n% = €us n% = Eyy (5.38)

Z toho plyne, Ze kazdé normalni vlné budou odpovidat dvé hodnoty indexu
lomu, ¢ili ze viny se v téchto krystalickych prostfedich budou sifit rdznymi
fazovymi rychlostmi. Budou-li slozky tenzoru Ei_jl realné, bude i ¢initel polari-
zace redlny, a tudiz v anizotropnim reaktivnim prostfedi budou norméalni vlny
polarizovany linearné. Kazda vlna odlisné polarizace (nez je linedrni) se bude
v anizotropnim prostiedi Stépit na dvé linearné polarizované vlny, jejichz fazové
rychlosti budou v obecném ptipadé rizné. (V krystalech, na rozdil od izotrop-
niho prostiedi, neexistuji vlny s kruhovou nebo eliptickou polarizaci.)

Nyni ukézeme, ze u kazdé vlny je smér paprskového vektoru s shodny se
smérem skupinové rychlosti.

2V kazdém anizotropnim prostiedi existuji tii smery, ve kterych je vektor elektrické indukce
D rovnobézny s vektorem intenzity elektrického pole E. Tyto sméry se nazyvaji hlavnimi osami
tenzoru €.
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Necht je smér jedné z normaélnich vin uréen jednotkovym vektorem 7, ktery
zaroven necht udava polarizaci viny

E(F) = m B(7) (5.39)
Dosadime-li tento vztah do vlnové rovnice (5.10)
k x (Exﬁ)+w2ué'520,
budeme mit po provedeni dvojitého vektorového soucinu
Fox (Exom) +wipsm=Fk(EF-m) — (F-F)m+w?pe =0 (540)
Vynasobime-li tuto rovnici skalarné zleva vektorem —m, dostaneme rovnici
(F-F) — (F-m)" w2 =0, (5.41)

kde

Provedenim derivace podle k dostaneme

- - dé d
2k—2(k-m)m—(2wm-g—-m+w2um-£-m)d;;:o, (5.42)
odkud po vydéleni dvojkou ziskdme rovnici ve tvaru
- /o 1 dé d
k—(k:~m)ﬁi—<wum - m+2w2um-£-ﬂ>£:0 (5.43)

Jelikoz plati, ze
i — (Em)m: [mx (Exm)}

dostavame ze vztahu (5.43) nésledujici vyraz pro skupinovou rychlost:
dw m X (E X m)

Top = — = . (5.44)
T dk (wum~é~m+%w2mﬁ %m)

Protoze jsme zvolili Jednotkovy vektor m ve sméru E musi potom vektor (E X11)
byt rovnobézny s vektorem H jinak Teceno, sméry vektord m X (k: xm)as§
jsou shodné, tedy

— —

mx (Exm)|ExA=5  §|5 (5.45)

To znamena, zZe je v krystalu skupinovéa rychlost kazdé vilny orientovana podél
paprskového vektoru §. Ve skuteCnosti se nejednd o Sifeni rovinnych vln, ale
omezenych Vlnovych svazkll (nebo poruch omezenych v prostoru).

vvvvvv

prskového Vektoru, pricemz budeme predpokladat, ze jeho pfi¢né rozmeéry jsou
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mnohem vétsi nez délka vlny. V podobnych ptipadech je mozno omezeny svazek
pokladat za ,,téméF rovinnou vinu“, necht tedy

E = A7) D), (5.46)

kde ff(f’) je pomalu proménnd vektorova amplituda, pro niz plati
dA
dr

Necht je déle polarizace svazku shodné s polarizaci jedné z normaélnich vin
prostiedi, tedy

<k |4 (5.47)

A(F) = mA(7) (5.48)
Vyjdeme znovu z vlnové rovnice ve vektorovém tvaru
VXxVxE—wue-E=0 (5.49)
Dosazenim za E = A(7) e do prvniho ¢lenu rovnice (5.49) dostavame
VxVxE=VxVx(AeF) =V x [V xm (AckT)] (5.50)
Nyni nejdiive vypoc¢itdme hranatou zévorku na pravé strané (5.50). Potom
Vi (A7) = eFTV x i A+ AV X et =
= TV xm)A+iA(Fxm) et (5.51)

nebot

V x m ek (k:xm) ik

Aplikaci operatoru rotor na takto upravenou hranatou zévorku na pravé strané
(5.50) postupné ziskavame:

(V% ¥ i) (A7) = {V x [e®7(7 x ) A] } +
+z’{Vx[(kxm)AeW}}

= i ™[l (v x i) A] = F x (B x i) 4e™ +
+eFT(V XV x i) A+ie" TV x (Ex i) A (5.52)

Po dosazeni této tpravy do puvodni vinové rovnice (5.49) a po zanedbéni dru-

hych derivaci pomalu proménné amplitudy (zanedbéni clenu e[V x (V x 711) A]
iE-F)

dostaneme (jesté po dodate¢ném zkraceni e vlnovou rovnici ve tvaru

i[Bx (Vxm)| A+ [V x (Fxm)| A=
—{[Fx (Fxm)+wpe-m|fa=0 (553
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Posledni ¢len (5.53) se rovna nule, nebot je vlastné vlnovou rovnici pro A
(F o (B i) + wpg -] A =0 (5.54)

Zbyvajici dva ¢leny v (5.53) 1ze tedy upravit nésledovné: nejdiive vynasobime
skalarné oba Cleny jednotkovym vektorem 17

i [Bx (Vxom)| A4 [V x (Exm)|A=0 (5.55)

potom provedeme dalsi zjednoduseni tim, Ze levou stranu (5.55) pfepiSeme na
tvar

i [ x (Vxi)] Ao [V x (B xom)| A= =2 [ x (Exi)] - vA=0

tedy
[ x (B xm)| - vA =0 (5.56)

Jako vysledek jsme dostali upravenou ,zkracenou“ vlnovou rovnici, kterd po-
pisuje Sifeni vlnového svazku v anizotropnim prostfedi, avSak bez uvaZovani
difrakce (zanedbali jsme druhé derivace) a disipace energie (vektorova ampli-
tuda A je konstantni). S ohledem na odvozeni provedené pied rovnici (5.45)
plati, ze

5 x (K x )

Aplikaci tohoto faktu na diskusi (5.56) okamzité zjistujeme, Ze se vlnovy svazek

v anizotropnim prostfedi §ifi v prvnim pfiblizeni beze zmény amplitudy ve
sméru paprskového vektoru §.

5.2.1 Tenzor permitivity jednoosého prostredi

Uvazujme jako ptiklad jednoosé anizotropni prostiedi, pro néjz plati

—

D =&E L = M=0
1 _
Q = o P = ¢z

Oznacme slozky tenzoru permitivity v jednoosém prostiedi (jedna z hlavnich os
tenzoru ¢;; je shodnd s optickou osou a dvé zbyvajici jsou stejné), e,p = €y =
€l,€zz =€ @ zapiSme je v maticové formé

Exx 0 0 e, 0 0
g = 0 Eyy 0 = 0 . 0
0 0 Exz 0 0 6”

Prosttedi bude kladné jednoosé, jestlize
gl >e

a zdaporné jednoosé pro
) <€l
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Disperzni relaci pro jednoosé anizotropni prostfedi dostaneme z vlnové rovnice
vektorového tvaru

k x (E X E) = —w?uD (5.57)
Po provedeni dvojitého vektorového souc¢inu dostaneme
i (E E) — K2E = —w?uD (5.58)
Jelikoz
k-E=kE, +kyEy+ k. E. (5.59)
potom
k-D:k-é:-EZEJ_]{!Q;EI—I—&J_kyEy—‘r&”kZEz (5.60)

Protoze v jednoosém prostredi, jak bylo uvedeno, je vektor k kolmy na vektor
D (k L D), bude
k-D=0 (5.61)

ze vztahu (5.60) vyplyva, ze

__a
koFy + kyEy = —— kB, (5.62)
€1

Skalarni soucin (k - E) (5.59) lze potom psét ve tvaru

EoB) = g (1oL
i E)=k.E. kE, = (1 k.E. (5.63)
g1 g1
Po dosazeni do (5.58) dostaneme
- 5 _,
KPE+ K (1 - E”) k.E, = —w?uz - E, (5.64)
L

coz po uprave lze rozepsat na jednotlivé slozky néasledovné:

_ 12 _ & 2
k‘E, + k, 8 k.E, = —w‘ue E, (5.65)
1
_ 1.2 _ & _ 2
E*Ey, + ky, 5 kB, = —wue Fy (5.66)
1
_ 12 _ S 2
kK°E, +k, (1 kB, = —w e k. (5.67)
€L
nebo v maticovém tvaru
e , . -
k% + wue 0 (1 €L)kzggkz E, 0
0 —k% + wlue, (1 = ;')kzykz Ey | =10
. E, 0
i 0 0 —/{3: - k; - %/ﬁg + w2ue” ]
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PolozZenim determinantu soustavy rovnym nule dostaneme disperzni relaci pro
jednoosé anizotropni prostredi

k> = wlue, (5.69)
€
2 2 Il 7.2 2
ky + Ky + akz = wiug| (5.70)
Ze ziskanych vysledkt plyne, Ze v jednoosém anizotropnim prostiedi se budou
$irit dvé viny
1. ¥ddnd vina, jez ma obdobnou relaci jako vlna v izotropnim prostiedi, k? =
w?pe |, kde k neni funkci sméru $ifeni podél optické osy,

2. mimorddnd vina s disperzni relaci
B2 a2 g2 2
> T y+az—wu6”,

u niz velikost vektoru k bude zavisla na sméru Sifeni.

77

Vyskyt dvou charakteristickych vin Sificich se riznymi sméry odlisnymi rych-
lostmi (v,,v.) se nazyva dvojlomem.

Uvazujme vlnovy vektor k, jez svird s optickou osou (zde osou z) thel 6 dle
obr. 5.3.

Obréazek 5.3: Orientace vlnového vektoru v souradné soustaveé

Ve zvolené kartézské soustavé budou platit nasledujici vztahy mezi slozkami
vektoru k a thlem 6

/1.2 2
RrR _ ging k2 + k‘g = k%sin?6

|| - (5.71)
ke = cosf k2 = Kk2cos?6
|%| z
Po dosazeni do disperzni relace pro mimoiadnou vinu dostaneme
2 (2 29 Cll 2
k= (sin” 0 + cos™ 0 — | = wpug| (5.72)
€1

tedy
W, /TIE
g — Ve _ v (5.73)
\/sin20+%cos29 \/Sir129+w529

pey peL
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ny

NzavEL

4

VEL
ainwe Eanlle

(a) opticky kladny krystal (b) opticky zaporny krystal

Obrazek 5.4: Vlnoplochy v jednoosém krystalu

Odtud snadno dostaneme vztah pro fizovou rychlost mimoiadné a fadné viny

in? 0 20
v = %_ sin +cos (5.74)
e HeL
w 1
o = — == 5.75
v k 5 (5.75)

Pouze ve sméru optické osy se mohou obé vlny sifit stejnou fazovou rychlosti.
V ptipadé, kdy
E| —EL

degeneruji obé vlny ve vlnu jedinou, jez se 8ifi stejnou rychlosti jako ve sméru
optické osy.

5.3 Magnetoaktivni prostiedi

Prostiedi, jez ziskdva anizotropni vlastnosti vlivem stejnosmérného magnetic-
kého pole, se nazyva magnetoaktivni prostiedi. Tenzory permitivity nebo per-
meability popisujici vlastnosti téchto prostfedi jsou nesymetrické. V piipadé
magnetoaktivniho bezeztratového prostfedi budou tenzory e;; nebo p;; hermi-
tovské, tedy

* *
&ij = Eji Hij = i (5.76)
pricemz
ro_ /A " . r_ "o "
€ij = E4iv  Eij = TE5i5 Mg = Hyis iy = —Hyi
/
R

(redlné slozky e e
trické).

Zde rozlisujeme dva ptipady

;o S o "o .
pij jsou symetrické, imaginarni slozky €7, p;; jsou antisyme-

1. permitivita € je tenzor a permeabilita u skaldr — ptipad gyroelektrickych
prostiedi (plazma ve stejnosmérném magnetickém poli, atd.),

2. permeabilita u je tenzor a permitivita € je skaldr — piipad gyromagne-
tickych prostiedi (ferit ve stalém magnetickém poli a podobné).
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Odvodme nyni vztah pro permitivitu elektronového plazmatu v pfitomnosti
magnetického pole (gyroelektrické prostiedi). Nejdiive bude nutno ur¢it pohyb
elektronid, iontd a neutralnich molekul pod vlivem magnetického pole a promén-
nych vysokofrekvencnich poli pomoci kinetické rovnice pro jednotlivé druhy ¢és-
tic a rovnic elektromagnetického pole. Tato vychozi soustava rovnic je znacné
slozita. Vystacime-li s pfibliznym fesenim uvedené elektrodynamické tilohy, mii-
zeme se vyhnout nutnosti fesit zminénou slozitou soustavu rovnic.

Uvazujme nejdiive pripad, kdy je kmitocet vysokofrekvenéniho pole mno-
hem vétsi nez vlastni kmitocet iont v magnetickém poli (cyklotronovy iontovy
kmitocet)

_@Bo _ pHo

WS> wei = =g ) (5.77)
m; m;

kde wc; je cyklotronovy iontovy kmitocet, jenz odpovida vlastnimu kmitoc¢tu
otaceni iontd v magnetickém poli, ¢; ndboj iontt a m; je jejich hmotnost.

P1i urcovani polarizace prostredi lze v daném ptipadé pohyb iontt zanedbat
a uvazovat pouze pohyb elektronti. Bude-li jesté zaroven

w >V,

kde v je srazkovy kmitocet elektronti s ionty a molekulami, budou potom pte-
vladat posuvné proudy nad proudy vodivymi. Pod vlivem elektromagnetického
pole viny bude dochéazet k prostorovému rozdéleni ndbojt a ke vzniku silnych
elektrickych poli, které vyvolavaji kmity hustoty naboje o kmitoctu

w?l =" (5.78)

kde wﬁ je plazmovy kmitocet.
P1i feseni uvedené dynamické tlohy budeme jesté rozlisSovat pfipad nizko-
frekven¢niho pribliZzeni, pro néjz plati podminka

W <K Wi (5.79)
a pripad vysokofrekvenc¢niho ptiblizeni pro
W > Wei (5.80)

a) V piipadé nizkofrekvenéniho pfiblizeni (w < w¢i) je mozno povazovat
plazma za elektricky neutralni vodivy plyn, umistény v magnetickém poli.
Mechanicky pohyb plazmatu lze pak popsat jako pohyb vodivého kontinua
(tekutiny nebo plynu).

b) Bude-li w > wq; (vysokofrekvenéni pribliZeni) a je-li zdroven splnéna pod-
minka

w> v, (5.81)

je mozno posuvny proud pokladat za celkovy proud v prostiedi (vodivy
proud zanedbévame); potom plati

-~ - OP .
J=Jp= T —iwP = —gNv (5.82)
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Vsechny ¢asové proménné veli¢iny budeme pokladat za harmonicky proménné;
vyjdeme-li ze vztahu pro vektor elektrické indukce

D=¢yE+P

a dosadime-li za P ze vztahu (5.82)

- N
P=—-i~1g
w
dostaneme, Ze
~ ~ N
D= ey — i~y (5.83)
w
Zavedeme-li veli¢iny p a @
w? L mw
p=—3, U=1—oUuU (5.84)
q
a vyjadiime-li (i24%) nésledovné
.Ngq N¢? m ,wgmw R L
i—U=1i——¢g—wi=1i—5—— ol = gopil (5.85)
w w?ep Mg w? g
lze vztah (5.83) napsat ve tvaru
D = e (E - pi) (5.86)

Vektor 4 muzeme urcit pomoci pohybové rovnice ¢astice, ktera je pod vlivem
elektrického a magnetického pole

m% =mi=—q {E + o (6’ X ﬁv)} , (5.87)

Definujme dalsi vektor, pomoci indukce magnetického pole, tedy

- Wee BO

oy = Lee 20 Wee
w | Bo|’

Sl = 5.88
@al = 22, (5.88)

kde wee je cyklotronovy kmitocet elektront

(5.89)

wce =
e

Pomoci vektoru @ a parametru p je mozno prepsat levou stranu pohybové rov-
nice na tvar

m— = —iwim (5.90)

Na pravé strané (5.87) dosadime za ¥ ze vztahu (5.84) a vyjadiime By pomoci
(5.88), tedy

T=FE—i(ixdg) (5.91)
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S vyuzitim druhého vztahu v (5.84) pak dostavame pohybovou rovnici ve tvaru
vektorové rovnice pro u
U=F —i(dxdg) (5.92)

Uvazujme nyni pfipad magnetického pole orientovaného ve sméru osy z
Hy = Hy %
V tom ptipadé bude
w
O = (o,o, ) (5.93)
w

Vektorovou rovnici pro @ lze rozepsat v kartézské souradné soustavé a urcit
velikost jednotlivych slozek

upy = FEp—iwguy (5.94)
uy = Ey+iwgug (5.95)
u, = F, (5.96)
Po tpravé lze dostat
E, . B,
= — 5.97
U 1—w? ‘1z w3 wH (5.97)
E E
Uy = Zl—i%{wH_ 1_3)%{ (5.98)
w, = E. (5.99)

Po dosazeni do vztahu pro D (5.100)

—

D =« (E - pﬁ) (5.100)

a srovnanim podle jeho slozek v kartézské soustavé, dostavame

_ o
D, =eo(E, —pu,) = & (1—1 p2>Ex—|—szzEy]:

— Wiy 1—wy
= €0 (exalr + €ayEy) (5.101)
. pwH b
Dy =¢o(Ey —puy) = 80__21—w12qu+<1_1—w%{>Ey]:
= eo(—€ayEr +eyyEy) (5.102)
D,=e0(1—-p)E, = eoeE, (5.103)

Pomoci téchto vztaht 1ze prepsat tenzor permitivity v maticové formé

_ p ; _PWH
1 zl)u_;w?{ v l—w% 0 Exx Exy 0
Jp— _q H —
€ij = €0 zliw?{ 1 ey 0 = &g Exy Eyy O
0 O (1 - p) O 0 Ezz
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Jak je vidét, bude €;; hermitovskym tenzorem, nebot mezi jeho slozkami plati
vztah

gij(w) = &ji(w)

Je zajimavé, Ze tenzor e;; neni redlny, pfestoZze jsme neuvaZovali absorpci pro-
stiedi.

Nyni se podivame na nékteré charakteristické vlastnosti uvazovaného mag-
netoaktivniho prostfedi gyroelektrického typu.

Pouzitim ziskanych vysledkt lze zjistit typ polarizace Sitici se elektromag-
netické vlny. Sec¢tenim D, + iD,, a pouzitim [2x2] submatice z (5.104), tj.

D, _ Exx Exy E, (5 105)
D, —Exzy Eyy Ey |’
kde
Eyr = —Exy, Exx = Eyy
dostavame
Dy +iDy = (€4 F ieay) (Ey £1E,) (5.106)

JelikoZ kombinace €, F i€y je vzdy redlnou veli¢inou, plyne z toho, Ze vektory
D a E budou v pricné roviné rovnobézné a ze Sitici se viny budou mit kruhovou
(v obecném ptipadé eliptickou) polarizaci.

Dalsi charakteristickou vlastnosti magnetoaktivniho prostiedi je existence
rezonancnich jeva v pripadé, ze w — wee, kde w je kmitocet vysokofrekvenc-
niho (VF) elektromagnetického pole. Podivame-li se na odvozené vztahy pro
jednotlivé slozky permitivity, zjistime, ze by pro w — wee nékteré z nich rostly
nade vSechny meze, protoze jsme pii vypoctu tenzoru &;; nebrali v ttvahu disi-
pativni procesy, coz fyzikalné neni mozné.

Jak to bude vypadat pii respektovéani disipativnich procesu (definovanych
pomoci srdZek elektroni s ionty a neutralnimi molekulami)? Jelikoz je elektron
polem zaroven i urychlovan, bude se jeho polomér obéhu kolem siloC¢ary magne-
tického pole zvétsovat, a tim i prodluzovat jeho cesta plazmatickym prostiedim,
v dtsledku ¢ehoz vykona i véetsi pocet srazek. Vychozim vztahem bude pohybovd
rovnice, v niz jsou respektovany srdzkové procesy, tedy

ar B .
M+ my— = —q (E + 7 x B) (5.107)

Resenim (5.107) dostaneme (obdobné jako difve), Ze

2 .
wi(w + iv)
= = =1- P 5.108
B ™) (FEN LN (105
2
. WpWee

= — = 5.109
“oy yz = w(w + wee + i) (W — wee + i) ( )

2

W
€2 = 1— —2— (5.110)

w(1l +w)
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Je vidét, Ze tenzor permitivity je nyni komplexni, takze mizeme pouzit stejné
oznaceni jako v predchézejicich piipadech, tedy

ey
é:ij = 8;3- + 7,8;/] = &5 +1 f (5.111)
Pii respektovani pohybu iontti v poli vlny pii zanedbani ztrat (v disledku

srazek) budou mit slozky tenzoru permitivity dalsi ¢leny, které dostaneme z od-
povidajici rovnice

dﬁ d'l_f — = — - —
me g Fmig = —d (E—i—ve x By + @ xBO) (5.112)
tedy
2 2
w w2
Cl1
2 2

B W2 Wei

. pe ce . y C1
Egy = —Eyz = , 5.114
W e S e ) T e =) (5114

zde wei a wee jsou iontovy a elektronovy cyklotronovy kmitocet.

Bude-li w? > w? (VF pfiblizeni), dostaneme znovu piedchazejici vztah pro

piicné slozky tenzoru permitivity (w; = wf)e)

2
Exx = Eyy = €1 =1 “ (5.115)
or = Eyy =61 =1 — —5—— .
w? — wge
2
. Wplee
Exy = —Eyz =1 ——5H——5~ (5.116)
zy T w(w? - w)
V pripadé nizkofrekvencéniho priblizeni, tedy pro
w? < wd
prejde vztah (5.113) na tvar
2 2
w W
1 =1+ +-% (5.117)
Wee Wei
Dosazenim za ,
2 _ Ng 2 _  Ng
Ype T meso  Ypi T e
(5.118)
232 2B2
we = SRt W = A
dostaneme, Ze
1 0
er=14+— N(me+my) =1+ —, 5.119
1 E()B(Q) ( e z) EOB(% ( )

kde 0, = N(me + m;) je hustota prostiedi (pfipad jedenkrat ionizovangch
atomi).
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5.4 Rovinné viny v magnetoaktivnim prostiredi plazma-
tického typu

Uvazujme piipad Sifeni rovinné elektromagnetické viny v anizotropnim pro-
stiedi, jez vznikne vloZenim plazmatu do magnetického pole orientovaného ve
sméru osy z kartézské souradné soustavy. Necht vlnovy vektor k le#i v roviné
(y, 2), kde svird s osou z thel 6. To znamen4, Ze

ky = 0, ng = 0
ky = ksin®, ny = mnsinf (5.120)
k, = kcos#, n, = mncosb

Rovnice, jez popisuje $ifeni rovinné monochromatické vlny v anizotropnim

Obréazek 5.5: Vzajemnda orientace vinového vektoru a magnetického pole

prostiedi pri respektovani disperze ma tvar
Fx (Fx E) + vz, k) - E=0 (5.121)

Zavedenim indexu lomu 7 = £k a za predpokladu g = pg lze pouzit rovnici ve

c
w
tvaru

i x (7 x E) + & (w, k) - E=0 (5.122)

nebo ve slozkovém tvaru (po provedeni vektorového soucinu) pro slozky vek-
toru intenzity elektrického pole E (index r zde byl pro jednoduchost zapisu
vynechén)

(n2(5ij — niny; — é‘ij) Ej = O, (5.123)

kde
*

€ij = 531’

Predpokladejme nyni znalost slozek tenzoru permitivity zadaného nasledujicim
zpusobem (pfipad vysokofrekvenéniho pfiblizeni pro bezesrazkové plazma):

w2,
Exax = 8yy =& = 1-— m (5124)
2
. . WpeWce
Exy Eyg = 1K =1 (@ —wl) ( )
w2
€ =g =1-—-"L Exz = Ezp =0 (5.126)

w?’
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Potom je mozno soustavu rovnic (5.123) vyjadfit v explicitnim tvaru

(n2 — Em) E; —ikEy+ (€2 +ngnz.) E, = 0 (5.127)
iKEy + (n2 42 —21) By —nyn.B. = 0 (5.128)
(€es + nunz) By — nyn=By + (n2 — ) B. = 0 (5.129)

Po tpravé budeme mit (viz (5.120) a (5.126))

(n?—c1) Ba—inE, = 0 (5.130)
kB, + (n2 cos® 0 — EJ_) E, - n?sinfcosfE, = 0 (5.131)
—n?sinfcos0E, + (n?sin*0 — ) B. = 0 (5.132)

Polozenim determinantu soustavy (5.130)—(5.132) rovnym nule dostaneme pro
¢tverec indexu lomu n? kvadratickou rovnici, kterou lze zapsat ve tvaru

an* —bn*+c=0 (5.133)
zde
a = e,sin®0+ g cos® 0 (5.134)
b= (F —#?)sin?0+gper (1+cos?0) (5.135)
c = gt -#?) (5.136)

Reseni pro ¢tverec indexu lomu n?

bEtVb2—4

lze upravit na tvar (abychom zjistili, jak se vypoctena velikost indexu lomu lisi
od ptipadu n? = 1)

s 2a—2a+bx Vb —4dac (2a—0b)£Vb? —4ac
B 2a (2a — b) = Vb? — dac

n

odkud dostaneme 2 ( ) )
2 a — + C

n=1-— 5.138

2a — b+ Vb? — 4ac ( )

Po dosazeni za a,b,c,e, , ¢, k a pouzitim zavedenych bezrozmérnych veli¢in

‘ "@EM

. _ Wee
b= PR wWH =
w w

ziskdme vyraz pro index lomu fadné a mimoradné viny

2p(1—p)
2(1-p)— W%{ sin? 0 + \/wjlq sin @ +4w12q (1 —p)2 cos2 0

. (5.139)
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kde n, a n. jsou indexy lomu fadné a mimotradné vlny. Ze ziskaného vyrazu
plyne, Ze oba indexy lomu jak pro faddnou vinu n2, tak pro mimotadnou vlnu
n? jsou funkcemi thlu a Ze jedné hodnoté kmitoét odpovidaji dvé hodnoty

2
. . v w . . . v . ,
indexu lomu. Jelikoz p = —% a wy jsou funkcemi kmitoctu, bude magnetoaktivni
prostiedi prostfedim disperznim, kde rychlosti sifeni fadné a mimotradné viny
jsou urceny indexy lomu n, a n.. Ze znalosti soucinitele polarizace

je mozno urcit charakter polarizace elektromagnetické viny i v pripadé mag-
netoaktivniho prostiedi. Lze ukazat, ze polarizace jak fadné, tak i mimoiradné
viny je eliptickd (pfi¢em? sméry otéceni vektoru E t4dné a mimoradné viny
jsou opacné).

Uvazujme pripad

Pl wWe<Kw (wg<l),

coz znamend, ze je maly vliv magnetického pole. V tom pfipadé ze vztahu
(5.139) dostaneme

2 '1—%il—p(l:l:chosﬁ):1—p$pchosﬁ (5.140)

Ukazeme, 7e i kdyz je mald hodnota ¢lent (+pwpy cosf), presto mohou mit
zna¢ny vliv pri otadceni polariza¢ni roviny, urazi-li vina ve zmagnetovaném
plazmatu dostateéné velkou vzdalenost (Faradayiv jev?).

Necht linearné polarizovand vlna dopada na magnetoaktivni prostfedi s vek-
torem intenzity elektrického pole E rovnobéznym s osou x a o kmitoctu w > wy,
takze nae > 0. V dostatecné vzdalenosti [ od zdroje je mozno vyjadrit vf elek-
trické pole jako soucet poli dvou kruhové polarizovanych vin

Elx — %EO eikonol Ely — %EO eikonol
(5.141)
E2:1: — %EO eikonel E2y _ _ %EO eikonel
Zvolime-li n, a n. nasledovné
No + Ne No — Ne No + Ne No — Ne
= = - 5.142
No 9 + 9 , Ne B 9 ( )
lze potom vyjadiit £, a F, vztahy
E, = FEip+ Eay = Epcos (k;onognez) eikotegnel (5.143)
E, = Ei,+ Ey = —FEpsin <k0”";”ez) ko™l (5,144)

3 Faradayiv jev byl jeden z prvnich dikazii pfimé souvislosti mezi optickymi a elektromag-
netickymi jevy. V magnetooptice patii mezi zakladni jevy.
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kde E = E, + Ey je vysledna vlna v magnetoaktivnim prostredi. Soucinitel
polarizace bude

Eac o lle
P =— = —cotg (konnl> (5.145)

E, 2

Jelikoz
1 1
Ng—Ne=1—p— SPwH cos—(1—p+ SPwWH cos | = —pwp cosf (5.146)

bude tedy
l
P = —cotg {koz (—pwp cos 9)] = cotg a, (5.147)

kde .
o= §ko Ipwir cos 0 (5.148)

Ze vztahu (5.148) vyplyva, zZe stddeni polarizacni roviny zavisi na délce cesty,
kterou vlna urazi, na velikosti magnetickeho pole, na kmitoctu a na parametrech
plazmatu (hustoté).

5.5 Sifeni elektromagnetickych vin v gyromagnetic-
kych prostredich

Dalsim anizotropnim prostfedim je gyromagnetické prostiedi feromagnetickych
polovodica typu feritd. Pri analyze budeme predpokladat, stejné jako u gyro-
elektrickych prostfedi typu plazmatu, Ze je anizotropie vyvolana ptisobenim sté-
1ého (nebo pomalu proménného) magnetického pole. Pfi nulovém magnetickém
poli bude permeabilita ferita skalarni veli¢inou. Ferit se chova jako izotropni
prostiedi a tento predpoklad plati pouze priblizné, nebot ferity maji krysta-
lickou strukturu a je jim vlastni krystalografickd anizotropie. V disledku toho
nedochazi ke zméné tvaru tenzoru permeability, ale pouze ke zméné jeho slozek.

V dtsledku tc¢inné interakce feritti s vysokofrekvenénimi poli lze ziskat za-
jimavé, technicky uzitecné vlastnosti feritd, a proto maji ferity velky vyznam
v oblasti velmi kratkych vin.

Nyni odvodime slozky tenzoru permeability kvaziklasickou metodou. U vol-
nych elektronti plazmatu lze vybudit cyklotronovou rezonanci, jestlize vf pole
mé kmitocet odpovidajici elektronovému cyklotronovému kmitoctu. Vazané,
rychle se otacejici elektrony (jejich magnetické momenty) lze rovnéz dostat do
rezonanc¢niho stavu, bude-li pouzité vf magnetické pole kolmé k prilozenému
konstantnimu magnetickému poli. (Rychle rotujici elektron v pfitomnosti kon-
stantniho magnetického pole je mozno v mnoha smérech srovnavat s gyrosko-
pem a magnetické pole s gravitaénim polem.)

Necht tedy molekuly feritu maji magnetické momenty (spinové povahy),
které se vzajemné nekompenzuji. Potom bude mit kazda jednotka objemu pro-
stfedi nenulovy magneticky moment. Plisobi-li na feromagnetickou latku do-
statecné silné konstantni magnetické pole, bude precese téchto moment kolem
silokfivek prilozeného magnetického pole vést ke vzniku anizotropie. Tomuto
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precesnimu pohybu fikame vlastni precese magnetického momentu a jemu od-
povidajici kruhovy kmitocet se nazyva Larmorovym precesnim kmitoctem. U re-
alnych feromagnetik vykonava vektor magnetického momentu tlumeny precesni
pohyb. Plisobenim dodate¢ného pole — vysokofrekvenc¢ni slozky magnetického
pole s kmito¢tem blizkym vlastnimu Larmorovu kmito¢tu — je mozno udrzet
precesni pohyb jako netlumeny a pfidavnd magnetizace, kterd tim vznika, se
projevi ve slozkach vysledného makroskopického tenzoru permeability.

Rotujici elektron 1ze charakterizovat magnetickym dipdlovym momentem 17
a momentem hybnosti J_; mezi nimiz plati vztah

m = ~J, (5.149)

kde v = — ]%] je gyromagneticky pomér, jez je shodny s magnetomechanickym

pomérem (obecné vzato je to pomér mezi magnetickym momentem elementar-

nich ¢astic a momentem hybnosti); velikost v uréena klasickym zptusobem se

lisi od velikosti v urcéené zptisobem kvantové mechanickym o soucinitel 2.
Pohybové rovnice momentu hybnosti je ddna vztahem

— =T, (5.150)

kde T je torzni moment rotujiciho elektronu ve vnéjsim magnetickém poli, mezi
nimiz plati vztah
T=mxB (5.151)

Bude-li N elektront v jednotce objemu, bude magneticky moment M uréen
vztahem

M = N (5.152)
Odtud dostaneme, Ze
dm  dJ
—_— =y 5.153
a  at (5.153)
tedy
dm ,
d—T = yift x B (5.154)
nebo .
dM bl —

coz je tzv. Landau-Lifsicova nebo Blochova rovnice, kterou miZeme pomoci
Mot a Her napsat ve tvaru

dMy .
= o (Mef x Hef) : (5.156)
kde
My = Mo+ M (5.157)

Hy = Ho+H (5.158)
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Zde Mo, FIO jsou konstantni slozky magnetizace a intenzity magnetického pole
a M ,ﬁ jsou stfidavé slozky magnetizace a intenzity magnetického pole, jez
existuji v pritomnosti VF elektromagnetického pole.

Budeme-li predpokladat, ze

H < Hy, M < My, Hy=Hz, (5.159)

potom vychozi Landau-Lifsicovu rovnici 1ze psat nasledovné:

df = —7YHo [(Mo + M) X (ﬁo - ﬁ)] (5.160)

Jelikoy H < ﬁo, M < ]\ng bude s dostatecnou piesnosti platit, ze

—

% = —yuo [(M x Ho) + (H x 3y)] (5.161)
coz lze psat ve tvaru
df + o (M x Ho) = ypo (Mo x H) (5.162)

(zde jsme zanedbali veli¢iny druhého fadu). Ziskana rovnice (5.162) popisuje
vztah mezi stiidavou slozkou magnetizace (magnetické polarizace) a intenzitou
vysokofrekvenc¢niho pole H.

Pro jednoduchost budeme piedpokladat, ze vSechny veli¢iny, ¢asové pro-
ménné, se méni harmonicky; po rozepsani rovnice (5.162) (v kartézské soufadné
soustavé) budeme mit

—twMy + poyHo M, = poyMoH,

nebo
—iwMy + wr M,y = poyMoH,, (5.163)

zde wr, = ,u07|ﬁ0| Larmortv precesni kmitocet.
Pro dalsi slozky dostaneme obdobné
—twMy —wrM, = —poyMoH, (5.164)
—iwM, = 0 (5.165)

Vzajemnou polohu vektort Mo, M , Mef, ﬁg Ize znazornit v kartézské sou-
stavé dle obr. 5.6. Z rozepsanych slozkovych rovnic lze po tpraveé dostat velikost
jednotlivych slozek vektoru magnetizace M

My (2£)° My,
M, = 2w/ g ;-0 w g 5.166
' Ho1— (2£)27" Ho1— (22) " (5109)
My % My (22)°
M, = —i-2—w g 4+-0 ‘v’ g 5.167
! Ho1—(2£)* " Hol— ()" (5167

M. = 0 (5.168)
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ZA
M
g ]
o 0 S
=i ¥ Mef
Hy
/ '

Obrazek 5.6: Precese vektoru magnetizace M kolem intenzity magnetického
pole H

Jelikoz
M:Eﬁa EZMO(ﬁ+M):ﬂﬁ7 ﬁ:uO(I+E)7

Ize velikost jednotlivych slozek vektoru M pro kartézskou soustavu vyjadrit
nasledovné:

My = kgoHy + gy Hy + kio: H. (5.169)
M, = kyeHy+ kyyHy+ K5y H, (5.170)
M, = FupHp+ kyHy+ K. H, (5.171)

. B Kex Koy Kae H,
M=F-H=| Kya Kyy Fyz H, (5.172)
Rz Kzy Kzz H,

Srovnénim souciniteli u jednotlivych slozek H,, H,, H. se vztahem pro ji a B
dostavame

_ L My ()
Paw = Hyy = pL = po |1+ FO?%)Q (5.173)
. . My R
= _ =ik =g — Y 5.174
Hay Hyz = 1K = 10 Ho1— (%>2 ( )
Hzz = H|| = KOy  Hzz = Hzoe = Hyz = Hzy = 0 (5175)
a lze tedy psat

w1 ik 0
p=| —ik pr 0 (5.176)

00

Dospivame tedy k zavéru, Ze tenzor permeability ma analogicky tvar jako tenzor
permitivity plazmatu v magnetickém poli a ze ptlisobenim stiidavé slozky in-
tenzity VF magnetického pole se vybudi stiidava slozka magnetické polarizace.
Bude-li kmitocet vnéjsiho VF magnetického pole velmi blizky nebo totozny
s Larmorovym kmito¢tem, vznikne netlumeny precesni pohyb jako v pripadé
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oscilatoru netlumenych kmiti. Dojde k rezonanci a vybudi se maximalni mag-
neticka polarizace. Tento jev je znam jako feromagnetickd rezonance.

Ze ziskanych vysledkt (5.173) az (5.175) vyplyva, Ze tenzor permeability
gyromagnetického prostiedi typu polovodivych feromagnetik je hermitovsky

Ferit se tedy chovéa jako magnetoaktivni prostiedi. Vlny ve feritu budou mit kru-
hovou nebo eliptickou polarizaci a slozky tenzoru jsou funkcemi jak kmitoctu,
tak i magnetického pole H.

Zv1ast Siroké pouziti maji ferity v pdsmu cm a mm vln, kde se pouzivaji
jako stavebnicové prvky feritovych izolatort, rotatord a cirkulator nebo jako
ladici prvky pro dutinové rezonatory.

Budeme sledovat sifeni elektromagnetickych vin v anizotropnim prostiedi
feritového typu. Resenim piislusné vlnové rovnice dostaneme charakteristiky

zkoumaného pole. Zavedme reciproky tenzor permeability i~ nasledovné:
rot E = Wil - H
Odtud ) )
ﬁ = —" rOtE = 71/_1/_1 . I'OtE (5178)
Wil w

Slozky reciprokého tenzoru ji~! dostaneme pomoci pfedchézejicich vztahtt mezi
BaH
B=p-H (5.179)

Pomoci vztaht (5.173) az (5.175) muzeme (5.179) rozepsat po slozkach(v kar-
tézské souradné soustavé)

B, = piH,+ixH, (5.180)
B, = —ikH,+p H, (5.181)
B, = wH. (5.182)

Vyjadiime-li H,, H,, H. z téchto rovnic, dostavame

1

H, = — (B, —ixH,) (5.183)
28
1 , 1 1 .

H, = —(By+ikH;)=— |By+in— (B, —ixH,)| (5.184)
Hi ML s
1

H, = —~B; (5.185)
M

Po preskupeni ¢lent v rovnicich (5.183), (5.184), (5.185) podle H,, H, a H,
dostavame

1K M1 .r r
H, = B B, =—ik'B B 5.186
x 22 I+Mi_’l{2 Y 1k By + Kk By ( )
H, = r\B,+ix'B, (5.187)

H. = KB, (5.188)
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kde
K _ —
¥ = (5159
_ Hy 1 1
I e (o190
1 _ _

Ostatni slozky reciprokého tenzoru (u,}, puz), py .t 11z, ) se stejné jako v pred-
chézejicim pfipadé rovnaji nule.

Nyni odvodime vychozi vinovou rovnici. Budeme postupovat tak, ze vztah
(5.178), tj.

H= —i/j_l -rot E
w
vyuzijeme k dosazeni za H do Mazxwellovy rovnice
rot H = —iweE

Tak dostaneme 1
rot, (,/jl -rot E) = —inE
iw

nebo po upraveé
rot (/fl - rot E) = weE, (5.192)

coZ je hledana vlnova rovnice pro vypocet elektromagnetického pole v gyromag-
netickém prostiedi.

Vektorovou vlnovou rovnici (5.192) rozepiSeme na slozkové rovnice ve zvo-
lené souradné soustavé. V pripadé kartézské souradné soustavy dostaneme po
apravach slozkovou rovnici pro E,

ew?E, = rot, (ﬂ_l-rotE) (5.193)
0 (0E, OE 0 (0E, OE
o - () (15 1)
= il oy \ Or y s 0z \ Oy 0z
. 0 (0E, OE,
_ ’“az(az _ 81:) (5.194)

Vsechny ¢leny, jez obsahuji slozku F,, pfevedeme na levou stranu a pridame na
obé strany ¢len ﬁﬂ%; pro prostiedi bez naboju plati

divE =0
Odtud dostaneme, Ze
OE, OE, OE,

= — 1
ox * dy 0z (5.195)

Pro smisenou parcialni derivaci miizeme potom dostat vyjadieni

T

"l oz

o (0B, O0E,\  ,E,
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Obdobné vyrazy lze ziskat i pro ostatni smisené parcialni derivace slozek vektoru
E. Po dalsich upravach dosazovanim do (5.194) pomoci analogickych vyrazu
(5.196) i pro ostatni smiSené derivace dostaneme hledanou vlnovou rovnici pro
slozku E,

82
2 T r r _
[ew + KA+ (/@_ - K,”) azQ] E, =
Ty 0 r r 0
1K 87y + ("{L — I{H) &J Ez (5197)

O*E, N a
022 0z

= —iK"

Zcela analogickym postupem lze odvodit ostatni slozkové rovnice pro E, a F.
(stdle ponechavame odpovidajici slozky na levé strané vyjadfené jako funkce
ostatnich dvou slozek na strané pravé), tedy

82
5w2+mﬂA+<mi—nﬂ) ]Ey:

022
CRE, 0 .0 . D
= 1K 6;52 =+ @ |:—ZI€ % —+ (K/J_ — Iﬁ}”) ay:| EZ (5198)
0 (OFE oF
2 r g T y z
(au + KHA) E. =ik o <8x 3y ) (5.199)

Jako vysledek ziskdme tii slozkové rovnice pro vypocet intenzity elektrického
pole v anizotropnim prostfedi gyromagnetického typu. Kdybychom dale po-
stupné vyloudili pfi¢né slozky, a tim dostali rovnice pro slozky podélné, ukazalo
by se, ze obecné nemtze existovat takova vlna, u které by jedna ze slozek F,
nebo H, byla rovna nule, nebot obé by musely byt zdroven nulové, coZ neni
mozné. Z toho plyne, Ze v gyrotropnim prostiedi nemiize samostatné existovat
elektrickd nebo magneticka pfi¢né vlna .

Zavedenim novych proménnych (71 2 = E, +iE,), pomoci nichz lze vyjadrit
pricné slozky intenzity pole E (nebo H ), bychom po vylouceni bud E, nebo T 2
dostali stejny typ rovnic pro 712 a E,. Byly by to v obecném piipadé slozkové
parcidlni diferencidlni rovnice ¢tvrtého fadu (zatimco u izotropniho prostiedi
jsme méli parcialni diferencidlni rovnice pouze druhého fadu). Pouze v nékte-
rich zvlastnich pripadech, kdyz pole E (nebo H) bude zéviset harmonicky na
soufadnici z (véalcova nebo kartézska soufadnd soustava), se vychozi diferenci-
alni rovnice 4.7adu rozpadne na dvé diferencialni rovnice druhého fadu. V tom
pripadé bude vysledné pole dano superpozici poli dvou vin, jez se vSak budou
§ifit riznymi fazovymi rychlostmi. Vysledné pole bude tedy

E = El + EQ,
kde El, EQ jsou pole odpovidajicich dvou vln.
Uvazujme zvlastni pfipad priéné elektrickych vin (TE), jejichz elektricky
vektor E bude dan vztahem

E(z,y,z) = E(z,y) e, (5.200)

pficemz E, = 0.
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Po dosazeni do rovnic pro slozky £, a E, dostavame

0*E, LO?E, L 0°E,

2 r r 2. r
EW Ex + K/”AJ‘E‘Z‘ + I{” W — kaK/LEx — K 822 = —1lKR azz (5201)
0’E 0’E O0’E
2 by r Yy 2. r r Yy __ .1 x
EW Ey + ’%HAJ_Ey =+ KH W — k‘z"{‘:J_Ey — K W = 1K 822 (5202)
Predpokladejme dale, ze plati
divE =0 (5.203)
Jelikoz pro pole TE je E, = 0, plati vztah
0*E, O’E
AE, =" l
+ Ox? + Oy?
Pomoci (5.203), tj.
OE, OE, O*E, O*E
Ox + Oy Ox? Oxdy ( )
tak ziskdme rovnici
0’FE 0*E 0’E. 0’E. 0 (0F OF
A E, = =" =7 - y:(””—y> 5.205
+ 0x2 + Oy? oy2  0x0y Oy \ Oy Ox ( )

Nyni dokézeme, ze v piipadé pricné elektrické viny bude tato hodnota nulova.
Vzhledem k tomu, Ze u téchto vln je E, = 0, bude leva strana (5.199) rovna
nule, tj.

(sw? +KjA) E. =0 (5.206)

Rovnice (5.199) tak prejde na tvar
.0 (8Ey BEx> _o

"oz \ox oy

coz s ohledem na definici (5.200) mtze byt splnéno pouze pro

%_6Em_0
ox oy

Dosazenim do pravé strany (5.205) (analogickd rovnice plati i pro A E,) do-
stavame, ze

A E,=A E, =0
Z toho plyne, Ze v rovnicich (5.201), (5.202) odpadnou ¢leny A | E,, A | E,. Pro

77

pri¢né elektrickou vlnu $ifici se ve feritu tak obdrzime vychozi vztahy ve tvaru
2 r 1.2 - 11,2 _
(z-:w - /ﬂkz> E, —ik'k;E, =0 (5.207)

iKR2E, + (sw? — KLE2) By = 0 (5.208)

Polozenim determinantu soustavy rovnic (5.207) a (5.208) rovnym nule dosté-
vame bikvadratickou rovnici pro konstantu Sifeni k., tedy

()% = (57)?] K2 — 26 2 + €%t = 0, (5.209)
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odkud plyne, ze

2 2
s | EW 2  EW
kz1 - Wa kzz - m7 (5210)
nebot
p 2ew?KY & \/452w4 (liﬂ_)Q — 4e2wt [(51)2 - (Hr)ﬂ

21,2 9 [(’ii)Q . (nr)ﬂ
o 2ew? (K £ R)
=, [(/ﬂ);— ] (5.211)

Po dosazeni za x| a k" lze upravit vztahy pro k

2
21,2

Beva = w2 (1 % 1) = w00\ o 1t £ 1) (5.212)

Ze ziskanych vysledkt plyne, Ze se ve sméru osy z budou $itit dvé pricné elek-
trické vlny s rozdilnymi fazovymi rychlostmi

na tvar

vf = == . ) Ry = My 2
! kzy ver(te+kr) Ho 1—(=L)
5.213
w c Mo (wa)2 ( )
Vi = Ezq = e e —rir) | e = 14 Ho | (%)2

Dosazenim za k2, a k2, do rovnice (5.207) s vyuzitim (5.210) miZeme snadno

urcit soucinitel polarizace
Po= La = +i (5.214)
: E,
To znamena, ze elektromagnetickd vlna v gyromagnetickém prostredi bude kru-
hové polarizovand s levotocivou a pravotocivou polarizaci.

Linearné polarizovand vlna se tedy bude v podélné zmagnetovaném feritu
$tépit na dvé kruhové polarizované viny. Rychlosti Sifeni téchto vin budou riizné,
a proto se po probéhnuti urcité vzdalenosti polariza¢ni rovina stoc¢i o thel
umérny probéhlé draze (Faradayiv jev). Bez feritu je index lomu pro obé tyto
vlny stejny, a proto je mozno v libovolném bodé€ drahy znovu obé vlny slozit
a ziskat vlnu s nezménénou polarizaci. V latkovém prostiedi se silné se proje-
vujicim Faradayovym jevem je u kazdé vlny index lomu a ttlum zcela odlisny
(jedna z vIn je zna¢né tlumend), jelikoz oba ¢leny matice tenzoru permeability
Kk a ) zavisi na velikosti pole H.

Staceni polarizacni roviny vf pole (v oblasti mikrovln) je tedy uréeno smérem
prilozeného magnetického pole a je nezavislé na sméru sifeni, je-li paralelni nebo
antiparalelni s timto polem (tzv. nereciproky jev). Velikost stoceni je funkci
prilozeného magnetického pole.

Z uvedenych vysledku vyplyva, Ze se anizotropni vlastnosti prostiedi ferito-
vého typu mohou velmi efektivné vyuzit pii konstrukcei riznych zafizeni a prvki,
jez se pouzivaji v soustavach, kde je tfeba ovlivnit Sifeni elektromagnetickych
vin.
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Kapitola 6

Elektromagnetické viny v
nehomogennich prostredich

Popis sifeni ¢asové harmonicky proménnych elektromagnetickych vin v nehomo-
gennich prostfedich, kde rychlost a smer siteni jsou lokdlnimi charakteristikami
vlny (a jsou proto funkcemi souradnic), spo¢iva z matematického hlediska ve
vyteseni Helmholtzovy diferencialni rovnice tvaru

Au+ k2 (x,y,2)u =0, (6.1)

kde k je vlnové ¢islo a u hledana skalarni funkce.

V piipadé obecné zéavislosti k?(z,y, ) na soufadnicich neexistuje analytické
feseni této diferencialni rovnice. Cely problém se podstatné zjednodusi, jestlize
méame vytesit Helmholtzovu diferencidlni rovnici pro wvrstevnaté nehomogenni
prostiedi, v némz se k2 méni pouze v jednom sméru, tedy pro

k2 = k2(2) (6.2)

Prikladem obdobnych prostiedi jsou: zemska atmosféra, zemsky povrch, morska
voda, optickd vladkna, atd. I v takovychto prostfedich vSak zndme analyticka
feSeni Helmholtzovy rovnice pouze tehdy, jestlize se jednad o specidlni prubéh
funkce k2(z2).

V tlohéch, kde se setkdvame s pomalu proménnymi (i kdyz obecné libovol-
ngmi) zménami k2(z,y, z), mizeme ziskat pribliznd feSeni, kterd jsou znama
jako priblizeni geometricke optiky.

S pouzitim metod geometrické optiky se setkdvame pri studiu Sifeni elek-
tromagnetického vlnéni takovym prostiedim, jehoz signifikantni zmény (typicky
indezu lomu) se odehravaji na vzdalenostech, které jsou mnohem vétsi, nez je
pouzitd délka viny (naptiklad optického zaieni).

Predmétem geometrické optiky je zkouméani zdkont siteni velmi kratkych
vln, pfedevsim svételnych, na néz pohlizime jako na Sifeni paprsku. Je to vlastné
limitni pripad vinovée optiky, kdy predpokladame, ze

A—=0 k — o0,

a proto neuwvazujeme vinovy charakter zkoumanych procesti, tedy ani procesy
jako jsou difrakce a interference.

125
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K popisu pole budeme tedy pouzivat pojem svételného paprsku. Jestlize se
amplituda a smér sirent viny témér nezmeéni ve vzdalenostech, jez jsou fadoveé
srovnatelné s vinovou délkou A, muZzeme i v pripadé takovychto nehomogen-
nich prostiedi pouzit opét pojem winoploch, u nichz je fdze viny po celé plose
shodnd. V kazdém libovolné malém prostoru takovychto prostiedi 1ze mluvit
o sméru Sifeni kolmém k vlnoploSe, ¢imz vlastné zavadime pojem paprsku ja-
kozto krivky, jejiz tecna je v kazdém bodé shodna se smérem Siteni viny. To
znamena, ze znalost vlnoploch (konstantni faze) umozinuje bezprostiedné ziskat
paprsky jako trajektorie kolmé k vlnoplocham. Budou-li v dusledku zmeény in-
dexu lomu ménit vinoplochy svoji orientaci v prostoru, budou se adekvatnim
zpusobem zakrivovat i paprsky.

Nasledné ukézeme, Ze rovnice geometrické optiky lze odvodit bud z vinové
rovnice nebo pfimo z Mazwellovjch rovnic (s vyuzitim limitniho pfechodu).

6.1 Odvozeni rovnice eikonalu a rovnice prenosu

Z dosavadniho vykladu vime, Ze libovolna slozka vektoru elektrického nebo
magnetického pole v homogennim prostiedi spliuje Helmholtzovu rovnici. Do-
konce i v nehomogennich prostfedich je mozno pouzit vinovou rovnici, bude-li
zména indexu lomu prostiedi mald ve vzdalenosti srovnatelné s vinovou délkou
dopadajiciho zafeni.

Vlastni tloha spociva v nalezeni jistého priblizneho Teseni skaldrni vinové
rovnice popisujici Sifeni harmonickych vin v nehomogennich prostfedich, kde
permitivita e bude funkei polohy. Jestlize A — 0 (a tudiz k — o), bude dochazet
k degeneraci diferencidlni rovnice.

Na zakladé platnych vztaht mezi elektromagnetickou teorii a geometrickou
optikou (které fikaji, ze funkce u mize reprezentovat kteroukoliv slozku intenzit
pole E nebo H ) funkce u spliiuje skaldrni Helmholtzovu rovnici ve tvaru

Au+ k*u =0, (6.3)

kde k = % /epn = 27” a A je proménna vlnova délka v daném konkrétnim misté
nehomogennim prostiedi.

Piifeseni Helmholtzovy rovnice ve tvaru (6.3) vychéazeli Sommerfeld a Runge
z predpokladu, ze funkci u lze forméalné vyjadrit ve tvaru

u(z,y, z) = Az, y, 2) eFoS@w:2), (6.4)

kde kg = %L je vlnové &islo ve vakuu, A = A(F) je redlnd skaldrni funkce (am-
plitudovy faktor) a S = S(7) je rovnéz redlnd skaldrni funkce (fazovy faktor),
kterou H. Bruns nazval eikondlem.

Takto definovana funkce u je uréena amplitudovou funkci A a fazovou funkci
S. Zatimco se funkce v mize podél trajektorie ménit rychle (jelikoz k — oo pro
A — 0), lze pfedpokladat, ze v uréitych typech prostfedi mohou byt jak A, tak
i S pomalu proménnymi funkcemi soutfadnic.
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Vztah (6.4) popisuje vlnu, jez bude uniformni pro konstantni A(7) v roviné
¢ela viny uréeného vztahem!

S(7) = konst. (6.5)

U rovinné vlny je S linearni funkci soufadnic; v kartézské soustavé je mozno
vyjadrit S(7) ve formé

S(7) = mg - 7= max + myy + m.z, (6.6)

kde g je jednotkovy vektor kolmy na vlnoplochu (ur¢uje smér Sifeni), tedy
oS
grad S = — = konst.
or

Budou-li se tedy amplituda a smér Sifeni ménit dostate¢né pomalu (k pod-
statnéjsim zménam amplitudy a sméru sireni bude dochézet na vzdalenostech
L > )), znamena to, Ze cely prostor lze rozdélit na oblasti (o rozmérech | < L),
ve kterych je mozno vinu povazovat za rovinnou.

V tom pripadé bude moZno smér Sifeni viny v oblasti o rozméru [ charak-
terizovat pomoci sméru normély k vlnoplose, a proto bude postacujici sestrojit
misto vlnoploch svazek ¢ar kolmych k vinoplocham.

V izotropnich prostiedich se podél téchto car, které nazyvame paprsky, bude
$irit emergie, kdezto v anizotropnich prostiedich tomu tak nen?, nebot v obec-
ném piipadé neni norméla k vlnoplose shodna se smérem Sifeni (paprsku).

Pro jednoduchost uvazujme takové prosttedi, jehoz vlastnosti (charakterizo-
vané vlnovym ¢islem k) se budou mdlo ménit ve vzddlenostech radoveé umérnych
délce viny. V takovém pfipadé bude splnéna nerovnost

| grad k| < kok, (6.7)

!Opticka dréha je ddna soucinem indexu lomu prostiedi a geometrické (skutecné) drahy.
Opticka draha tedy reprezentuje drahu optického zafeni, kterou by toto zafeni urazilo ve
vakuu béhem stejné doby potfebné k ubéhnuti dané geometrické drahy. Optickou drahu [
v homogennim prostfedi o absolutnim indexu lomu n lze vyjadfit vztahem

|l = mns,

kde s je geometrickd draha vlnéni v uvazovaném prostfedi. V pfipadé nehomogenniho pro-
stfedi, jehoz index lomu se méni nespojité, potom

N
l:n151—|—n282+---=c<81—1—82—&—--->=c i7
Vf1 Uf2 — Vfj
j=1
kde ni,nz2,... jsou indexy lomu v jednotlivych malych oblastech prostfedi, si,s2,... jsou
geometrické drahy optického zareni v téchto oblastech a wvf1,vy2,... jsou fazové rychlosti

vinéni odpovidajici indexim ni,na, ...

Zaktiveni paprsku optického zareni v mehomogennim prostfedi vede k nékterym zajima-
vym jevium v zemské atmosféie, kdyz se optické zafeni nesiti zemskou atmosférou pfimocare
v dusledku zmény indexu lomu vzduchu s vyskou.

Je-li l(z,y,z) = ns optickd draha zafeni v uvaZovaném prostiedi o indexu lomu n =
n(z,y,2) a s = s(z,y,2) je geometrickd draha tohoto zafeni, je mozno funkci u psét ve
tvaru

ik ikoS
u=en =e
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kde ko je vlnové ¢islo ve vakuu (odpovidajici dané frekvenci w). Funkce A(7)
a S(7) se pak budou ménit podstatnéji az ve vzdalenosti L, pFicem?

L> A\
Toto lze vyjadrit pomoci nerovnosti
lgrad A| < koA (6.8)
lgrad S| < koS (6.9)

Pouzijeme-li zobecnény vyraz pro rovinné vlny v pfiblizeni geometrické optiky
ve tvaru (6.4), tj.

u(w,y, z) = Az, y, z) e*osow2),

potom po provedeni pfislusnych derivaci podle proménné x budeme mit

Ou 0A s o 205 ks
or Oz ¢ +ikod ox € N
= ikougi + uf)aa; (In A) (6.10)
d%u PA ipos o OADS g oS\*  9*S
@ = W e + 27/:1{30%% € — k:ou <ax> + ZkOU@ =
95\ ? 1928 0 o8|  9%A
1.2 el . e Y e Y koS
Fou (81’) + 2ikou [2 0x2 + oz (In 4) oz 922 ¢

(6.11)

Obdobné vztahy lze dostat po provedeni derivaci podle proménnych y a z. Po
dosazeni téchto vyrazti do vlnové rovnice dostaneme tuto rovnici ve tvaru

() () -5
0% I\ 9z dy 0z k}

+2ikou BAS + grad (In A) - grad S} +efoSAA = 0 (6.12)

+

Vydélme nyni celou rovnici ¢lenem —k3u a rozdélme ji na redlnou a imagi-
ndrni ¢ast. S uvazenim k2/k3 = n? miZeme tyto rovnice zapsat nasledujicim
zpusobem

AA

2 2
(gradS) —n — ]{87 =

0 (6.13)
%AS +grad (In A) - grad S =0 (6.14)

Prvni z téchto rovnic jesté dale zjednodusime. Dvojnasobnou aplikaci nerov-
nosti |grad A| < koA lze dostat nerovnost |AA| < k3 A, odkud |AA| /k3A < 1.
S ohledem na to, Ze hodnotu indexu lomu n mtzeme o¢ekavat na trovni jedno-
tek, musi byt na této trovni velikosti také zbyvajici ¢len v této rovnici (grad S )2.
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Z provedené analyzy vyplyva, ze ¢len AA/k3A je mozné vici témto dvéma F4-
dové jednotkovym clentim zanedbat a rovnice prepsat do tvaru

(grad §)* = n? (6.15)
1
grad (In A) - grad S + §AS =0 (6.16)

Rovnice (6.15) je eikondlovad diferencidlni rovnice. Jejim feSenim jsou ei-
konélové funkce S. Polozenim S = konst. ziskdme vinoplochy (vlnova cela)
v pribliZzeni geometrické optiky.

Druhé rovnice predstavuje smérovou derivaci In A ve sméru grad .S, kterou
mizeme (s uvazenim |grad S| = n) formélné piepsat do tvaru

n

1
grfs grad (In 4) + JAS =0 (6.17)

Smér grad S je kolmy k plose S = konst. a ziskana rovnice popisuje chovani In A
podél libovolné normdly (ortogonalni trajektorie) souboru ploch S = konst.

Ozna¢me parametricky zapis trajektorie paprsku jako 7(s), kde s je pa-
rametr. V takovémto pfipadé miizeme vyjadiit smérovou derivaci jako % =
g—’; - grad = (grad S/n) - grad. Upravovana rovnice pak pfejde na tvar

d 1
— (In A —AS = 1
nds(n )—1-2 S=0 (6.18)

Skutecénost, ze rovnice (6.15) je odvozena ze skalarni vinové rovnice, z niz
lze odvodit celou geometrickou optiku polozenim A — 0, vede k zavéru, ze
geometricka optika mtize byt odvozena z Mazwellovych rovnic. Ze amplituda A
postupuje podél paprski, je ve shodé s geometrickou optikou, i kdyz se A mize
v jinych smérech ménit zpusobem, jenZ neni timto odvozenim vysvétlen.

Predchézejici odvozeni lze provést i jinou metodou. Seskupenim podle moc-
niny ko a ponechanim

1ze vychozi rovnici (6.3) upravit rovnéz na tvar

k2 1
k2 (k;g — VS - VS) A+ ikyS (QVS VA + AVQS) +VZA=0 /1637 (6.19)

Po dpravé dostaneme

AA VS-VA AS 5 K2
2i — — |[(VS)"— = | =0 6.20
BA T Tha Tk l( ) kgl (6.20)
Prvni ¢len rovnice (6.20) ma velikost tmérnou ﬁ, druhy a tfeti ¢len je

ameérny ﬁ, kdezto posledni ¢len (v zavorce) nezavisi na ﬁ Zanedbame-li
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AA
K2 A
¢ast rovnice (6.20), dostaneme pro realnou ¢ast stejnou podminku

v rovnici (6.20) ¢len a polozime-li rovnou nule jak realnou, tak imaginarni

2 _ K

VS)? = L = n?(7) = — 6.21
(VS = =) = = (6.21)

kdezto pro imaginarni ¢ast lze nyni psat
AAS +2VS-VA =0, (6.22)

kde n(z,y, z) je index lomu nehomogenniho prostiedi.

O prvni rovnici (6.21) jsme se jiz zminili — uréuje fazi ¢i eikonél a nazyva
se rovnici eikondlu. Druhd rovnice (6.22) urcuje amplitudu a nazyva se rovnict
prenosu. Zde odvozené vztahy budou popisovat proces sifeni, jestlize

|AA] < ko (VS-VA) (6.23)
IAA] < ko (AAS) (6.24)

Rovnice eikonalu ndm umoznuje urc¢it fazovou funkci S(7) ze znalosti prostoro-
vého prubéhu indexu lomu n(7). Jelikoz roviny konstantni fize uréuji pribéh
vyzafovaného pole, bude rovnice eikonalu popisovat Sifeni viny v pribliZzeni ge-
ometrické optiky.

Pri praktickych aplikacich je zadouci urcit pribéh paprskd bezprostiedné
— bez sestrojeni fazovych ploch vyuzitim rovnice eikonalu?, jez je nehomogenni
diferencialni rovnici prvniho fddu druhého stupné

(32)2 + <g§>2 + (gf)z =n? (6.25)
Rovnice pfenosu
n grad 5 grad (In A) + %AS =0 (6.26)
nebo
AAS +2VS-VA =0, (6.27)

nefikd nic o gradientu A ve sméru kolmém na gradient S (protoZe jde o skalarni
souéin), coZ znamena, ze piipousti i diskontinuitu A v kolmgch smérech.
Podle zavedené definice
u = AetkoS

pro S = konst. jsou to vlnoplochy konstantni faze funkce u. Normély k témto
vlnoplochdm jsou urceny gradientem S a predstavuji tudiz sméry paprski.
V obecném ptipadé, kdy se n(7) méni v prostoru, budou i paprsky zakiiveny.
V opticky nehomogennich prostiedich je integrace eikondlové rovnice nejjed-
nodussi zpiisob jak urcit vlnoplochy a sméry paprskt. V opticky homogennim
prostiedi je
n = konst.

2 Eikondl (od feckého slova eikon — zobrazeni) je funkce, jez uréuje optickou délku mezi
dvéma libovolnymi body, z nichz jeden patii predmétovému prostoru a druhy obrazovému
prostoru.
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a v tom piipadé dostavame nejjednodussi feseni s jedinym singularnim bodem
ve tvaru sférické viny

—

S=mnr, r=\/x2+y%2+22 gradS= nl (6.28)
r

Nejjednodussi feseni s jedinou singularni piimkou odpovida cylindrické viné

—

S=np, o=\/22+y% gradS= ng (6.29)

V obou téchto pripadech, a plati to zcela obecné pro homogenni prostiedi, jsou
paprsky pfimkami.

6.2 Odvozeni rovnice eikonalu z Maxwellovych rov-
nic
Rovnici eikonalu lze ziskat bezprostfedné z Mazwellovych rovnic
VxE=iwpH  V xH=—iweE (6.30)

Budeme hledat feSeni ve tvaru

_ . _ 1 =

E = ¢S (EO + Bt ) (6.31)
0

. A . 1 -

H etkos (Hg + kal +.. ) (6.32)
0

Dosazenim predpokladanych feseni do pravych stran Mazwellovijch rovnic, po-
lozenim koeficientd 1/kg pii odpovidajicich mocnindch rovnym nule a pouzitim
vektorovych identit (s uvazovanim jen nultého ¢lenu rozvoje) dostavame

VxH = (VxH+ikVS x Hy) ¢ (6.33)
Vi = (V-Hy+ikHy-VS)e*oS (6.34)

Srovnanim realnych a imaginarnich ¢asti po dosazeni za E' a H do Mazwellovych
rovnic budeme mit

(V x Ho+ikoVS x Hy) eo% = —iwe Eye'*os (6.35)
odkud
koVS x Hy = —weEj (6.36)
HyxVS = —% Fy=/DLcEy (6.37)
Wy/Hogo Ko
nebo
VS x Hy=—,/=2 e, Ey (6.38)
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Obdobnym zpisobem

(V x Epy 4 ikogV.S x EO) ekoS = jwpHyeod (6.39)
koVS x By = w,uﬁo (6.40)
VS x By = w\;"% Hy = %‘: 11 Ho (6.41)
7 divergenc¢nich Mazwellovych rovnic dostaneme
V- (Eye™) =0, V- (Hye*¥) =0 (6.42)
odsud
(Eo : vs) —0, (ﬁo : vs) =0, (6.43)

coz zase potvrzuje, zZe vektory Eo a Ho jsou navzajem kolmé.
Vylou¢enim bud Ej nebo Hy z rotorovych rovnic ziskame

[VSX (VSXEO,/%-lﬂ |22 e By =0 (6.44)
Ho  Hr Ko

VS (VS Ey) — By (VS) +expiefio = 0 (6.45)

odkud plyne

V dusledku platnosti (6.43) budeme mit
(VS)? = erpiy = n? (6.46)

Zavedenim jednotkového vektoru

- VS VS - ~
l= — S =1|VS|=1l\/exfir, 6.47
RE - = VS=11vs| =1/ (6.47)
nebot
VS| = \/erlr = n,
a dosazenim do rovnic (6.41) a (6.38)
) Ko 5 7 €0
VS xEy)=,/—mHy, (VSxHy)=—,/—c¢E 6.48
( % 0) €0 pr 0 ( 8 0) Ho o ( )
s ohledem na (6.47)
VS| = et =n, VS=nl (6.49)

dostavame
(fx EO) - \/Eﬁo (6.50)
(I'x Hy) = —\/jﬁo (6.51)

Ziskané rovnice jsou analogické rovnicim pro rovinné vlny, kde roli konstant-
niho vektoru ko /|ko| hraje vektor [, jehoz smér zavisi na souradnicich bodu. To
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znamena, ze priblizeni geometrické optiky je opravnéné v téch pripadech, kdy
zavislost mezi Ey, Hy a V.S v kazdém bodé prostoru je stejnd jako u rovinné
viny. Vektory Ey a Hg lezi v roviné cela viny

S = konst.

a vektor VS urcuje smér sifeni viny, pficemz vztah mezi vektory Ey a Hy je
uréen rovnicemi (6.38) a (6.41).

V priblizeni geometrické optiky dostavame feseni ve tvaru lokalné rovinnych
homogennich vin.

6.3 Odvozeni rovnice paprsku z rovnice eikonalu

Pribéh svételnych paprski je mozno dostat bezprostiedné (i bez sestrojeni fa-
zového Cela viny pomoci rovnice eikondlu) nasledujicim zptsobem:

Definujme s jako wvzddlenost mérenou podél svételného paprsku, jehoz tra-
jektorie je vyjadiena parametricky vektorem 7(s) a zavedme jednotkovy vektor

dr
So = — 6.52
%0 ds ( )

Podle této definice je jednotkovy vektor sy tecny ke svételnému paprsku a je
tedy kolmy k fazovym ¢elim (vlnoplochdm). Vlnoplochy jsou uréeny vztahem

koS(z,y, z) = konst. (6.53)

S prihlédnutim ke skuteénosti, ze ko je konstantni veli¢ina (vztazend k vakuu),
1ze touto konstantou predchozi rovnici vydélit, ¢imz dostaneme rovnici definujici
vlnoplochy pfimo pomoci funkce eikonalu S

S(x,y,z) = konst’. (6.54)
Z této rovnice pak vyplyva, ze rovnéz vektor V.S je kolmy k vinoplocham:
VS =7, 7| 50 (6.55)

Je tedy ziejmé, ze vektory 5y a ¥ musi byt rovnobézné. Velikost vektoru v, ktery
nent jednotkovy (ale je bezrozmérny), dostaneme z rovnice eikondlu

(VS)? =n?, VS| =n=|7] (6.56)
tedy
0] =n (6.57)
odkud dostavame . .
Go= = =2 (6.58)
Tl T n ‘
nebo
L dr L
VS=0=n8=n— 7 =ns§) (6.59)
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Chceme-li zjistit rychlost zmény libovolné funkce f(s) na zméné skalarniho pa-
rametru s, provedeme derivaci tzv. sloZené funkce = f(7(s)). Vysledkem této
operace je skaldrni soucin jednotkového vektoru §p s gradientem funkce f(s).
Jedna se vlastné o primét gradientu funkce f(s) (coz je vektor mifici ve sméru
nejrychlejsi zmény prislusné funkce) do sméru, ve kterém mifi tecna k trajekto-
rii (tzv. derivace ve sméru). Forméalné mizeme tento proces vyjadrit ve tvaru

i_dr
ds ds

dz; 0
V= =5V 6.60
Z ds Oz; ( )

Provedeme nyni operaci gradientu (V) na obou stranach rovnice eikonalu
(VS)? = n? (6.61)
2VS -V (VS) = 2nVn (6.62)

Zde si je tfeba uvédomit, ze soucin VV je tenzorem. Po vykraceni dvojkou
v (6.62) dostaneme rovnici do tvaru

VS -V (VS)=nVn (6.63)

Dosazenim za prvni V.S na levé strané této rovnice s vyuzitim vztahu V.S = n ST

dostaneme nasledujici relaci

a7
n .V (VS) =nVn (6.64)
ds
a po zkraceni n
dr
—- S) = 6.65
Y (VS)=Vn (6.65)
S vyuzitim (6.60), odkud
dr’ d
= 6.66
ds V= ds ( )
muzeme levou stranu rovnice upravit do tvaru
d(VS) Vi (6.67)
ds ’
Dosadime-li sem znovu za VS = n d , dostavame vyslednou rovnici paprsku
ve tvaru d 47
7

7 toho lze usoudit, Ze rovnice paprsku a rovnice eikondlu jsou dvéma alterna-
tivnimi zpusoby popisu geometrické optiky.

Rovnice paprsku je vhodnéjsi pii urcovani trajektorii svételnych paprskt ve
slabé nehomogennim prostiedi ve srovnani s rovnici eikondlu. Piesto je velmi
tézké ziskat presné feseni. Z tohoto divodu se v praktickych aplikacich pouziva
pribliznd rovnice paprsku. Jde o pripady, kdy se v optickych tlohach uvazuji

pouze svételné paprsky Sitici se rovnobézné s optickou osou systému. Pro op-
tickou osu ve sméru z lze s dostatecnou presnosti polozit

ds = dz
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Tim dostavame parazidlni pribliZeni — misto rovnice paprskt budeme mit rov-
nice paraxialnich paprski, tedy

d dr

vvvvv

paprskt v optickych vlnovodech s parabolickym pribéhem indexu lomu, jak
uvidime pozdéji.

6.4 Jiny zpusob odvozeni rovnice paprsku

Znéme-li trajektorii paprsku, potom eikondl lze dostat z rovnice

ds
o= (6.70)

ve formé kiivkového integralu podél trajektorie paprsku, tedy

S= [ n[r(s)] ds (6.71)
Mo
kde My je bod na plose S = S,,.
Trajektorie 7(s) budou paprsky ortogonalni k plochdm S = konst.

Rovnici paprsku, tj. .

% (n 32) =Vn (6.72)
1ze rovnéz dostat z varia¢niho Fermatova principu, podle kterého integrél (6.71)
podél trajektorie paprsku musi mit minimalni hodnotu (princip nejkratsi op-
tické dréhy).

Fermativ princip se co do formy podoba Hamiltonovu principu s tim rozdi-
lem, ze Hamiltonuv princip je zaloZen na minimalizaci funkce v ¢ase a Fermatuv
na minimalizaci funkce v prostorovych souradnicich. To znamend, Ze prechod
od klasické mechaniky ke geometrické optice lze provést zaménou casu prosto-
rovymi souradnicemi

Py
/Pln(a:,y,z)ds:min<—>fl:v jz:c/jzds:min, (6.73)
kde P;, P jsou pevné bodu v prostoru.

Svételny paprsek musi dorazit z bodu P; do P» za minimalni dobu, tj. musi
,hajit® trajektorii, po které se dostane z bodu P; do P, po miniméalni optické
draze.

Matematicka teorie geometrické optiky dostala svou definitivni formulaci
v pracich W. R. Hamiltona, ve kterych se autor pokusil vybudovat deduktivni
matematickou teorii o optice, kam zahrnul i prostfedi s dvojlomem a disperzi.

Hamiltonovou zakladni myslenkou bylo zavedeni charakteristické funkce,
ktera vyjadiuje optickou délku paprsku (jenz spojuje bod predmétového pro-
storu s bodem obrazového prostoru) jako funkci polohy téchto dvou bodi. Par-
cialni derivace této funkce pak udava smeér svételného paprsku.
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Vyjdeme z varia¢ni tlohy typu

Py
/ n(x,y, z) ds = min (6.74)
P,

Zavedeme novou integracni proménnou a upravime vyraz pro délku oblouku

ds = \/dx2—|—dy2+dz2 =dzy\/1+ 2+ y?, (6.75)

godr o dy
dz’ dz
V predchézejicim integralu (6.74) lze nyni zavést Lagrangeovu funkei L

L(m7 y7 xlvy/VZ) = n(x7 y? Z) \/ 1 +xl2 +y,2 (6'76)

a po dosazeni za ds ze vztahu (6.74) dostaneme
P L / /
Ly y2) 7 n Y2 dz = min, (6.77)
P 1+ .1',2 + y/2

P>
L(z,y,2",y,2) dz = min (6.78)
Py

kde

tedy

Soufadnice z se voli ve sméru jedné z os optické soustavy a oznacujeme ji jako
optickou osu.

Reseni zminéné tlohy je znamo z varia¢niho poétu. P¥islusné Eulerovy rov-
nice jsou

d dL dL d dL dL
dzda’ dz ’ dzdy’ dy (6.79)
Nejdrive uréime
dL na’ dL ny'

=—— ., o= (6.80)

do’ 1+ 22 +y2 dy’ 1+ 2?2+ y?

dL on

— 1 12 2 81
e e V14+22 4y (6.81)
dL on
= = 14224 y2 6.82
i 9y + 24y (6.82)

Po provedeni derivaci dostdvame

d na’ \/7871 dL
S ) = 1azeg2t 2SR 6.83
dz( 1—|—x’2+y’2> IRty Or dx (6.83)
d ny' \/7871 L
St} = 1422 6.84
iz (x/l%—z“3+g/2> T gy Ty (684
ds = /1 + 22 + y? dz = __ds (6.85)
1+22+y?
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Nyni provedeme néasledujici ipravu: nejdiive dosazujeme za x’ = 3—?, tedy
d 1 dx \/7 on
R — — ] =4/1 2 42 — 6.86
dz /1 + 22 + 32 (ndz) tatry ox ( )

Vyraz /1 + 22 + 32 miiZzeme vytknout pfed zavorku, protoze se derivuje podle
dz, a vykratit na obou stranach rovnice (6.86), dosadime za

dzy\/1+ 2% + y'?2 = ds,

potom
d dx m) B m@n
ds(nds 1+a”+y? ) =\/1+2"+y o (6.87)
tedy
d dzx on
< (n ds) - (6.88)
a obdobné q q 5
yy_on
< (n ds) -5 (6.89)

Jako vysledek jsme tak dostali dvé slozkové rovnice paprsku, tvarem zcela
shodné s prvnimi dvéma slozkovymi rovnicemi jiz dfive (a jinym zptusobem)
odvozené rovnice (6.68).

7 Fermatova principu zaroven vyplyva, ze k urceni trajektorie paprsku po-
staél pouze dvé rovnice. Tteti slozkova rovnice (pro slozku z-ovou) je zavisla
a lze ji dostat z rovnic pro z-ovou a y-ovou slozku. Pfedtim, nez provedeme
dtikaz, budeme predpokladat, Ze rovnice pro z-ovou slozku mé obdobny tvar

jako (6.88) a (6.89), tedy
d dz on
ds (n ds) - 0z (6.90)

Nyni vyjadiime /1 + 2/2 + y2 pomoci 22 a y? , tedy

ds 1
Vita?24y?2= "= — 6.91
a2y = — (6.91)

—i2—y
kde d d
. X . Y
= — == 6.92
t= 0= g (6.92)
potom
d dz d
—(nZ) = —(ny/1—-22—92) =
ds (nd5> ds (n v y)
dn T + Yy

= Do T 6.93
A Vi e

Po piedvedeni na spole¢ného jmenovatele budeme mit

a4 <ndz> Il Gkl 92_) — ”_(M +99) (6.94)
ds \' ds 1— @2 — g2
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Nejdiive provedeme derivaci levé strany rovnice (6.88) podle % a po derivaci
vynasobime soucinitelem x

d?z  ,dn  On

nebo 5
... .On  5dn
=r— —I°— 6.95
ndt =k o — i o (6.95)
obdobné 5
=gt g2l 6.96
=95, = g (6.96)
Po dosazeni do (6.94) vztaht (6.95) a (6.96) dostaneme
d [ dz\ B (@242 _niitgh) EodsEr-i5
—(n)=* = = ——,  (6.97)
ds \' ds V1—i2 — g2 /T— 32 — g2
nebot 5 5 1
Ly L O Londn /.9 .9
n(EE ) =5 05T (% + %)
Jelikoz
dn _ onds  onds  ondy _
ds  Odzds Oxds Oyds
on on on
= 4l g2t 6.98
Z@z+$6ac+y8y’ (6.98)
po dosazeni do (6.97) s vyuzitim (6.91) dostavame
d(ﬂ@)_zgg+:&g’;+y§;‘—dsg§—y§;‘_&m (6.99)
ds \''ds) dz 0z d '
a tedy
d dz on
— — | == 6.100
ds <n ds) 0z ( )
Tuto z-ovou slozku vektorové rovnice
% (n i) = gradn (6.101)

jsme ziskali za predpokladu, ze treti slozkova rovnice je zavisld na ostatnich
dvou. To znamena, Ze pro popis trajektorie paprsku stac¢i pouze dvé slozkové

rovnice:
d dx on
ds (”d) = o (6.102)
d dy on
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6.5 Analogie mezi geometrickou optikou a mechani-
kou hmotného bodu

Lze ukazat, ze z tvaru rovnice eikonalu vyplyva dilezita analogie mezi geome-
trickou optikou a mechanikou hmotného bodu.
Pohyb hmotné ¢astice je urcen Hamilton-Jacobiho rovnici

2
(85 —eAi> +m?? =0,

S e
i+ - A =P, 104
0, c +p—i—c (6.104)

8:::1-
kde S je ucinkova funkce, A; je slozka vektorového potencialu.
Mezi uc¢inkovou funkci, impulsem a Hamiltonovou funkci plati znamé relace
oS oS
p= —, H=—— 6.105
P=or ot (6.105)
Vyjadfime-li pole znovu pomoci funkce u (pfedstavujici libovolnou ze slozek E
nebo H) mizeme v pfipadé monochromatické viny psét

u = g ez(k’-r—wt-ﬁ-a) = up ez(kiwi+a)

= ug e, (6.106)

kde S, je eikonalova funkce.

Kdyby vina nebyla rovinna, a pfesto by bylo mozno pouzit piiblizeni geome-
trické optiky, pak amplituda ug by byla obecné funkci souradnic a ¢asu, kdezto
vztahu (6.106).

V ptipadé, ze uvazujeme malé ¢asové a prostorové intervaly, je mozno eikonal
S. rozlozit v fadu a uvazovat pouze ¢leny prvniho radu, tedy

oS 0S5,
Se=80e +7 ==+t 6.107
e TR T o (6.107)
Porovnejme tento rozvoj s vyrazem pro funkci u
u = ug ez(E Ffwt+a)
Ze srovnani dostaneme, ze
- 08, 0S.
k= = grad S, =— 1
57 = &ra S, w 5t (6.108)
nebo oy
k=VS.,  ki=—°, 6.109
\ o7, (6.109)

pricemz v libovolné malém prostorovém tseku a v malych ¢asovych intervalech
bude mozno povazovat vlnu za rovinnou.

Vratme se k Hamilton-Jacobiho rovnici (6.104) a porovnejme ji s rovnici
eikonélu; ze srovnani vyplyvaji nasledujici analogie:

geometrickd optika
0S5, 0S5,

w =

b= o

(6.110)
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mechanika hmotného bodu

os 05

P= 5 =35 (6.111)

To znamené, ze vlnovy vektor v geometrické optice hraje roli impulsu ¢astice
v mechanice hmotného bodu a kmitocet w hraje roli Hamiltonovy funkce H, tj.
energie ¢astice. Vztahu

k=2
c
odpovida analogicky
w
p=- (6.112)

V geometrické optice plati princip obdobny principu nejmensiho Géinku v me-
chanice, i kdyZ ho nelze zapsat v Hamiltonovské formé

6/Ldt _ o, (6.113)

nebot pro paprsky neni mozno zavést funkci analogickou s Lagrangeovou funkci
pro castice.
Mezi Lagrangeovou funkci L pro ¢astici a Hamiltonovou funkci H plati vztah
_ _OH

Pouzijeme-li uvedenou analogii mezi H a w, p' a l;, potom by mél platit vztah

L=i%_, (6.115)
Ok

Jelikoz w = ck, musi byt L = 0. Toto vSak neni Zadnym piekvapenim, nebot
jak bylo feceno, sifeni paprsku je sifenim c¢astice s nulovou klidovou hmotnosti.

Jestlize predpokladame, Ze energie castice je konstantni, 1ze princip nejmen-
$tho uc¢inku pro ¢astici zapsat ve formé Maupertiusova principu, tedy

65 =6 (pdl =0 (6.116)

Zde se integrace provadi podél trajektorie Castice mezi dvéma urcitymi polo-
hami (pfedpoklada se, ze impuls je vyjadfen jako funkce energie a diferencialu
soufadnice ¢astice).

Analogii Maupertiusova principu v geometrické optice je Fermatiuv princip.
Na zakladé korespondence

=~ _ s P o— 95
p or - or
poF = 8S kor = 98, (6.117)
_ _os _ 95
H = —% wo= T

I1ze psat
55625/1%'@:0 (6.118)
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A jelikoz

=
I

Bl

kdl =

olE o€

bude

5/dl =0,

coz je vztah pro piimocaré sifeni paprsku.

6.6 Pouziti rovnice prenosu

141

(6.119)

(6.120)

(6.121)

Ukézeme zde, Ze z rovnice prenosu lze ur¢it zménu intenzity ¢tverce amplitudy
paprskii. Vyjdeme ze vztahu (6.22), ktery vynésobime veli¢inou A (mé vyznam

amplitudy)
AAS +2VSVA =0 / A,

takZze budeme mit
A2AS +2AVSVA =0

Jelikoz
2AVA = VA?
AS = V.V,
potom
A’V . VS +VA2. VS =0
nebo

V- (42vS) =0
Protoze VS lze vyjadrtit jako
VS =nl,
nebot
f= Y5 _VS
VS| n’

dostavame po dosazeni do (6.124)
% (A2nf> =0

Po provedeni integraci (6.126) pfes objem V'

/Vv- (A%nl) av =0

(6.122)

(6.123)

(6.124)

(6.125)

(6.126)

(6.127)

Nejdfive uvazujme rovinu konstantni faze S; = konst. a zvolme na ni malou

plochu doj vymezenou svazkem paprskii, na niz plati

A=A
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Obrazek 6.1: K aplikaci rovnice pfenosu

Necht zvolené paprsky vymezi v priisec¢iku s dalsi plochou konstantni faze Sy =
konst. jistou plosku dos. Vztah

/V div (Aan ) AV =0

lze podle Gaussovy véty prepsat na tvar

/ div (A%nl) dV = }{ n A2 dS, = 0, (6.129)
v s,

kde S, je plocha plasté valce a 17 jednotkovy vektor normaly k povrchu uzaviené
trubice (plast véetné zakladen).

Nyni provedeme divergenci

(6.128)

div (4%nl) =0
v objemu uzavieném uvniti paprskové trubice. Na bocni sténé plati
[-m=0,
kdezto na zékladnach valce doy,dos je
I _

m -1 leva zakladna (6.130)
I 1 prava zakladna (6.131)

Uvniti paprskové trubice bude
n1 A3 doy = ng A3 doy = nA? do = A2, (6.132)

kde A, je konstanta, do bézny fez paprskovou trubici, nA? veli¢ina Gmérna
hustoté toku energie a nA? do veli¢ina tmérna energii prenasené podél trubice.

Zména do podél paprsku se ur¢i pomoci paprskové rovnice a intenzita po-
moci odvozeného vztahu (6.132), tedy

A2 n dO'
2 k 2 'l 1
A?= b = AT (6.133)

Reseni rovnic

d
Vn, A2 = A2 "; dzl (6.134)
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pfi libovolné zavislosti n na vSech tfech soufadnicich 1ze dostat jen numeric-
kymi metodami. Pouze v nékterych jednoduchych piipadech je mozno ziskat
analytické Teseni téchto rovnic.

Uvazujme jako piiklad homogenni prostiedi. Z paprskové rovnice

d d7v - dr

&l
[V2)

pro n = konst., tedy pro Vn = 0, lze dostat
7=as+b, (6.135)

kde 6,5 jsou konstantni vektory. Vztah (6.135) je rovnici piimky, jez smétuje
podél vektoru @ a prochazi koncovym bodem vektoru b. Z toho plyne, ze v ho-
mogennim prostredi jsou paprsky primkami.

Obrazek 6.2: K vypoctu intenzity zareni

Ze vztahu (6.133) lze vypocitat intenzitu dopadajiciho zafeni. Zvolme na
plose uvazovaného svazku paprskid element do, ktery méa dva poloméry kiivosti
na pfimce MN v bodech O; a Oy (viz obr.6.2). Necht jsou oblouky ab a cd
elementy dvou hlavnich kruznic, jez prochazeji bodem O. Délka oblouku ab
a cd je umérné polomértim

Ry = 0,0 Ry = 020
a plocha ¢asti vinoplochy je timérnd soucinu R; Ro, tedy
do ~ R1 Ry

potom

C

AP ——
RiRy’

(6.136)

kde C je konstanta.

Vztah (6.136) urcuje intenzitu podél paprsku jako funkci vzdalenosti od ur-
¢itych bodu (stfedu kfivosti vinoploch) na pfimce. V pfipadé stejnych poloméru
kiivosti bude C

s
coz odpovidé pribéhu poklesu intenzity u kulové viny. Pole viny s uvedenym
typem intenzity lze vyjadrit pomoci funkce u ve tvaru

A? (6.137)

u=—¢ (6.138)
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Obrazek 6.3: K pojmu kaustiky

V takovémto piipadé je svazek paprskt bud vyzafovan bodovym zdrojem, nebo
konverguje do bodu. V daném usporadani jsou vlnoplochy koncentrickymi ku-
lovymi plochami.

Ze vztahu (6.136) plyne, ze pfi Ry = 0 a Ry = 0, coZ jsou stiedy kfivosti
vlnovych povrchil, roste intenzita nade vSechny meze (A2 — o). Rozsifenim
této tivahy na vsechny paprsky svazku lze zjistit, Ze intenzita vlny roste k oo
na dvou povrsich, jez jsou geometrickymi misty vSech stfedt kiivosti vinoploch.
Tyto povrchy nazyvame kaustikami®.

Podle diferencidlni geometrie a ve shodé s vlastnostmi geometrického mista
stfedu krivosti svazku ploch se paprsky, jez jsou kolmé k vlnoplocham, dotykaji
kaustik. Proto je mozno urcit kaustiky rovnéz jako geometrické obalky svazku
paprski (viz obr. 6.3).

Pokud je plocha kaustiky obalkou svazku paprskti, potom paprsky nepro-
nikaji za kaustiku a podle priblizeni geometrické optiky je pole za kaustikou
rovno nule.

Abychom urcili pole na kaustice a v oblasti stinu, je nutno pouzit presné
feSeni vlnové rovnice pro nehomogenni prostiedi.

6.7 Pouziti geometrické optiky ve vrstevnatém ne-
homogennim prostiedi

Pri rozboru pouziti zdkonti geometrické optiky na Sifeni elektromagnetickych

viln v nehomogennich vrstevnatych prostfedich dostaneme rovnice trajektorie
paprsku ve sféricko-vrstevnatém nebo plosné vrstevnatém prostiedi.

Sifeni v zemské atmosfére

Ve sféricky vrstevnatém prostiedi zavisi index lomu pouze na vzdélenosti R

n = n(R)

30bélka paprskil svazku, jez se lame, se nazjva kaustikou nebo fokalnim povrchem a jeho
prisecikem s libovolnou plochou, prochazejici timto svazkem, je kausticka kiivka. V pripadé
sférické aberace je kaustika symetricka vzhledem k optické ose soustavy a u homocentrickych
svazku prechazi kaustika v bod.
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Uvazujme zménu vektoru {ﬁ n(R) x I } podél paprsku, tedy

d [én(R) X l_} dR . o d ;o=
- (ds x nz> + {R x o (nl)} (6.139)
Jestlize ~
dr _ 7
ds 7
potom prvni ¢len na pravé strané (6.139) je nulovy. Jelikoz
d -
druhy ¢len (6.139) je mozno pfepsat na tvar
L ood s -
Rx o (nl) = BEx Vn (6.140)
Pro n = n(R) dostaneme
dn R
Vn=—— 6.141
"TARER (6.141)

a proto bude i druhy ¢len na pravé strané (6.139) nulovy. Jako vysledek dosta-
vame

d r= - ., -

o [Rn(R) X l} =0, Rnx!l=konst., nRsinf = konst. (6.142)
S

To znamend, Ze paprsky jsou v tomto pfipadé rovinnymi ki¥ivkami, jez lezi

v rovinach prochazejicich poc¢atkem souradné soustavy a zaroven je pro kazdy

paprsek splnéna podminka

nRsin§ = konst., (6.143)

kde 0 je thel, ktery svird te¢na paprsku v daném bodé a polohovy vektor R
(obr.6.4). Vztah (6.143) predstavuje vlastné Snelltiv zdkon pro sféricky vrstev-
naté prostiedi.

Konstantu na pravé strané (6.143) je mozno urcit z okrajovych podminek.
Necht pro R = Ry bude

sinf = sinfp (6.144)
n=nyg = 1, (6.145)
potom
nRsinf = Rysinby (6.146)
sinf = 5—; sin 6 (6.147)

Rovnici trajektorie lze ziskat ze vztahu

_ RdQ  sind sin @ sin 0y

tgf = = = - ’
dR cos 6 1 —sin?6 ";712‘32 — sin? 6y
0

(6.148)
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Obrazek 6.4: Sféricky vrstevnaté prostiedi

kde 2 je stfedovy thel.
U plosné vrstevnatého prostiedi zavisi index lomu jen na jedné soutadnici
(napf. z), tedy
n=n(z)

V tom pfipadé rovnici trajektorie paprsku

d [ dR

je mozno zapsat ve tvaru

d 0
T (nsinf) = 6—2 =0,
tedy
n(z)sinf(z) = konst. = sin y, (6.149)

kde @ je thel, ktery svird paprsek s osou z v libovolném bodé trajektorie a I
je jednotkovy vektor. Pro z = 0 nechf je n = 1 a thel 6y. Rovnici trajektorie

Za

HV

Obrazek 6.5: Plosné vrstevnaté prostiedi

paprsku dostaneme potom ze vztahu (6.148) pro R = Ry

dx sin 0y
tgf = — = ——— 6.150
8 dz n2 — sin® @ ( )

Z rovnic (6.148) a (6.150) je vidét, ze tihel sklonu paprsku k ose z se méni pfi
§ifeni vln ve vrstevnatém prostiedi a ze dochazi k zakriveni paprsku.

Rovnice (6.148) a (6.150) pouzijeme pro popis Sifeni radiovln (v pfiblizeni
geometrické optiky) v nehomogennim prostfedi, jehoZ index lomu se méni se
zménou vysky nad zemskym povrchem.
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Ozna¢me polomér Zemé Ry a necht z bude vyska nad povrchem Zemé
R=Ry+2z 60=6y pro z=0

Jelikoz nRsin§ = Ry sin #y, dostavame

n(z) (Ro + z)sinf = Ry sin by (6.151)
nebo
n(2) (1 n z) sin# = sin 6 (6.152)
Ry

Zavedeme-li index lomu podle vztahu

e = n(2) (1 + Z) : (6.153)
Ry

kde n, je index refrakce, potom Snelltiv zakon dostava obdobny tvar jako pro

plosné vrstevnaté prostiedi

ny sin @ = sin Oy (6.154)
Oznac¢me vzdalenost podél povrchu Zemé souradnici z, takze
T = R()Q

Potom je rovnice trajektorie paprsku (s pfesnosti az do ¢lenti fadu RLO) shodna

s rovnici trajektorie

d in ¢
tgh =0 — M0 (6.155)

R b
dz  /n2 —sin?6,

kde vsak misto pivodniho indexu lomu dosazujeme nyni n,, a tedy

d in 6 1
g 2B - (6.156)
dz n2 — sin? Oy 1+ 7

Z toho plyne, zZe pti Rio < 1 lze dlohu o sifeni paprski ve sféricky vrstevnatém
prostiedi redukovat na jednodussi ilohu o Sifeni paprskt v plosné vrstevnatém
prostiedi s indexem lomu n,.

Uvazujme prostiedi (napiiklad troposféra), v némz index lomu s vyskou
monoténné stoupd (z hodnot n < 1 k hodnoté n = 1) a plati tedy nerovnost
Vn > 0. Ve vySce z, nad dokonale odrazivou rovinnou vrstvou paralelni se
zemskym povrchem? je umistén zdroj, jenz vysila svazek paprski pod thlem 6
ve sméru stoupajiciho indexu lomu (viz obr. 6.6).

Pro 6y < § paprsek stoupd ve sméru zvétsujiciho se indexu lomu. Jmenovatel
ve vztahu (6.155) se zvétsuje s vyskou, takze tg 6 klesa, paprsek se ohybé a blizi
k ose z. Pro 0y > 7 paprsek sméfuje k odrazivé ploSe a Sifeni se d€je ve sméru

klesajiciho indexu lomu. Proto jmenovatel ve (6.155) klesd, tg 6 roste a paprsek

4Zemsky povrch je zde uvazovan jako rovinna plocha, ale roli samotné odrazivé plochy
v naSem prikladu hrat nemuze, nebot od jistého absolutniho minima index lomu roste nejen
smérem vzhiru, ale i smérem k zemskému povrchu, kde (podobné jako ve vesmirném vakuu)
dosadhne hodnoty n = 1. Pokuste se to vysvétlit.



148 KAPITOLA 6. ELEKTROMAGNETICKE VLNY V NEHOMOGENNICH PROSTREDICH

oblast
4 stinu

3

Obréazek 6.6: Trajektorie paprsku v plosné vrstevnatém prostiedi

se vzdaluje od osy z. V zavislosti na velikosti §y mohou nastat rizné pripady. Od
paprskii, jez se odrazi k odrazivému povrchu a vraci se, az k meznimu pfipadu,
kdy na plose z = 0 je inflexni bod.

Zadny z paprski vyslanych pod tthlem 6 < ,, nedosdhne zemského povrchu,
pricemz se vSechny paprsky budou se ohybat ve sméru stoupajiciho indexu lomu.
Paprsek vysilany pod thlem 6,, je vyznacny tim, Ze tvofi hranici mezi oblasti,
kam mohou dopadat paprsky, a oblasti stinu, za niz dalsi paprsky vysilané
z bodu P pronikat nemohou.

Abychom urdili pole v priblizeni geometrické optiky v ploSné vrstevnatém
prostiedi, je nutno znat amplitudu a fazi v daném bodé prostoru, kam dopada
paprsek. To znamenad, Ze je tieba najit funkce S (E) a A(ﬁ), kde R je polohovy
vektor bodu, v némz mame urcit velikost pole.

V pripadé plosné vrstevnatého prostiedi, kdy uvazujeme zménu indexu lomu
pouze ve sméru osy z a Sifeni paprsku pouze v roviné (z,z), prejde rovnice
eikonalu na nejjednodussi mozny tvar

(35) i (gs) =n*(2) (6.157)

Budeme-li znat pribéh indexu lomu a pocatecni smér paprsku, mizeme po
integraci ziskat prabéh funkce S(z, z).
Zménu amplitudy podél trajektorie paprsku vypocteme z rovnice prenosu

AAS +2AAAS =0 (6.158)

Mame-li zadany okrajové podminky, dostaneme z rovnice eikonéalu funkci S (E)
a po integraci (6.158) dostaneme velikost amplitudy A. Zname-li amplitudu

a fazi, mizeme vztah pro pole vlny Sifici se v plosné vrstevnatém prostiedi
snadno najit.

Akademické pole nuti mladého ¢lovéka nepietrzité dodavat veé-
deckou produkci a jen silné povahy mohou pii tom celit pokuseni
povrchni analyzy.

A. Einstein
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Neni vétsi prekazky pokroku ve védach nez touha pocitit v nich
uspéch prili§ brzy. To je obzvl4st piiznacné pro zivé povahy. Proto
také nejcastéji malo vykonaji. Povoli totiz a ztraci odvahu, jakmile
zpozoruji, ze nedélaji pokroky. Ale délali by pokroky, kdyby vyna-
kladali malo sily a mnoho casu.

G. Ch. Lichtengerg

Skutecné cena ¢lovéka spociva v tom, do jaké miry a v jakém
smyslu se dokazal osvobodit od svého ,,ja“.
A. Einstein
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Kapitola 7

Vlnové svazky

Rovinna vlna je spiSe matematickou abstrakci nez fyzikalni realitou, nebot si
tézko mtizeme predstavit existenci neomezeného vlnového cela v prostoru. Proto
budeme nadéle analyzovat pouze ty procesy a jevy, které lze fyzikalné realizo-
vat. Budeme se tedy zabyvat rozborem vlnového procesu prostorové omezeného.
Jako priklad uvedme situaci, kdy pfi priichodu rovinné vlny tzkym otvorem
v nepruzracném stinitku vznikne omezeny vlnovy svazek, ktery lze za jistych
podminek povazovat za paprsek a jeho chovani popsat pomoci zakond geomet-
rické optiky.

svazkil nelze popsat vznikajici jevy pomoci zdkonti geometrické optiky, nebot je-
jich sifeni se 1isi od sifeni paprski. Takovato situace nastane v pripadé difrakce,
kterou Sommerfeld definoval jako ,libovolnou odchylku svételnych paprski od
primky, kterou nelze vysvétlit ani odrazem ani lomem®“.

Teorie difrakce popisuje chovani §ifici se viny, kterd na své cesté narazi
na piekazky (otvory v nepropustnych nebo polopropustnych stinitkéch, ostré
hrany, riizné nehomogenity prostfedi, apod.). Ukolem teorie difrakce je uréit
vlnovy proces, amplitudu a fazi vlny a v ptripadé vektorovych poli i polarizaci
v celém prostoru za prekazkou.

Bohuzel zatim neumime ziskat matematicky presnd reseni ruznych difrakc-
nich tloh, a proto jsme i zde nuceni pouzivat pribliznych metod.

7.1 Skalarni teorie difrakce

Podle Huygensovy vlnové teorie svétla je mozno kazdy bod cela svételné viny
povazovat za novy zdroj ,sekundarniho sférického rozruchu a v libovolném,
nasledujicim ¢asovém okamziku lze nalézt nové celo vlny sestrojenim obalky
sekundarnich vlnoploch“. Tuto teorii podstatné rozsitil A. Fresnel, ktery obalku
sekundarnich vlnoploch vysvétlil pomoci interference, a tim dosahl pomérné
velké pfesnosti pri popisu difrakénich jeva.

Matematicky zaklad ideim Huygense a Fresnela polozil v roce 1882 G. Ki-
rchhoff, ktery ukazal, Zze zvlastnosti amplitud a fazi sekundarnich vln, které
Fresnel ptisoudil sekundarnim zdrojim, vyplyvaji logicky ze samotné vinové
povahy svétla. I kdyz zavedeny princip Huygense-Fresnela lze pokladat za prvni

151
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pribliZzeni, ve vétsiné piipadi vede k vysledkim, které jsou ve velmi dobré shodé
s experimentem. Kirchhoffovu teorii pozdéji zpresnil Sommerfeld preformulo-
vanim okrajovych podminek za pouziti tzv. alternativnich Greenovych funkci
a vytvoril teorii difrakce Rayleigho-Sommerfelda.

V teorii difrakce Kirchhoffa a Rayleigh-Sommerfelda se vychazi z jistych
o teorii skaldrni. To znamena, Ze staci uvazovat amplitudu jedné slozky inten-
zity elektrického a magnetického pole a zZe libovolné dalsi slozky lze analyzovat
obdobnym zpusobem zcela nezéavisle. AvSak toto tvrzeni je v rozporu s plat-
nosti Mazwellovych rovnic, které urcuji vzdjemné relace mezi slozkami vektori
elektrického a magnetického pole, a proto je nelze uvazovat nezavisle na sobé.
Piesto vSak experimenty v oblasti mikrovinného spektra potvrzuji spravnost
vysledkt skalarni teorie, jestlize jsou splnény nasledujici podminky:

a) rozmér apertury stinitka je velky ve srovnani s délkou vlny dopadajiciho
zareni

b) difraktované viny se pozoruji v dostateéné vzdélenosti od stinitka

V pripadé, zZe je zapotiebi dosdhnout velké pfesnosti, je nutno vychazet z vek-
torové povahy elektromagnetického pole. Na zakladé této tvahy vytvoril Kotler
vektorovou zobecnénou teorii difrakce.

Kirchhoffova formulace difrakénich tloh je zalozena na integralnim teorému,
ktery udava feseni homogenni vlnové rovnice v libovolném bodé prostoru, je-li
znama hodnota funkce a jeji prvni derivace na libovolném povrchu uzavirajicim
objem s uvazovanym bodem.

Zvolme nyni Greenovu funkci G' popisujici sférickou vlnu (o jednotkové am-
plitudé), jez se §ifi ze zvoleného bodu P. Potom pro Greenovu funkci G v libo-
volném bodé Py prostoru V' plati

ikr
GPy) = , (7.1)

r

kde r je délka vektoru 7 = (R; — R), jenz mii{ z bodu P do bodu P;. Greenova
funkce je feSsenim dané diferencialni rovnice spolu se specifickymi okrajovymi
podminkami a zdrojovou funkci, kterd popisuje zdroj o jednotkové intenzité,
lokalizovany v bodé prostoru. Je to tzv. Greenova funkce volného prostoru.
Zaroven predpokladejme, ze Greenova funkce a jeji prvni a druhé derivace jsou
spojité v objemu V uzavieném plochou .S. Uvnit objemu V' Greenova funkce
(G popisujici rozbihavou sférickou vlnu spliiuje Helmholtzovu rovnici:

AG+ kG =0 (7.2)

Abychom vylouéili nespojitost danou existenci bodového zdroje v objemu V',
obklopme bod P malou kulovou plochou o poloméru p a pii pouziti Greenova
teorému provedme integraci pfes objem V uzavieny mezi plochy S a S, tak, ze
integracni plocha se bude sklddat z povrchu

Sy =S5+35, (7.3)
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Za

Si

=]l
=

@V

X
Obrazek 7.1: K odvozeni integralniho teorému Helmholze-Kirchhoffa
Vnéjsi normaly povrchu S a S, jsou opa¢né orientované (na povrchu S smétuje
ven a na povrchu S, dovnitf, viz obr. 7.1).

Pouzitim Helmholtzovy rovnice pro funkce U a GG, po dosazeni do levé ¢asti
Greenova teorému dostavame

/V (GAU — UAG) dV = — /V (Gur —vaK) av =0  (r.4)

Odtud vyplyva, Ze Greenuv teorém lze zapsat ve tvaru

oU  8G
7{ (G%—Uan) s =0 (7.5)
nebo
oU oG
}{ (Gan—U )ds+7§<G—Uan> ds = 0. (7.6)

Jelikoz pro libovolny bod P; na plose Sy plati

ezkr

potom

kde cos(7i, 7) predstavuje kosinus tthlu mezi smérem vnéjsi normaély 7i a vektorem
7, spojujicim body P a P1. Ve zvlastnim pripadé, kdy bod Py lezi na plose S,
bude cos(7i, 7) = —1, potom

ikp ikp
Gy =25 S8-S0 ir)

7.8
P on p \p (7.8)
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Po provedeni integrace pres plochu S), a za predpokladu, ze p — 0, dostdvame

ikp ikp
7{ (GE)U—U%) ds = amp? |2V e (1—ik:) -
S, on on on p p \p

OU eikp ikp ikp
= 4r 102—6 —Up2€ +U1026 k| =
on p p? P

= —4nU(P) (7.9)

Po dosazeni do vztahu (7.6) budeme mit

eikr eikzr
U(P)—;T]g[gg<r>—U£1<r>] ds (7.10)

Tento vztah je znam jako integralni teorém Helmholze-Kirchhoffa a ma zasadni
vyznam ve skalarni teorii difrakce, protoZe umoznuje vyjadrit pole v libovol-
ném bodé P pomoci ,hrani¢nich hodnot“ vlny na libovolné uzaviené plose, jez
obklopuje uvazovany bod.

7.2 Difrakce na rovinném stinitku

Uvazujeme vlnu, jez dopada zleva na nekonecné rozlehlé rovinné stinitko s ot-
vorem o velikosti Sy a uréeme pole v bodé P, jenz lezi za otvorem stinitka.

sekundédrn{ viny

obélka

Obrazek 7.2: Zvolena geometrie tlohy difrakce na rovinném stinitku

Provedme rozbor této tlohy. Abychom mohli pouzit odvozeny teorém Helm-
holtze- Kirchhoffa, musime nejdfive zvolit plochu, podle které se bude provadét
integrace. Predpokladejme, Ze plocha S se sklada z plochy stinitka s otvorem
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S a ¢asti kulové plochy S (se stifedem v bodé P), jez doléhé na plochu stinitka
a vytvari spolu s nim uzavienou plochu S, tedy

S =51 +.5

Pouzitim vztahu (7.10) budeme mit

1 ou oG
UP) = - 7{%52 (anG - Uan) ds (7.11)

Ukéazeme, ze prispévek pres plochu Ss 1ze zanedbat. Pii harmonicky proménnych
polich (e*™!) d4va integrace pies Sy nulovy piispévek jen tehdy, jestlize funkce
bude spliovat podminku, kterd uréuje jeji chovani pro R — oo. Necht funkce
popisuje sférickou vlnu o jednotkové amplitudé

ik R
G= 7
odkud
0 0 0G0 [e*E . 1\ ekt
=5 (971_81“<R>_<Zk_R) 7 = ikG, (7.12)

coz plati pro R velké. Integraci pfes So lze potom psat ve tvaru

/ {GaU _ U(ikG)} ds = /G <8U _ ik:U) R2dQ =
So L On Q on

_ /GR <6U _ z’k:U) RdQ, (7.13)
Q on

kde €2 je prostorovy tihel s vrcholem v bodé P a vztahujici se k plose S. Veli¢ina
(RG) je omezena na plose So. Potom celkovy integral podle Sy se bude blizit
k nule stejné tak, jako R se bude blizit k nekonec¢nu za predpokladu, ze

lim R (8U — ik’U) =0 (7.14)
R—o0 on
Tento vztah plati v celém prostorovém thlu 2. Podminka (7.14) je zndma jako
vyzarovact nebo radiacni Sommerfeldova podminka, kterd bude splnéna tehdy,
jestlize rozruch U se blizi k nule rychlosti odpovidajici rychlosti Sifeni sférické
vilny. Jelikoz rozruch nebo vlna dopadajici na aperturu predstavuje vzdy sfé-
rickou vlnu nebo linedrni kombinaci téchto vln, Ize pfedpokladat, ze pozadavek
(7.14) bude splnén a Ze integrace podle So nebude davat zadny piispévek.

Podminka (7.14) souvisi vlastné s FeSenim vlnové rovnice, kterda ma dvé
feSeni, z nichz jedno odpovida vlné postupujici smérem ke zdroji (sbihava vina)
a druhé vlné postupujici smérem od zdroje (rozbihava vlna). Ze Sommerfeldovy
radia¢ni podminky plyne, ze vlna sméfujici z nekonecna nemiize predstavovat
fyzikalné mozné feseni.

Z rozboru vyplyva, Ze pole v bodé P je uréeno funkci U a jeji derivaci na
plose Si, jez lezi tésné za stinitkem, tedy

R (e,
UP) = - /S (anG - Uan) ds (7.15)
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Je ziejmé, ze zakladni pFispévek v integrdlu (7.15) dévaji body na plose Si,
jez se nachézeji v misté otvoru Sy, kde funkce pod integralem ma maximalni
hodnotu.

Nedokazeme-li vyresit odpovidajici okrajovou tlohu, nebudeme znat hod-
noty funkce U a jeji derivace na plose S. Existuji vSak i pfiblizna feSeni, zalozena
na urcitych predpokladech, které musi spliiovat funkce U a jeji derivace podle
normaly g—g jak na apertufe, tak i na vnitini strané stinitka v okoli apertury
(v oblasti geometrického stinu).

Kirchhoff definoval tyto predpoklady pfi zavedeni pribliznych okrajovych
podminek néasledovné:

1. na plose apertury Sy maji rozlozeni pole U a jeho derivace podle normaly
g—g stejnou hodnotu, jakou by mély, kdyby tam nebylo zaddné stinitko

2. na strané povrchu Sp, ktery lezi v oblasti geometrického stinu, jsou roz-
lozeni pole U a derivace g—g identicky rovny nule

Prvni podminka umoznuje urcit vinu dopadajici na otvor, zanedbame-li plochu
stinitka, a druhd podminka umoziuje zanedbat integraci po celé plose S1, s vy-
jimkou té c¢asti, kterad lezi bezprostfedné u samotné apertury. Pri respektovani
uvedenych predpokladt dospéjeme nakonec k vychozimu vztahu pro vypocet

pole U v bodé P, tedy

L ooU oG
py= L [ (Ye_p29) 1
U(P) 477/50((971G U8n> S (7.16)

Bez ohledu na nepfesnost zavedenych predpokladi (pfitomnost stinitka vyvo-
lava jisté poruchy pole na apertufe Sy a kromé toho pole pronika i za aperturu)
je mozno dostat vysledky, jez jsou v dobré shodé s experimentem, budou-li
rozméry apertury velké ve srovnani s vlnovou délkou dopadajiciho zaieni.

Matematickd nepiesnost pribliznych okrajovych podminek zavedenych Ki-
rchhoffem souvisi s pozadavkem, aby se soucasné jak samotné funkce U, tak
i jeji derivace podle normaly g—g (k povrchu S; na strané geometrického stinu)
rovnaly nule.

Obrazek 7.3: Difrakce rovinné vlny na netransparentnim stinitku
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P1i takovychto okrajovych podminkéach se musi hodnota funkce U, jez spl-
nuje Helmholtzovu rovnici, vSude za stinitkem rovnat nule (disledek platnosti
teorému z teorie potencidlu), a proto presné vzato nepopisuje pole v blizkosti
stinitka a na plose apertury. Budou-li v8ak hodnota funkce U a jeji derivace
%U na strané geometrického stinu dostatecné malé a rovnéz rozdil mezi U a gU
v misté se stinitkem i bez stinitka bude maly, pak lze ziskat dostate¢né pfesné
vysledky pomoci (7.16) s vyuzitim okrajovych podminek (1) a (2).

Dalsi zjednoduSeni (7.16) lze dostat, jestlize vzdéalenost od apertury bude
mnohokrat vétsi nez vinova délka A, tedy

1
k> —
T

Necht na stinitko s aperturou Sy dopada kvazirovinna vlna (uvazujeme kar-
tézskou soutadnou soustavu)

Uz, y,z) = Uz, y, ) harthoythsz), (7.17)

kde U°(x,y, z) predstavuje pomalu proménnou amplitudu. S ohledem na geo-
metrii zvolené difrakéni tilohy (obr. 7.3) budou platit nésledujici relace:

0 0
2 = - (7.18)
or or z
B = e = —cos o (7.19)
oU oU . ‘
e v —ik, U = —ikU cos (7.20)
oG oG oG or
= e oo (7.21)
kde
r=1/(z - (y —m)* + 22

a &, n jsou proménné soufadnice v roviné apertury, tedy

ikr ikr ikr
aﬁ: 9 <6 ) :—(ik—1> ¢ %iike cos (7.22)
T

on ~ On r) r Oz r

Po dosazeni za U, 27 G a 8G do (7.16) (za predpokladu, ze kr > 1) dostavame

78717

ikr

Uz,y,z) = dédn (7.23)

e
o SO(COSB —cosa)U(&,n,0)

Ziskany vztah — difrakcni relace Fresnela-Kirchhoffa — plati pouze tehdy,
jestlize je apertura ozafena jedinym bodovym zdrojem.

Matematicky diikaz, ktery provedl Kirchhoff svéd¢i o tom, Ze tyto vlastnosti
souvisi s vlnovou povahou svétla.

Potize Kirchhoffovy teorie vyplyvaji z faktu, Ze okrajové podminky jsou
kladeny jak na intenzitu pole, tak i na jeji derivace podle normély. Kirchhoffovy
okrajové podminky uvazované souCasné znamenaji, ze by vSude za aperturou
meélo byt pole identicky rovno nule, coz je v rozporu s fyzikalni skutecnosti.
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Dalsi potiz s relaci Kirchhoffa-Fresnela je v tom, Ze neumoznuje splnit za-
vedené okrajové podminky, jestlize pozorovany bod se blizi okraji apertury.

Nedostatky Kirchhoffovy teorie odstranil Sommerfeld tim, Ze obesel nut-
nost soucasného splnéni obou okrajovych podminek zavedenim alternativnich
Greenovych funkci.

Obrazek 7.4: K vysvétleni Sommerfeldova pristupu

Vratme se znovu ke vztahu mezi intenzitou pole v pozorovaném bodé a po-
lem dopadajici viny a jeho derivaci podle normaly po celé plose Sy, tedy

1 [ /0U . G
U(P) = 47T/Sl ((%G— Uan> ds

Predpokladejme, ze se v Kirchhoffové teorii bud samotné Greenova funkce nebo
jeji derivace g—g rovnaji nule na celé plose S;. Necht i pfesto odvozeny vztah
zistava platny. V tom pripadé by odpadla nutnost soucasného splnéni obou
okrajovych podminek (kladenych na U a g—g), a tim by zaroven byly odstranény
rozpory Kirchhoffovy teorie.

Sommerfeld ukazal, Ze lze najit takovou — alternativni — Greenovu funkci,
kterd mé pozadované vlastnosti. Pfedpokladejme, Ze funkce G je vytvorena
nejen bodovym zdrojem umisténym v bodé P, ale i dalsim bodovym zdrojem
v bodé P/, jenz je zrcadlovym obrazem bodu P a leZi na druhé strané stinitka.

Necht zdroj v bodé P’ m4 stejnou vlnovou délku a necht je vinéni téchto

zdroju fazové posunuté o 180°. V tomto pripadé bude Greenova funkce

eik:r()l eik"/’(’n

G1(Py) = — 7.24
() === (724
Po provedeni derivace podle normély dostaneme
0G 1\ etkror
L= cos (71, 701) (Zk - ) —
on To1/ Tol
’ 1 6““"61
— cos (n,rm) <2k — ,) — =
o1/ To1
1 eikrol 1 eikr61
= cosaol (zk‘ — ) — cos oy (zk - ,) - (7.25)
ro1/ To1 To1/ To1
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V bodé P; na plose S plati

cos (7i,7p1) = —cos (ﬁ, F(;l) (7.26)

cosapy = —Cosag (7.27)

a tudiz na plose S7 bude
G1(P1) =0 (7.28)

To znamenad, ze Greenova funkce se rovna nule na celé plose S;. Po provedeni

derivace %
mn

0G1 (P 1 etkrot
71< ) = 2cos (7, 701) <zk — > € =
on ro1/ Tol
1 eikml
= 2cosapy (zk: — ?”01) - (7.29)

V ptipadé, ze oba zdroje vyzatuji ve fazi, bude alternativni funkce G

eik"r()l 6ik1"61 eik:r(n
Ga(P1) = +—F—=2 , (7.30)
o1 To1 To1
a tedy
oG
8—2 =0 pro ro1 =71y, COSMY = — COS (7.31)
n

Po dosazeni za funkci G; do vztahu (7.15) dostdvame (s uvaZzenim % =

ke 2 pro kr > 1)

T01 To1
k 2 etkror
U(:’Uaya Z) = T U(é-vnao) — dfdﬁ =
T JSo 01 To1
1 67,](:'!’01
= = [ U%,n) cos a1 dédn, (7.32)
A Js,

kde funkce U°(¢,n) = U(&,7,0) popisuje pole na apertuie. Dosadime-li do
(7.15) za Greenovu funkci Gy vztah (7.30), potom

1 ou
UGry2) = 3 [ Gag | dedn=

= 21/ 8U(§7777<)‘ eikmld

a7 Js, ¢ ¢=0 701
LU o
2 So 8( ¢=0 701

d&dn (7.33)
Uvazme nyni, Ze na aperturu dopada sféricka vlna $i¥ici se z bodového zdroje
umisténého v bodé Py. V tom piipadé budeme misto obecné funkce U°(&,7)
popisujici pole na apertufe dosazovat do vztahu (7.32) vyraz pro sférickou vinu

77

§ifici se z bodu Ps. Velikost pole v bodé P na apertuie bude potom

ezkr21

UP) =A (7.34)

21
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Po dosazeni do (7.32) dostavame

U A etor) s 7.35
(m,y,z)—a SOWCOSOzm (7.35)

Tento vztah je znam jako difrakcni relace Rayleigh-Sommerfelda. Obdobny vy-
sledek dostaneme z Kirchhoffovy teorie, jestlize ve vztahu pro vypocet pole

v bodé P ) oU 00
UP) = - /S 0 (anG - Uan) ds (7.36)

(za predpokladu, ze krg; > 1) dosazujeme pole v libovolném bodé Py na plose
Sy ve tvaru

eikrm
G1(P1) = (7.37)
To1
a za pole sférické viny z bodu Py v bodé Py
6ik:r21
UP)=A , (7.38)
21
ou G

kde ro1 je vzdalenost mezi body P2 a P1. Po provedeni derivace 3, a 37 a po
dosazeni (7.37) a (7.38) do (7.16) dostaneme
1 eik(T01+T21)
UP)=-—(-ik)A | ———— (cosap1 — cosazi) dS, (7.39)
47 So  ToiT21

kde cos(7i - 791) = cos ap;. Po tpravé budeme mit

U(P) (7.40)

A ik(ro1+ra1) _
e (cosagl . cosa21> S

iNJs,  To1To1

Ze srovnani vysledku (7.35) a (7.40) je vidét, Ze se oba vyrazy lisi pouze velikosti
koeficientu sklonu.

Obdobny vysledek bychom mohli dostat, kdybychom pouzili vztahu pro
druhou alternativni Greenovu funkci Gs.

7.3 Uhlové spektrum rovinnych vin

Skalarni teorii difrakce je mozno zformulovat tak, aby se podobala teorii line-
arnich filtra.

Komplexni pole v libovolné roviné rozlozené na rtizné prostorové slozky Fou-
rierova obrazu je mozno ztotoznit s rovinnymi vlnami, které se $ifi v ruznych
smérech. Slozime-li jejich amplitudy a respektujeme-li fazové posuvy, jez vznik-
nou béhem S$ifeni, dostaneme vyslednou amplitudu pole v libovolném bodé.

Predpoklddejme nyni monochromatickou vlnu vytvofenou soustavou mo-
nochromatickych zdroji. Vlna se $ifi ve sméru osy z a dopadd na aperturu
v netransparentnim stinitku v roviné z = 0. Nasim tkolem je vypocitat vy-
sledné pole popsané funkci U(z,y, z) v bodé P(z,y, z).
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Necht je komplexni amplituda viny v roviné z = 0 popséna funkci Up(z, y, 0),
jejiz dvourozmeérna Fourierova transformace je vyjadiena vztahem
+o0o p4o00 .
U%(z,y,0) = / Ag(ky, ky) e Famtk9) gk dk, (7.41)

—o0 J =00
kde pro dvourozmérny Fourieruv obraz Ag plati

1 —+00 400 .
Ag(kg, ky) = W [ i U%(z,y,0) e~ (kazthyy) dxdy (7.42)

Fourierovu transformaci lze povazovat za reprezentaci slozité funkce pomoci
souboru jednodussich komplexnich exponencialnich funkci. Funkce Ag(kg,ky)
je hlovym spektrem viny reprezentované funkei U%(z,y,0) v roviné apertury.
Funkce Ao (kz, ky) zavisi na sméru Sifeni, nebot

ky =kcosc, ky=kcosf, Fk,=kcosv, (7.43)

Q jsou smeérové iny norma ¢elu rovinné vlny. zi
kde cos a, cos 3, cosy jsou smérové kos ormaly k celu ro é viny. Me
pri¢nymi slozkami a podélnou slozkou vlnového vektoru plati vztah

ko = (/K2 — k2 — k2 (7.44)

Vyraz pod integralem ve vztahu (7.41) pfedstavuje tedy komplexni amplitudu
rovinné harmonické viny v roviné z = 0. Zavedme nyni nové proménné, které
nazveme prostorovymi kmitocty (vinocty), nasledujicim zptisobem:

ky _ cosp

k, cosa

Po dosazeni do (7.41), (7.42) mtzeme U°(z,y,0) a Ao(fs, fy) psat ve tvaru

fa

400 400 .

U(x,y,0) = / / Ag(ky, ky) 2 =mt109) g af, (7.46)
il B —i2n(faztfyy)

Aolfenty) = UO(w,y, 0) e 27w t5u) dudy  (7.47)

Vyraz (7.41) pfedstavuje rozlozeni komplexni amplitudy vlnového pole (v roviné
(z,y) pro z = 0) v thlové spektrum rovinnych vin.

Nyni uré¢ime thlové spektrum funkce U v roviné rovnobézné s rovinou (z, y)
ve vzdalenosti z. Predpokladejme, ze funkce A(fy, fy,z) pfedstavuje thlové
spektrum funkce U(z,y, z), tedy

“+00 400 .
Aolfofn2) = [ [ UGy, 2) e Ut dndy (1.48)
Kdybychom znali vztah mezi Ay(fz, fy,0) a A(fz, fy, %), mohli bychom urcit,

Abychom ziskali hledanou zavislost, vyjdeme ze vztahu

“+oo r+o00 .
Ulz,y,2) = / / Ak, by, 2) e FaHR0Y) q d, (7.49)
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Funkce U(x,y, z) musi splitovat Helmholtzovu rovnici viude, kde nejsou zdroje,
tedy
AU + k*U =0 (7.50)

Po dosazeni za U vztah (7.49) dostaneme diferencialni rovnici pro A
d2A
dz?

Pro A(ks, ky, z) = Ao(ks, ky) dostaneme odpovidajici feseni pro vinu, jez se Sifi
ve sméru osy z, ve tvaru

+ (R -k -k A=0 (7.51)

A, by, 2) = Aok, y) €57 = Ag(ky, k) €' VEHEH2 (7.52)

Ze vztahu (7.52) plyne, Ze uhlové spektrum se bude ménit se vzdalenosti z

v zévislosti na velikosti vyrazu |/k? — k2 — k2; pro
ki + kL <K (7.53)

bude dochéazet pouze ke zméné faze mezi jednotlivymi slozkami thlového spek-
tra (rovinné vlny se §ifi pod rtznymi ahly vzhledem k ose z, urazi rizné vzda-
lenosti nez dopadnou do zvoleného bodu, a proto dochézi ke vzniku fazovych
posuvitl). Bude-li
2 2 2
ky +ky > k7, (7.54)

v tom pripadé \/ k2 — k2 — k2 = z\/ k2 + k2 — k? a slozky tahlového spektra bu-
dou silné tlumeny s rostouci vzdélenosti od roviny z = 0. Vysledny vztah (7.52)
bude popisovat neuniformni rovinné (tlumené) vlny. Obdobny pfipad nastava ve

vvvvv

vlnovodu. Mezni pfipad nastava pro
k2 + k) =k (7.55)

Rovinné vlny se budou sifit ve smérech kolmych k ose z, a proto nebudou
prenaset energii v podélném sméru.

Uvazujme neomezené netransparentni stinitko s aperturou o plose Sy v ro-
viné z = 0. Ukazeme, ze zkresleni tthlového spektra dopadajici vlny bude zavi-
set na Sifce thlového spektra Ag(ky, ky) v roviné z = 0 a na rozmérech a tvaru
apertury.

Zavedme funkci propustnosti ¢, a thlové spektrum dopadajici viny A;(k, ky).
Amplitudovy koeficient propustnosti necht je uréen vztahem

1 na plose Sy

0 mimo plochu otvoru (7.56)

tp(.%'7 y) = {

Uvazme platnost Kirchhoffovych okrajovych podminek a aplikujme je na

funkci U. Necht stinitko neperturbuje pole viny, jez dopadé na aperturu o plose

So, a necht je pole v geometrickém stinu identicky rovno nule. Funkci Uy, jez
popisuje pole v roviné tésné za stinitkem, je mozno psat ve tvaru

Ui(z,y,0) = Ui(z,y,0) tp(z,y), (7.57)
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kde U;(x,y,0) je pole dopadajici viny a Uy(x,y,0) pole v roviné tésné za sti-
nitkem. PouZitim konvoluéniho teorému Fourierovy transformace dostaneme
uhlové spektrum prenasenych vin

Ay (ks y) = Ai(ke ky) % Ty(ka, ky), (7.58)

kde
+00 p+00 .
Tp(kas ky) = / / tp(x, y) e~ ke Hhuy) dqy (7.59)

je Fouriertv obraz funkce propustnosti. Zapisem konvoluce pomoci integrala
1ze tedy vyjadrit ahlové spektrum vztahem

+o0 400
Au(kas ky) = / Ailke, k) Ty(ko — ke, ky — ko) dkedky,  (7.60)

kde k¢, ky jsou integracni proménné. Z toho plyne, Ze tihlové spektrum postu-
pujici vlny je uréeno konvoluci spektra dopadajici vilny a thlového spektra, jez
charakterizuje samotnou aperturu.

Jako priklad uvedme dopad rovinné vlny na stinitko s aperturou Sy o jed-
notkové amplitudé s thlovym spektrem A;(ky,ky) = 6(ky)d(ky), kde 0(ks) je
Diracova delta funkce, tedy

Ai(ky, ky) = 6(kg)d(ky) * Tp(ks, ky) = Tp(ks, ky) (7.61)

To znamena, Ze pri prichodu rovinné vilny stinitkem s aperturou dochézi k roz-
sifeni uhlového spektra vlny, jez je uréeno (ve zvlastnim pfipadé dopadu rovinné
vlny s jednotkovou amplitudou) Fourierovou transformaci funkce propustnosti
apertury. Cim mensi bude apertura, tim vétsi bude thlové spektrum za aper-
turou. Analogické situace vznikd v pripadé prenosu elektrickych impulst —
zkracovani ¢asového trvani impulsu vede k rozsifeni jeho kmito¢tového spektra.

Ty

Y
Obrazek 7.5: Obdélnikova apertura

Uvazujme ¢asovy prubéh impulsu v misté z = 0, jenz je popsan funkci

U(0,t) = A(0,t) ™ot (7.62)
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kde .
1 pro Jt|< %
A(0,t) = 7 .
(0,) { 0 pro |t|> % (7.63)
a T je perioda.
Kmitoc¢tové spektrum bude popsano vztahem
1 +o0 . sin (LWOT)
F(w)= — A0, t) e iwmwodtgp — 22 2~/ 7.64
@ =g [ AW.De R (7.64)
Sife kmitoc¢tového spektra bude
w—wy T
= _ 7.65
7 (7.65)
2
kde 7 = w—g

Nyni ukézeme, ze Sife thlového spektra zaieni z apertury zavisi nejen na
pomeéru rozmeéru apertury k vilnové délce, ale i na sméru dopadu vlny na aper-
turu.

Uvazujme rovinnou vlnu o jednotkové amplitudé dopadajici kolmo na aper-
turu o $ifce a (viz. obr.7.5). Fourieriv obraz funkce propustnosti apertury se
bude, podle piedchézejiciho pfikladu a vztahu (7.59), rovnat

a

(K
1 t2 —tkzx St (TZCL)
Tp(kx) = A()(kx) == % \/_; (& dr = 71_7]{:1 (766)

Si¥i thlového spektra lze uréit z velikosti k,, pii které funkce 7,(k;) nabyva
nulové hodnoty. Z podminky

ks 2w
in—%q = ky =2 .
sin > a=0 — a (7.67)
tudiz . N
f = Sin9 = E, (768)

77

kde 6 je tihel mezi smérem vektoru k viny, §itici se k bodu pozorovani, a osou z.
Sife tthlového spektra je tedy uréena pomérem délky vlny dopadajiciho vinéni
k sifce apertury — ¢im mensi podil A/a, tim uzsi bude thlové spektrum.

Dopada-li rovinnd vlna na stejnou aperturu, ale pod thlem 6y vzhledem
k ose z obr. 7.6 (rovina dopadu je rovina (z, z)), potom

ks
sinfy = 70 (7.69)
a 3 kz—kzo
1 +§ X S1n (TQ>
Aglke,ky) = — milke—ke)e gy — X 2/ :
o(kz ky) 27 /_; ¢ v 7 (ky — kzo) (7.70)

Site thlového spektra svazku se uréi obdobné jako v predchézejicim pripadé

(sinf —sinfy) = A (7.71)

a
%(sin@—sin@o) =1 (7.72)
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Bude-li §térbina dostate¢né giroka (2 < 1) a rozdil (6 — 6) dostate¢né maly,
dostaneme pomoci vztahu pro rozdil sintt dvou uhla

sinf — sinfy = 2sin 0 _290 cos 0 —;90 ~ (0 — 6p) cos by, (7.73)

odtud \
— Q= .74
0 =0 a cos Oy (7.74)

Tim jsme dokazali, ze Sife thlového spektra apertury zavisi nejen na poméru
A/a, ale i na sméru Sifeni vlny, jez dopadd na aperturu. Pouze pro malé ahly
dopadu je tedy mozno pouzit Kirchhoffovy okrajové podminky.

T

f | _—T9

aY

Obrazek 7.6: Rovinna vlna dopadajici Sikmo na obdélnikovou aperturu

7.4 Priblizné metody vypoctu difrakéniho pole

Z pribliznych metod vypoctu difrakéniho pole se nejcastéji pouzivaji metoda
staciondrni faze a metoda difrakéniho integrdlu. Zde se budeme zabyvat prede-
v§im vypoctem difrakéniho pole metodou stacionarni faze v bodé pozorovani,
dostatec¢né vzdaleného od apertury.

Metoda stacionarni faze je zvlast vhodna k ziskani pribliznych feseni difraké-
nich tloh ve velkych vzdalenostech od apertury, které maji zna¢ny vyznam v
ruznych aplikacich. Metoda stacionarni faze predstavuje nejen vhodnou mate-
matickou aproximaci, ale ma i urcity fyzikalni smysl. Umoziiuje nadm urcit tu
Cast oblast apertury maximalné prispivajici k hodnoté integralu, ktery pied-
stavuje superpozici viln, a tim vlastné uréuje, které vlny se maximalné podileji
na procesu difrakce. Z vysledkt ziskanych touto metodou vyplyva, ze pouze
vlny, které se nachézeji bezprostiedné blizko osy smétujici k bodu pozorovani,
maximalné prispivaji k velikosti pole v tomto misté.

Pfi vypoctu budeme vychazet z Kirchhoffova integralu ve tvaru (7.32) (misto
ro1 pro jednoduchost zapisu pouzijeme symbol r, s uvdzenim kr > 1)

ikr

Ule,y,2) = = [ 0°(e.n) 2 aedn (7.75)

2 So ror

Budeme predpokladat, ze rovina stinitka je shodnd s rovinou z = 0 a ze vzdale-
nost bodu pozorovani P(z,y, z) je znaéné vétsi nez délka viny sificiho se zafeni,

tedy kr > 1, kder:\/($—§)2—(y—77)2+22-
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Piedpokladejme déle, ze funkce U°(£,7), jez popisuje pole dopadajici viny
v roviné stinitka, se méni dostateéné pomalu po celé plose apertury.

Ty

P(z,y,z)

/|

Y

Obréazek 7.7: Zavedeni souradného systému pri vypoctu difrakéniho pole

V tom piipadé vyraz pod integralem ve vztahu (7.75) predstavuje souéin
dvou funkei: funkce % U%(&,n), jez se pii malém posunu bodu O(&,7) v roviné
apertury méni pomalu, a funkce e’*", ktera popisuje rychlé oscilace pfi posunu
téhoz bodu.

Podstatu vypoétu integralu (7.75) uvedenou metodou lze vysvétlit nasle-
dovné: V dusledku rychlych oscilaci exponencialni funkce mé odpovidajici inte-
gral vsude malou hodnotu kromé oblasti, ve které exponent nabyva staciondrni
hodnoty. Existuje-li takovy stacionarni bod, kde ma faze ¢ (&, n) oscila¢ni funkce
maximum nebo minimum, potom oblast v okoli tohoto bodu nejvice prispiva
k hodnoté integralu. Nejdfive vyhledame stacionarni body faze oscila¢ni funkce
a potom fazi ¢(&,n) rozvineme v fadu v okoli tohoto bodu az do ¢lentt druhého
nebo tfetiho fadu (v ptipadé, ze ¢len druhého fadu je nulovy).

Pomalu proménnd funkce, kterou urc¢ime ve stacionarnim bodé, se nyni muze
vytknout pred integral. Zbyvajici integraly lze prevést na Fresnelovy integraly

tvaru <
/ e 37 4y (7.76)
0
Uvedenou metodu pouZijeme k vypoctu integralu (7.75)
k 2 eikr
U =— [ U° - ded 777
(x7 y? Z) 27TZ SO (5? 77) r r £ 777 ( )

jehoz faze je dana vztahem

p(&.m) = iky/22 4+ (x — &) + (y —n)* = ikr (7.78)
Stacionarni bod uréime z pozadavku, Ze prvni parcialni derivace funkce ¢ podle

& a n jsou nulové
r—§ Op

dp L Yy—n
9 = i . =0, o ik . =0 (7.79)
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V okoli stacionédrniho bodu (§ = z,7 = y) rozvineme funkci ¢ v fadu, tedy

1(z—¢?>  1(@y—n)?
st g S (7.80)

e(&m) =ik

Dosadme tento rozvoj pro fazi ¢ do (7.75) a vytknéme pred integral pomalu se
meénici funkce uréené ve stacionarnim bodé (£ = z,n = y); potom dostavame

Uo . ()2 ()2

Uz,y,2) = .(:E’y)eZkz/ S P dédn, (7.81)
IAZ So

kde jsme dosadili za

_27T

U'¢=a,n=y)=U%7y), z2=r, k \

(7.82)

V roviné apertury z = 0 ur¢ime hranice oblasti, jez obklopuji dany stacionarni
bod a ve kterych faze funkce pod integralem dosahuje hodnot ma

k

oo (@ =7+ =) =mr (7.83)
Po vykréceni a Gpravé
-8+ @—-n? = mi (7.84)
(xm_)\?2 " (yn;)\z)Q - b (7.85)
tedy
- £+ - n?=1 (7.86)

Ziskany vztah predstavuje svazek kruznic se stfedem v bodé z = &,y = 7
s polomeéry
R2 = mM\z (7.87)

m =

Dle obr. 7.8 1ze vztah (7.87) psat ve tvaru
R2, = mMry (7.88)

Znamend to, ze poloméry kruznic a tedy i plochy jednotlivych prstenct nebu-
dou zavislé na r,,, a proto vSechny prstence budou mit stejné velkou plochu.
Ziskany vztah (7.88) je dostateéné pfesny pro vypocet kruznic, které oddéluji
n-ty prstenec od (n + 1)-tého prstence (obr.7.10). Stejny vysledek dostéavame
i z geometrické konstrukce podle obr. 7.9; jelikoz

rm:ro+m§

2 AN, 2 A
Rm: ’r’o—i—m§ —TOZmTO)\+m Z:mr())\ (789)
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P

Obrazek 7.8: K pojmu Fresnelovych zén
Ry,

Tm.

0 70 P

Obrazek 7.9: K pojmu Fresnelovych zén

To znamenad, Ze rovinu z = 0 lze rozdélit na koncentrické prstence, jez jsou
v optice znamy jako Fresnelovy zony. Pii pfechodu od jedné zény ke druhé
méni redlnd nebo imaginarni ¢ast funkce pod integridlem znaménko, a proto
prispévek lichych a sudjch zén bude v protifazi. Odpovidajici integral je mozno
si predstavit ve formé alternujici fady, jejiz m-ty ¢len urcuje prispévek m-té
Fresnelovy zény (v piipadé, Ze fada rychle konverguje, nahrazujeme integral
koneénym pocétem zdn).

Je tedy mozno najit takovou oblast na plose apertury, ktera nejvice prispiva
k procesu formovani difraktovaného pole. Tato oblast se priblizné shoduje s roz-
meéry prvni Fresnelovy zony.

Lezi-li stacionarni bod uvnitt plochy apertury, coz odpovida piipadu, kdy
se bod P nachazi v blizkosti osy z, bude potom v téze roviné i nékolik prvnich
Fresnelovych zén. Maximalni velikost ¢i meze integrac¢nich proménnych budou

2 2 2
§max ~a, Nmax ~ @

2

Pro a® > Az (stinitko nem4 vliv na velikost pole, bod P je v blizkosti optické
osy) je mozno integraci po plose apertury nahradit integraci v mezich +oo,
tedy

0 ) 400 (re )2 ()2
Uz,y,z) = U,(x’y)elkz/ N d&dn (7.90)

Az oo
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Zavedenim novych proménnych

k 2 k 2
(=67 = —(y—n’= 91
w0t =8 (791)
dostavame
0 ) +oo )
U(x’ v, Z) _ U Exa y) e’LkZ/ e(a2+ﬂ2) dadﬁ — UO(-:U,y) ezk:z (792)
™ —o0

7 toho plyne, ze v bodé P lezicim blizko osy z, kdy je podstatna oblast pro
formovéani difrakéniho pole shodna s prvnimi Fresnelovymi zénami, které ne-
protinaji okraje apertury, bude pole prakticky shodné ve srovnani s polem, které
by v tomtéz bodé bylo v pfipadé bez stinitka (nekonecéné velkd apertura).
Vliv stinitka lze charakterizovat pomoci veli¢iny, ktera udava pomér para-
metru Az (Gmérny ploSe prvni Fresnelovy zény) a plochy apertury, tedy

Az Y
D=—=— 7.93
ma?  wa?’ (7.93)
kde Az je plocha prvni Fresnelovy zény a D je bezrozmérnd veli¢ina.
Veli¢ina D se nazyva vinovy parametr a hraje dilezitou roli v difrakénich
ulohach. Podle velikosti parametru D je mozno soudit, jaky vliv mé stinitko na
velikost pole v pozorovaném bodé. Bude-li

D1,

potom stinitko prakticky nebude mit vliv na velikost difraktovaného pole.

Vzdaluje-li se bod pozorovani od osy z, bude se rovnéz posouvat stacionarni
bod ke krajim otvoru tak, Ze ¢ast podstatné oblasti bude protinat okraje ot-
voru a pole v pozorovaném bodé P; bude poruchovym polem. V tom ptipadé
nelze provést zaménu konec¢nych integra¢nich mezi integralu (7.81) za meze ne-
kone¢né; integral (7.81) prejde na zndmy Fresneliv integral, pomoci néjz se
vypocitava rozlozeni intenzit pole u okraji apertury ruzného tvaru (difrakce na
§térbiné, na kruhovém nebo obdélnikovém otvoru, atd.).

Tvrzeni, ze pfi D < 1 nema stinitko vliv na difraktovanou vlnu, je spravné
jediné tehdy, jedna-li se o spojité rozlozeni pole U°(&,n) v roviné apertury. Jinak
by nebylo mozno vytknout pted integral (7.92) funkci U%(&, ) ve staciondrnim
bodé a metoda stacionarni faze by nedéavala spravné vysledky. Vychozim vzta-
hem tedy zistava vyraz

etkz oo rioo i G =)
U(z,y,2) = s /_ /_ Uo(f,n)ek 2z d&dn (7.94)

Je-li funkce U°(¢,n) konstantni v apertuie a nulovd mimo aperturu, zaénou
se silné projevovat okrajové jevy. Pole difraktované viny mtze mit slozitou
strukturu, dokonce i na optické ose soustavy.

Pojem oblasti, jez se podstatné podili na formovéani vlnového procesu, mé

vvvvv

o kone¢nych rozmeérech.
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Obréazek 7.10: Fresnelovy zény v ruznych mistech pozorovani

7.4.1 Fresnelova difrakce

Uvazujme nyni oblast v blizkosti objektu, na némz dochazi k difrakei (D ~ 1)
az ke vzdalenosti, za niz plati D < 1.

Difrakéni obraz se obvykle pozoruje v roviné rovnobézné s otvory ve sti-
nitku. Tato rovina se nazyva rovinou difrakéniho obrazu a rovina s otvorem
rovinou zdroji. Pro jednoduchost zavedme v kazdé roviné kartézské souradnice
s rovnobéznymi osami z,y a &, se spolecnou osou z.

Ly

Obrazek 7.11: Geometrie tlohy v pojeti thlového spektra

Ve vétsiné takovychto ptipadt vystac¢ime s pfiblizenim (7.94), které se na-
zyva priblizenim Fresnela a difrakce uvazovana v tomto priblizeni se nazyva
Fresnelovou difrakct.
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P1i rozboru Fresnelovy difrakce vychazime tedy ze vztahu

i (2=02 H(y=n)?
UO(&, )t dedn, (7.95)
So

k eikl

kde pomalu proménné veli¢ina r ~ [ ve jmenovateli je vytknuta pied integral,
pokud nemé vliv na viditelnost interferenéniho obrazu a jen velmi mélo ovliv-
nuje jeho intenzitu.

Pro jednoduchost zapisu je mozno vynechat soucinitel stojici pred integra-
lem, nemé-li vliv na relativni rozlozeni intenzity v difrakénim obrazu.

N7

Necht jednotkovy vektor normdaly mé smér Sificiho se vinéni.

3L
fas

Obrazek 7.12: Geometrie tlohy

Funkce
eikrol

To1

77

popisuje vlnu $ifici se k bodu Py (z,y); integraéni proménné £, n jsou souradni-
cemi bodu Py(&,7n) v roviné zdroju, kde

dS = dédn (7.96)

je element povrchu roviny, v niz jsou zdroje popsané funkci G.

ezkrog

G(Py) = A (7.97)
02
% = cos (7, 70) = — cos (7, T02) (7.98)
6G ) oo eik"r‘og
= —ik cos (7, To2) - (7.99)

Po dosazeni do (7.16) (s uvazenim, ze nyni je bod, ve kterém pole hledame,

oznacen jako Pq), tj.
1 oU 0G
P = — _— _—
UP1) 4%/5*0((;871 U(‘)n) ds
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budeme mit

A eik(T01+T’02)
UP) = _Z-kf/ " feos (7, For) + cos (T, 7o)] dS =
So 01702

A eik(ml +702)

= ——(cosa+cos3) dS 7.100
22)\ So 01702 ( ﬁ) ( )

Clen s kosiny ve vyrazu pod integralem pfedstavuje pomalu proménnou funkci
ve srovnani s rychle oscilujicim souéinitelem e?*". Prakticky neovliviiuje inter-
feren¢ni obraz a malo piispiva k velikosti pole. Uhly « a 3 se vétsinou méni
v malych mezich. Za tohoto pfredpokladu, jez se nazyvéa priblizenim malgch uhli,
lze bez podstatného zkresleni vysledkt predpokladat, ze

cosa =1, cosff =1 (7.101)

Vychozi vztah bude potom mit tvar

k eikr
U =— [ U° déd 7.102
(z,y) 2m‘/so (&,1m)—— d&dn (7.102)
7 podminky malych thli Ize dostat dalsi zjednoduseni definované nerovnostmi
= . dey, B . U (7.103)

V tom piipadé mtzeme vyraz pro vzdéalenost r rozvinout v fadu a omezit se
pouze na prvni dva ¢leny

1/2 2 2
_ (-8 w-n’1" ., -8 +@u-n)
r=l|14 S =+ 5 (7.104)
Po dosazeni do (7.102) dostavame vztah
k et 0 1 G )
Ulz,y) = 2 1 /S U™ (&, n)e 21 dédn (7.105)
0

Za urcitych podminek je mozno provést dalsi zjednodusSeni tohoto vztahu a tim
prejit k Fraunhofferové priblizend.

7.4.2 Fresnelovy zony

Uvazujme typicky piiklad Sifeni vlnového svazku koneénych rozmért. Necht
sféricka (nebo rovinna) vlna dopadd na netransparentni stinitko s aperturou
dle obr. 7.13. Je tieba uréit rozlozeni intenzity zafeni za stinitkem. Reseni tilohy
dostaneme pouzitim principu Huygense-Fresnela za nésledujicich predpokladii:

a) netransparentni ¢ast stinitka neni zdrojem sekundarnich vin

b) na apertufe je kazdy bod vlnového ¢ela zdrojem sekundérnich vln jako
kdyby na tomto misté stinitko s aperturou neexistovalo.
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Necht v bodé A je zdroj sférické viny a S je vinové celo této viny v jistém
casovém okamziku. Intenzitu zafeni v bodé B dostaneme pomoci Huygensova-
Fresnelova principu. Plochu M rozdélime na zény takovym zpusobem, aby se
vzdélenosti okraju jednotlivych zén od bodu B lisily o A\/2. Oznaéme My, My,

My, ...okraje zén. Uvedenou podminku napiseme ve tvaru
A
M;B-MyB = )
A
MyB - M;B = 5
A
M,B-M,1B = 5

Obrazek 7.13: Fresnelovy zény - alternativni odvozeni

Ry = Ri(m+1)\/(R+1)

7
A o 1B & J/

Obrazek 7.14: Fresnelovy zény - alternativni odvozeni

Poloméry zén uréime podle obr.7.14, kde r1,72,73,...,7y jsou poloméry
z6n, R je polomér kiivosti vinového cela, D prisecik Cela viny s pfimkou AB
a di,do,...,d, vzdalenosti od D do projekce hranice odpovidajici zény na
primku AB. Centralni zéna se nazyva nultou zdnou. Polomér r, dostaneme
z rovnice

2 2 2 A1 2
2, = R> — (R —dy) _[z+(m+1)2} —(l+dm) (7.106)
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Odsud s piesnosti az na A\? budeme mit

I(m+1)A 5,  RI(m4+1)X
dm = —5—"75, m= 5T 1
R+l 20 R+1 (7.107)
Plocha nulté zény bude
So = 7rg = wRIA 1 (7.108)
0 R+1 ‘

Soucet ploch nulté zény a prvni zény bude

1
= 2\ —— 1
So+1 TRI2\ Rl (7 09)

Odsud dostaneme, Ze plocha prvni zény se rovna

TRIA

Sy = Sp1 — Sp = —2
1 041 0 <R-+l7

(7.110)
coz znamena, ze se rovna plose nulté zény. Stejny vyraz plati pro plochy u vSech
ostatnich z6n. To je splnéno tehdy, pokud se plocha kruhové zény na sférickém
povrchu vinového ¢ela rovnéa jeji projekci na rovinu, jez je kolma k pfimce AB.
Vezmeme-li v ivahu, Ze A je velmi malé, je uvedend podminka splnéna pro velmi
velky pocet Fresnelovych zén.

Znéme-li velikost nulté zény pro dané A, velikost apertury ¢ a polohu bodu

pozorovani P (vzdalenost [), je mozno vypocitat celkovy pocet Fresnelovych
zo6n. Je-li plocha nulté zény

b
R+1

, R

SO = mwRI\ Ty = Ri—{—l

kde (7.111)

a plocha apertury S, = TI'Q%, dostaneme celkovy pocet zén jako podil S,/Sy a
tedy
or _ mag (R+1)

2
Q0

N=—= = l 112

So TRI\ RIN (R+1) (7 )

Uvazujme napiiklad bod P ve vzdalenosti [ = 1 cm od apertury, zdroj ve vzda-
lenosti R = 1cm od apertury a délku viny zafeni A = 500nm dopadajiciho
na aperturu o poloméru gy = 1 mm. Celkovy pocet zén v tomto ptripadé bude

roven
2

20
N = TN (R+1)=4 (7.113)
V ptipadé g9 = 1 cm se pocet z6n zvysi na N = 400. Ze vztahu (7.112) vyplyva,
ze pocet Fresnelovijch zén, které zaplnuji aperturu, zavisi na vzdalenosti bodu
pozorovani P. Posouvé-li se bod P podél osy soustavy tak, Ze se vzdaluje resp.
priblizuje, pocet odkrytych zén se zvétsuje resp. zmensuje a osciluje mezi lichym
a sudym pocétem. Pro N = 1 mtize byt odkryta pouze jedna zéna — jsme na
hranici Fraunhofferovy difrakce.
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<y

Obréazek 7.15: K objasnéni Fraunhoferova ptiblizeni

7.4.3 Fraunhofferova difrakce

Jsou-li zdroj i bod pozorovani tak daleko od apertury difrakéniho stinitka, Ze
se rozdil mezi délkou paprski vedenych od zdroje (nebo z bodu pozorovani)
k riznym bodim apertury lisi jen o malou ¢ast vlnové délky, potom dochézi
k Fraunhofferové difrakci. Ve vétsiné piipadt tento rozdil nepiesahuje %
Uvazujme nasledujici uspoiradani: [ je vzdalenost mezi zdrojem a aperturou,
Al maximalni rozdil mezi drahou paprskl a ¢ polomér apertury. Z trojuhelniku

OAB (obr. 7.15) plyne
(I+ Al? =1 + ¢

Pro (Al)? < I? miizeme tento ¢len zanedbat; potom dostavame

(pro g =1cm, A =8-10"%cm, Al = % =4-10"%cm bude I = 1,25 - 103 m).

7 praktického hlediska maji nejvétsi vyznam difrakéni jevy, které pozoru-
jeme pii dopadu paralelniho svazku na stinitko. V disledku difrakce ztraci vsak
svazek svou paralelnost a vzniklé zareni se §iti v jinych smérech ve srovnani s pti-
vodnim svazkem. RozloZeni jeho intenzity na velkych vzdalenostech odpovida
Fraunhofferové difrakci. Vznik difrakénich vin pii priichodu svazku otvorem
znamena, ze vlna, jez ma omezenou vinoplochu v pfi¢ném rezu, nemize byt
presné vzato rovinna. Rozklad viny s omezenym vlnovym c¢elem na fadu rovin-
nych vin odpovidé rozkladu podle prostorové Fourierovy transformace s vino-
vymi vektory v rtznych smérech. Pravé tyto slozky odpovidaji difraktovanym
vlnam.

Pro kvalitativni posouzeni vyznamu Fraunhofferovy difrakce uvazujme do-
pad rovinné vlny na stinitko s aperturou.

Necht S bude plocha stinitka v roviné (§,n). Fdzovy rozdil u sekundarnich
vIn postupujicich ve sméru s z elementu dS a ze stfedu souradné soustavy O se
rovna projekci vektoru 7, jez ur¢uje polohu dS na plose (§,7), do sméru s, tj.
7§

V ptipadé Fraunhofferovy difrakce plati D > 1. PTi vypoctu pole vyjdeme



176 KAPITOLA 7. VLNOVE SVAZKY

é‘ z

Obrazek 7.16: Geometrie k vysvétleni Fraunhofferovy difrakce

opét z integralu pro Fresnelovo ptiblizeni

k eikl

ik (w—5>2+l(y—n)2
_ 2
2mi 1

U(z,y)

/ U°(&,m)e dédn (7.114)
So
Jsou-li rozméry apertury mnohem vétsi nez vinova délka A, pak je mozno sou-
¢initel pfed integralem (7.114) (oznacovany jako koeficient sklonu) pokladat za
konstantu a nebude mit zadny vliv na rozlozeni intenzity zafeni v difrakénim
obrazu, pokud jeho modul bude rovny jedné.

Exponent funkce pod integralem (7.114) upravime nasledovné:

G I et e R Sl AR A

! 2l 2l 2l I (7.115)
Po dosazeni do (7.114) mame
kikl»acQQ 2402 e
U(z,y) = %%elk el /S U (€, n)et ==+ gedn (7.116)
0
Po zavedeni prostorovych frekvenci
_r - Y
Jo = Az’ Ty Az
muzeme integral (7.116) pfepsat ve tvaru
1 ikl 2,2 2402
Ule,y) = 55 e SU(ﬁ,me”g SR ) dedy (7.117)
0

Jelikoz D > 1, budou exponenty u prvniho soudinitele pod integralem nabyvat
pouze malych hodnot
fmax -~ 1 Tlmax 1 m#

~ — (&

D T T

=1 (7.118)



7.4. PRIBLIZNE METODY VYPOCTU DIFRAKCNIHO POLE 177

Integral pro vypocet difraktovaného pole lze nyni psat ve tvaru

1 ) 22442
Ue,y) = 5 et e 3 (2m)2 Ao(2mfa, 27, (7.119)

kde Ao(27 fz, 27 f,) je thlové spektrum funkce U%(€,7), tedy

+oo .
Ao(2 fa, 27 f,) = / U°(&,n) e Ut hum) qean, (7.120)

pricemz se zde integrace provadi po celé plose neohrani¢eného stinitka, coz je
pripustné, nebot
0
U*(&mn) =0

v§ude mimo plochu apertury. Proto jsme mohli piejit od integrace pfes plochu
So k integraci v mezich +00. Z toho plyne, ze funkce U(z,y) je, s pfesnosti na
soucinitele zanedbaného pfi integraci (7.116), tj.

2, 2
.87+ n
ezk 2,

a soucinitele e
elk% 7
ktery vystupuje pred integralem (7.116), Fourierovim obrazem funkce U%(, ).
Z provedeného rozboru tedy vyplyva, Ze pole ve Fraunhofferove difrakénim ob-
razu piedstavuje vlastné dvourozmérnou Fourierovu transformaci funkce U°(€, 1),
jez popisuje pole v roviné apertury (&,7). Fourieriv obraz vlnového pole de-
formovaného pirekéazkou (stinitkem) v roviné apertury je tak imérny komplexni
amplitudé rovinné vlny, jez difraktuje ve smérech
2 x 2y

ky = 27Tfy = 7;

kz:277fm:727

Prostorové rozlozeni difraktovanych vln v rtznych bodech (z,y) zvolené ro-
viny difrakéniho obrazu (ve vzdalenosti z ~ [ od roviny apertury) nam tedy
umoziiuje zjistovat jednotlivé spektréalni slozky funkce U%(&, n). Proto je mozno
predpokladat, ze Fraunhofferova difrakce fyzikalné realizuje dvojrozmérny Fou-
riertv integral. Z matematického hlediska spociva studium difrakce v pouziti
teorie Fourierovy transformace na chovani difraktovanych vin.

Pro velmi malou aperturu a dostatecné velkou vzdalenost [ roviny difraké-
niho obrazu od apertury (v limité [ — oo) lze predpokladat, ze

£24n?

ek = 51, (7.121)

a tim vlastné odstranime obtize, které souviseji s existenci tohoto exponencial-
niho soudinitele pti Fourierove transformaci.
Bude-li splnéna podminka (7.121), mluvime o Fraunhofferové difrakci. Ex-
ponencialni ¢len (7.121) je mozno zanedbat i v pfipadé, ze
E(E+n?) k@) 7
20 2 4

(7.122)
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F(k)

Obrazek 7.17: Funkce f(x) a jejich Fourierovy transformace F'(k)

kde (¢')? = €% + n? je ¢tverec maximalni vzdalenosti od stiedu ke krajiim
apertury, na némz vznika difrakce.
7 toho plyne, zZe na vzdalenostech
2k()? _ 4(0)°

1> lmin = = 12
> - 3 (7.123)

je splnéna podminka (7.121) a bude dochézet k Fraunhofferové difrakci. Oblast
Fraunohofferovy difrakce se rozprostird od nekonecéna az do jisté minimalni
vzdélenosti uréené vztahem (7.123).
Uvazujme naptiklad zafeni o vinové délce A = 500nm a ¢’ = 1cm. Podle
(7.123) dostaneme
/\2
Imin = @ = 800m
A
Pro ¢/ = 1mm a stejné X bude I, = 8m a pro ¢ = 100 um je Iy, = 8cm.
Vzhledem k tomu, Ze soucinitel pfed integrdlem (7.116) nemd vyznam pii
vypoctu rozlozeni intenzity v difrakénim obrazu, muzeme vztah (7.116) psat
formélné ve tvaru

z&—yn

Ulzx,y) = /S U, n)e” =7 dedn (7.124)

Z uvedeného tvaru difrakéniho integralu je zfejmé, ze difrakcéni obraz zévisi
na pomérech z/l a y/l, coz znamena, ze zachovava svij tvar a se vzdalenosti
se zvétsuje. Presny vztah pro urceni Fraunhofferovy difrakce je vS8ak dan pro
I — oo, a proto se Fraunhofferova difrakce také nazyva difrakci paralelnich
svazki.

Rozlozeni intenzity v oblasti Fraunhofferovy difrakce dostaneme ze Ctverce
modulu thlového spektra vinéni v roviné stinitka (7.120)

2
L Y
Ay (27T)\z’ 27T)\z>

(2m)*

2 _ 71
|U(‘T7yﬂz)‘ =1I= ()\Z)Q

(7.125)
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Na obdélnikovou aperturu o rozmérech a,b nechf dopadé rovinna vlna o jed-
notkové amplitudé. Modul thlového spektra bude

1 [F545 gee
Ao <2wx,2wy> = 2/ 2/ etk Tl e~ h I gedn =
7 J-g )
T

Az Az (27

_ b s (mz)a sin(7s£)b (7.126)
(2m) Tz xzb

Po dosazeni do (7.125) dostaneme velikost intenzity pole v oblasti Fraunhoffe-
rovy difrakce pfi dopadu rovinné vlny na obdélnikovou aperturu, tedy

4 . 2 . 2
[ = Uy ) = (27r)2 a2b24 sin (7;%)@ sin (Z%)b _
(Az)” (2m) Lbvis Txzb
.2 .2
9 sin“a  sin® 3
= |I| el (7.127)
Pasma nulové intenzity se ur¢i z podminky

sina = 0, sinf =0 (7.128)

a predstavuji vlastné primky rovnobézné s osami z, y tvorici soustavu obdélniki,
uvnitt kterych je nenulova intenzita zateni. Zavislost soucinitel

sin? o sin? 3
resp. —
a2 32
na « resp. 8 lze znazornit dle obr. 7.18. Maxima budou pro o = 0, 37”, 57”, atd.
sin? a/a?y
o

Obréazek 7.18: Prubéh funkce %
7 priubéhu funkce Sinso‘ je vidét, ze intenzita klesd velmi rychle. Proto hlavni
Cast energie, kterd projde obdélnikovou aperturou, je soustfedénd v centralni
casti obdélnikové stopy. Ze vztahu pro a a 3

k
o= ooz, Bzﬁy
z 2z
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budou pro z = [ uhly «, 8 zéviset pouze na poméru 7 a % To znamena, Ze

rozméry difrakéniho obrazu rostou tmeérné vzdalenosti od apertury, a proto
zorny thel s vrcholem ve stfedu apertury je pro difrakéni thel konstantni. Ve
shodé s priblizenim Fraunhofferovym je mozno tyto thly pokladat za malé.

Fraunhofferova difrakce na kruhové aperture ma zvlasté velky vyznam pro
praktické aplikace, nebot objimky ¢ocek a objektivii u optickych pristroji maji
obvykle kruhovy tvar.

P1i vypoctu rozlozeni intenzity pole na kruhové apertufe o poloméru a, na
niz dopadé rovinna vlna o jednotkové amplitudé,budeme vychéazet rovnéz ze
vztahu pro Ag, tedy

1 —i
0
kde k, = 2*7@ Ky 2” y . 'V obou rovinach pfejdeme na polarni soutradnice, tedy
& = pcosyp k: = pcosf P = k:2+k2
n = esing ky = psinf p = ig\/m_zig
dS = odody

Po dosazeni do vztahu pro thlové spektrum dostaneme hledany vyraz v polar-
nich soufadnicich

Ap(p,0) = // odpe Pecos0=%) g, (7.130)
Jelikoz vnitini integral lze vyJadrlt pomoci Besselovy funkce
1 2
27 / e 009 dip = Jo(pe), (7.131)
21 Jo
bude potom
1 fe a
A = — Ji do=—1J 7.132
o(p) = 5 / 0Jo(po) do o 1(pa) (7.132)

Po dosazeni za p = —\/:CQ +y2 = 7;@ budeme mit

A, @D (2r8)

0a
2r 27 >

(7.133)

Velikost pole U(x,y, z) v misté pozorovani v pfipadé dopadu vlny na aperturu
kruhového prifezu dostavame ze vztahu (7.114)

ikz
1Az

ik (1—5)224-(y—n)2

U(z,y,z) =

U(fﬂz)e dédn =

z7r z27r(fo+fy77 dédn (7134)

Po provedeni integrace dostaneme

. ka
etk? 2212 [ 4a? J1 (79)
Ule,g,2) = S 2mein =% () l2ka _

ikz 2.2 J1 @Q
= & gpa?em S [2( ) (7.135)
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. I2+y2
Clen €™~z ~ popisuje fazovou disperzi, jez na na kmito¢tu zavisi kvadraticky.
Rozlozeni intenzity v oblasti Fraunhofferovy difrakce je urceno ¢tvercem

modulu tthlového spektra zafeni v roviné stinitka

x
hlavniho maxima pro x = 0. Z prubéhu funkce je vidét, ze ve stfedu difrakéniho

obrazu bude svétly kruhovy disk, ktery bude obklopen fadou tmavych a svétlych
prstenct. Intenzita ve svétlych prstencich bude rychle ubyvat. Hlavni maximum
soustfeduje 81% intenzity zafeni proslého kruhovou aperturou.

ka?|? J1<@Q>2 ka2 |* [ 7y (kaa)7?
a a ax
U(z,y,2)> =1=|"— {2 k;] == [2 1} . (7.136)
iz Ho 1z kac
kde sina = £, = £ pro malé thly.
Graf funkce ‘2‘]17(”)‘ pro a = 10 je na obrazku 7.19. Tato funkce nabyva

211 2raa/N)| o,

2ma/A =10

VQ

Obrazek 7.19: Prubéh modulu Besselovy funkce

Poloha sekundéarnich maxim je uréena hodnotami z, jez spliiuji rovnici

% {Jlff)} o, (7.137)
a jelikoz
d
P (27" T (x)] = =27 Jpya (), (7.138)

budou to kofeny rovnice Ja(z) = 0. Pfi zvétSovani = se vzdalenosti mezi po
sobé jdoucimi minimy nebo maximy blizi hodnoté 7. V dtisledku osové symet-
rie odpovidé hlavni (centralni) maximum nejintenzivnéji svitici kruhové skvrné,
znamé jako Airyho disk. Je obklopen tmavym prstencem, ktery odpovida prv-
nimu kofenu Besselovy funkce Ji(x) uréenému vztahem

Ji(z) =0 pro =z =3.832, (7.139)
tudiz
kaaw = 3.832 (7.140)
3.832 A
= = 0.61= 141
=" 0.61 (7.141)
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Uhel o odpovida zornému thlu s vrcholem ve stiedu kruhové apertury. Uhlovy
rozmér svételného disku je dén vztahem

A
=122 — 7.142
a o (7.142)
a polomér
A
01 = 1.22%2 (7.143)

Tento vztah ma velky vyznam pfi urcovani rozliSovaci schopnosti optickych
pristroji. Kdybychom zobrazili bodovy zdroj, napf. hvézdu, v ohniskové ro-
viné objektivu (Gocka nebo parabolické zrcadlo, za predpokladu, Ze jsou bez
aberace), pak nedostaneme obraz bodu, ktery by mél vzniknout podle zékonu
geometrické optiky, ale difrakéni skvrnu — Airyho disk.

Hodnotu matematické discipliny je tfeba ocenovat podle jeji po-
uzitelnosti v empirickych védéch.
B. Runge

Akademik A. Alexandrov vypravél o jednom z nejvétsich svéto-
vych geometri A. Pogorelovi, Ze jeho nejlepsi prace jsou nerozlucné
spojeny s cestou z domova do Gstavu a zpét. Kazdodenné pésky 15
kilometrt. . . Rovnéz I. Hadamard prohlésil, Ze s vyjimkou noci, kdy
nemohl usnout, vSe co objevil, objevil pfi pfechazeni po pokoji. Ni-
koliv ndhodou asi vzniklo réeni: ,,Nohy — kola mysleni“.

A. K. Suchotin

M¢é idedly, které vidy prede mnou zarily a znovu a znovu mé
napliiovaly radostnou zivotni odvahou, byly dobro, krasa a pravda.
Kdybych necitil, Zze se shoduji se stejné smyslejicimi, kdybych se
nezabyval objektivnim, na poli uméni a védeckého badani vécné ne-
dostiznym, jevil by se mi zivot prazdny. VsSedni cile lidského snazeni,
majetek, zevni aspéch a prepych, se mné od mych mladych let zdaly
hodny opovrzeni.

A. Einstein



