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Podékovani
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Abstrakt
Vyuziti Wolframu Alpha v matematice

Tato bakal#ska prace se zabyva vyuzivanim Wolframu Alpha \vematice. Praci jsme
roz&lili na teoretickou a praktickotast. V teoretick@&asti jsme se za#li na popsani a
vyswtleni zadavanychifkazi, které jsme vyuZzili v praktickéasti pro vypdet piklada.
BéhemieSeni pikladh v praktickécasti jsme navrhovali ZisobyieSeni, které umakije
Wolfram Alpha, a popisovali jeho vystupy. Navic gmdiblizili aplikace, které Wolfram
Alpha nabizi g vypoctu.

Kli ¢ova slova:Wolfram Alpha, matematika, algebra, graf

Abstract
Application of Wolfram Alpha in mathematic

This bachelor’s thesis deals with the using of Watf Alpha in mathematics. This work is
divided into two parts. The first is theoreticaldathe second is more practical part. We
focused on describing and explaining assigned problin the theoretical part that are
used for the calculation of these problems in tfaefcal part. During the calculation we
suggested the way of solving that Wolfram Alphgokednd then we described the results.
In addition we gave some ideas about applicatidmsiwW\olfram Alpha offers during the
calculation.

Key words: Wolfram Alpha, mathematics, algebra, graph
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Cast |
Uvod

V dnesni dob pati Wolfram Alpha k revolanimu typu vypdetrg védomostnimu
nastroji, jenZ neni jeStve finalni podob. Samotny autor se domniva, Ze v kiméepodok
nikdy nebude a stale bude n&mco vylepSovat. Vynalezl ho Stephen Wolfram ve své
soukromé firnd Wolfram Research, jeZ sidli v Champaign, lllionoildSA. Jeho oficialé
pouzivanymi nazvy jsou Wolfram Alpha, WolframAlpha Wolfram|Alpha,
ale v ramci bakaidké prace budeme pouzivat zkratku WA. Provoz by 18. kétna
2009. Vice informaci Iz&erpat zElanka ze zdroji [2] a [3].

WA je volré dostupny server na adrese http://www.wolframalgira, jenZ mohou
vyuzivat vSichni uzivatelé. Funkce vhodné pouzerpgistrované uZivatele jsou vypnuty,
a to tim, Ze jsou vyobrazeny v odstinech Sedi aenela & kliknout mysSi. Pokud
se chceme stétenem WA, tak na vySe uvedené adrese klikneme my/diaitko Sign in
(Prinldsit se) a miZzeme se zaregistrovat &upies vlastni e-mailovou adresu
nebo pes socialni $i facebook. Tim se nam zprovozni z&kladni aplikadarma.
Ale u aplikaci, jez slouzi k ziskavani podrgjSich informaci, je zaptagbi uritych
povoleni. Chceme-li zprovoznit aplikaStep-by-steptak musime potvrditiiichozi e-mail
a navic pro spudi CDF interactivity je nutné nainstalovat do gitece Wolfram CDF
Player. FunkceStep-by-stege zcela zdarma pro registrované uZzivatele, pgkumidou

vyuZivat maximala 2krat deng, aleCDF interactivityje zdarma pouze 7 dni.

Klimanek ([3], 2009) zaznamenal prohlaSeni Stephafudframa: ,Red padeséti
lety, kdyZ p@itace byly novinkou, se lidé domnivali, Zediaci polozi jakoukoli faktickou
otazku a ten jim na ni odpovi. Tak to ale nefungmvBaQitace jsou sice schopnyglat
spoustu pozoruhodnych aghvapivych ¥ci, ale tohle ne. J4 si ale vzdycky myslel,
Ze jednou to mozné bude. Aepd rekolika lety jsem si usdomil, Ze jsem konmé
v situaci, kdy se do tohoi#u pustit.” Zde samotny autor vydiuje motivaci pro tvorbu
WA, ktery bude schopny zodp&det vétSinu poloZzenych otazek z matematiky, chemie,
fyziky, zemgpisu, ale také zwani. Samotny WA ma roztbnou matematiku
na elementarni matematiktisla, vykreslovani a zobrazovani do grafu, algebypoiet a
analyzovani problému, geometrii, teoriisel, diskrétni matematiku, aplikovanou

matematiku, ...



V bakal&ské praci, jiz mame rozkknou na teoretickou a praktickoéast,
se ¥nujeme vyuZziti WA v matematice. V teoretickésti se zawrtime na podrobisi
popis prace s WA v oblastisel, vykreslovani do grafu a algebV praktickécastireSime

piiklady a popisujeme aplikace WA.

V prvni kapitole se &nujemecislim a intervaim. Ve druhé kapitole se zaobirame
vykreslovanim funkci, rovnic a nerovnic do drafjez mohou byt 3D, polarni,
parametrické,... Ve reti kapitole zkoum@meeSeni rovnic, polynofy racionalnich
(lomenych) funkci, vektdr, matic a obar z oblasti algebry. Vétvrté kapitole
piedstavime tzné variantyieSeni pikladi pomoci WA. V paté kapitole fiplizime
aplikace, jez WA nabizi v pbehu feSeni pikladi. Na z&ér zhodnotime vhodnost
vyuzivani WA v matematice.



Cast I
Teoreticka ¢ast
1 Cisla

Cela, racionalni, iracionalni, algebraicka, tramsiesmtalni a komplexnéisla a
intervaly si podrobéi rozebereme v této kapitole, kde si ukaZzeme mahaéematické

operace s nimi.

1.1 Celac¢isla

Ve WA mazeme ukit vlastnosti celycheisel, jejich poslednéislici nebo jejich
posledni nenulovoucislici a provadt snimi pFesné vypoéty. Pred provadnim
matematickych operaci s celyniisly je poteba znéat jejich defidhi obor. Halek a
Beranek ([4], s. 25) definuji obor cely¢fsel: ,Je tvden ¢isly prirozenymi, nulou &isly
opanymi k¢istaim prirozenym. Vyjaduje je rozdil m—n, kde m € N, n €N.
Prom > n obdrzime firozenagislaci kladni cel&isla /ozn.N ¢i Z*/, prom = n nulu a

prom < n zaporna celdisla /oznZ~/."

Vlastnosti celychtisel ziskame pouhym zadanim celéfgla do pikazovéradky,
a abychom mohli s nimi provédaritmetické operace, tak napiSemerddky vypa@etni
operace Vv libovolném gadi aifettzime je s nimi. Vypdet posledniislice celéhatisla a
posledni nenulovéislice ziskdme zadaniust digit of a a last nonzero digit of a
(last = posledni, digit Zislice, of= z, nonzero = nenulové) d&ikazovéradky, kdea je

celécislo. V obrazku 1. 1 vyobrazime zadaregpisu pro vypeet poslednéislice.
last digit of 123456789 =)

Obrazek 1. 1: Celdisla vstup

Z obrazku 1. 2 je vigt, Ze vystupem WA jeiselny, obrazovy a slovni vysledek.

Result: Nurmber name: Visual representation:

9 nine oo o000 000

Obrazek 1. 2: Celéisla vystup



1.2 Racionalniéisla

Ve WA miZzeme ukovat vlastnosti racionalnicliisel, provadt s nimi gesné
aritmetické vypoéty a navic je identifikovat, zda se jednd o raciohadislo.
Abychom mohli pgitat s racionalniméisly, tak je pateba znat definici racionalnihisla.
Halek a Beranek ([4], s. 25) definuji obor racianéh cisel: ,Obor racionalnicktisel je

tvoren ¢isly celymi a zlomky: abychom mohli hokibo podilu kterychkoliv dvou celych

Cisel, zavadime zlomky tvaé;u kdep e Z, q € Z,q # 0. Zlomek je pitom zaveden tak,

Ze cel&isla se stavaji jejich specialnirrigpdem.”

Informace o vlastnostech racionalnicisel opatime, tak Ze do ffikazovéradky
zadame racionalniislo a zarove s nimi mizeme provagt aritmetické vypoty, a to tak,
Ze k nim pipiSeme do fikazovéiradky vypaetni operace v libovolném fedi afetézime
je s nimi. K identifikaci racionalniheéisla je zapdebi gedpisis c a rational number?
(is = je, a rational number = racionalfiglo), kdec je obecn&islo, jak je pedstaveno

v obrazku 1. 3.

Is sqrt(1/9 + 2/5) a rational number? 8

Obrazek 1. 3: Raciondlgislo vstup

Vystupem zadanéhdigladu ve WA je vysledek a popsani zadanéista v ramci

desetinné soustavy, kde Ize regulovatgiaesetinnych mist. Vystupem j&na odpo¥d’,

. ;o 1, 2. . 2 , T . . ,
jez zni, ze /§+E is not a rational number/€+ < neni racionalntislo), coz je patrné

z obrazku 1. 4.

|

not 1 rational number 0.714920352984240553654277311476952313672680790370019170429993...

wnin

.
O |

Obrazek 1. 4: Racionalgislo vystup



1.3 Iracionalni, algebraicka a transcendentniisla
Iraciondlni ¢isla ve WA nabizeji stejné funkce jako racionétigla. Rozdil
mezi nimi je, Ze iracionalndisla jsou neperiodické desetinné zlomky oprotiagaélnim
¢istim. lIracionalni a racionalnicisla se nazyvaji souhréinrealna cisla spoléné
s algebraickymi a transcendentnitisly. Pro lepSi fedstavu je pdeba zavést definici
algebraickych a transcendentni¢isel. Rektorys ([5], s. 5) definuje algebraicka a
transcendentnicisla: ,Realné¢islo a se nazyvaalgebraické je-li korenem wgjaké
algebraické rovnicex™ + a;x" ! + ..+ a,, =0 sracionalnimi koeficientyr,, a,, .

a,. Neni-lia algebraicke, nazyva seanscendentniTranscendentni jsou nagisla er.”

Algebraicka a transcendenttiisla nabizeji stejné funkce jako racionatigla,
ale ve WA ntizeme s algebraickyngiisly navic pditat minimalni polynom. Pro vyget
minimalniho polynomu algebraickélitsla zadameninimal polynomial of a (minimal
= minimalni, polynomial = polynom) dofixazovéiadky, kdea je algebraickésislo.
Obrazek 1. 5 nam vyobrazuje zadartedpisu pro vyp&et minimalniho polynomu
algebraickéhdisla.

minimal polynomial of sqrt(2+sqrt(2+sqrt(2))) =

Obrazek 1. 5: Minimalni polynom vstup

Z obrazku 1. 6 vyplyva, Ze ve vystupu WA je vstupsledek, alternativni formy
piedpisu a grafy. Alternativni formyfedpisu uvadi rizné varianty pedpisu polynomu,
jenz je vysledkem zadanéhaildadu, a grafy ndm zndzarje minimalni polynom
v kartézské soustasouadné v intervalech (-2, 2) a (-6, 6).

 p—— P -4) (-2 +2
M|n|malPonnom|al[ 2+V2+V2 \] B ) )

(o ((x* - 8) x* +-20) - 16) x* + 2

= 5 (x* =422 +4(x* -4x%)+2
B -8x54+20x* =162 +2 ) )

20x10°

\ \ 15105
[

1.0x10°

Obrazek 1. 6: Minimalni polynom vystup



1.4 Komplexni ¢isla

Ve WA miZzeme provéet zakladni aritmetické operace s komplexnitngly,
nachazet jejich keny, zji¥ovat jejich n-té odmocniny a ziskava&Seni rovnic v oboru
komplexnichg¢isel. Pro lepSi orientaci by bylo vhodné znat deffikomplexnihogisla.
Halek a Beranek ([4], s. 27) definuji komplextislo: ,Komplexnim ¢islem rozumime
uspdadanou dvojici realnychisel a, b. Zapisujeme je obvykle ve tvatu+ bi, kdea, b
jsou reéln&isla a proi, tzv. imaginarni jednotku, platf = —1. Cislo a se nazyva reélna
¢ast, ¢islo b imaginarnicast komplexnihcatisla a + bi. Dvé¢ komplexni ¢isla se sob

rovnaji pra¥ tehdy, maji-li stejnou realnou a imaginatast.”

Aritmetické operace s komplexnintisly Ize ziskat zadanim vypetnich operaci
v libovolném pdadi do pikazovéradky, kde je s nimietzime. Pro uteni komplexniho
korene ¢isla, stéi zadat do pkazovéradky a + bi, kde a je realna slozka ai je
imaginarni slozka komplexnihg¢isla. N-t¢ odmocniny komplexniclisel dosahneme
napsanim fedpisuall dth roots of ¢ (all = vS8echny, root = odmocnina) ddikazové
fadky, kded je stupgm odmocniny ac je komplexni¢islo. V obrazku 1. 7 znazornime

ukazku pedpisu pro vypéet vSech pti stupid odmocnin z komplexnihéislal + i.

all 5th roots of 1+i 8

Obrazek 1. 7: N-té odmocniny komplexnitisla vstup

Z nize uvedeného obrazku 1. 8 je patrné, Ze vesdlal WA je gt komplexich
koreni, jez jsou vyobrazeny v grafu, kde osa x se nazgaina a osa y imaginarni osa.
Jinak se graf fize nazyvat rovina komplexniatisel nebo Gaussova rovina. Jednotlivé

koreny jsou v grafu vyzri@ny cervenymi body.

M

Im

V1+i ~1.05858 + 0.16766 i

Y1+i e s ~0.16766 + 1.05858 i
4ex

Y1+ e5 ~—0.95496 + 0.48657 i . : Sl 5

3
4ix
V1+ie 5 ~-0.75786—0.75786 i

Y1+ e 5 ~ 0.48657 — 0.95496 i

Obrazek 1. 8: N-té odmocniny komplexnitisla vystup



1.5 Intervaly

Ve WA Ize urkovat vlastnosti jednoho nebo vice intetvaV pripac jednd-li
se o vice interval Ize je srovnavat ve vlastnostech acfselné ose. U dovani vlastnosti
jednoho intervalu zadavame déikazovéradky (a, b), nebointerval (a,b), kdea ab
jsou realn&isla a ovalna zavorkagdstavuje oteeny interval. Zarove mizeme ugovat
vlastnosti u uzawenych interval [a,b] nebo ucast&né uzawenych interval (a,b]
nebo [a,b). Dale Ize stanovit vlastnosti u vice intefvalajednou napsanimigupisu
intervals (aq,b,), (ay, by), ..., (ay, by) do pikazovéradky, kde(a,, b;) az (a,, b,) jSou
intervaly, jeZ se mezi sebou dadigji ¢arkou. Jako vhodnou ukazku jsme zvolili vyobrazeni
dvou interval [0,1) a(1, ) v obrazku 1. 9.

intervals [0,1), (1,00) 8

Obrazek 1. 9: Porovnavani interfralstup

Vystupem zadanéharigladu jsou vlastnosti a zobrazeni obou intervad ciselné
ose, jak nam obrazek 1. 10 ukazuje. Intef@al) je znazortin modrou barvou a interval
(1,0) cervenou barvou n&iselné ose. Zarovieje 0 vyzna&ena plnym kolékem
jako souwast intervalu a prazdnym kol&kem jako vynechanylen intervalu. Z vlastnosti
Ize vygist nerovnost, délku a topologimequality (nerovnost) vyjatlje interval formou
nerovnice.Length (délka) vyjaduje, zda se jedna bounded(omezeny)¢i unbounded
(neomezeny) interval a uvede jeho velikdsipology(topologie) popisuje druh intervalu,
nagriklad closed(uzaweny), open (oteweny), left closed(uzaveny z levé strany) aght
open (oteweny z pravé strany) a naopak. Interv@d,1) je popsan nerovnici
0 <x <1, jehoz délka je rovnd, protoze se jedna o omezeny interval, jenz jev& le
strany uzakeny a z praveé strany ot@ny. Interval(1,) popisuje nerovnicé < x < o,

z ¢ehoz je patrné, Ze jeho délka je rownaprotoZe se jedna o neomezeny interval, jenz je

oteweny z obou stran.

inequality length topology

[0,1) 0s=sx<1 1 closed open

l<x<o o open interval

Obrazek 1. 10: Porovnani interstalystup



2 Vykreslovani do grafu

Ve vykreslovani do grafu seénwujeme zobrazovani funkci, rovnic a nerovnic

do riznych grafi a podrobgji piiblizime 3D, polarni a parametrické grafy.

2.1 Vykreslovani funkci

Ve WA mizeme vyobrazit jednu nebo vice funkci najednouravaa jim zadavat
rozsah prornnych v grafu, jenz ma linearni, logaritmickou ndbgaritmicko-linearni
stupnice. Funkci jedné pramné ntiZzeme vykreslit déma zmisoby, bd’ plot g(x)
(plot = vykresleni) nebgraph g(x) (graph = zobrazeni), kde(x) je predpis funkce.
V pripac, Ze zaddvame rozsah préimé, gidavame za fedpis funkcefrom x = ato b
(from = z) nebo jenomx = a to b, kdex je pronenna funkce az a b jsoucisla voleného
rozsahu.

Pro vykresleni vice funkci o jedné prémné, kde je zadany rozsah nepovinny, napiSeme
piedpis plot f;(x), f2(x), ..., fu(x) fromx =atob nebo plot f;(x), f2(x), ..., fn(x),

x = ato b, kdef; (x) azf,(x) jsou funkce jedné profnné, jez jsou mezi sebou adighy
sarkou, x je pron¥nnd aa a b jsou &isla voleného rozsahuV obrazku 2. 1 ukazeme

piedpis pro zobrazenieich funkci o jedné proinné v rozsah« —m, m >.

plot sin X, cos X, tan x from X = -pi to pi 8

Obrazek 2. 1: Vykreslovani vice funkci vstup

Nize uvedeny obrazek 2. 2 nam poukazuje, Ze vystujgegraf, v 8mz jsou
vyobrazeny vSechny funkce v rovinné kartézské sottodadnic na defiinim oboru
< —m,m >. Z grafu je dale znatelné, &én x znazordgn modrou barvougos x ¢ervenou

barvou atan x s asymptotami zlutou barvou.

1V této kapitole se nebudeme déale #oviat za pedpisem, Zef (x) je funkce jedné proémné, kdex je

promenna funkce a ab jsoucisla voleného rozsahu.

10



Plot:

Obrazek 2. 2: Vykreslovani vice funkci vystup

Pro zobrazeni funkce jedné prémeé na logaritmické stupnici zadavaniedpis
log plot f(x) fromx =atob nebo log plot f(x),x =atob. Vyobrazeni funkce
jedné prominné na logaritmicko-linearni stupnici ziskame napsado gikazovéradky
log — linear plot f(x),x = 1 to b, kdef(x) je funkce, jiZ musime definovat na intervalu
<1, b>, kde b je vhodr zvolené ¢islo pro lepSicitelnost grafu, jak je znazofno

v obrazku 2. 3. Rozsah se musi volit, protoze lbgais ma definini obor< 1, 400).
log-linear plot x~2 ,x = 1to 10

Obrézek 2. 3: Logaritmicko-linearni stupnice vstup

Obrazek 2. 4 nam ukazuje, Ze WA vygeneroval jakstwyy graf s logaritmickou
stupnici na ose x a linearni stupnici na osey.

Log-linear plot:

100 ¢

Obrazek 2. 4: Logaritmicko-linearni stupnice vystup

11



2.2 Vykreslovani rovnic a nerovnic

Dale ve WA ntizeme grafickytreSit rovnice o vice proégmnych a kvadriky.
Abychom ziskali grafické&eSeni rovnic o vice prainnych, napiSeme ddigazovéradky
plot f(xq, x5, ..., X,) = 0, kde f (x4, x5, ..., X,) = 0 je predpis rovnice o vice neznamych.

V obrazku 2. 5 festavime zapis pro vykresleni rovnice dvou pnomychx? + 2y? = 1.

plot X2+ 2y~ 2=1 =

Obrazek 2. 5: Rovnice o vice prénmych vstup

Vystupem WA je interpretovatelnyigdpis rovnice, jeji grafickéeSeni a nazev
geometrického Utvaru s vlastnostmi. Je velice zajinZze WA dokézZe rozeznat, o jaky typ
geometrického Utvaru se jedna. Zanowe geometrického Utvaru theme vybrat funkci
Properties (Vlastnosti), jeZ umailje ziskat informace o rovnici. Ze zadanéltiklpdu
ziskdme informace o elipse, iigtad foci (ohnisko), vertices (hlavni vrcholy), center
(stred), semimajor axis lengthdélka hlavni poloosy)semiminor axis length(délka
vedlejSi poloosy), area (plocha), perimeter (obvod), focal parameter (ohniskova

vzdalenost) &ccentricity(excentricita). Poznatky jsougastaveny v obrazku 2. 6.

) , ellipse
plot x*+2y' =1 P

-52) * [55-2))-

((-=0.707107, 0) (0.707107, 0))

vertice (-1,0) (1,0)

enter (0, 0)

semimajor axis length 1

x
-10 0.5 0.5 10 semiminor axis leneth -
v

~ 0.707107

N

v 2.22144

o

4 v

o 41»:(%) + 5.40258

~ 0.707107

<
= Nl

l'”lp\t

~ 0.707107

V:

Obrazek 2. 6: Rovnice o vice prénmych vystup
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V piipact teSeni jiné rovnice se &wa proménnymi, by WA pomoci funkce
Properties zobrazil i jiné vypditatelné vlastnosti. Dale WA umtije kliknout mysi
na nazev geometrického utvaru, jenz sgransformuje dofjkazovéradky a WA vyhleda

obecné informace o kuzeldse.

Obrazek 2. 7: Elipsa vystup

Obrazek 2. 7 ndm definuje, Ze vystupem WA je viaudkpresentace, obecny
piedpis rovnice a vlastnosti, u nichZ lze nastudaadcné zadaniiedpisi pro jejich

vypocet.

Dale Ize ve WA grafickyeSit nerovnice s vice pramnymi. V giipads grafického
feSeni dvou nerovnic o0 vice neznamych zadavarfedpps do pikazové rfadky
plot fi(xy, x5, ..., xy) <O0and f5(xq, x5, ..., x,) <0, kde fi(xy,x5,...,x,) <0 a
f2(x1, %5, ..., x,) < 0 jsou nerovnice o vice neznamych. V obrazku 2.8aame ukazku

prepisu pro vypoet dvou nerovnia? + y2 < 1ay > x.

plot X" 2+y"2<1 and y>X =

Obrazek 2. 8: Nerovnice vstup

Z obrazku 2. 9 vyplyva, Ze vystupem zadaneéliklgdu je vstup a grafické
vyobrazeni oblasti, jez splje stanovené podminky dvou nerovnosti. Vysledek je

znéazorgn modrou barvou.

Obrazek 2. 9: Nerovnice vystup

13



2.3 3D grafy

3D grafy se vyuZivaji pro vyobrazovani funkci agmymi prongnnymi a
s moznosti volby jejich rozsahu. Pro jejich zobrdzeadavame do ffkazové radky
plot f(x,y),x =atob,y = ctod, kde f(x,y) je predpis funkce dvou protnnychx a
y, kdea, b, c,d jsou jejich¢isla voleného rozsahu. V obrazku 2. 10 jsme uveddpis

pro vyobrazeni funkaios x asin y, jeZ maji zvoleny stejny rozsah—m,  >.

| plotcosxsiny,x=-nton,y =-nton B

Obrézek 2. 10: 3D vykreslovani vstup

V obrazku 2. 11 ukdzeme vystup WA, kde jedprysovy a 3D graf s barevnou
Skalou, jez umaiuje vnimat maxima, minima auzna zakiveni plochy spolu
s pomocnymi kivkami. U 3D grafu WA navic nabizi funk&how mesh (Zobrazeni s#)
aShow contour lines (Zobrazeni vrstevnic), jez zvoli drubivky pro vykresleni. Dale je
si mozné vSimnout, Ze WA nabizi u 3D vykreslovaankti Enable interactivity
(Povolit interaktivni pistup) v ramciCDF interactivity, jenZz umo#uje dynamickou

praci grafy.

Obrazek 2. 11: 3D vykreslovani vystup
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2.4 Polarni a parametrické grafy

V polarnim vykreslovani lze vyobrazovat funkce Vamoim grafu s moZznosti
volby rozsahu. Pro jejich znazeémi zadavame doifkazoveéiadky polar plot r = x,
x =atob (polar = polarni, plot = zakresleni), kdeje pronménna aa a b jsou ¢isla

volitelného rozsahu, jak je uvedeno v obrazku 2. 12
polar plot r=theta, theta=0to 8 n

Obrazek 2. 12: Polarni vykreslovani vstup

Obrazek 2. 13 nam ukazuje, Ze vystupem WA je vykktdpu a polarni graf.

Polar plot:

T Input interpretation:
/""A"“‘\ polarplot r=246 Oto8nx
10 \
— \\.
/ t \ IV‘

Obrazek 2. 13: Polarni vykreslovani vystup

V parametrickych grafech imieme vyobrazovatik/ky ve WA, jeZz se zadavaji
v parametrickém vyjagni s moznosti volby rozsahu. Pro jejich zobrazeapiSeme
parametric plot (x(t),y(t)),t = ato b (parametric = parametrické), kdet) a y(t)
jsou parametrické tpdpisy Kivky pomoci parametrut, u rehoz lze volit rozsah

Cislya ab.
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3 Algebra

Algebra je jednou z hlavniakasti matematiky spoludselnou teorii, geometrii a
analyzou Ma velice Siroky rozsah a mnoho variae8eni, protoze patmezi nejstarsi
discipliny z matematiky. Algebra se r@hgje do od¥tvi, nagiklad rovnice, polynomy,
racionalni (lomené) funkce, vektorova algebra, aggtinearni algebra a obory ve WA.

3.1 Rovnice

Ve WA lze ieSit rovnice od linearnich az po trigopnometrick@aZnosti vybru
obori, v nichZ budou hledané kny a jejich soustavy. Rovnici ¥8§ime napsanim
piedpisusolve f(xq,x,. ..., x,) = 0 (solve =ieSeni), kdef (x4, x5, ..., x,) = 0 je rovnice.

V pripact hledani pouze realnych ieni rovnice, zaddme za uvedenyegpis vySe
over the reals (vSechny realné Keny). Soustavu linearnich rovniciegime napsanim
solve fi(x1, %2, ..., xp) = 0, f,(xq, X5, ., X)) =0, ..., fu(x1, %5, ..., x,) =0 do pikazové
fadky, kdef; (x4, x5, ..., x,,) = 0 aZf;, (x4, x4, ..., X,) = 0 jSOU rovnice, jez jsou mezi sebou
odckleny carkou. V obrazku 3. 1 zndzornime ukézku zadani ypypocet soustavy

linearnichrovnix +y—z=1,x—y—-—z=2ax+y—z=4.

solve 2x+y-z=1, X-y-z=2, X+y-z=4 B
Obrézek 3. 1: Soustava rovnic vstup

Ohledre zadaného ifikladu se jedna deSeni i rovnic v trojroznérném prostoru,
kde vysledkem je bo® = [—3,1,—6], jenZ je jejich spoknym piiseikem. Vysledek

feSeni soustavyitlinearnich rovnic Ize vi&t nize v obrazku 3. 2.

x=-3 y=1 z=-6

Obrazek 3. 2: Soustava rovnic vystup
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3.2 Polynomy

Drabek a Hora ([7], s. 4) definuji polynom n-tétiopse o jedné prorénné: ,Budiz
(I,+,7) obor integrity an prirozené ¢islo. Funkci f(x) definovanou pedpisem
ApX™ + ap_x™ 1+ -+ ayx® + a;x + ay, kdea, # 0, nazyvdme polynomem n-tého

stupré o jedné prornnéx nad oborem integritgl, +,)."

Ve WA lze u polynomi vypctitat jeho stupg, rozklad na kienoveé cinitele,
nejwtsi spolény cklitel, roznasobeni keni do polynomického tvaru, dogini nactverec
a provadt s nimi interpolaci. Pro deni stupg polynomu zaddme dorigazovéradky
dega,x™ + an_x™ 1+ -+ a,x*+ a;x+ a, (deg = zkratka pro stupn(degree)),
kde apx™+ ap_1x" 14+ a,x2+ a;x + a, je polynom? Polynom lIze rozloZit
na kdaenové ¢initele napsanim factor a,x™ + a,_1x" 1+ -+ ayx? + a;x + a,

(factor = celgiselny dlitel).

Predpisemged a,x™ + a,_x" 1+ -+ ayx* + a;x + ag, bpx™ + by_1x" 1 +
ot byx? + bix + by, e, NpX™ + Ny x™ 4+ nyx2 + nyx+ ng, kde ged je
zkratka progreatest common divisor (nejwtSi spolény clitel), dosahneme vyptu

nej\wtsiho spoléneho dlitele polynomni.

Ve WA miazeme vyuzit i op&nou funkci rozkladu polynomu na ienovécinitele
a to roznasobeni kenmi polynomi, a to tim, Ze zadame déadky expand
ApX™ + Ao x™ 1+t ayx® 4+ a;x + ag, bpx™ + by x™ 1+ -+ byx? + bix +

boy ey MpX™ + N1 1 4+ -+ nyx% + nyx + ny (€xpand = rozéit).

Déle Ize prova&t vypoiet doplrni na ¢tverec ve WA, jenz ziskdme napsanim
predpisu complete the square a,x™ + ap_1x" 1+ -+ a,x* + a;x + a, (complete

the square = dop#mi nacétverec).

A nakonec si fedstavime vypiet interpolace polynomu ve WA, coz je v¥gd
polynomu z narérenych nebo tabulkovych hodnot funkce ¥itjich bodech intervalu,
jez ziskame zadaninmterpolating polynomial {a,, f(a,)},{a,, f(ay)}, ..., {a,, f(a,)}

(interpolating = interpolace, polynomial = polynody @ikazovéradky, kdea, aza,, jsou

2V této kapitole se nebudeme déle #aviat za pedpisem, Zea,x™ + a,_x"" 1 + -+ a,x? + a;x + a,

je polynom.
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argumenty af (a;) az f(a,) jsou funkni hodnota argumenta. VZdy jedno ndteni je
uvedeno ve slozenych zavorkach, jez jsou mezi seddtieny ¢arkou, jak nam zobrazuje
obrazek 3. 3.

interpolating polynomial {1,10},{2,3}.{4,7}.{8,0} =)

Obrazek 3. 3: Interpolace polynomu vstup

Z obrazku 3. 4 vyplyva, Ze vystupem WA je vypeny polynom z nagtenych
nebo tabulkovych hodnot funkce a graf, &amZ jsoucerverg vyzna&eny nangiené nebo
tabulkové hodnoty a maoed je znazorén vypaiteny polynom. Polynom vySel

29x3  53x%2  93x . 190

56 8 4 7"

104 Interpolating polynomial:

2

\ \ _29.\'3+53.\’“_&'+1_90
[\ \ 56 8 4 7

Obrazek 3. 4: Interpolace polynomu vystup
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3.3 Racionalni (lomend) funkce

FiSnarova ([8], s. 11) definuje racionalni (lomephdunkci: ,Nech PB,(x) je

polynom stupt n a Q,,(x) je polynom stuptim. Funkce tvarwR(x) =

racionalni lomena funkce.”

Pn(x)
om(@) se nazyva

Ve WA lIze u racionalnich funkci vypat stupé, rozklad na parcialni zlomky a

vyobrazit je v grafu. Vyp&tu stupr racionalni (lomené) funkce dosadhneme zadanim

do prikazovéradky deg "( )

Ve I sz s . . P,
piikaz plot. Rozklad na parcialni zlomky provedeme zadamnrtial fractions ——

= a navic pro znazoé&ni do grafu napiSemeaqd jeji gedpis

(x)
Qm(x)

(partial = parcialni, fractions = zlomky) ddikazovéradky. V obrazku 3. 5 vyobrazime

ukazku pro pedpis vypget parcialniho zlomkg—>—2—.

partial fractions (x-2)/(3x"~2+11x+6)

3x2+11x+6

Obrazek 3. 5: Racionalni funkce vstup

Vystupem WA je vstup, vysledek, alternativni formagpisu a grafy, jak je

znazorrno v obrazku 3.6. Vysledek vys

=96—ec20 —-10 | 10 20 30 40

Neos|
Vol

\

x—2 5 8

2+ 11%4+6 7(x+3)  7(3x+2)

Input:

x—-2

partial fractions —_—
3x*+11x+6

x-2 _ S 8
3x24+11x4+6 7(x+3) 7(3x+2

x-2
(x+3)(3x+2)
14-7x
7(x+3)(3x+2)

Obrazek 3. 6: Raciondlni funkce vystup
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3.4 Vektorova algebra

Vektory zadavame do fikazové radky ve tvaru aritmetického vektoru
vector {xq,X,, ..., x,}3 nebo{xy, x,, ..., x,}, kde x; az x,, jsou jeho slozky nebo je lze
zapisovat formou vektoru line&rnkombinovaného jednotkovymi vektoryx;e, +
Xy €, + -+ x,e,) nebo vector x,e; + x, e, + -+ x,e,, kde x; az x, jsou ot
jeho sloZzkami, jez jsou line&frkombinované s jednotkovymi vektoey aze,,. VétSinou,
kdyZ se nachazime k;* béhem vypdtu, nahrazujeme; zai, e, zaj ae; zak. Velikost
(normu) vektoru ufime, pokud zadame doiikazové radky norm {xi, x5, ..., x,},
kde norm je zkratka pro ufeni velikosti vektoru. Pro provedeni aritmetickyaperaci,
nagiklad <itani a oditani, s vektory, jez Ize vynasobit jakymkol¥slem, napiSeme
do pikazové tadky afxq,xs,...,xn} * b{yi,y2, ..., vn} nebo a(x,e; + xy e, + -+
Xnen) T b(yieq + vy, e, + -+ y,e,), kdea a b jsou ¢isla, jimiz nasobime vektory.
Skalarni sodin Ize vypaitat vloZzenim mezi dva vektory Vigazovétadce symbol,
jenz zarove slouzi jako téka za ¥tou. Pro vypoet vektorového satinu, napiSeme mezi
dva vektory slovocross nebo symbolx. SmiSeny satin ziskame zadanimigdpisu
{{x1, x5, .., xp} cross {y1, Va2, o, Vu}}- {21, 25, ..., 2, }. V Obrdzku 3. 7 jsme uvedli ukazku

piedpisu pro vypéet smiseného soimu vekton (5,3,8),(7,2,2) a(2,5,9).

{{5, 3, 8} cross {7, 2, 2}}.{2, 5, 9} (=

Obrézek 3. 7: SmiSeny son vstup

Obrazek 3. 8 ndm poukazuje, Ze vystupem je poukéadywstupu a vysledek,

jenz se rovnd11.

(5,3,8)x(7,2,2).{2,5, 9} 111

Obrazek 3. 8: SmiSeny son vystup

% Upozoniujeme, Ze aritmeticky vektor se na rozdil@ského zvyku pise do slozenych zavorek, nikoliv do

kulatych zavorek.

* Eukleidovskym prostoreni; rozumime afinni prostod,, v jehoZ vektorovém zatteni Vsje definovan

skalarni soéin.
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3.5 Matice a linearni algebra

Bican ([9], s. 40) definuje matici: ,Soubor

A1, QAq12,°, QA )

A= (a;) =(

prvka z €lesa T nazyvame matici typu (m, n) (naékksem T)* V matici a linearni algéd

Am1, Am2,"""y Amn

se zanmifime na operace s maticemi, jejitbSeni a diagonalizaci, determinanty, vlastni
Cisla a vektory, linearni nezavislost veki@ maticovy rozklad. Mezi operace s maticemi
pati ur¢eni hodnosti matice, inverzni a adjungované maiggovadni s nimi zakladni

aritmetické operace, ngglad itani, oditani, nasobeni aténi.

Hodnost matice éime zadanim igdpisurank {A} (rank = hodnost) doifkazové
radky, kdeA je predpis matic Vypoitu inverzni matici Ize dosahnoutemi zpisoby
zadani doitadky inv {4} nebo inverse {A} a nebo {4}"~! (inverse = inverzni).
Adjungovanou a diagondlni matici ziskdme zadanfedgisuadjugate {A} (adjugate =
adjungovana) aliagonalize {A} (diagonalize = diagondlni). Soustavy rovnic, jedyj
reprezentovany formou maticového zéapisu, I#eSit ve WA napsanim ifkazu
row reduce {A} (row reduce = snizovanfadki) do pikazové radky. Zvolili jsme
jako vhodnou ukazku pro zadani vypb soustavy rovnic vramci maticové zapisu,

kde gedpis pikladu je vyzn&en v obrazku 3. 9.

11

row reduce {{2,1,0,-3}{3,-1,0,1},{1,4,-2,-5}}

Obréazek 3. 9ReSeni soustavy rovnic matigovstup

Vystupem WA je vysledek, dimenze, maticovy graf seydoinverzni matice,
coZ je znazormno v obrazku 3. 10. Dimenzecuie velikost matice, jez mardws (fadky)
a 4columns(sloupce). Maticovy graf vyziaje barev hodnoty vysledné matice. Ea

barva vystihuje jednotkovou matici ve vysledku admdobarva vyznauje feSeni matice.

® V této kapitole se nebudeme dale oviat za pedpisem, Zél je predpis matice.
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Result: Matrix plot: Pseudoinverse:

100 —-i 1 23 4 1025 —88 —84 —
010 _Ll L : o —88 557 —462 imensions:

y 3t 3 1041 -84 -462 600 3 X 4
i 0 A _% 1 2 3 4 -40 -220 -210

Obréazek 3. 10ReSeni soustavy rovnic matigovystup

S maticemi Ize ve WA provét zakladni matematické operace, fiklad <itani,
odkitani, nasobeni a étkni. Aritmetické operace s maticemi provadime paudé

do piikazovéradky vypa@etnich operaci gtzime je s nimi. V obrazku 3. 11 znazornime

ukazku zadaniigdpisu pro vypéet trech matic((l) _(1)) - (é i) + (_i _;)

{O-13ALONA{L2 B3 AN +{2- 13412} 8

Obrazek 3. 11: Matice vstup

Obrazek 3. 12 ndm vypovida, Ze vystupem WA je 8kida informaci, najklad
vysledek vypoétu, dimenze, maticovy graf, charakteristicky polynovlastni vektory,
vlastni ¢isla, diagonalizace a s&et hodnot na diagonale. ¢hoz je patrné, ze WA

vygeneruje vSechny mozné informace, jez je schoppracovat, pokud nema blize

specifikované zadani. Vypet vyse uvedenych matic vy?(e_l(l) _i)

M=S.Js™! 3 =4
A = -1

B
M_(O 4) x> -3x-4

l 1 1’]’:(—1)1)
=(o 1) 5 ot v2 = (1, 0)
J:(—l 0)

0 4

11
s-':( ) (—1 —5)

—4
0l 0 4

Obrézek 3. 12: Matice vystup
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Determinanty mZzeme ve WA feSit napsanim do fikazové radky
determinant of {A} nebodet {A}, kdedet je zkratka pro determinant. Dale Ize u matice
vypccitat vlastnicisla, vlastni vektory a charakteristické polynoriiastni ¢isla ziskame
napsanim daadky eigenvalues {A} (eigenvalues = vlastnfisla) a pomoci i@dpisu
eigenvectors {A} (eigenvectors = vlastni vektory) ¢ime vlastni vektory matice.
Charakteristicky polynom matice ziskame, kdyZ? repi& do pkazové fadky
characteristic polynomial {A} (characteristic polynomial = charakteristicky pubyn).
Abychom zjistili, zda jsou vektory linea&¥mezavislé, zadame ddikazovéradky pikaz
Are A linearly independent ?, nebolinear independence {A} (linear independence =
linearni nezavislost). Dale Ize ziskat neznamouvektoru, jenZ je saiasti matice,
napsaniniinear independence of {A s neznamou h}, jak je uvedene obrazku 3. 13.

inear independence of {(1,3,-1), (-1,-5,5), (4,7,h)} =

Obrézek 3. 13: Linearni nezavislost vstup

Ve vystupu WA je vysledkeméinad odpoed: (1,3,—1),(—1,—5,5) and(4,7, h)
are linearly independent wheh =6 ((1,3,—1),(—1,-5,5)a (4,7,h) jsou linears
nezavislé, kdya + 6), jak ndm vypovida obrazek 3. 14. Jinymi sloeyaxika, Ze pokud
dosadime za nezndmou hodnotu 6, bude velgdr, 6) linearré zavisly na zbyvajicich

dvou vektorech.

Resu

(1,3,-1), (-1, -5,5) 4,7, h linearly independent h+6

Obrazek 3. 14: Line&rni nezavislost vystup

Na zaw¢r podkapitoly 3. 5 Matice a linearni algebra si 2é&@e, jak se provadi
jednotlivé maticové rozklady ve WA. Dont ([10], $28) definuje LU rozklad: ,Je-li
A € ¢™", pak LU rozkladem této matice rozumime vygm A ve tvaruA = LU,
kde L, U € C™™", L je dolni trojuhelnikova,U je horni trojuhelnikova matice.”
LU rozklad ve WA vypditame zadanim ipdpisu LU decomposition of {A}

(decomposition = rozklad) daigazovéradky.
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Dont ([10], s. 131) definuje QR rozklad: ,Bud € C™*", kdem > n. Potom
existuji maticeQ € C™", R € C™" tak, Ze sloupce matic@ jsou ortonormalniR je
horni trojuhelnikovd, aAd = QR. Je-li A redlna, lze maticeQ, R volit realné. Je-li
hodA = n, pak Ize maticR volit tak, Ze vSechny jeji diagonalni prvky jsaainé a kladné
— touto podminkou jsou pak matigg R uréeny jednoznéné.” Abychom vypaetli QR
rozklad ve WA, tak zadavameikaz QR decomposition {A}.

Neumannova ([11], s. 21) definuje Scimrrozklad: ,Kazdou komplexni
¢tvercovou matici Ize vyjait ve tvaru A = UTU*, kde U je unitarni aT (obecr
komplexni) horni trojuhelnikova matice.“ Schuroeakladu ve WA dosdhneme napsanim
piedpisu Schur decomp {A}, kde decomp je zkratka prodecomposition (rozklad).
Schufiv rozklad je vhodny pro ukazku zadavatikpzu v obrazku 3. 15.

Schur decomp {{5.4,4.0,7.7},{3.5,-0.7,2.8},{-3.2,5.1,0.8}} =

Obrazek 3. 15: Schaw rozklad vstup

Ve vystupu WA je vstup a vysledek, jez jsou vyoeraz v obrazku 3. 16.
Ve vysledku se nachazeji matice Schurova rozkladu.

M=Q.T.Q"

54 4. 77
54 4. 7.7 Schur decomposition [ 35 -0.7 2.8]
M =[ 35 -0.7 2.8] -3.2 51 08

-3.2 5.1 08

0.410692 -0.393273 0.822598
-0.152743 0.85977  0.487304

[5.91914 8.0487 3.96728 ]

0.898889  0.325778 -0.293031

T

I

0. —-1.31545 6.62036
0. 0. 0.896313

m’ gives the conjugate transpose of m

Obrézek 3. 16: Schiw rozklad vystup

Wikipedie ([12], 2001) definuje Jordaw rozklad: ,Libovolnouctvercovou matici
A € C™™ |ze vyjadit jako sowin A = XJX~ 1, kde maticeX je regularni a maticg je
blokow diagonalni pra = 1, ..., k. Zfejmg plati n; + -+ + n, = n. Rozklad4 = XJx1!
se nazyva Jordam rozklad, matice/ se nazyva Jordém kanonicky tvar (maticed),
matice/; se nazyva Jordéw blok.“ Jordariv rozklad vyp@itame ve WA pomoci zadani

piedpisu do fikazovéradkyjordan decomp {A}.
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3.6 Obory

Ve WA mizeme utit definicni obor a obor hodnot. Prodgeni definEniho oboru a
obor hodnot funkce zadame doikazoveradky domain of f(x) (domain = definini
obor) arange of f(x) (range = obor hodnot), kd&(x) je predpis funkce. Zarowelze
urtit definiéni obor a obor hodnot najednou, a to tak, Ze namESqiedpis
domain and range of f(x) do pikazovéiadky. V obrazku 3. 17 tpdstavime weni

defini¢niho oboru a oboru hodnot funk%.

domain and range of (x~2+1)/(x"4-1) =1

Obrazek 3. 17: Obory vstup

Ze zadanéhoifkladu je vystupem WA vysledeKjselnd osa a grafy, jak nam
vyplyva z obrazku 3. 18. Z vysledku je patrné, érdéni obor jsou vSechna realdssla
kromé¢ —1 a 1 a obor hodnot jsou vSechna reatisia z intervalu(—o, —1 >V (0, +0).
Zarovei je definéni obor a obor hodnot vyzéen naciselné ose, kde-1 a 1 nejsou
souasti definéniho oboru a proto jsou vyzeeny prazdnymi kokky. To samé plati
i pro obor hodnot, protoZze1 je sowasti oboru hodnot & nikoli, tak —1 je vyzna&en
pinym kolekem a0 prazdnym kolekem. Dale ve vystupu jsou dva grafy, jeZ jsou
znazorgny v rozsahu—1,1) a(—4,4).

IxeR:x+-1 x# 1}

fyreR:y=-1 y > 0}

Obrazek 3. 18: Obory vystup
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Cast I

Prakticka ¢ast

4 UkazkareSenych fikladi

Priklad 4. 1:Urceni objemutyistenu

Zadani: ,Urcete objemétyistenu, jehoz siny leZzi vrovindcha:x+y+2z—-1=0,

B:ix—y—1=0,y:x—2z—-1=0,6:z—2=0."(13], s. 67)

Redeni: WA nam umoznujeesit giklad pomoci smiSeného sinu nebo determinantu.

Prvnim krokem pro gSeni pikladu je ugeni sowadnic jednotlivych vrchdil ¢tyistenu,

atodefnynd, Beanynd, C e anfnd abD € anf ny, jak je uvedeno
postupr v obrazkach 4.1, 4. 2,4.3a4. 4.

solve x-y-1 =0, x-2-1=0, 2-2=0

solve Xx+y+2-1=0, x-2-1=0, z-2=0

solve x+y+2-1=0, x-y-1=0, z-2=0

x-y-1=0

solve x-z-1=0

2-2=0 row reduce [

Obrazek 4. 1: Vypeet vrcholu A

terpretatic row reduce {{1,1,1,-1},{1,0,-1,-1},{0,0,1,-2}}

X+y+z-1=0

solve x-z-1=0

2-2=0 row reduce [

Obrazek 4. 2: Vypeet vrcholu B

X+y+z-1=0
solve x-y-1=0

row reduce
z-2=0

Obrazek 4. 3: Vypeet vrcholu C

row reduce {{1,-1,0,-1}{1,0,-1,-1},{0,0,1,-2}}

row reduce {{1,1,1,-1},{1,-1,0,-1},
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solve X+y+2-1=0, X-y-1=0, X-z-1=0 | Input interpretation row reduce {{1,1,1,-1},{1,-1,0,-1},{1,0,-1,-1}]
X+y+z-1=0 1nput

100 -1

- solve x-y-1=0 % g 1 a=d
x=1 vyv=0 z=0 x-2-1=0 row reduce [ 1l =1 0 -1 ] 010 0
' - ad A ) T, (N 001 0

Obrazek 4. 4: Vypeet vrcholu D

VySe uvedené obrazky 4. 1 az 4. 4 nam n&agnaze soiadnice vrchal étyrstnu
Ize ziskat ve WA déma zpisoby, a to pomoci funkceolve neborow reduce V ramci
funkcesolveieSime pimo soustavuiech rovnic oitech neznamych a u funkoew reduce
ieSime soustavudch rovnic o tech neznamych formou maticového zapigwystupu
WA ziskame vyp#tené sotadnice vrchal ¢tyistnu A = [3,2,2], B = [3,—4,2],
C=10,—-1,2] aD = [1,0,0]. WA nam nabizi d¥ moznosti, jak pokrgovat vieSeni
piikladu, coZ jsme zaznamenali jiz vySe. Prvni molinge smiSeny saiin,
kde pro vypeet objemustyisenu ABCD pak platiViyiseen = = (B — A) X (C — A)) -

(D — A)|, jenZ je vyobrazen v obrazku 4. 5.

1/6*abs({{3-3,~4-2, 2-2} cross {0-3,-1-2, 2-2}}.{1-3, 0-2, 0-2}) 6

Input interpretation:
1
- IB+-3,-4+-2,2+-2)x(0+-3,-1+-2,2+-2).{1-3,0-2,0-2}]

a = b isthe cross product of vectors a and b
|z] is the absolute value of z

Obrazek 4. 5: Vyp&et objemuwityisttnu pomoci smiseného sinou

Druhou moznosti je determinant, kde pro wgtoobjemuctyisttnu ABCD pak

B—-A
plati Veeyistan = % C — A|, jenz je znazorn v obrazku 4. 6.
D—-A

Input interpretation:

3= =4=2:2=2
0-3 -1-2 2-2
1-3 0-2 0-2

1/6*abs(det{{3-3,-4-2, 2-2},{0-3,-1-2, 2-2},{1-3, 0-2, 0-2}})

4.5 5.0 55 6.0 6.5 7.0 7.5

Obrazek 4. 6: Vypeet objemwityisttnu pomoci determinantu
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Z obrazki 4. 5 a 4. 6 vyplyva, Ze objedtyisttnu ABCD vySel 6. Vypoet objemu
ctyisttnu pomoci WA je mnohem rychlejSi nez¢mii vypatet, v gipad slozigjSich
piikladi. Ok¢ dwv¢ metody vypotu jsou giblizné stejre nara&né na vyuziti WA. Akorét
u aplikace determinant je vystup mnohem obsahtejdiobrazeni n&iselné ose, vizualni

prezentaci a slovni vyj&eni vysledku.
Priklad 4. 2:Urceni vzdalenostiipmky p a rovinye v eukleidovském prostoruE

Zadani: ,Urcete vzdalenost ifmky p a roviny g Vv eukleidovském prostoru 4E
kde p = {A,u}, A= 10,3,—-2,-5], u= (-2,0,—-1,2); o= {B,v,w},
B=[-2-4,04],7= (-1,-1,-2,2),w = (1,2,1,0).“ ([13], s. 62)

Reseni: Nejprve vySdime vzajemnou polohuifmky p a roviny o v eukleidovském
prostoru &, protoZze vzdalenost mezi &ma podprostory lze z&ht pouze u podprostar
jez jsou rovnobzre disjunktni nebo mimaizné, jak Lauika ([13], s. 61) udava vesie:
,Budte E., E, dva podprostory eukleidovského prostaky které nemaji zadny spétey
bod. Potom vzdy existuji bodg € E, a Q ¢ E; takové, Ze fimkap = < PQ je kolméa
na oba podprostory. Navic plaW:X € E,,VY ¢ E; je |XY| = |PQ|.* Abychom ufili
vzajemnou polohu roviny afipnky ve WA, tak pouzijeme funkdinear independence

neborank, kde vypa@et je vyznéen v obrazku 4. 7.
inear independence (-2, 0, -1, 2),(-1,-1,-2,2),(1, 2, 1, 0) rank {{-2, 0, -1, 2}, {-1, -1, -2, 2}, {1, 2, 1, 0}}

(-2,0,-1,2). (-1,-1,-2,2) (1,2, 1, 0) are linearly independent 3 3

Obrézek 4. 7: Vyptet vzdjemné polohy |

Vektory i, ¥,w jsou lineard nezavislé, coz znamend, z&inmgka p a rovinag

nejsou rovnokZzné. Dale vytviime vektor Z=B—-A= (-2,-7,2,9) a ugkime

Vi s

(-2,0,-1,2),(-1,-1,-2,2),.(1,2,1,0) (=2, -7, 2,9) are linearly independent B 4

Obrazek 4. 8: Vyptet vzajemné polohy Il
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Z obrazku 4.8 viteme, ze vektoryu,7,w a Z jsou linears nezavislé,
coZ vyjaduje o gimcep a rovirg g, Ze jsou mimokZné. Z¢ehoz je patrné, Ze je sphma
podminka a mizeme ukit body P a Q podle vySe uvedené&ty takove, ZzeP e p,Q € o, &
PQ je kolma k gimce p a zarové je < PQ kolma krovirg o, kde vytvdime vektor
d=P-0Q=([0,3-2-5]+t(-20-1,2)— ([-2,-4,0,4] +r(-1,-1,-2,2) +
s(1,2,1,0)= 2—-2t+r—s,7+r—2s,—-2—t+2r —s,—9+ 2t — 2r), jenz musi
byt kolmy na pimku p a rovinug. Zaroveér musi byt také skalarni séin roven nule
6-u=006-v=0a0-w=0. Celkow to vede piklad kieSeni soustavyiit rovnic

o trech neznamych, jak nam vypovida obrazek 4. 9.

row reduce {{9,-8,3,-20},{8,-10,5,-23},{-3,5,-6,14}} ||| solve 9t-8r+3s=20, 8t-10r+55=23, -3t+5r-65=-14

Obrazek 4. 9: Vyp&et soustavyit rovnic

Ve WA miZzeme vypeitat soustavuit rovnic pomoci funkcesolve nebo row

reduce kde ieSenim jet = 1,r = —1,s = 1. Po dosazeni doigdpisu pro fimku p a
rovnici ¢ urcime bodyP = [-2,3,—3,—-3] aQ = [0,—1, 3,2], z nichZ ziskdme vyget
vzdalenostv = |p,o| = |PQ| =9, jak je vyobrazeno v obrazku 4. 10.

norm {(-2, 3, -3, -3)-(0, -1, 3, 2)}

Obrézek 4. 10: Vypeet vzdalenosti
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Priklad 4. 3: Ur¢eni odchylky pimky p a rovinyp v eukleidovském prostorwE

Zadani: ,Urcete odchylku fimky p a roviny o Vv eukleidovském prostoru sE
jestlize p = {4;u} a o= {B;¥,w}, kde A= [3,-1,3],u=(1,1,2),B = [2,1,1],
¥ =(1,0,0),w = (1,1,—1). ([13], s. 63)

Reseni: Prvre uréime normalovy vektofi = # x W ze dvou srérovych vektof roviny

0, COZ je uvedeno v obrazku 4. 11.

Result:

{1, 0, 0} { - )
{1,0,0} cross{1, 1, -1} 0.1, 1)

Obrazek 4. 11: Vyptet normy

V eukleidovském prostoru sEje rovina nadrovinou. Odchylkua urcime

jako odchylku srérového vektoru imky u = (1,1,2) a normalového vektoru roviny

7= (0,1,1).

abs({1,1,2} . {0,1,1})/(norm {1,1,2}).(norm {0,1,1}) | arcsin(3/V12)

Obrazek 4. 12: Vyptet odchylky

Odchylka pimky p a rovinyp je rovnac = g Veskeré vypéty jsou zaznamenany

v obrazku 4. 12.
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Piiklad 4. 4:VySeteni kuZzeloséky x2 — 2xy + y* + 42y —4 =0

Zadani: ,VySetrete nasledujici kuZelosles: x% — 2xy + y? + 4V2y — 4 = 0.* ([14],
G1 piklad 10. (44)).

Redeni: Zadany piklad miZeme fesit dwma zmisoby. Prvni zfisob reSeni pikladu
spaiiva v zadavani jakéhokoliv tvaru rovnice kuzelbksedo pikazoveradky a WA
vyieSi, 0 jaky typ kuzelosky se jedna. Prvni Zgob ieSeni zadanéhofigladu je

vyzna&en v obrazku 4. 13.

Implicit plot: )(/\2-2xyoy’\2—4(\/2)y—4:0 Geometric figure:
? parabola

_»_4_7_\ (.\'—_Y): +4 \/5 = 4 Solutions for the variable y:
-4~"-2 .3' 4 Pl _\’24_.),24_4\/5),:21.),4‘4 _)’=.\'—2\/3—\/?.\‘—2‘/§

- //" ¥ -2xy+(y+2V2)P-12=0 y=x+2V3-vV2 x -2V2

/
_4/
pee olut n
3 3
X=—, y=—-2 \/3
A vz TV

Obrazek 4. 13: Vypet kuzeloseky

Z vysledku je znatelné, Ze vyBema kuzelosikka je parabola. Ve vystupu WA
pii vySeteni kuZelos&ky se nachazi graf, alternativni formyedpisu, vyjageni x a vy,
vyjadieni y pomoci prognmné x a geometricky Utvar. V geometrickém utvarmn&/A
nabizi funkciProperties na niz niizeme kliknout mysi, a zobrazi se nam informace
o focus (ohnisku), vertex (vrcholu)semi-axis length(délce poloosy)focal parameter
(parametru),eccentricity (excentrici€) a directrix {idici pimce), jak je pedstaveno
v obrazku 4. 14.
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Geometric figure:

parabola

focus (V2,0) ~(1.41421, 0)
t [ > ! ) (1.76777, 0.353553)
vertex s ~ (1. , 0.
2N-2" 2N-2
; . 1
semi-axis length —
2
focal parameter 1
eccentricity 1
directrix y=2vV2 —-x

Obrazek 4. 14: Vlastnosti paraboly

Dale WA nabizi v geometrickém utvaru moznost kliknamySi na nazev

kuZeloséky a ten se fetransformuje doifkazovérddky a WA vyhledé obecné informace
0 kuzeloséce.

(Y=Y =4a(x-xp)

—4ax+4axg+y' -2yoy+y: =0

Obrazek 4. 15: Obecné informace o parabole

Ve vySe uvedeném obrazku 4. 15 je&jdte WA nabizi hned podtigazovou
fadkou, zjaké oblasti chceme ziskat informace calpde. V samotné ukazce jsou
vyobrazeny informace o geometrickém Utvaru a zarowA umozuje ziskat obecné
informace v odvtvi, nagiklad plane curve(rovinné Kivky), periodical (¢asopisu)word
(slova),species specificatiofspecifikace druhu).

Dale v grafu ve vystupu WA @izeme mysi kliknout na funké&nable interactivity

(Povolit interaktivni pistup), ¢cimZz se spusti operadeDF interactivity jeZz umoiuje
libovoln¢ pohybovat s grafem.
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Imolicit olot:

-0z | ENE A =)

e MM @)
-ooesse0s | (=) Bl =)

. " [es B0 A =

S(r3EFPN A=

Obrézek 4. 16: Operace s grafem

Z obrazku 4. 16 je znatelné, Ze Ize libowopohybovat s kladnymi i zapornymi
poloosami x a y pomoci tidek, napiklad Step BackwardKrok zpst), Play (Prehrat),
Step ForwardKrok vpred), Faster(Rychleji), Slower(Pomaleji),Forward and Backward

(Sem a tam).

s

Druhy zpisob teSeni pikladu je sloZijSi, protoZze se postupuje st&jpako
pii pocitani gikladu na papir, kdy se snazime rovnici kuZelkgeievést na kanonickou

rovnici a zjistit, o jaky typ kuzelogky se jedna. Obecnou rovnici kuZeldisg Ize zapsat

. a;, a a
maticow ve tvaru k:xTAx +2a’x+a =0, kde A= [GE 12] *+0,a= ( 01),

as; Ny
Qoo Qo1 Qo2 1

a= Qago; resp. ve tvaru k:(1,x1,x3) [ @1 Q11 Q12 || x| =0,
Aoz A1z Ay Xy

Qoo Qo1 Qo2

kde | o1 a1 a2 | je predpis matice C. Nejprve &ime determinant matice&
Qo2 Q12 QA2

kuZeloséky, abychom rozhodli o regulatitPrvni krok vypétu u druhého zjsobureSeni

zadanéhoifkladu je vyznaen v obrazku 4. 17.

Llesult:

determinant of {{-4,0, 2v2}{0, 1, -1}, {2v2, -1, 1}}

Obrazek 4. 17: Vypet regularity
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Z vystupu WA je znatelné, Zéet(C) = —8. Z vysledku vyplyva, Ze matice je

regularni a jedna se tedy o regularni kuzelboseDale uéime maticid = (_1 _D

0 s . .
vektora = (2\/5> a vlastniisla a vlastni vektory z matice A.

-1,1}} A =2 vi=(-1,1)

-

eigenvalues {{1,-1}

Obrazek 4. 18: Vyptet vlastnicktisel a vlastnich vektar

Z vySe uvedeného obrazku 4. 18 vyplyva, Ze ve djsigsou d¥¢ razna vlastni

¢islad; = 2al, = 0 a k nim gifazeny jejich vlastni vektory, = (—1,1) av, = (1,1),

jez prevedeme na jednotkové vlastni vektofy= (—g,g)av; = (g,g). Diky nimz

2
V2o 2
muzeme vytvéit matici rotaceR = ji é , jeZ je zapdtbi k ot@eni kuzZelos&ky
2 2

kolem pa@éatku a vhodné translacB = RTARab = RTa na tvar rovnice, z nichz lze

urcit, o jaky typ kuzeloskky se jedna.

{V202,V2/2} V22,2233 {1, 1341133 V202, V2023 V22,2020 | | (V2122123 {-V2/2,2/233.40, 2V2}

Input: Matrix plot: ~

Input:

i g 1 —1) R 20 o 2,1
2. <. L. g il y 1 1 2

[_\,: \,_2](_1 1 [\:2 & ] (0 2) [ e ].IO,zﬁ} (2,2
2 2 2 2 2 3 "T T

Obrazek 4. 19: Vypeet matice B a vektoru b

[X]

(XN

NN

V levé ¢asti vySe uvedeného obrazku 4. 19 je Wena maticeB = (8 g) a

VvV prave casti je vypdten vektorb = (2,2), jez jsou zakladem pro vypet rovnice
kuzZeloséky v nové soustay souadnic: 2y? +4y +4x'—4 =0, zniz utime,

Ze se jednda o parabolu.
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Priklad 4. 5:Vy3eteni kvadrikyx? + 7y? + z> + 8xy + 16xz—8yz—9 =0

Zadani: ,VySetiete nasledujici kvadriku? + 7y? + z2 + 8xy + 16xz —8yz—9 = 0.
([15],s. 1)

Redeni: Opét se nabizi dva Zgoby reSeni pikladu, kde prvnim zisobemieSeni je
zadavani jakéhokolivipdpisu kvadriky do ftkazovéradky ve WA a vyesi, o jaky typ
kvadriky se jedna.

Surface plot:

| XA2+7yA2+7/2+8xy+16x2-8y2-9=0

Geometric figure: 5

one-sheeted hyperboloid

Alternate forms:

X +8x(y+22)+7y° +22=8yz+9

N
T

)
X+xBy+162)+7y* -8yz+2° =9 r‘?
%W
1¥;
Solutions: "i
1 4 8 “t
X==-=, Yy=——, Z2=-—— -
3 3 3 ¥
1 4 8
X==, Yy=-=-, 2=-—
3 3 3

Obrazek 4. 20: Vyssgni kvadriky

Je znatelné z obrazku 4. 20, Ze vysledkem yg8étkvadriky je jednodilny rotai
hyperboloid. Ve vystupu WA se nachazi alternatiiemimy predpisu,ieSeni, geometricky
Gtvar a graf. Zarove mazeme opt mysSi kliknout na nazev v geometrickém Utvaru,
jenz se petransformuje do ffkazovéradky ve WA, a dostaneme vSeobecné informace
o jednodilném rotanim hyperboloidu, jak nam vypovida obrazek 4. 21.
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Alternate names:

one-sheeted hyperboloid ' Equations:
spaghetti bundle | Spindel surface Parametric equations:

Example plots:
i (1, ayu?+1 cos(v)
; a V u“ +1 sin(v)

cu

Cartesian equation:

Assuming "one-sheeted hyperboloid" is a mathematical surface | Use as referring to a mathematical
definition instead

Obrazek 4. 21: Obecné informace o jednodilnéntndta hyperboloidu

VSeobecné informace o jednodilném #oian hyperboloidu ziskame z vystupu
WA, v némz jsou alternativni ndzvy kvadriky, néidad spaghetti bundle, spindel surface
ukadzky grafi vrizné poloze a #edpisy rovnic, naifiklad parametric equations
(parametrické rovnicefartesian equatioiistredova rovnice).

Dale WA nabizi ve vystupu u grafu funkenable interactivityPovolit interaktivni
pristup), ktera ndm umaaje graf libovolné natfet, jak nam vyobrazuje obrazek 4. 22.

Obrazek 4. 22: Operace s grafem
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s viv 7

Druhy zpisob vySeteni kvadriky je o &co slozigjSi acasow naranéjSi nez prvni
zpiisob, z dvodu poteby ugitych znalosti z matematiky. Kazdou kvadrikyx? +

AppX5 + A33X3 + 201X, X, + 203X X5 + 203X,X35 + 2001 X1 + 2002%, + 2a93X5 +

a1 Q12 dg3
ago = 0 lze zapsat maticav xTAx + 2a’x+a =0, kde A= Q12 Az Q3|+
a3 Q3 dszz

Qoo Ap1 Qg2 Ap3

0 201 C Qo1 A11 Q12 Aq3 .. tici  kvadrik
,aA = 02 |,a= a a = nazyvame maltiCl vadriky.
o 00 Qg2 A12 Qg3 A3 w y

Qo3 A13 A3 A33

KdyZ vypaiteme determinant matice C, t&kste&né rozhodneme o typu kvadriky.

determinant of {{-9, 0, 0, 0} {0, 1, 4, 8},{0, 4, 7, -4}, {0, 8, -4, 1}}
nput interpretation:

-9 0 0 O Result:

01 4 8 6561

0 4 7 -4

0 8 -4 1

|m| is the determinant
Obrazek 4. 23: Vypeet determinantu

Obrazek 4. 23 nam vyjade, Ze determinant maticé vySel 6561, zcéehoz
vyplyva, Ze hovtime o tzv. regularni kvadrice. Navic ve vystupu jgS€ vstup,
kde muzeme mySi roz#t |m|is the determinat a kliknout na funkciDefinition,
jez otewe nové okno v prohliZze a dostaneme se do WolframMathWorld, coZ je webova

stranka s rozsahlymi  matematickymi  informacemi. eDalugime matici
1 4 8 0
A=14 7 —4| a vektora= (0] a zuvedené matice pomoci WA vyfeEme

8 —4 1 0
vlastnic¢isla a vlastni vektory, jak nam vyjage v obrazku 4. 24.

eigenvalues {{ 1, 4, 8},{4, 7, -4}, {8, -4, 1}}

1, =-9 vi=(-2,12)
A2 =9 v2=(1,0,1)
A3 =09 vz =(1,2,0)

Obrazek 4. 24: Vypiet vlastnicktisel a vlastnich vektarl
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Vysledkem WA jsou vlastnéisla ; = —9,4, =9al; =9 a knim gifazeny
jejich vlastni vektoryv, = (-2,1,2),v, = (1,0,1) avs = (1,2,0). U dvojndsobného
vlastnihogisla se voli vektow, libovolng, ale vhoda pro dalSi zpracovani, a vektog
se musi zvolit tak aby; 1L v,av; L v, = V3 = v, Xv,. ZVvySe uvedeného obrazku

4. 24 je vidt, ze WA zvolil nepilis vhodny vektor v, pro dalSi zpracovani,

-8 4 8
proto do pedpisud — AI dosadimel = 9 a budemeesit matici( 4 =2 —4) pomoci
8 —4 -8

funkcerow reduce

row reduce {{-8,4,8},{4,-2,-4},{8,-4,-8}}

(SR

w N .
”D”;’
w o -
e
O O =
co !

|
(= 5~ J7
N

Obrazek 4. 25: Vypet matice

Z obrazku 4. 25 vyplyva, Ze vektog vySel (—2,1,2) a vektorv, jsme si mohli

zvolit (2,2,1), protoze druhyiadek byl nulovy. Vektorvs vypocteme vektorovym
sowinem vektot v, a v,.

{-2,1,2} cross {2,2,1} | Result
(-3,6,-6)

Obrazek 4. 26: Vyptet vektorového saiinu

Vektor v; vySel (—3,6,—6) = (—1,2,—-2), jak je znazoréno vySe v obrazku

4. 26. Déle z uvedenych vekiow,, v, a v vytvoiime jednotkové vlastni vektory.

normalize the vector (-2, 1,2) normalize the vector (2, 2, 1) normalize the vector (-1, 2, -2)

Result:

(_

™
s

win ¢

[

wlN
W=
WIN
Se—

WIN

)

= y —

W=

N

Wl 7

wlN
WIN

)

Obrazek 4. 27: Vyptet jednotkovych vlastnich vekior
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Obrazek 4. 27 vyjadje jednotkové vlastni vektoryvi*:(—zlz),

373’3
221 1 2 2 . ~ , ..
v, = (E’E’E)a V3 = (—5,5, _g)' z nichz vytvéime matici rotace
2z _1 _z 1z
3 3 3 3 3 3
1 2 2 . 2 2 1 . v >
R = 3 3 5| a transformovanou matick” = 5 3 3| iez slouzi
2 1 _z _r oz 2
3 3 3 3 3 3

pro ota&teni a nasledujici posunuti kvadriky podlgeqpisu B = RTAR a b = R'a,

abychom rozeznali typ kvadriky se jedna.

-2 1 .2 2 32 1 s 3 7 1 3

1 3 3 1 4 8 13 3 1 . 900 3 3 3

R TR ER RN o T R £ 1 1lpon @00
3 3 2 |\8 -4 1 1 2 3 7 0 09 1 2 _2

3 3 3 3 3 3 | 3 ] 3 .

3 3 3

Obrézek 4. 28: Vypeet kvadriky

-9 0 0
Z vysledku v lev&asti obrazku 4. 28 je patrné, Ze vysla makice ( 0 9 O)
0 0 9

a vektor b = (0,0,0), jez jsou zakladem pro teni kanonického tvaru rovnice
—9x%2 + 9y + 922 — 9 = (. Z predpisu uvedené kanonické rovnice je patrné, Zeahked

kvadrika je jednodilny rotai hyperboloid.
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Priklad 4. 6: Ur¢eni vSecheSeni soustavy linearnich rovnic |

Zadani: ,Urcete vSechnareSeni soustavy linearnich rovnig — x; + 2x3 + x4, = 3,
le + 3x2 — X3 + 2x4 = 6, X1 + Xy + Z.X3 - ?).X4 = 1, —3x1 + zxZ - 4.X3 + ?).X4 = -2
([14], LA priklad 7. 1. (2))

Reseni: Soustavu linearnich rovnic theme ve WAfeSit bul pomoci funkcesolve

neborow reduce

1000 1 23 ol
u=1 X =] y=1 g=1] g ; . —— :
0100 -1 2l W 4 < S
0010 -1 3
1

0001

Obrazek 4.29: Vyptet soustavy linearnich rovnic |
Z obrazku 4. 29 vyplyva, Ze soustava ma pijaédnoresSeniX = [1,1,1,1]7.

Result Use elimination v

u+x-y+2z=3
2u+2x+3y-z=6
—3u+x+y+2z=1
3u-3x+2y-4z=-2

Obrazek 4. 30: UkazkSeni krok za krokem

V piipack reSeni soustavy linearnich rovnic, Ize pouzit furteip-by-step solution
(Reseni krok za krokem), jeZ nabfegeni soustavy pomoci metelimination(eliminace),
substitution(substituce) &aussian eliminatiorfGaussovou elimiriai) metodou. Dale si
muzeme nechahext step(postup® odkryvat jednotlivé kroky) a nebshow all steps
(zobrazit najednou). VSechny moznosti, jez nam Wabini v ramciteSeni piklada
pomoci funkcestep-by-step solutigfsou zobrazeny v obrazku 4. 30.
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Priklad 4. 7: Uréeni vSechieSeni soustavy linearnich rovnic Il

Zadani: ,Urc¢ete vSechn#&eSeni soustavy linearnich roviigc + 2x, — 4x3 + 3x, + x5 =
—5,2x1 + 4x, — 11x3 + 13x, = —13,x1 + 2x, — 3x3 + 2x4 + 7x5 = 4,—3x; — 6x, +
13x3 — 9x4 + 7x5 = 30, —2x; — 4x, + 9x3 — 11x, — 7x5 = 20.“ ([14], LA ptiklad 7. 1.
(3)

Reseni: Zadanou soustavu linearnich rovnic kesit pouze pomoci funka®w reduce
protoze WA ma potiZze wgSit soustavu gi a vice linearnich rovnic sp a vice

proménnymi pomoci funkceolve

solve X +2y -4z +3u +W =-5, 2x +4y -11z +13u=-13, X +2y -3z +2u +7w =4, -3x -6y + = B

v Using closest Wolfram|Alpha interpretation: -3x -6y +13z -9u +7w =30 ?

More interpretations

,1,5},{2,4,-11,13,0,13}{1,2,-3,2, 7, 4}{-3,6,13,9,7, = B

w

row reduce {{1, 2, -4,

108 123456

12000

00100 35 i I
00010 14| Dimensions: 2 :
00001 -5| s X 6 ¢ H
00000 0 123456

Obrazek 4. 31: Vyptet soustavy linearnich rovnic Il

Obrazek 4. 31 nam vyjagie, ZeteSeni pikladu pomoci funkcesolve nelze,
protoZze WA ma problém s mnozZstvim pramych oproti funkceow reduce Soustava ma
nekongné mnohoreSeniX = [-108,0,—35,—14,5]7 + t(—2,1,0,0,0)7, kdet € R.
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Priklad 4. 8: Ur¢eni vlastnicRisel, vlastnich vektdr Jordafiv kanonicky tvar J matice a

ovéfeni rovnostid = TJT!

Zadani: ,Urcete vlastntisla, vlastni vektory a Jordankanonicky tvar J matice

-5 1 0 0
4=|-42 2 1
6 -6 -5 1
0 3 2 -4

Oweite, Ze plati rovnost = TJT 1. ([14], LA priklad 9. 1. (12))

Reseni: Bshem feSeni zadanéhotigladu utime nejdiv vlastni&isla a vlastni vektory

pomoci funkcesigenvalues eigenvectors

eigenvalues {{-5, 1, 0, 0}, {-4, 2, 2,-1}, {6, -6, -5, 1} {0, 3, 2, -4}] eigenvectors {{-5, 1, 0, 0}, {4, 2, 2,-1}, {6, -6, -5, 1}.{0, 3, 2, -4}}
Ay =-3 vi=1(1,20,6) vi=1(1,20,6) A =-3
A2 =-3 v2 =(-1,-2,3,0) Va2 (-1,-2,3,0 A2 = -3
Ay =—3 va = (0, 0, 0, 0) vz = (0,0,0,0) 3 = -3
Aq=-3 v4 = (0,0, 0,0) v4 = (0,0, 0, 0) 4 =-3

Obrazek 4. 32: Vyptet vlastnichtisel a vlastnich vektarll

Z vySe uvedeného obrazku 4. 32 je znatelné, Zeuydio ¢tyrnasobné vlastiislo
Aa23e= —3 a knim libovolg pritazené linearni kombinace vlastnich vektor
v, =(1,2,0,6),v, = (—1,—-2,3,0),v; = (0,0,0,0) a v, = (0,0,0,0). Dale si nizeme
povSimnout, Ze WA nabizi ve vysledku vlastnitikel i vysledek vlastnich vekibra
naopak, protoze WA ma v sblzabudovanou vzajemnou propojenost vystuy dalSim
kroku vypaiteme Jordalv kanonicky tvar J matice a zardgvewiime, zda plati rovnost
A =TJT™1, akorat WA pouziva jiné ozaniM = S/S1.

Jordan decomp {{-5, 1, 0, 0}, {-4, 2, 2,-1}, {6, -6, -5, 1},{0, 3, 2, -4

-5 1 0 0 0-1 00 -3 0 0 O 1 1 10
2 -1 0 0 O

-4 2 2 -1 G 0-2-10) ,_ 0 31 0 sl =

6 -6 -5 1 1. 3% 1 20 0 0 -3 1 2 -1 00O

0 3 2 -4 2 0 -11 0 0 0 -3

-
-

M=SJS"' M=

Obrazek 4. 33: Vyptet Jordanovi matice a &keni

Z obrazku 4. 33 je patrné, Ze rovnost plati a Jwoda matice vySla

=30 00
0-310
0 0 -31
000 -3
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Priklad 4. 9: Ur¢eni vSech kieni polynomu a otieni roznasobenim vSechikoi

Zadani: ,Urceme vSechny keny polynomu f(x) = 6x> + 29x* + 31x3 — 32x% —
102x — 72, jestlize je znamo, Zegkteré z jeho kieni jsou celdiselné, resp. Racionalni
(a necelodiselné).” ([7], s. 57)

Re3eni:Pro uteni viech kieni polynomu ve WA pouzijeme funkéactor, jeZ provede

rozklad polynomu na kenovécinitele, jak je uvedeno v obrazku 4. 34.

Plots:

factor 6x~5 + 29x™4 + 31x/3 - 32x~2 - 102X - 72

Result:

Bx+4)(2x-3)(x+3) (¥ +2x+2) S /

Irreducible factorization: /

xX+(1=-Nx+A+)Nx+3)(2x-3)(3x+4) _ 45

Obrazek 4. 34:Vypeet kaeni polynomu

Z vysledku je patrné, Ze polynom lIze rozloZit fikx) = (3x +4) - (2x—3) -
(x+3) - (x%? + 2x + 2), kdeg(x) = (x? + 2x + 2) ma kdeny —1 + i. Z ¢ehoz nfizeme
vycist, Zze ma dva racionalni ikmy% a —g, dva komplexa sdruzené keny —1+i a

celatiselny kaen —3. Kdybychom chili provést opany vypaiet, tedy roznasobeni feni

polynomu, tak pouzijeme ve WA funkekpand jak nam vyjadéuje obrazek 4. 35.

Result:

expand (X2 + 2x +2)(3x+4)(2x-3)(x+3) 6x5 +290x +31x3 —32x2 —102x — 72

Obrazek 4. 35: Vyptet polynomu

Vlivem opa&nému vypdétu Ize otit spravnost ufeni vSech kieni polynomu.
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Priklad 4. 10: Nalezeni nej#tSiho spoléného dlitele polynomi

Zadani: ,Nad oborem integrity polynofnjedné prominné nad komutativniméliesem
( ;+,.) nalezite nej\étSi spolény dlitel polynomi f(x) = x* + 9x3 + 27x% + 39x +
20, g(x) = x>+ 8x% + 18x + 15.“ ([16], s. 35)

Reseni: Chceme-li nalézt nefSiho spoléného dlitele polynonti, vyuZijeme ve WA

funkcigcd

ged XA4+9XA3+27XA2+39x+20, X A3+8X~2+18x+15 5
X+

Obrazek 4. 36: Vypeet nejtSiho spoléného dlitele polynomi

Obradzek 4. 36 nam vyjade, Ze vysledek neftSi spolény dklitel vySel
D[f(x),g(x)] = x + 5.

Piiklad 4. 11:Re3eni kubickych rovnic
Zadani: ,ReSte kubické rovnice ax® —6x+9 =0, b) x3+ 6x% +30x + 25 =0,
c)x3+9x2+19x + 11 =0,d)x3 + 3x + 8 = 0.“ ([7], s. 90)

Redeni: Abychom mohli vyeSit rovnice ve WA, tak sta zadat pedpisy rovnic
do prikazovéiadky nebo pouzit funkcsolve Oke dwe varianty jsou vyhodné. Vyget
vS8ech rovnic jsme uvedli postupwm obrazku 4. 37, 4. 38, 4. 39 a 4. 40.

X"3-6x49= 0 PRSI solve X*3-6x+9=
X +9=6x

x+3)(x*-3x+3)=0

\-——1(3—:\’7' * 3
2 : =
olutic Y= - (3-iV3)a 1.5000 - 0.8660 i
B N Iy 2
.\-5134»:\3) % 3 l 1
x= 5|3Hv 3 )~ 1.5000 + 0.8660 i
Obrazek 4. 37: Vyptet kubické rovnice |
X3 +6x72 + 30x +25=0 @ S i
5 ] /? x=-1
X=~-| IvJ) 2 . .
olve XA3 +6xA2 + 30X +25=( S = x
2 HONE 73 AR e x==-2 (V3 i) ¥ ~25000 - 43301
= -1 5 - =
! x==(=1+iV¥3)
2 S
4 x=2i(V3 +i) ¥ 25000 +4.3301 i

Obrazek 4. 38: Vyptet kubické rovnice II
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x~3 +9x~2 + 19x +11=0 ||l solve xA3 +9xA2 + 19x +11=0 s

Solutions: Results:
Solutions: esults: 2(,.‘/

x=-1 x=-1 £ 7"”
10+
x=-4-v5 x=-4-V5 ~-6.2361 /
/
/-6 -4 =2

x=V5 -4 x=V5 -4~ -1.7639 8

Obrazek 4. 39: Vypeet kubické rovnice llI

Y — 1

eal s x=VV17 -4 - — » ~1.5127
x =-15127 VV17 -4
solve x~3 + 3x +8
1-iV3 1 P

® X e - (1+iV3)V V17 -4 ~0.7564 - 21717
x = 0.7564 - 2.1717 i 2VV17 -4 ©
¢ = 0.7564 + 2.1717 £ 1 r —
x = 0.7564 + 21717 g it - (1-iV3)V V17 -4 ~ 07564+ 21717

2VV17 -4

Obrazek 4. 40: Vypeet kubické rovnice IV

Z vySe uvedenych vystipvyplyva, Ze kdyzaeSime kubické rovnice funksblve
tak dostaneme pouze vysledek. Ale kdyz zadame couni rikazovéradky bez jakékoliv

funkce, tak dostaneme ve vystupu navic &ed ka'eni podle oboru. Rovnice® — 6x +

9 = 0 ma jeden celidselny kaden —3 a dva komplex& sdruzené kteny% + gi. Rovnice

x3 + 6x% + 30x + 25 = 0 ma ogt jeden celdiselny kden—1 a dva komplex& sdruzené

koreny —% + gi. Rovnicex® + 9x% + 19x + 11 = 0 ma jeden celiiselny kaden —1 a

dva realné kieny —4 — /5 a+/5 — 4. Rovnicex? + 3x + 8 = 0 mé& jeden realny ken
—1,5127 a dva komplex&isdruzené kieny0,7564 + 2,1717i.
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5 Aplikace Wolframu Alpha

V piedchozich kapitolach jsméqaevsim pouZzivaliifkazovouradku pro vyeSeni
piikladd, ale kdyz jsme nexdéli spravné zadanitfkazu, tak jsme Klikli mySi na @éko
Examples (Priklady) a WA se fetransformuje do oblastExamples by Topic
Tam klikneme na obrazéWathematicsa miZzeme si najit pdebné informace pro zadavani
predpisu a zarovevyzkouset ukazky ikladi. Déle vedle tléitka Examplesse nachazi
tlacitko Random (Namatkovy vykr), jez po Kkliknuti mysi vybira nahodné zadani

ukazkovych piklada do piikazovéradky.

Na druhé strah od tlaitek Examplesa Randompod gikazovouiadkou jsou
umiseény dalSi interaktivni vstupy, n&glad Extended Keyboar@RozSfené klavesnice),
Image input(Obrazkovy vstup)Date input (Datovy vstup) aFile upload (Souborové
nahravani), jak je fedstaveno vobrazku 5. 1. Navic jsou pouZitelné zeou

pro registrované uzivatele zcela zdarma.

o b

& WolframAlp

wa calculate know about

: ' - > 3 1 i
Extended |l image || Date File o R Lo 5 > 4w U O RS
Keyboard input input upload " ‘:“" Foe b — >~ Lo m -~

L

Obrazek 5. 1: Uvodni stranka

U kazdého vystupového vyklenku nabizi WA operacepiklad Enlarge
(ZvetSeni), Date download(Stahovani dat)Customize& save image(Upravovani dle
potreby a ukladani obrazkulCopyable plaintext(Prekopirovani na jednoduchy text),
Enable interactivity(Povolit interaktivni pistup) aClip’n Share (Pretvaeni vysledku
pro sdileni). V obrazku 5.2 jsou vyobrazeny vSecbpgrace, jeZ se nachazeji ve spodni

levé ¢asti u vystupovych vyklerik
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Di

;
3

nensions:

Q chpnshare
_ \ Enable
download interactivity
Customnze Copyable
save |mag interactivity|

Obrazek 5. 2: Operace s vystupy

OperaceEnlarge, Data download, Customi®Ze save image, Enable interactivity
jsou povolené pouze pro registrované uzivatele kr@wmpyable plaintexa Clip’n Share
které mohou vyuZivat vSichni uzZivatelé. Pouze pknkiti na operacEnable interactivity

se spusti funkc€DF interactivity jeZ je zdarma ffistupnd registrovanym uzivaleh

pouze i dny. Umozuje interaktivni ovladani, 3D rotace a animace, jeme

jiz predstavili v gfedchozi kapitole OperaceEnlarge funguje na principu lupy, jez je
ukazana v obrazku 5. 3.

100 -2

. 5

vk iy 010 -2
010~ mp 5
001 -2 001 -2

R ] 10

Obrazek 5. 3: Z&tSeni

Pokud je vystupem neceiiselny vysledek, tak WA nabizi &dwarianty zapisu

vysledku. V pipact jednoho zapisu nam #ako v pravém hornim rohu nabizi druhou

variantu zapisu, jenz je vyz&en vobrazku 5. 4. RozZhiji se na Exact forms

(Presné zapisy) Approximate formgPxiblizné z4pisy), jezZ mohou pouZzivat vSichni.

4 =-2(1+V5) A, & —6.47214
_12 :6 .1'_‘ =6
A =2(V5 -1) A3 ~ 247214

Obrazek 5. 4: Formy zapisu
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U nekterych neceldiselnych zapi, jez jsou ve formd priblizného gredpisu,
WA nabizi navic operadviore digits (Vice cifer). Po kliknuti mySi na uvedenécitio
se pdaet cifer za desetinosarkou zvySi a zarowev pravém hornim rohuifpude dalSi
tlacitko s operackewer digits(Mérg cifer), jez po kliknuti sniZzuje get cifer za desetinou

carkou. Dané operace jsou vyobrazeny v obrazku 5. 5.

Solution:

2.2360679774997896964 < x < 3.0000000000000000000

Obrazek 5. 5: Podrokj$i forma zapisu

Jedna z tlezitych funkci jeStep-by-step solutiofReSeni krok za krokem), jeZ je
predstaven v obrazku 5. 6. Funkce nam um{& pozorovat mezikroky, jez e WA
béhemteSeni pikladu a dopracuje se k vysledku. U jednotlivycbkir jsou i vysétleny
postupy a vysledek je ozten ve Zlutém obrazci. Pouziva se v oborechiikiag linearni
algebra, trigopnometrie &selna teorie. Je zcela zdarma pro registrovanaieie, pokud ji

budou vyuZivat maximatn2krat dena.

C+2X3+x42

Factor pairs of terms in x> +2x° + x +2 by grouping

X+ +(x+2)

Factor common terms from x° (X +2) + (X +2)

Answer:

(x+2)(¥* +1)

Obrazek 5. 6: Ukazk&esSeni krok za krokem
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Ve WA lze u rkterych vystup kliknout na textDocumentationDokumentace)
Properties (Vlastnosti) a Definition (Definice), diky ¢emuz se otae nové okno,
v némZ jsou uvedeny poZzadované informace k danému.t®&&le WA nabizi u 3D graf
dvé varianty vykreslovani ikvek, jez volime kliknutim mysi v hornim pravém toh
na tlasitko Show contour linegZobrazeni vrstevnic) neb8how mesHZobrazeni s

ve vystupu, jak vyplyva z obrazku 5. 7.

3D plot: Show contour lines 3D plot: Show mesh

Enable interactivity © Enable interactivity ©

Obrazek 5. 7: Vykreslovaniikek
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Cilem této prace bylo popsat vyuzivani Wolframuhflpy matematice. Praci jsme
meli rozdélenou na teoretickou a praktickotAst, kde teoretick&ast nam slouzila
jako podklad pro vypracovani praktickasti. V teoretick&asti jsme se &novali popisu
¢isel, vykreslovani do grafu a algeba v praktick&asti jsme si ukazalieSeni piklada
raznymi zpisoby v ramci WA. Navic jsme popsali aplikace, jeAWabizi v ptbéhu

feSeni piklada.

Cisla, vykreslovani do grafa algebra jsou s¢asti teoretick&asti, kde jsme je
popsali v prvnichiech kapitolach. V nichZz bylyipdstaveny a vystieny zapisy, jez se
zadavaji do fikazovéradky proireSeni pikladi v praktickécasti. U kazdé zkoumari@sti

jsme uvedli vZzdy jednu ukazku vstupu a vystupulppdi vys¥tleni.

Ve ¢tvrté kapitole jsme iedstavili feSeni pikladi vice zmisoby. V piibéhu
prozkoumavani nas velice géilo, Ze WA je schopny rozeznat kuzZeltdse a kvadriku
z obecného iedpisu, aniz bychom je museligvést na kanonickou rovnici. Vé&vrté
kapitole UkazkareSenych fikladi jsme u pikladi 4. 4 a 4. 5 uvedli oba #pobyieSeni
pro porovnani nakmosti. V gipac€ zadavani obecného rqupisu kuZelosiy
nebo kvadriky do fpkazové fadky je vypdet mnohem rychlejSi a snagéi nez
kdybychom museli feveést kuzelos&u nebo kvadriku na kanonickou rovnici acitr
0 jaky typ se jedna. U druhéhoigobu musime mit tité matematické znalosti dgvodu,
protoze WA vypéte jenom pedpis maticeB a vektorub a my si musime sami slozit
kanonickou rovnici a u@it o jaky typ se jedna oproti prvnimu tgobu, v 8mz vypiSe
do vystupu néazev, alternativni formyegdpisu a zobrazi kuzZelade nebo kvadriku
do grafu. V péibéhu feSeni druhym Zjsobem jsme patali vlastnicisla a k nim pislusné
vlastni vektory, kde bylo zapethi vhodného zvoleni vekiopro dalSi zpracovani, ale WA
zvolil nevhodnou kombinaci. Zehoz vyplyva, Ze musime mit stale na panie se jedna
pouze o vyhledava jenz provadi standartni operace. Dale jsmeigevali feSeni soustav
linearnich rovnic pomoci funkcsolve a row reduce Funkcerow reducenentla zadny
problém s ¥tSim pd&tem prongnnych oproti funkcisolve WA ma problém geSenim
soustav linearnich rovnic pomoci této funkce, pretalokaze zpracovat maximdéln

soustavuctyt rovnic secétyfmi promennymi. Na dany problém jsme poukazali §tgrté
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kapitole UkazkaieSenych fikladi u prikladd 4. 6 a 4. 7. R prozkoumavani rovnic,
polynomi a racionald (lomenych) funkci jsme nenalezli Zadné nedostatky.

V posledni kapitole jsme se z&fifi na aplikace WA, jeZz nabizi v fio¢hu reSeni piklada.
Aplikaci Examplesje vhodna pro vyhledavani gebnych pedpigi. V ramci bakaléske
prace jsme ji nesgetrekrat vyuzili. Mohou ji vyuZivat i neregistrovani iuatelé.
Mezi nejefektivijSi aplikace dle naSeho nézoru ipatCDF interactivity a
Step-by-step solutiorFunkceCDF interactivity umoziuje interaktivi ovladat, animovat
a natéet grafy doi#iznych poloh. Bhem teSeni pikladi je vhodné pouZzivat funkci
Step-by-step solutigrprotoze velice fghledré a kvalitre vyswtli, jak se dostal WA
k vysledku. Nkdy nabizi i vice variant postipOb: dw funkce jsou pouzeifstupné
pro registrované uzivatele a to jestmezen. Pred spudtnim funkceCDF interactivityje

potreba rkkolika potvrzeni pes email a instalace Wolframu CDF Playeru.

Muzeme prohlasit, Zze Wolfram Alpha je vhodnym nastrojprofeSeni piklada
z matematiky, kdyZz jsme vidochu prozkoumavani objevili drobné nedostatky,
0 nichz jsme se zminili vySe. Velice snadno a éefektvyieSi zadané ifklady pomoci
piedpidi, jeZ jsou pakebné k ziskani poZzadovaného vysledku. Z&t@enam zamlouvaji
aplikace WA, jez umailji lépe manipulovat s WA. WA lze vyuZivat ke wllani,
protoze nam dovoli v gbéhu feSeni pikladki pouzit funkci Step-by-step solution

s koment#, co zrovna udlal v daném kroku.
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