16 ZRAZKY CASTIC

16.1 UVOD

Podstatnd ¢ast’ informacie o Struktdre Castic a o ich interakcidch pochidza
z experimentilnych tidajov o zraZkach ¢astic. Cast’ kvantovej mechaniky zaobera-
juca sa popisom zrdzok Castic sa niekedy nazyva teoriou rozptylu. Poznamenajme
hned’, Ze pre zjednoduSenie terminoldgie budeme objekty zucastiiujice sa na
zrazke nazyvat’ casticami bez ohladu na to, ¢i ide o elementarne objekty, ako
napr. elektron, alebo komplikovanejsie sustavy, ako atomy alebo jadra.

V tejto kapitole sa zozndmime len s niekol’kymi zdkladnymi metédami tedrie
rozptylu. Dalsie podrobnosti ¢ metédy ¢itatel’ najde v $pecidlne; literatiire.

Na uvod si kratko zopakujeme to, ¢o uz o rozptyle vieme zo siedmej kapitoly,
povieme si niekol’ko slov o vztahu medzi laboratérnou ststavou a ststavou
hmotného stredu a priddme terminologické poznamky.

Pri typickom zrdazkovom experimente dopadd zvidzok castic, pohybujtci sa,
povedzme, v kladnom smere osi z na Casticu tercika. Pre zjednoduSenie opisu
volime zaciatok suradnicovej sistavy v mieste, kde sa nachddza Castica tercika.
Rozptylenu Casticu registrujeme detektormi umiestnenymi okolo tercika. Najjed-
noduchsi pripad pruzného rozptylu je charakterizovany diferencidlnym tG¢innym
prierezom do/dQ, ktory je dany vzt'ahom

do
dn =—jNdQ 1
dQJ (D

kde dn je pocet rozptylenych Castic zachytenych detektorom pokryvajicim
priestorovy uhol dQ, j je hustota pridu dopadajucich castic, N je pocet Castic
v ter¢iku. Vztah (1) plati za predpokladu, Ze tercik je ,tenky™ a pri interakcii
dopadajticej Castice s ter¢ikom nenastdva viacnasobny rozptyl.

Kvantovomechanicky opis pruzného rozptylu je nasledujuici. Ak je Castica
teréika tazka, moéZeme zanedbat jej ,,odraz pri interakcii a uvazujeme rozptyl
dopadajucej Castice na statickom rozptylovom centre. Prislusné bez¢asova SchR je

2

hi
——Ay(n) +V(nw(r) = Ey(r) (2)
2m

Energiu Gastice mdzeme vyjadrit’ ako E = h*%*/2m, kde m je hmotnost’ &astice
a k je absoldtna hodnota vinového vektora d’aleko od rozptylového centra. Ak
d’alej polozime V(r) = (H12m)U(p), prepiSeme (2) na tvar

(A+K)yp(n = Uy
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RieSenie odpovedajice problému rozptylu ma pri r — oo tvar
ikr

w(n — ¢+ %f(ﬂ, ) )

kde prvy clen na pravej strane predstavuje rovinni dopadajicu vinu a druhy ¢len
je rozbiehavou vlnou. Diferencidlny G¢inny prierez je jednoducho viazany s tzv.
amplitidou rozptylu f( &, ). Plati

_do _ 2
o(?, f”)*dg—'f(’i ol &)

Pri rieSeni rovnice (3) je velmi uZito¢ny jej prepis pomocou (bezfasovej)
Greenovej funkcie, ktora je rieSenim rovnice

A+KG(r-r)y=8(r-r) (6)

Téato rovnica nemd jednoznacné riesSenie, to rieSenie, ktoré obsahuje v asymp-
totike iba rozbiehavé viny, oznacujeme ako G.(r— r’). Rovnica (3) spolu s poZia-
davkou na asymptotiku typu (4) je potom ekvivalentnd integralnej rovnici

w() = +[G(r— U p(r) &' 7

Greenova funkcia G,(r — r') ma explicitny tvar
1 eikA(r—r') 3
G.(r-r)= —d’K’ (8a)
’ (2n)3jk2+i8—k2
kde £ > 0 oznacuje spdsob obchddzania singularity pri integrovani v komplexne;j
rovine. Explicitny vypocet v kapitole 7 viedol k vysledku

iklr—rl
Gulr=r)=——— (8)
47lr—r
Keby sme zmenili znamienko pri € v rovnici (8a), dostali by sme Greenovu
funkciu G_(r — r'), ktora obsahuje na rozdiel od (8b) iba faktor exp[—iklr — r'l], Co
pri r > r' odpoveda iba zbiehavym sférickym vinam.
Poruchovym rieSenim rovnice (7) sme prisli k vyrazu pre amplitidu rozptylu
v Bornovej aproximécii

1 2m
41 1
kde k je vlnovy vektor dopadajicej Castice a k' je to isté pre rozptylenu Casticu.

Pri Stddiu nestaciondrnej poruchovej tedrie v kapitole 9 sme vyraz pre Bornovu
aproximdciu odvodili eSte raz, priom sme vychddzali z vyjadrenia

21
Wen === \Hi, p(E) (9b)

f(l), ¢) — Je—ik’.rv(r)eik.rd3k, (9a)
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pre pravdepodobnost’ prechodu zo stavu m do stavov k za jednotku casu. Tu Hy,
oznacuje maticovy element poruchy medzi zaciatonym a koncovym stavom a
P(E;) je hustota stavov, t. j. poCet koncovych stavov na jednotkovy energeticky
interval. Energia E; je dand zdkonom zachovania. Pre pripad pruzného rozptylu
na silovom centre s potencidlnou energiou V(r) zo vztahu (9b) dostaneme pre
diferencidlny ucinny prierez to isté, o obdrzime ako druhi mocninu absolitne;
hodnoty f(#, ¢) danej vzt'ahom (9a).

Ked’ sme vyssie hovorili o typickom rozptylovom experimente, pouzivali sme
laboratérnu ststavu, t. j. sistavu, v ktorej je castica terciku pred zrazkou v pokoji.
Z hladiska teoretického opisu zrazky je laboratérna sustava jednoducha iba vtedy,
ak je Castica tercika vel'mi t'azkd a rozptyl dopadajiicej Castice moZeme opisat’
priamo SchR (2).

Ak si hmotnosti oboch Castic porovnatelné, je pre teoreticky opis rozptylu
jednoduchsia stistava hmotného stredu. Z kapitoly 4 uz vieme, Ze SchR pre dve
Castice s interakciou V(r, — r,) z4visiacou iba od relativnej vzdialenosti Castic mo-
Zeme separovat’ zavedenim siradnice hmotného stredu R = (myr + myn)/(m;, + my)
a relativnej suradnice r = r, — r,. SchR pre relativnu stradnicu ma rovnaky tvar
ako jednocasticovd SchR len namiesto hmotnosti Castice vystupuje redukovana
hmotnost’ i = mymy/(m; + my).

V sustave hmotného stredu preto platia vSetky vzt'ahy uz uvedené v tomto
¢lanku a rieSenim SchR (2) s asymptotikou (4) ndjdeme diferencidlny G¢inny prie-
rez v sustave hmotného stredu zrdZajticich sa Castic. Aby sme ho mohli porovnat’
s experimentdlnymi tdajmi, musime ho previest’ do laboratdrnej sistavy. Vyberme
osi oboch stistav navzdjom rovnobezné; veli¢iny v ststave S* (hmotného stredu)
budeme oznacovat’ hviezdickou, veli¢iny v sustave S (laboratérnej) nebudd mat’
zvlastny index.

Najprv ndjdeme rychlost’ S* voci S. Hmotny stred zrazajicich sa Castic ma
v § suradnicu R = (mr + myr,)/(m; + my) a pohybuje sa rychlostou

mv,+m,v,  myv,

m, +m2 m, +m2

pretoZe v, = 0 v laboratérnej sdstave. V d’alSom budeme predpokladat’, Ze v; ma
smer kladnej osi z.

Predpokladajme, Ze ako produkt zraZky vznikne Castica pohybujica sa v rovine
x, z v laboratdrnej sustave. Jej zlozky rychlosti ozna¢ime ako v,, v,. Pre vzt'ah
medzi vyjadrenim rychlosti v § a §* plati:

U, = Uk
v, =vi+ [

Po vyndsobeni hmotnostou a zavedeni oznacenia p, = mv, = psin &, p, = mv, =
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=pcos ¢} kde p = I pl, mdme

psin 9= p*sin F*
pcos ¥— mf = p*cos ¥

pricom oznacenie v S* je zavedené rovnako ako v S.
Predelenim predchddzajiicich rovnic dostaneme vztah medzi ¢a ¢*
psin¥

tgf=—"—"-—— 10
g pcosd—mpf 10

a celkom analogickym postupom by sme ziskali vzt'ah

* Q1 sk
g=_P sin ¢ an
prcost¥—mfB

Diferencidlny Gcinny prierez je v oboch sistaviach S aj S* definovany ako
pocet Castic rozptylenych do jednotkového priestorového uhla za jednotku casu.
AKk si priestorovy uhol predstavime ako veli¢inu experimentdlne definovanu istym
detektorom, vidime, Ze pocet Castic registrovany detektorom musi byt rovnaky,

L. 246 - .. . . TR
nezdvisle od toho™, ¢i opisujeme experiment v sustave S alebo S*. Prislusné
priestorové uhly oznacime ako

dQ =sin#ddde dQ* =sin & dJ* do*

a diferencidlny Gc¢inny prierez oznacime ako o(%, @) resp. o* (¥, ¢*) (pozri tiez
rovnicu (5)) a mame

oF(*, ¢F) sin ¥ A = o(&, @) sin ¥d 12)
Tu sme uz vyuzili vztah dg = d@*. Z rovnice (12) vyplyva

dcos¥*

= K .
o(¥, ) = o*(T*, ¢¥) ry—

(13)

Ostatny faktor v (13) mdZeme spocitat’ explicitne pomocou vztahov (10) alebo

(11). Podrobnosti &itatel’ ndjde v $pecidlnej literatdre™.

46 Pripomenme si, ze diferencialny u¢inny prierez je definovany vzt'ahom (1), v ktorom sa pri prechode
7o ststavy S do S* nemeni dn (lebo je definované poctom ,Stuknuti detektora), nemeni sa N a nemeni
sa ani j (lebo j je imerné relativnej rychlosti Castic v, — v,l a hustote dopadajticeho zvizku).

247 Odport¢ame Messiahovu ucebnicu [10] alebo monografiu Baldin, A. M. — Goldanskij, V. I. — Rozental,
I. A.: Kinematika jadernych reakcij. Moskva, 1959, kde mozno ndjst’ aj prislusné relativistické trans-
formacie.
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Napokon este terminologickd pozndmka. Doteraz sme podrobnejsie hovorili
iba o pruznom rozptyle, t.j. o zrazke, pri ktorej sa nemeni vnitorna Struktira
Castic. Vel'mi Casto sa ale stava, Ze ako vysledok zrdzky sa objavia iné Castice, ako
boli tie, ¢o do zrdzky vstupovali. V atémove;j fyzike sa mdZeme, napriklad, zaoberat’
so zrazkou elektrénu s atomom vodika. Vysledkom zrazky moze byt opit’ elektron
a atém vodika, alebo dva elektrény a protén, alebo elektrén a atém vodika v exci-
tovanom stave. Tieto procesy mdZeme zapisat’ nasledovne:

e+tH—e+H
e+H—oe+e+p (14)
e+H—e+H’

V jadrovej fyzike mdZeme ako priklad vybrat' zriZku proténu s jadrom
deutéria. Podobne ako v (14) vysledky zrazky zapiSeme nasledovne:
—
p+d—p+d (15)
p+d—p+p+n

V jadrovej fyzike sa Casto zrazka nazyva reakciou a o jednotlivych procesoch
hovorime ako o kandloch reakcie. Vo fyzike elementdrnych Castic pri vysokych
energiach je situicia eSte komplikovanejSia a pri danom type zrdzky je mnoho
moZznych kone¢nych stavov.

16.2 ROZKLAD AMPLITUD’Y ROZPTYLU
DO PARCIALNYCH VLN

Jadrové sily mozno Casto uspesSne aproximovat’ pomocou tzv. Yukawovho
potencidlu

V(r) = g% exp(=rro) (1

kde ro = 107" m. Jednoduch4 poloklasickd tivaha ukazuje, Ze pri rozptyle na
takomto potencidli hra dolezitd dlohu iba niekol’ko stavov s nizkymi hodnotami
momentu hybnosti. Situdcia je zndzornend na obr. 16.1. Dopadajica Castica ma
hybnost’ p a pohybuje sa rovnobeZne s osou z vo vzdialenosti b od nej.

Potencidl V(r) je velky iba pre r < ry. Silové centrum teda ovplyvni pohyb
Castice len vtedy, ak b < ry. Absolitna velkost momentu hybnosti je v§ak dand —
v nasom klasickom priblizeni — vztahom L = pb, a preto moZno poznatelnd
interakciu oCakdvat’ len vtedy, ak

hlS hkro
ZS kl"()

2)
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Uved'me hned’ jednoduchy odhad zaloZeny na tejto nerovnosti. Predstavme si
rozptyl neutrénu na proténe, pricom hybnost’ neutrénu je p = 280 MeV/c. Dosah
jadrovych sil je

h hc hic

1410 ms—=——=
mec  myc” 140 MeV

T

Podl’a vzt'ahu (2) mame

fic

|
12X pry = 280 MeV/(ch) - — S~
nb" M) 20 Mev

vy

a pri rozptyle sa uplatnia len stavy s dvomi alebo tromi najnizs§imi hodnotami /.

3 ———

- ~

b

Obi. 16.1

Pri tomto odhade sme pouzili niekol’ko elementarnych trikov z odhadov veli¢in
jadrovej fyziky. Energia Castic v jadrovej fyzike sa najCastejSie vyjadruje v jednot-
kdch MeV = 10° eV. Hybnosti &astic sa ud4vaji v jednotkich MeV/e. Je uZitoéné
pamitat’ si hodnoty mec*=140 MeV a hlmzc =~ 1,4.107"° m, kde my je hmotnost’
n-mezénu. To, 7e¢ Comptonova vinova dizka m-mezénu a dosah jadrovych sil
spolu tesne suvisia, nie je ndhoda, vymeny T-mezénov majui podstatni tlohu
v jadrovych silach a vztahy (1), (3) sa objavuju uz v klasickej Yukawovej praci,
v ktorej bola predpovedand existencia T-mezénov.

Vratme sa vsak spit’ ku kvantovomechanickému opisu problému rozptylu pre
kratkodosahové potencidly. Potrebujeme metddu, ktord by amplitidu rozptylu
rozlozila do stavov s danym [/ a potom potrebujeme nejakym spdsobom zahrnit
zmeny vznikajice v stavoch s najnizs$im [ v dosledku interakcie.

Diskusiu budeme spociatku viest na vel'mi kvalitativnej tirovni a aZ neskor sa
vratime k matematickym otdzkam.

To, o potrebujeme, je ndjst rieSenie rovnice (1.3) s asymptotikou (1.4).

Ako este spomenieme podrobnejSie neskor, mézeme rovinnu vinu exp (ikz) =
= exp (ikrcos ¢ rozlozit' do tiplného systému Legendreovych polynémov P;(cos &%)
a pre r —oo potom plati

; - - ik - P (cost¥)
elkZ N 21 +1 elkr —e i(kr—Im) 1 4
e’ > @+ o @)

1=0
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Predstavme si teraz, Ze takéto rovinnd vlna ,,dopadd* na rozptylové centrum.
Rovinnd vlna exp (ikz) je vztahom (4) vyjadrena ako superpozicia rozbiehavych
a zbiehavych sférickych vin, priCom prvé z nich su tie, ktoré obsahuji faktor
exp (ikr) a druhé faktor exp (—ikr). Intuitivne je jasné, Ze rozptylové centrum
nemdZe zmenit’ zbiehavé sférické viny a pri rozbiehavych moze zmenit’ iba fazu.
Predpokladdme totiz, Ze dopadajica castica nemd spin a potencidl V(r) je
sféricky symetricky, preto zachovdva moment hybnosti a absolitna hodnota
amplitidy zbiehavej a rozbiehavej viny s danym / musia byt preto rovnaké.

V dosledku interakcie sa teda asymptotika rovinnej viny mdze zmenit' iba
nasledovne:

- 5 Zitkr—im - P (cOs 1)

r) — 21 +1 eZlﬁlelkr —e i(kr—Im)y L1 5
yr/—(m) ;;( ! 2ikr ©)

Riesenie SchR (1.2) musi mat’ teda tvar (5), priCcom vyrazy J; = J;(k) st zatial’
blizSie neurcené redlne ¢isla — o tom ako ich urcit’ este budeme hovorit. Vyraz (5)

moZeme prepisat’ do tvaru (1.4) tak, ze kazdy faktor exp (2id;) zapiSeme ako
e2i(5] - [e2i(5] _ 1] + 1

Vyrazy v hranatych zatvorkach prispeji do druhého ¢lena na pravej strane
(1.4) ajednotky prispeju do rovinnej viny exp (ikz). Pre amplitidu rozptylu f( &, @)
v (1.4) takto dostaneme

f@B.p)=) (2+1)

=0

Q20 _

1
Tk F(cos ) (6)

Niekedy vyuZzivame identitu
e¥9 _ 1 = 2ie%sing,

a prepisujeme (6) do tvaru
f@.p=) @I+ 1)%&‘*(“ sin 8, (k)P (cos %) @)
1=0

Casto sa pouZiva tieZ oznaGenie
1 .
a,(0)=— e ® sin g, (k) 8)

pricom a,(k) sa nazyva amplitiidou rozptylu danej parcidlnej viny. Spravidla
sa pouziva tradi¢nd terminoldgia prebrand zo spektroskopie a parcidlne viny
sl1=0,1,2,3,4,5, ... sanazyvaji postupne s, p, d, f, g, h, ... parcidlnymi vinami.
Diferencialny dG¢inny prierez je dany vztahom (1.5). Ak do tohto vzt'ahu dosadime
amplitidu rozptylu dand rovnicou (7), mame

2

do _ k_12 > @1 +1)e ™ sin 8, (k)P (cos ) ©)
=0

do
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Celkovy dcinny prierez dostaneme integrovanim (9) cez dQ = sin ¢ d¢ de¢.
Ak vyuZijeme podmienku ortonormovanosti Legendrovych polynémov

1 2
[ P@R@d=""-5, (10)
-1 2n+1
kde z = cos ¥ dz = —sin #d &%, dostaneme
do 4T & .2
0'0:J.Ed9.:?2(2l+l)sm 8, (k) (11)

1=0
Vsimnime si, Ze mozny prispevok k ucinnému prierezu od [-tej parcidlnej viny
je ohrani¢eny hodnotou 47(21 + 1)/k>.
Amplitidou rozptylu dopredu, alebo tieZ amplitidou dopredného rozptylu,
nazyvame vyraz f( = 0). Ak vyuzijeme vztah P;(1) = 1 platny pre vSetky /, dosta-
neme zo vztahu (7) pre imaginarnu ¢ast’ amplitidy rozptylu dopredu vyjadrenie

1< .
Imf(d= O)=;;(21+1)sm2 3, (k) )

Porovnanim s (11) dostaneme
Imf(3=0)= 0, (13)
47

Tento vzt'ah sa nazyva optickd teoréma. Odvodili sme ju pre pruzny rozptyl.
Jej vyznam je vSak v tom, Ze plati i pre reakcie prebiehajice viacerymi kandlmi.
Na lavej strane (13) je v takom pripade amplitiida rozptylu dopredu v pruznom
kandli a napravo stoji ucinny prierez celej reakcie, zahriiujiici aj prierezy nepruz-
nych procesov.

Vsimnime si teraz modifikacie predchadzajiiceho formalizmu spdsobené pri-
tomnost'ou nepruznych procesov. Aby sme mali aj urcitd konkrétnu predstavu,
moZeme mat’ na mysli napriklad interakciu nabitého w-mezénu s tazkym jadrom.
V takejto situdcii sa T-mezén mdZe na jadre pruzne rozptylit, ale mdze byt jad-
rom aj ,,pohlteny®, pricom dochddza ku komplikovanej jadrovej reakcii vedicej
k zlozitym koneénym stavom reakcie. Z hladiska pruzného kandlu reakcie je
takto pohlteny mt-mezdn ,,strateny*. Predchadzajici formalizmus sa potom zmen{
v jedinom mieste: pri ,,prechode® od rovinnej viny (4) na vlnovi funkciu (5) sa
nemusi zachovavat’ absoliitna hodnota koeficientu pri danej parcidlnej vine a pre
asymptotické vyjadrenie y(r) dostdvame

w(r) — i(zl +1)[7]162i61 ik _ gitkr—Im) M

roe 470 2ikr
kde 77, je redlne cislo spiiiajice podmienku 0 < m < 1. Toto ¢islo nazyvame
elasticitou danej parcidlnej viny.

487



Postupom ako predtym prideme k vyjadreniu amplitidy rozptylu v pruZnom
kanadli za pritomnosti nepruznych procesov
o 2i6,
ne " -1
Beo)=) 2I+1)————P/(cos?h (14)
f@e ; ST
Teraz sa vratime naspit’ a ukazeme si najprv, ako mozno dostat’ asymptotiku
rozkladu rovinnej vlny pouzitd v (4) a potom sa pozrieme na to, ako mozno
spocéitat’ fazové posuny J;(k) pri rozptyle na potencidli V(7).
Ako uz vieme z kapitoly 4, rieSenie rovnice (1.2) pri sféricky symetrickom
potencidli V(r) mdZeme hl'adat’ v separovanom tvare

Y(r.8,0)=> R (1Y, (5.9) (16)
I,m
kde R, spiiia radidlnu SchR
1 d( ,drR) [2m I(1+1)
——| PP = |+{(E-V() - R=0 17
r? dr(r dr} {hz( ") r? } 17)

Poznamenajme hned’, Ze situdcia sa tu trocha odliSuje od tej, s ktorou sme sa
stretli v kapitole 4. Tam sme sa totiZ zaoberali s rieSeniami SchR pre viazané stavy,
zatial’ ¢o tu sa zaujimame o rozptylové stavy. Rozklad (16) je celkom vSeobecnym
rozkladom funkcie y(r, ¢, ¢) do tplného systému funkcii Y (2, ¢). Vyhodnost
tohto rozkladu pre nas pripad je v tom, Ze funkcie Y,,(#}, ¢) st vlastnymi funk-
ciami uhlovej Casti Laplaceovho operdtoru Vi o Vystupujicej v rozklade V2 do
sférickych sdradnic. Vd’aka tomuto a vd’aka linedrnej nezavislosti sférickych
funkcii musi potom kazdé z funkcii R(r) spiflat’ rovnicu (17). V rovnici (17) je
este uzitocné urobit’ dpravy spominané medzi (1.2) a (1.3) a prepisat’ (17) do tvaru

Li(rzi_R}r{kz—U(r)—l(Hl)}R:O (18)

r2 dr r P2

Teraz uz mdzeme prejst’ k rozkladu rovinnej viny exp (ikz) = exp (ikrcos &).
Téato funkcia je zrejme rieSenim rovnice (1.2) pri nulovom potencidli. NavySe
nezavisi od uhla ¢, a preto v rozklade (16) sa objavia iba gul'ové funkcie,
Yu(8 @) ~ P,cos ¢ Preto moéZeme pisat’

e = iR, (r)P,(cos 9 (19)
=0

pricom funkcie R(r) st rieSenim (18) pri nulovom potencidli. T4to rovnica je ale
Besselovou diferencidlnou rovnicou a jej rieSeniami su funkcie jj(kr), n;(kr).
Pritom j;(kr) nema singularitu v zaciatku, ale n;(kr) ju ma. V rozklade (19) teda
nebudi vystupovat’ n;(kr) a mdZeme pisat’
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e =" A,j,(kr)P,(cos ) (20)
1=0
Ostdva nam este urcit’ koeficienty A, ale to uz je Cisto technicka otdzka. Staci
napriklad nésobit’ (20) P;cos ¢, integrovat’ cez sin ¢*d ¢} a najst’ prislusny integral
v matematickej literatdre.2*
Ako vysledok dostaneme

ek = i(zl +1)i' j, (k)P (cos %) 1)
=0

Pre r — oo vyuZijeme asymptotické vlastnosti**’ Besselovych funkcii (pozri
Dodatok) a dostaneme vzt'ah (4).

Fazové posuny 0;(k) mozno v principe ur¢it’ nasledujicim spdsobom. Schro-
dingerova rovnica odpovedajica rozptylu pri dopadajicej rovinnej vine exp (ikz)
neobsahuje zavislost od ¢ v okrajovej podmienke a nebude tiito zdvislost’ obsaho-
vat’ ani v rieSeni. Preto moZeme rieSenie SchR hl'adat’ v tvare

w(r) =Y R, (r)P,(cosd) (22)

=0

kde R,(r) je rieSenim rovnice (18). Ttto rovnicu je eSte uZitocné prepisat’ tak, zZe
za R;(r) dosadime podl'a vztahu

1
Ri(r) = D(r) (23)
Pre ®,(r) takto dostaneme diferencidlnu rovnicu
D'+ KD, - l(ltl) P, -Und,=0 (24)

Podl’a diskusie v kapitole 4 musime vybrat’ to rieSenie, ktoré je regularne pre
r — 0. Pre » — 0 dominuje v (24) prvy a treti ¢len a l'ahko sa presved¢ime o tom,
v < 2 PN . v s . < 1 1 )
7e pre malé r mame dve rieSenia, priCom prvé je imerné r' © ' a druhé r .

Hraddme teda rieSenie (24), spifajice podmienku

$,00=0

28 Prakticky vsetko ¢o treba, da sa ndjst’ v Gradstejn, I. S. — Ryzik, I. M.: Tablicy integrdlov, summ,
rjadov i proizvedenij. Moskva, 1972, a v Bateman, H.— Erdély, A.: Higher Transcendental Functions.
New York, 1953 (rusky preklad 1965).

2 Potrebny vzt'ah je ji(kr) —>l sin (x — Im/2) pre x — .
X
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Predpokladajme, Ze sme takéto rieSenie nasli. PretoZe sme zatial’ pouZili iba
jednu podmienku (®,(0) = 0), bude toto rieSenie urcené jednoznacne az na
multiplikativnu konStantu. Podl'a predchddzajiceho kvalitativneho vykladu sa
mame zaujimat’ o asymptotické spravanie ziskaného rieSenia v oblasti r — oo.
Pre velké r m6Zeme v (24) zanedbat treti a Stvrty ¢len (predpokladdme, ze U(r)
je kratkodosahovy potencidl). Dostaneme tak rovnicu

®/ +kKd,=0 (25)

Nase rieSenie bude teda v asymptotike spiitat’ jednoduchi rovnicu (25), ktorej
rieSenia pozname — su to harmonické funkcie. Asymptoticky tvar rieSenia rovnice
(24) teda musi byt

®,(r) = C;sin (kr + o)
r—oo
kde o je faza, ktord je nasim rieSenim jednoznacne zafixovand. Neurcitost’ rieSenia

sa prejavi iba na multiplikativnej konStante C; ale nie na fdze ¢4. PretoZe asymp-
toticky tvar rieSenia chceme porovndvat’ so vztahom (5), ukazuje sa vyhodné

b z 4 ln z b .
odseparovat’ z fazy o clen; a pisat’ asymptotiku v tvare

P,(r)—>C, sin(kr—%%—é‘,(r)j (26)

Zdoraznime, 7e fazové posuny & sii jednoznaéne uréené rieenim> rovnice
(24) pri okrajovej podmienke ®,(0) = 0.
Dosadenim do (22) mdme pre asymptotiku y/(r) vyjadrenie

w(r)—> %ZC, sin(kr —%‘ +5, (r)]P, (cos ) (27)

Zatial’ sme eSte nevyuzili to, Ze sa zaujimame iba o rieSenia, ktoré maji asym-
ptotiku (1.4). Téato d’alSia poZziadavka uZ odstranuje nejednoznacnost’ rieSenia
uplne. Vyplyva z nej, Ze neznamu multiplikaénd konS$tantu rieSenia treba volit
tak, aby konStanta C; v asymptotickom vyjadreni (27) bola rovna

1 . .
C] —_ elln/2€15,
k

20 Vidno to aj z nasledujiceho argumentu. V oblasti » — 0 mdme dve nezdvislé rieSenia, jedno sa sprava
ako #'*!, druhé ako r'. Podobne pre r —oo mame dve nezdvislé rieSenia, cos (kr) a sin (kr). Ak pre r — 0
vyberieme jednu z moznosti, fixujeme tym superpoziciu cos (kr) a sin (kr) pri velkych r. Pripominame
este, Ze uvazujeme len redlne rieSenia.
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Po dosadeni do (27) dostaneme priamo vyjadrenie (5), ktoré sme uZ predtym
pouZivali.

16.3 ROZPTYL IDENTICKYCH CASTIC

Formalizmus z predchddzajiceho ¢lanku treba trocha modifikovat’, ak sa
zaoberdme rozptylom dvoch identickych castic. Korektny opis dostaneme pri
dodslednom pouzivani sekundarneho kvantovania, tu sa ale obmedzime na intuitiv-
ny vyklad dosledkov identi¢nosti Castic. Predstavme si najprv rozptyl dvoch bez-
spinovych identickych &astic, napriklad &+ & — a+ aalebont™ + 1" — w" + 1",
Predpokladajme, Ze pozndme potencidlnu energiu ich interakcie V(r), a Ze sme,
nereSpektujic identitu Castic, nasli uz amplitidu rozptylu f( ). Pristroje registru-
juce rozptylené Castice vSak nemdZzu rozlisit’ medzi procesom, pri ktorom sa do-
padajuca castica rozptyli pod uhlom ¥ a procesom, pri ktorom sa rozptyli pod
uhlom 7 — ¢¥. Pritom rozptyl uvaZujeme v ststave hmotného stredu. Obidva pro-
cesy st znazornené na obr. 16.2. Prvy z nich je opisany amplitidou f( %), druhy
amplitidou f(1t — ). Obidva procesy su koherentné, a preto vyslednii amplitidu,
reSpektujicu identitu Castic, dostaneme v tvare

Fs(7) = () + f(r — &) D

kde index S oznacuje uskutocnend symetrizaciu. Vlnova funkcia dvojice identic-
kych ¢Castic s nulovym spinom v kone¢nom stave musi byt symetrickd voéi ich
vymene. Tato vymena vS§ak odpoveda v stistave hmotného stredu zdmene r < —r,
a to znamend ¥ « 1w — ¢¥*. Odtial’ dostdvame znamienko + na pravej strane (1).

Obr. 16.2

Diferencidlny G¢inny prierez poc¢itame podl'a vztahu

995 _\pg() = 1f() + (- 9P @)

Q*
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a pri vypocte celkového tc¢inného prierezu pouZivame vztah

a:lj dos dQ*=lj|f(19*)+f(n—z}‘*)lde* 3)
27 dQ* 2

Faktor 1/2 na pravej strane zabranuje dvojnasobnému zapocitaniu jednotli-
vych prispevkov. Tym, Ze sme symetrizovali amplitidu rozptylu a teda aj vinova
funkciu koncového stavu, reSpektovali sme identitu Castic. Potom ale stav, ktory
dostaneme zdmenou oboch castic, uZ nie je novym fyzikdlnym stavom. Zadmena
Castic ale odpovedd zdmene ¥ — T — % v symetrizovanej amplitide rozptylu
Fs(¥). Vo vztahu (3) by sme teda mali vypustit’ faktor 1/2 a integrovat’ iba cez
oblast’ 0 < ¢ < m/2. Vzhl'adom na symetriu F(¢¥) voci zdmene ¥ — T — ¢ je to
vsak to isté ako integrovat’ cez cely priestorovy uhol a vysledok delit’ dvomi tak,
ako sme to urobili v (3).

Predchddzajice vzorce platili pre rozptyl bozénov opisanych symetrickou
vinovou funkciou. Pre rozptyl fermiénov musime zobrat” do uvahy poZiadavku
antisymetri¢nosti vlnovej funkcie voci sicasnej zdmene priestorovych a spinovych
stradnic. Pre sustavu dvoch elektrénov mame napr. Styri mozné vinové funkcie

Jalr, R

falr, R o
4
Salr, Ry

fs(r, n) .0

kde index A, resp. S oznacuje antisymetriu, resp. symetriu priestorovej vinovej
funkcie. Spinové vlnové funkcie %, . st symetrické pre S = 1 a pri S = 0 mame
antisymetrickd vlnovi funkciu.

Ak sa dva elektrony nachadzaji v stave s antisymetrickou priestorovou vinovou
funkciou (tzv. tripletny stav), tak amplitida rozptylu bude antisymetrickd voci
zamene ¥ <> T — ¥ a pre diferencidlny G¢inny prierez dostaneme

do, 2 2

—2 = |f(T) — f(— T = |F o () 5

10 * () - ) A(T) &)
kde amplitida rozptylu f{ ) je opét’ pocitand bez reSpektovania identicnosti Castic.

Ak pri rozptyle elektréonov vysledna vinova funkcia zodpoved4 stavu s celko-

vym spinom rovnajicim sa nule (tzv. singletny stav), tak je priestorova Cast’
vlnovej funkcie symetrickd a diferencialny G¢inny prierez je dany vzt'ahom

dog 2 2

—==f(F) + f(m - F)I" = |Fs(F)l 6

10 () + f( ) s (%) (6)

Ak v experimente pouZivame nepolarizovany zvizok i ter¢ a nemeriame ani
priemety spinov v koncovom stave, potom zrejme pocet pripadov, ked’ ide o rozptyl

492



v singletnom a tripletnom stave, je dany jednoduchou Statistikou a pozorovany
ucinny prierez bude dany vztahom
do
dQ*

Faktory 3/4 a 1/4 odpovedaju tomu, Ze dvojelektrénova funkcia sa s pravde-
podobnostou 3/4 vyskytuje v tripletnom a s pravdepodobnostou 1/4 v singletnom
stave. Relativnu vdhu vidno z toho, Ze pri dvojelektronovych funkcidch méame
podla (4) tri tripletné a jednu singletnd vinovi funkciu.

Dosledky symetrizéacie vidno prakticky ihned’, ak za amplitddu f( %) zoberieme
napriklad amplitidu rozptylu pre Rutherfordov rozptyl, spocitame diferencidlne
ucinné prierezy (5), (6), (7) a porovname ich s vysledkom ziskanym bez reSpek-
tovania identi¢nosti Castic.

Poucny je tieZ rozklad symetrickej a antisymetrickej amplitidy Fs( %) a Fa(ZF)
do parcidlnych vin.

Obidve tieto aplikécie prenechdme citatel'ovi.

=%If(z9*) _fm— ooP +% () + fm — I )

16.4 ROZPTYL ELEKTRONU NA ATOME

Zacéneme s rozptylom elektrénu na najjednoduch§om atéme — atéme vodika.
Budeme tieZ predpokladat’, Ze v hrubom pribliZeni moZno zanedbat’ identi¢nost’
dopadajiiceho elektronu a elektrénu v atome vodika a Ze mozno zanedbat’ vSetky
efekty sposobené spinom elektronov. Dopadajici elektréon budeme nazyvat elek-
trénom ,,1 a elektrén v atéme vodika bude mat’ ¢islo ,,2. Nasou tdlohou je najst
diferencidlny ucinny prierez pre rozptyl elektrénu do priestorového uhla dQ pri su-
¢asnom prechode atdmu zo zakladného stavu ¥ do urcitého excitovaného stavu .

Pri rieSeni dlohy pouzivame nestaciondrnu poruchovi metédu. Vinova funkcia
zaciato€ného stavu je

1 .
wir, 1) 5 e“" () (1

a vlnova funkcia konecného stavu je

1 ik’
(n, n) =—=¢e""y(r) (2)
yin, n \/V 4]
Vo vztahoch (1) a (2) je V normalizaény objem, /ik je hybnost’ dopadajiceho
a hik' rozptyleného elektrénu. Absolitne hodnoty &, k' si viazané zakonom zacho-
vania energie
2,2 2,72
k k
f +E,= h +E, 3)
2m 2m
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Podl'a (1.9b) nestaciondrna poruchovd metéda pre pravdepodobnost’ prechodu
(za jednotku ¢asu) zo zaciato¢ného stavu i do kone¢ného stavu f ddva

2n .,
Wi == \H; Pp(E,) )

kde
Hy=[yi(r, H'yi(n, ) d’n &'y

Porucha H' odpovedad interakcii dopadajiceho elektrénu s atémom vodika

’?2 72
H=- 12 5)

no h

Prvy ¢len reprezentuje interakciu dopadajiceho elektrénu s jadrom atému
vodika, druhy opisuje interakciu oboch elektrénov. Po dosadeni do vyrazu Hp
a jednoduchych tpravach dostaneme

’ 1 ’ i(k—k').n 1 *
Hiy=(e 5[t 17d3r1j;un(r2)y/0(r2)d3rz+
1
1 228 [ Litk=K).r 43 . 1 3
+—(—e e 'd’r, “(r,)— r,)d’r
V( )J. 1JV/,1( 2);’12 ¥o(r)d’n

Ak stav ¥, je excitovanym stavom, funkcie ¥, ¥, st ortogondlne a integral
cez r, v prvom Clene na pravej strane je nulovy. Druhy integral je vel'mi pribuzny
tym, ktoré sme uZ vycislovali v kapitole 7 pri diskusii elektromagnetickych
formfaktorov. Namiesto premennych r, r, pouZijeme premenné r,, r=rH — r, a
pomocou tychto premennych prepiSeme Hy; do tvaru

2
, i(k=K').r 1 3 i(k—k").r *
Hy = S Je e [y ) ©

S prvym z tychto integrdlov sme sa uZ stretli pri skimani amplitidy rozptylu
(v prvom Bornovom pribliZzeni) na Coulumbovom potencidli, druhy integrél je tro-
cha pribuzny atémovym formfaktorom, ale 1iSi sa od nich tym, Ze teraz pod inte-
gralom vystupujd dve rézne vinové funkcie atomu vodika. Zaved’'me oznacenie

qg=k—-k'

ktoré ukazuje, Ze g je hybnost prenesend od dopadajiceho elektréonu na atém
vodika. Dalej poloZime

Fu(q) = Ie“ “"ys(n)wo(n) &'r, (7)

Vyjadrenie pre Hj; sa potom liSi od Bornovej aproximdcie pre rozptyl na
Coulombovom potencidli iba tymto faktorom a tym, Ze energia rozptyleného
elektrénu nie je rovna energii dopadajiceho elektrénu, ale je dand vzt'ahom (3).
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Teraz m6Zeme s vyrazom Hf danym rovnicou (6) urobit’ vSetko to, ¢o sme robili
v kapitole 9 pri vypocte diferencidlneho t¢inného prierezu. Zmeny st minimdlne
a uvedieme preto iba kone¢ny vysledok

do,,

®)

k do(k, k kK’
1y (K, WFo (@) (%]R-m( wL

V tomto vyraze diferencidlny Gcinny prierez s indexom R oznacuje Rutherfor-
dovu formulu, IF,o(q) je druhd mocnina nepruzného formfaktora a ostatny
faktor k'/k pochddza z integrovania cez konecné stavy elektrénu a z vyrazu pre
hustotu pridu dopadajiceho elektrénu. Hustota pradu sa totiz objavi pri prechode
od pravdepodobnosti prechodu k diferencidlnemu d¢innému prierezu.

Vzt'ah (8) udava pravdepodobnost’ rozptylu dopadajiceho elektrénu do prie-
storového uhlu dQ pri sti¢asnej excitdcii atému do stavu n. Pri odvodeni vzt'ahu
(8) sme mali stdle na mysli n-ti excitovand hladinu z diskrétneho spektra. Pri vel'mi
vysokych energidch dopadajiceho elektrénu si ale mozné prechody atému vodika
do spojitého spektra. Situdcia odpovedd tomu, Ze dopadajuci elektron sa nielen
rozptyli, ale aj vyrazi elektrén z atému vodika. Pri takychto procesoch v experi-
mente sa spravidla urCuje iba energia a smer rozptyleného elektrénu a vztah (8)
je uzito¢né prepisat’ ako

do,, 5 n2k?
= IF I —5 E'+E —E,— 9
dEdO (dQ) Z a0(q) [ + 0T, &)

Analdg vyrazu ndsobiaceho (do/dQ)g na pravej strane sa dnes Casto pouziva
vo fyzike elementarnych Castic a nazyva sa Struktirnou funkciou. V tomto kontexte
je zvlast’ zaujimava analyza rozptylu vysokoenergetickych elektrénov na atémoch
s viacerymi elektréonmi. Tato analyza je podrobne prevedena v klasickej ucebnici
Landaua a LifSica [9] a ve'mi pekny prehl'ad modernej i klasickej literatdry
experimentalnej i teoretickej je vo Westovom &lanku.>"

Podstatnym vysledkom analyzy je to, Ze pri ve'mi vysokych energiach hlavhym
prispevkom k (9) je nekoherentny rozptyl dopadajicich elektrénov na jednotlivych
elektrénoch atému. Nekoherentnost’ a vysoka energia vedu k tomu, Ze dopadajici
elektrén sa rozptyl'uje na viacerych bodovych ¢asticiach a nie na spojitom rozde-
leni ndboja v atéme.

Na podrobnejsiu analyzu tejto aktudlnej a zaujimavej otdzky vSak nemédme
v tivodnej ucebnici dost’ miesta.

! West, G. B.: Electron Scattering from Atoms, Nuclei and Nucleons. Physics Reports 18 (1975),
8. 263-323.
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16.5 OPIS ROZPTYLU POMOCOU PROPAGATORA

Doteraz sme sa zaoberali s problémom rozptylu v bez€asovom formalizme.
Teraz si ukdZeme, ako moZno rozptyl Castice na silovom centre opisat’ v ¢asovom
formalizme a ndjdenie prislusny poruchovy rozvoj. Budeme pritom pouZzivat
Greenovu funkciu casovej Schrodingerovej rovnice, nazyvanu tieZ propagdtorom.

Pri rozptyle Castice na potencidli sa zaujimame o rieSenie asovej SchR

ih% w(r, 1) = How(r, 1) + HO w(r, 1) )
kde
h2
Ho=——A 2
0 2m @

a porucha H'(r) zodpovedd potencidlnej energii ,,zapnutej“ v ¢asovom intervale
-T2 <t<T/2
0 —oo<t<-172

H@=3V(r) -T/2<t<T/2 3)
0 T2<t
Rovnicu (1) je uzitocné zapisat’ v tvare
.. d ,
(lhg - Ho) w(r,t) = H(Oy(r, 1) )
Pravu stranu v (4) mdZeme oznacit’ ako f(r, t) a prepisat’ (4) eSte raz
.. 0
(lhE—HojW(r, 1 = f(r, 1) (%)

Rovnica (5) je nehomogénnou diferencidlnou rovnicou, pri¢om pravd strana
hré dlohu zdroja.

RieSenie rovnice (4), zodpovedajice rozptylu Castice na potencidli, ma mat’
z fyzikdlnych dévodov tvar

w(r, )= @i(r, 1) + P(r, 1) 6)
kde
¢I_(r’ [) — Ceik"re_iWI (7)

opisuje dopadajicu rovinnd vinu*? a &(r, ) zodpoveda rozptylenej vine. Stan-
dardnd metdda rieSenia diferencidlnych rovnic s pravou stranou je metdda
Greenovych funkcii.

2 7 hladiska fyzikélnej interpretdcie by bolo korektnejsie opisat’ dopadajicu vinu vlnovym balikom.

Technicky je to ale zlozitejSie a mélo prehl'adné. Ostaneme preto pri rovinnej vine. VIinové baliky
by sme dostali ako vhodné superpozicie takychto rovinnych vin.
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Greenovou funkciou rovnice (5) alebo propagdtorom nazyvame rieSenie
rovnice (5) prislusné k ,,zdroju®, ktory je bodovy v €ase i v priestore. Je to teda
rieSenie rovnice

[ih% - HojKo(r, 6t = 8r=rdt-t) (8)

kde HO p6sobi len na premenn r.
Pomocou propagiatora K, méZeme vSeobecné rieSenie nehomogénnej rovnice
(5) zapisat’ v tvare

w(r, £) = Py(r, 1) + Ko(r, 1, ', t)f(r, ') drde’ 9)

kde ®(r, 1) je vSeobecné rieSenie homogénnej rovnice
., 0
lhg—HO Dy(r,1)=0 (10)

O tom, Ze (9) je rieSenim (5) sa presved¢ime rychlo priamym dosadenim (9)
do (5) a vyuzitim (8).

Samotnou rovnicou (8) nie je K, uréené jednoznacne; treba este Specifikovat’
prislusné okrajové podmienky. MdZeme sa to pokusit’ urobit’ tak, aby potom uz
lubovolné rieSenie W(r, t) integrdlnej rovnice (9) (pri vhodne zvolenom ®(r, ¢)
spiflalo okrajové podmienky (6). Je zrejmé, Ze to bude vtedy, ak Ky(r, t; r', t') ako
funkcia r, t pri l'ubovolnom (fixovanom) r', ¢’ sa asymptoticky sprava ako roz-
biehava vlna. Ako uvidime v d’alSom, Greenovu funkciu s takymto spravanim
dostaneme, ak Ziadame splnenie podmienky pri¢innosti

Ko(r,t;r,t)=0 pret<t (1D

Zo zéapisu (9) vidno fyzikdlny vyznam okrajovej podmienky (11). VInova
funkcia y(r, t) v Case ¢t zavisi podl'a (11) len od zdrojov f(r, t") pre t < t', a to je
prave vyjadrenim pri¢inného pdsobenia zdrojov.

V casovej SchR (4) hrd prava strana tlohu zdroja f(r/, t') a rieSenie rovnice
(4) mdZeme preto zapisat’ v tvare (9), pricom namiesto f(r, ¢) piSeme H'(¢) w(r, ©).
Dostaneme tak

wir, ) = p(rt) + IIKy(r, 1, Y H (1) w(r,t) d’rdt'= g (r, ) + O(r, 1) (12)
a vyznam @;(r, ) a D(r, 1) je dany rovnicami (6) a (7). Rovnica (12) je uz zapisana

v tvare, ktory umoziuje jej rieSenie pomocou poruchového rozvoja. Postupovali by
sme zas Standardnym spdsobom: namiesto H' by sme napisali v§ade AH' a funkciu
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y(r, 1) by sme rozlozili do mocnin A, priCom nultym ¢lenom rozvoja by bola
dopadajtica vlna ¢;(r, ¢). V prvom pribliZzeni pre ¥(r, t) by sme takto dostali

w(r, ) = @(r, 1) + [[Ky(r, t; ¥, ) H' () @, (r', 1) drdr’ (13)

Vztah (13) ndm uZ umoziuje ndjst’ amplitidu rozptylu v najniZSom pribliZeni.
Poruchu H'(¢) berieme v tvare (3) a vlnovi funkciu zaciatoéného stavu @;(r, 1)
pri normalizécii na koneény objem V = L’ zvolime takto

¢i(r’ t) :% €
15

kde k; je vinovy vektor dopadajiicej astice a @ = 7ikj/2m. Porucha je zapnuta
v ¢asovom intervale —7/2 < t' < T/2 a zaujimame sa o to, s akou pravdepodobnos-
tou Wy ndjdeme pri ¢ > 7/2 €asticu v stave opisanom vilnovou funkciou

ik,‘re—iw,-t (14)

1 ik.r_—iot
Qir t)=——¢e"e " (15)
Jr
kde @y = hki/2m. Amplitidu tejto pravdepodobnosti oznaéime ako S; a podla (13)
pre fiu mame
Sy = [@r[@r[d g K 1 7. OVE) (1 1) (16)
fi — —T/ZW s o\r, b 1y ¢1 5
Teraz potrebujeme urobit’ dve veci: najprv musime vypocitat’ S, a potom dat’
toto S;; do stvisu s diferencidlnym G¢innym prierezom. Pre vypocet S;; potrebu-

jeme poznat’ vyjadrenie Ky(r, t; r', t').
Explicitné vyjadrenie pre K je

1 . ,
Ko(r 157, 1) = — O = )2 puN pk(r)e ™" (17)

Na pravej strane s¢itujeme cez Gplny ortonormovany systém vlastnych funkcii Ho.

k.r

1.
Hop(n) = Ecpn),  @i(n) =ﬁ e'

a funkcia ®(¢ — t') je definovana vztahom
1 pre t>1
0 pre t<t’

@(t—ﬂ:{

Vzhladom na pritomnost Ot — ¢ spifla (17) podmienku (11). Priamym
dosadenim (17) do (8) a vyuZitim

i®(t—t)= -1
ot
S pir) = 8'(r=1r)
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sa rychlo presved¢ime o tom, Ze Ky(r, t; r', t") dané rovnicou (17) je rieSenim
rovnice (8).
Pri t > t' plati

|
& rgr(r, DK(r 1 £, 1) =— @I(F 1) (18)
i
O spravnosti tohto vzt'ahu sa presved¢ime priamym dosadenim. Pri ¢ > ¢' podl'a
(17) s vyuzitim (14) a (15) mame
1

Jr

—ikp.r+i@;t 1 ik.r—iwkt 1 —ik.r'+ iwkt'
e Y —ce —¢€

J.d3r¢;<(r, [)K()(r, t, r', ld) =%J.d3r
1

(19)

Pretoze
3l Lk ik
[Er— e™ e = 6
I3 z

dostdvame z (19)

fd3r@-(r, HKy(r, t; F, 1) =_i 1 g ik riopt

" e

¢o je prave (18). Poznamenajme, Ze ¢as t z vyrazu (19) vypadol vd’aka tomu, Ze
v sucte cez k ostalo len k = k;, a preto (@) — @y = 0.

Predchadzajice odvodenie vztahu (18) bolo trocha tazkopadne. Ideu vidno
jasnejsie zo zdpisu stavov a operatorov v bezkoordindtnom formalizme. V iom

¢f(r, t) = <r|kf, [> = <r|kf>e—iwft
@(r’ t) = <I‘|kl~, t> = <r|k[>e—iw,~t

Ko(r, t; r', t) =_i Y(rlk) e 0 (Kir'y
i K

Rovnica (18) v bezkoordinatnom formalizme je

i

i 1 —iwk(t—1' —iot
e“’f’(kfl{—h ZIk) e ks ”(kl}:e (k|

a 0 sprdvnosti tohto vzt'ahu sa presved¢ime okamZite, ak vyuZijeme ( kilk) = O .
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Po vyuziti (18) zo vzt'ahu (17) mame
(a3 T/Z,L , (N
Sp=[dr]dr —grr OV pr, 1) =
_ 11 3 s miker ik;.r /2 —i(@, o)t
Sy = P J.d re’"'Vv(re J._(}tlze

odkial’ dostaneme

sin[(w, —w.)T/2
S, =——V(k,.k) (@, ~@)T72]
inL’ (0, —@)I2
kde . A
V(ky, k) = Je ™ V(pe " d’r (21"

Pravdepodobnost’ prechodu zo stavu i do stavu f za celi dobu interakcie je
dand druhou mocninou absolitnej hodnoty Sy,

sin[(@; —@,)T/2] sin[(@,; —®,)T/2]
(0, —@,)/2 (0, —w;)I2

el | >
We =1,0'= W (ky k)

Pre velké T plati
sin[(@,; —@;)T/2]
(0, —w)/2

— 2nd(w;— ;)

Ak tdto limitu urobime v predposlednom ¢lene v (22), potom posledny ¢len
mozZno vyjadrit’ ako
sin[AwT/2]

im ->T
Aw—0 A2

a pre pravdepodobnost’ prechodu za jednotku ¢asu dostdvame

W, 2m1
fi 2
w,=——=——IV(k, k) O(E, —E, 23
K tomuto vztahu pre pravdepodobnost’ prechodu za jednotku ¢asu sme sa ale
uz raz dostali v kapitole 9 pri vycislovani Bornovskej aproximacie pre rozptyl
na statickom potencidli a presli sme od neho k zndmemu vyrazu pre diferencilny
ucinny prierez
2
do 1 2m
— =|-—">V(k,.k,
) ‘ e s

Odportcame Citatel'ovi, aby si skusil spocitat’ d’alSie pribliZenie k diferencidl-
nemu u¢innému prierezu. Postupujeme pritom tak, Ze zoberieme do tvahy d’alsi
Clen na pravej strane (12) a prisluSny element S, prepiSeme do tvaru
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Sp= -2 O(Ey - E,-)vﬁ-i3

Pre diferencidlny ucinny prierez, tym istym postupom ako vyssie, dostaneme

d_O'_‘ 1 2m

aQ | an 2 "

Napokon, kvoli udplnosti, eSte nazna¢ime vypocet explicitného tvaru pro-
pagéatora Ky(r, t; r, t). Vyjdeme z rovnice®?

(17) a urobime v nej substittciu
p=r—r, T=1t—t".Dostaneme tak

hk?
(2 ) {1k p—12—2}

Exponent upravime pomocou identity

2
2m 2m ht 2 ht

a po dosadeni tohto do (24) prejdeme k novej integracnej premennej q = k —
— (m/h7)p. Dostaneme tak

KO(ps

e [.m p ht
K,(p,T i— Xp| —1—
()mp (M)quzq
V ostdvajicom integrali urobime este v zlozkach g, gy, g, trividlne substiticie
_ 2mx
q _h >
a dostaneme

o(r mpt 1Y (2m)"”
i Sl [

kde I je Fresnelov integral

3. 0d sddtu cez hodnoty k povolené periodickou okrajovou podmienkou prejdeme v limite L — oo
k integrdlu (L7°L — 2m)~ [id’k
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Koneény vysledok je

372
O m m p*
Koo ==, (mmj eXp[lz ht } 2

Fresnelove integraly mozZno ndjst’ v tabul’kach ako

Jn Vn

rsin(xz)dx:— rcos(xz)dxz—
0 0

22’ 22

alebo si ich moZno zritat’ priamo. Najjednoduchsie je integrovat’ funkciu exp(z°)
po vhodnej kontire v komplexnej rovine. Takouto kontdrou je napriklad této:
vyjdeme zo zaciatku a ideme priamo nahor po imagindrnej osi az do bodu (0, iR).
Potom postupujeme 45 stupiiov proti hodinovym rucickdm po obvode kruZnice
s polomerom R a napokon sa vratime po priamke do zaciatku. Takto vyjadrime
Fresnelove integrdly pomocou Laplaceovho, t. j. pomocou integrilu z exp (—x°)
od 0 po . Laplaceov integral sa rata najlahSie znamym trikom: integrujeme
exp (x> — y*) po celej rovine (x, y) raz v kartezianskych a raz v polarnych stirad-
niciach. Porovnanie oboch vysledkov uZ vedie priamo k ciel'u. Explicitné vyjad-
renie pre propagdtor takto je

3/2
Ot —1") m m lr—r1?
Kor,t;r,t") = 7 [Znih(t—t')} exp{l > I )} (26a)

a v Specidlnom pripade r' = 0, t'= 0 mdme

@) m 2 .mr’
Ko(r, £;0,0) = ar 26b
ol )= [27: m} P e (26b)

Pozrime sa teraz bliZie na fyzikdlny vyznam®>* propagitora. V pripade (26b)
propagétor uréuje vlnovi funkciu spdsobeni zdrojom &°(F)d(r), pdsobiacim
v zaciatku suradnej sustavy za vel'mi kratky casovy usek. Fourierovsky rozklad
8 (n (1) ukazuje, Ze v zdroji st rovnomerne zastipené vietky vinové vektory
a vietky frekvencie®

Vyraz exp [1mr2/(2ht)] v (26b) opisuje rozbiehavii sférickd vinu> a pri velkom
r a velkom 7 sa vinovd dizka tejto viny len pomaly meni. Dizku viny pri uréitom

4 Feynman R. P. — Hibbs A. R.: Quantum mechanics and path integrals McGraw-Hill, New York, 1965,
kap.3,§ 1.

23 Klasickym analégom takéhoto zdroja je vybuch, v ktorom na vSetky strany vyletujd castice so vSet-
kymi moZnymi rychlost’ami.

6 Vnoplocha s kongtantnou fizou je dand vztahom mr*/(2/ir) = const a s rastdcim ¢ sa zrejme posiiva
k via¢$im hodnotdm r, ide teda o rozbiehavu vinu.
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t a v urcitej oblasti r ndjdeme z podmienky

m(r+ A)* 3 mr? B

— =27
2ht 2ht

pre r > A odtial’ dostaneme
_ 2mh

" m(rlr)

V klasickej analégii odpoveda vyrazu m(r/t) hybnost’ Castice a pre A mdme

Exponent v (26b) ndm teda hovori, Ze z bodového zdroja pridu v €ase ¢ do
oblasti s danym r Castice s hybnostou p = m(r/t).

Vyssie ¢leny poruchového radu (13) maju Struktdru, ktord mozno nézorne fy-
zikdlne interpretovat’ a zndzornit’ graficky pomocou Feynmanovych diagramov®’.

Iteraciami (12) do druhého radu dostavame

)= @r 1)+ fKo(r, t, r, tYH(r, tYeo(r, 1) d*rdr +
+J[Ko(r ;P e H (e, Ko 1 Y H(E, 1) o, 1) P de dr de (27)

Druhy ¢len v stcte (27) interpretujeme takto: dopadajica vlna @(r, f) sa v bode
r' v ¢ase t' rozptyli na poruche H'(r, t)a potom sa zas Siri vol'ne z bodu (r', t') do
bodu (r, ). Tomuto vol'nému Sireniu sa Castice odpoveda propagator Ky(r, t; r', t').
Integrovanie cez r', t' ukazuje, Ze vysledna amplitida je superpoziciou amplitid
pochadzajticich z rozptylu v réznych bodoch r' v rdznych €asoch ¢'.

Treti ¢len vyrazu (27) odpoveda dvom ,,rozptylom* na poruche. Medzi prvym
a druhym rozptylom sa Castica $iri vol'ne a po druhom rozptyle sa zas $iri volne.
Graficky je druhy a treti ¢len zndzorneny na obr. 16.3, kde ¢iary oznacené ako ¢,
st priradené dopadajucej vine a Ciary oznacené K, opisujui volné Sirenie sa Castice.
Lahko sa dd ukazat, Ze priradenie takychto diagramov jednotlivym ¢lenom poru-
chového rozvoja je jedno-jednoznacné.

Propagator K, vo vyjadreni (17) alebo v ekvivalentnych vyjadreniach (24), (26)
sme vysSie iba ,,uhadli“. Teraz, kvoli dplnosti, eSte uvedieme podrobnejsi vypo-
Cet Ky. Budeme hl'adat’ rieSenie rovnice

[ih% - HO]KO(r, £ 0,0) = 5 (D) (28)

»7 Feynmanove diagramy sii dnes asi najéastej§ie pouZivanym teoretickym nastrojom vo fyzike elemen-
tarnych Castic a v Statistickej fyzike.
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a zovSeobecnenie na pripad ¢’ # 0, r' # 0 prenechame Citatel'ovi. Vyraz Ky(r, t; 0, 0)
mozno zapisat’ ako Fourierov integrdl s neznamymi koeficientmi

ar i d’q do
Ki(r, 0, 0) = [ K(q,@)e""e ”ﬁ% (29a)
a o-funkcie na pravej strane (28) mdzeme vyjadrit’ zndimym spdsobom
iar i d°q do
8 =[ee “ﬁz—n (29b)

pricom vsetky integraly v (29) prebiehaji cez intervaly (—oo, o). Po dosadeni
(294, b) do (28) a niekol’kych tipravach dostavame

K(q.0) =

a odtial’

1 iq.re—ia)t d3q do

Ko(r, 1, 0, 0) =% j j (30)

i

Obr. 16.3

Integrél cez @ ale nie je definovany, lebo obsahuje singularitu pri @ = hq’/2m.
Na druhej strane sme zatial’ nevyuZili okrajovi podmienku Ko(r, t; 0, 0) = O pre
t < 0. Podobne ako pri Greenovych funkciach bezcasovej SchR, aj tu sa ukazuje,
Ze sposob obchadzania singularity tesne sivisi s okrajovymi podmienkami. Ak
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obchddzanie singularity v (30) upravime tak, Ze pdl presunieme tesne pod redlnu
0s vV premennej @, mame

1 eiq.re—ia)t d3q d_(()

hq® . (2m)°* 27

—| ——1E

2m

a integral uz bude dobre definovany. Pri # > 0 m6Zme, vd’aka faktoru exp (—iax)
uzavriet’ integracnu konttru vel’kym polkruhom v dolnej polrovine komplexne;j

roviny @ a podla vety o rezidudch vyjadrit’ integrdl cez @ pomocou rezidua pélu
v bode ig’/2m — ie. Dostaneme tak

Ko(r. 1,0, 0) =% [@qfdw

Ky(r, t; 0,0) =%Id3 q e ry( r)e—ith/Zm’ £50
i

Pre < 0 musime integracni kontdru uzavriet' velkym polkruhom v hornej
polrovine @ a vzhl'adom na to, Ze v hornej polrovine niet singularit, bude pre
zaporné hodnoty ¢ propagétor Ko(r, t; 0, 0) identicky rovny nule. Takto dostdvame
faktor ®(¢) a prichddzame priamo k (24).

S propagitorom sme sa stretli pri rieSeni nehomogénnej Schrodingerovej
rovnice (5). Ukazuje sa vSak, Ze vel'mi pribuzna funkcia sa objavi aj pri rieSen{
Cauchyho tlohy pre homogénnu SchR. Uloha je formulovani takto: pri ¢ > '
hladdme rieSenie SchR

ih% wir, ) —How(r,£)=0 (31a)
spliiajice v Gase ' zagiatoénd podmienku
y(r, Dl = P(n) (31b)

Uplny ortonormovany systém vlastnych funkcii Hy ozna¢ime ako {on}
a prislusné vlastné hodnoty budi Ey. Funkciu @ (r) méZeme rozlozit' do radu

®(n) = ZCepu(n) (32)
Riesenim (31a) spifiajicim (31b) je zrejme vlnova funkcia
yir, 1) = 2Cie™ o)
kde koeficienty {C} nezavisia od ¢asu. Pre t > t' méZeme s vyuzitim (17) zapisat’

w(r, 1) = ik Ko(r, 1; ¥, )P (r) & =
=ih[Ko(r, t; F, ) p(r, ) d°F (34)

kde integrujeme cez r' ale nie cez t'.
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Vzt'ah (34) je formdlnym vyjadrenim Huygensovho principu pre Schrédinge—
rovu rovnicu. Vlnovi funkciu v Case ¢t dostaneme tak, Ze vinovd funkciu v Case ¢t'
povazujeme za ,.hustotu zdrojov*.

O spréavnosti (34) sa presvedcime okamZite, ak (17) dosadime do (34) a vyuzi-
jeme ortonormovanost’ systému { ¢}. Pre opis Casového vyvoja systému sa vSak
CastejSie pouZiva operator

U(r, 1; 1, 1) = Zodn gi(r)e =" (35)
Pre ¢ > t' plati podl'a predchadzajiceho
Uucr, t, r,t") =ihKy(r, t; r', t"

Vzhladom na to, Ze U neobsahuje @(t — ¢), je rieSenim homogénnej SchR
ihi—H ulr,t;r,t)=0
at 0 s b ’
V rovnici (35) sme U zapisali v siradnicovej reprezentdcii. Jeho vSeobecny
Zapis je
U(l, [v) — %|¢k>e_iEk(t_ r’)/h< q)kl — e—iHo(f— th

a vSeobecny zdpis propagditora je

O -1) oot =1
i

K()(ta [’) =

16.6 ZHRNUTIE

Bez podrobnejsieho komentara zopakujeme prehl'adne zdkladné vztahy.
RieSenie bezcasovej SchR, zodpovedajice problému potencidlového rozptylu
ma pri r — oo tvar
. eikr
p(n) — e +—f(8, ¢)

r

f(& @) je amplitida rozptylu, ktord stvisi s diferencidlnym d¢innym prierezom
podla vzt'ahu

do _ 2
dQ—'f(ﬁ‘, Pl
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V Bornovej aproximaécii plati

1 2m
(8, ¢)=‘4_RFI

e—ik’.rv(r) eik.r d3r

kde k je vlnovy vektor dopadajicej a k' vinovy vektor rozptylenej Castice.
Rozklad do parcialnych vin (sféricky symetricky potencial):

216,

! P (cosdh)

- e
f =2 @I+ h=——

=0

9, je fdzovy posun v [l-tej parciélnej vine. Totédlny G¢inny prierez:

o, =4—T;Z(21+1)sin2 J,
k™1
Opticka teoréma

Imf(z9=0)=£0'0
47

16.7 PRIKLADY A PROBLEMY

1. N4jdite fazové posuny pre rozptyl Castice na ,,tvrdej guli* reprezentovanej potencidlom

V(r)=w prer<a

V(n=0 prer>a
Nivod: Riefenie radidlnej SchR pre dané [ musi v tejto situdcii spiiiat’ podmienku R(a) = 0.
Pre r > a je riesenie dané superpoziciou sférickej Besselovej a Neumannovej funkcie

R,(a) = Ayji(kr) + By (kr)

Podmienka R;(a) = 0 urcuje podiel koeficientov A;, B;. Potom sa uz l'ahko ur¢ia fazové posuny.
2. Preskimajte rozptyl Castice na ,,tvrdej guli“ s polomerom a v limitnom pripade, ked” vlnové dlzka
Castice je ovel'a vdcSia ako rozmer gule: k < 1/a. Néjdite spravanie sa fazovych posunov v tomto
limitnom pripade.

3. Najdite fazové posuny pre rozptyl Castice na potencidlovej jame

V(r)=-V, prer<a

V(=0 prer>a

Navod: Postup riesenia je analogicky k prvému prikladu. Radidlna SchR pre dani parcidlnu
vlnu vnitri jamy ma rieSenie (regularne v okoli r = 0) j,(&r), kde xje dané podmienkou
2 2
LY e V,
2m 2m
Ak toto ,,zoSijeme* so vSeobecnym rieSenim mimo jamy, dostaneme rychlo fizové posuny.
Vsimnite si opdt’ ,,prahové spravanie* fazovych posunov, t. j. limitu k — 0 (fyzikélne je to limita

507



10.

. Predpokladajte, Ze rozptyl dvoch bezspinovych Castic prebieha v s-vlne. Néjdite pri danej energii

dopadajtcej Castice uhlové rozloZenie rozptylenych Castic v laboratdrnej sistave.

. Uvazujte rozptyl dvoch bezspinovych Castic pri energii, ktora je taka nizka, Ze fazové posuny

st rdzne od nuly iba v parcialnych vinach [ = 0, [ = 1. N4jdite uhlové rozlozenie diferencialneho
u¢inného prierezu pomocou fazovych posunov gy(k), dj(k) a vSimnite si, ¢i by bolo mozné ur¢it
fazové posuny z experimentdlnych tdajov o rozptyle. Ndjdite hodnotu uhla rozptylu &= %, pri
ktorej je diferencidlny ucinny prierez minimélny. Prediskutujte podobne aj situdcie, ked su
fazové posuny nenulové v parcidlnych vlndch s [=0, 1, 2.

. Pomaly neutrén sa rozptyluje na jadre nachddzajicom sa v bode r,. Néjdite vinovi funkciu

neutrénu po rozptyle za predpokladu, Ze rozptyl prebieha len v s-vine a fazovy posun mozno
aproximovat’ vztahom (k) = ak.

. Pomalé neutrény sa rozptyl'uji na jadrach v pravidelnom krystalovom usporiadani. Polohy jadier st

r,= nldl + n2d2 + n3d3

kde n; sii celé Cisla a d; st zdkladné vektory mriezky. Najdite amplitidu rozptylu neutrénu na
krystéle za predpokladu, Ze rozptyl prebieha iba v s-vlne a moZno pouZit' pribliZzenie 8(k) = ak.

. Néjdite amplitidu rozptylu a diferencidlny ti¢inny prierez rozptylu dvoch o+Castic pri reSpektovani

ich identi¢nosti. Amplitddu rozptylu pre neidentické Castice opiSte Rutherfordovou formulou.
RozloZte amplitidu rozptylu do parcidlnych vin a prediskutujte, preco si amplitidy niektorych
parcialnych vin nulové.

. Ndjdite amplitidu rozptylu a diferencidlny d¢inny prierez pre rozptyl dvoch elektrénov pri

reSpektovani identiCnosti Castic. Uvazujte
a) rozptyl v stave s celkovym spinom rovnym jednej,
b) rozptyl v stave s celkovym spinom nulovym.

Ako amplitidu rozptylu bez reSpektovania identi¢nosti Castic berte Rutherfordovu formulu
a v oboch pripadoch a), b) urobte rozklad amplitidy rozptylu do parcidlnych vin.
Napokon
¢) njdite diferencidlny G¢inny prierez pre rozptyl nepolarizovanych elektrénov.
Uréte v Bornovej aproximadcii diferencidlny a celkovy ucinny prierez pre nepruzny rozptyl
elektrénu na atéme vodika. Vyuzite vysledky ¢lanku 16.4 a spocitajte explicitne pripad, ked’
sa atom vodika excituje pri rozptyle zo stavu 1s do stavu 2s.
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