15 SUSTAVY IDENTICKYCH CASTIC

15.1 UVOD

Pri kvantomechanickom opise sustav, skladajicich sa z viacerych ,,rovnakych*
Castic sa stretdvame so zdkonitost'ami, ktoré nemaju klasicky analdg.

V klasickej mechanike sa kazda Castica pohybuje po urcitej drahe (trajektorii)
a tak aj Castice, ktoré su rovnaké (t.j. majui rovnaky spin, hmotnost’, ndboj, mag-
neticky moment, atd’.) mdZeme v principe vZdy rozli§it. MéZeme vZdy povedat,,
7Ze Castica ,,1* je t4, ktord sa pohybovala po jednej urcitej trajektorii, Castica ,,2%
po druhej atd’.

V kvantovej mechanike je situdcia odlisnd. Predstavme si dve Castice, opisané
v Case t = 0 dvomi lokalizovanymi a neprekryvajicimi sa vlnovymi balikmi.
Predpokladajme, Ze vzdialenost’ centier balikov je ovel'a vicSia ako ich rozmery
a Castice teda mdZeme rozliSovat’. Vinové baliky sa s rasticim ¢asom rozplyvaji
a v istom case t > 0 sa uz budd prekryvat’ (pozri obr. 15.1). Ak v tomto Case
ndjdeme casticu v bode x, nemdZeme — z principidlnych dévodov — povedat’, ¢i
je to Castica, ktord bola povodne lokalizovana v okoli bodu x; alebo ta, ktora bola
v okoli bodu x,. Tato nemoZnost’ rozliSenia nie je vecou naSich netiplnych znalostf,
ale vlastnostou samotnej dvojcasticovej ststavy.

t=0:CASTICE LOKALIZOVANE
V BODOCH x4 A X

t> 0: PRAVDEPODOBNOSTI
VYSKYTU CASTIC SA
v INTEQVALE_ {x9.%9)
PREKRYVAJU -
CASTICE NEMOZNO
0D SEBA ODLISIT

Obr. 15.1
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Prirodzene vznikd otazka: odkial’ vieme, Ze dva elektrony (alebo dva protény)
st ,;rovnaké™ v zmysle principidlnej totoZnosti. Odpoved’ je jednak v tom, Ze
vSetky merania veli¢in ako ndboj, hmotnost’, magneticky moment a pod., urobené
na roznych elektrénoch dali — v rdmci chyb merania — vZdy td istd hodnotu, a jednak
v tom, Ze vSetky dosledky predpokladu o totoZnosti a principidlnej nerozliSiteInosti
dvoch elektrénov, ¢i dvoch proténov zatial’ sihlasia s experimentom.

V tejto kapitole si ukdZeme tri r6zne mozné spdsoby opisu viac€asticovych
sustav.

Zacneme s opisom pomocou vlnovych funkcii. V tomto pristupe Castice spo-
¢iatku Cislujeme, ale potom sa obmedzujeme na tie vinové funkcie, ktoré v istom
zmysle nezdvisia od ocislovania Castic.

Potom prejdeme k opisu, v ktorom stav sustavy charakterizujeme len idajom
o tom, kol’ko Castic sa v danom jednocasticovom stave nachddza. Na tejto trovni je
nutné zaviest’ operator poctu ¢astic v danom stave a je nanajvys prirodzené zaviest
aj operatory, ktoré kreuju, resp. anihiluju Casticu v tomto stave. Potom modZeme
zaviest’ aj operdtory ¥(x) resp. ¥ (x) odpovedajice anihildcii a kredcii Castice
v danom bode.

Napokon si ukdzeme, Ze formalizmus pracujici s kreacnymi a anihilacnymi
operdtormi a s operdtormi ¥(x), ¥'(x) dostaneme aj vtedy, ak Schrodingerovu
rovnicu povazujeme za rovnicu klasického pol'a a formdlne ju prekvantujeme.

15.2 VLNOVA FUNKCIA SUSTAVY IDENTICKYCH CASTIC

Najprv sformulujeme to, ¢o o vlnovej funkcii ststavy identickych Castic
hovoria tie zdkonitosti kvantovej mechaniky, s ktorymi sme sa uz podrobnejSie
zaoberali, a potom uvedieme Pauliho princip, ktory je novym — od predchadzaji-
cich nezdvislym — postuldtom. Pre jednoduchost' zatneme so sustavou dvoch
identickych bezspinovych Castic vo vonkajSom poli. Hamiltonidn ststavy bude
mat’ tvar

1 . 1 .
H=— pi +— 3>+ V(n) + V(n) + W(r, ) (1)
2m 2m

kde W(r,, r,) je potencidlna energia interakcie oboch Castic a vyznam ostatnych
¢lenov je zrejmy. Tento hamiltonidn sa nezmeni, ak obe Castice vymenime. Aby
sme tiito vlastnost’ opisali formélne, zaved’'me operator vymeny Castic 1 a 2 vzta-
hom

Piaf(r, ) = f(r, n) (2)
kde f(r, ry) je Tubovolnd funkcia dvoch premennych r, r,. VSimnime si d’alej,

7e hamiltonian (1) je symetricky v indexoch ,,1* a ,,2. Preto je jedno, ¢i na nejakd

450



funkciu najprv pésobime operdtorom P, a potom hamiltonidgnom (1) alebo naopak,
najprv tymto hamiltonidnom a potom operatorom P ,. Plati teda

PiHf(r, ) = HP 1 f(r, n)
Vzhl'adom na to, Ze vztah plati pre l'ubovol'ni funkciu f, mame
Pi,H=HP,, (3a)
Z defini¢ného vzt'ahu (2) moZno ukdzat’, Ze operétor Py, je hermitovsky:
P, =Ph, (3b)
Dve vymeny vykonané po sebe su identitou
PuPp=1 4)

a preto je operdator P, aj unitdrny. Po formélne;j stranke je teda operétor P, opera-
torom transforméicie (vymeny castic). PretoZze podl'a (3) komutuje s hamiltonia-
nom, je to operator symetrie a zodpoveda nejakej zachovavajucej sa veliCine.

Zo vztahu (4) vyplyva, Ze vlastné hodnoty operatora P, st len +1 a —1. Vlastné
funkcie prislusné k hodnote +1 si symetrické a k hodnote —1 antisymetrické
vzhl'adom na zdmenu r, < r.

Doteraz sme nikde nevyuZili fakt, Ze ide o totoZné Castice. (Hamiltonian (1)
by mohol zodpovedat’ i dvom Casticiam, na ktoré dany vonkajsi potencial pdsobi
rovnako, avSak v poli iného potencidlu by sa Castice mohli spravat’ odlisne, a tym
by boli rozliSitel'né.) Ak ide o naozaj totozné Castice, potom transformdciou Py,
nedostaneme novy stav, ale iba povodny. PretoZe vSak stavovy vektor je urceny
az na fazu, staci ziadat', aby platilo

Pu®(r, n) = “®(r, ) (5)

Realistické stavy totoznych castic musia teda byt sicasne vlastnymi stavmi
operatora P,,. Podl'a toho, ¢o sme povedali vysSie, to teda musia byt’ funkcie alebo
symetrické, alebo antisymetrické. Pretoze Py, je operdtorom symetrie, prislusné
vlastné hodnoty (+1 resp. —1) sa zachovavaji. Vlnova funkcia, na zaciatku
symetrickd, ostane takou v priebehu celého ¢asového vyvoja. Podobne to plati
aj o antisymetrickej vlnovej funkcii.

Predchadzajica argumentécia sa dd zovSeobecnit’ aj na viacCasticové sustavy.
Vinovi funkciu budeme oznacovat’ ako ®(1, 2,..., i,..., N), kde ¢isla oznacuju
stradnice, napr. i oznacuje r; a ak mame Castice so spinom, bude i oznacovat’ si-
radnicu aj spinovi premennd i-tej ¢astice. Operator P, bude operdtorom vymeny
i-tej a k-tej castice. Podobne ako v predchddzajicom by sme najprv ukézali, ze
P komutuje s Hamiltonovym operdtorom sistavy identickych Castic, potom by
sme ukazali, Ze PPy = 1 a pri§li by sme k tomu, Ze vlastnd funkcia H musi
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spifat’ podmienku
Pik¢(19 29' LR N) = ”ik¢(19 23" X} N)

kde 7 =1alebo 1y = —1.

Pre nerozliSite'né Castice je prirodzené Ziadat, aby faktor 7, bol rovnaky pre
zdmenu T'ubovolnych dvoch &astic.”’ Tejto poziadavke vyhovuji iba dva typy
vlinovych funkcif a to bud’ funkcia tiplne symetricka (pri nej 77, = 1), alebo funkcia
uplne antisymetrickd (vtedy 7y = —1).

Doterajsie tivahy vSak nehovoria ni¢ o tom, ¢i dand ststavu identickych Castic
treba opisovat’ symetrickou alebo antisymetrickou vinovou funkciou, ani o tom,
¢i ndhodou ti istd sdstavu netreba raz opisovat’ symetrickou a inokedy antisymet-
rickou vlnovou funkciou.

Analyza vSetkych dostupnych tdajov ale hovori jednoznacne, Ze:

Sustavy identickych bozonov (t. j. ¢astic s celo¢iselnym splnom) st opisané
vidy symetrickymi a sustavy identickych fermionov (t. j. ¢astic s polo¢iselnym
spinom) vzdy antisymetrickymi vinovymi funkciami.

Toto tvrdenie — budeme ho nazyvat’ zovSeobecnenym Pauliho principom — je
novym a nezdvislym postuldtom nerelavistickej kvantovej mechaniky. Pozna-
menajme este, zZe ,,polociselny* znamend celé Cislo plus jedna polovina, a Ze
zovSeobecneny Pauliho princip sa podarilo dokdzat’ Paulimu zo vSeobecnych
principov lokélnej kvantovej tedrie pola.

Zatial’ sa nenasiel ani jeden experimentalny fakt, ktory by hovoril proti tomuto
principu. Naopak, vysvetlenie mnohych fyzikalnych javov, napr. stavby atémov
a periodickej sistavy, supratekutosti ,,He a pod., spociva na tomto principe.

15.3 SYMETRICKE A ANTISYMETRICKE VLNOVE FUNKCIE

Ak hladdme rieSenie napriklad bezcasovej SchR pre systém totoZnych castic,
mali by sme sa podl'a diskusie v predchddzajicej Casti obmedzit’ iba na priestor
symetrickych alebo antisymetrickych vlnovych funkcii. Technicky je vSak casto

57 Vzhl'adom na to, 7e P4Py = 1 mame i = + 1 alebo 77 = —1. Mohli by sme sa preto domnievat’, Ze pre
N castic existujui vinové funkcie, ktoré su vo¢i vymene niektorych Castic presne symetrické a voci
vymene inych presne antisymetrické. Takych funkcif ale niet. Problém vidno uZ z jednoduchého
pripadu funkcie ® (xy, x2, x3), od ktorej Ziadame, aby @ (a, b, ¢) = -P(b, a, ¢), P (a, b, ¢) = P(c, b, a),
®(a, b,c) = P(a, c, b). Pre tito funkciu mame

D (x1, X2, x3) ==DP (x2, X1, x3) = =P (x3, X1, X2,) = —P (X3, X2, X1) = —P (x1, X2, X3)

a funkcia je identicky nulova. HIbSie zdovodnenie vidno z tedrie reprezentdcii grupy permutdcii (pozri
napriklad ucebnicu kvantovej mechaniky Landaua a LifSica, Specidlne Cast’ o identickych Casticiach,
¢lanok o Youngovych schémach.)
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vyhodné hl'adat’ rieSenie bez tohto obmedzenia a aZ dodato¢ne ho symetrizovat
alebo antisymetrizovat'.

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat’ otdzkou, ako sa konStruuju rieSenia SchR
s pozadovanou symetriou. Zacneme s dvojcasticovou ststavou, kde je situdcia
jednoduchd. Hamiltonidn H(1, 2) sa nemeni pri zdmene Castic. Ak ®(1, 2) je
vlastnou funkciou H s energiou E, tak ®(2, 1) je fiou tiez. Symetrickd ®g a anti-
symetrickd @, vlnovi funkciu dostaneme potom jednoducho

D(1,2) =A[P(, 2) + (2, 1))] (1)
D1, 2) = B[P(1, 2) - P2, 1))] 2)

kde A, B s normovacie konstanty. Ak povodné riesenie ®(1, 2) bolo uz symetrické,
potom @, = 0 a podobne pre antisymetrické ®(1, 2) bude & = 0. Tento postup
symetrizdcie a antisymetrizcie rieSeni SchR moZno zovSeobecnit’ aj na pripad
sdstavy N identickych Castic. Nech P, je operdtorom permutécie

(15 25 -"’N)_)(Vl’ Vo, ooy VN)
3)
Py@(1,2, ... N)=P(V, ¥, ..., W)

a nech ¥ je rieSenim bez€asovej SchR pre N-Casticovd sustavu. Pre identické
Castice sa H nemeni pri permutécii Castic, t. j.

P,H=HP, )

a preto P,® bude tieZ rieSenim bezCasovej SchR prislunym k tej istej energii
ako povodné ®. Symetrické rieSenie SchR potom bude

CI>S=A§PV<I>(1,2, ... N) 5)

V elementarnej algebre sa ukazuje, Ze kazdi permutaciu mozno zloZit' z postup-
nych zamien (transpozicii) dvoch prvkov. Danii permutaciu mozno dostat’ viace-
rymi kombindciami transpozicif, ale pocet transpozicii n(v) bude vZdy bud parny,
bud’ vzdy nepéarny. Funkcia antisymetricka voci kazdej zdmene dvoch Castic potom
bude:

®,=BI[(-1)" P,®] (6)

kde s€itujeme cez vSetky permutdcie a B je normovacia konStanta.
Predchadzajica diskusia bola trochu akademickd, pretoZe zvicSa nepozndme
rieSenie SchR pre Hamiltonov operitor ststavy N-Gastic. Casto ale poznime
priblizné rieSenie ziskané istou, fyzikdlne motivovanou aproximdciou. Zvicsa
tato aproximécia spociva v nahradeni problému jednoduchsim. Napriklad pohyb
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elektronu v atéme je vel'mi komplikovanou dlohou. Akondhle vSak nahradime
povodni tdlohu pribliZznou, v ktorej sa kazdy z elektronov pohybuje v poli jadra
a (ustredenom) poli ostatnych elektrénov tloha sa d4 riesit. Podobne pri skiimani
elektrénov v kove sa Casto pouziva pribliZzenie, v ktorom sa kazdy elektrén pohy-
buje v poli jadier a v ustredenom poli ostatnych elektronov. Z matematickej stranky
toto priblizenie znamend, Ze pdvodny komplikovany hamiltonidn obsahujici
interakcie Castic nahradime sictom jednocasticovych hamiltonidanov

H1,2,... =T+ UMD +TQ2)+UQ) +
+ ...+ T(V) + UWV) = ZHG) @)
kde T(i) je operdtor kinetickej energie i-tej astice a U(i) je jej potencidlna energia.
Riesenie bezcasovej SchR s hamiltonidnom (7) moZeme pisat’ v separovanom
tvare

o(1,2,...N=¢0,010,2 ... .,(N) (®)
kde ¢, (i) — tzv. jednocasticové vlnové funkcie — spiiiaji SchR.
HO)e,() = &,0,0), i=12,...N )

Kvéli jednoduchosti predpokladdme, Ze spektrum H(i) je diskrétne a n, je stibor
kvantovych ¢&isel uréujdcich stav i-tej Castice. Vlastnd hodnota hamiltonidnu H,
odpovedajtica rieSeniu (8), potom je

E=)¢,

1

Vlnova funkcia (8) vo vSeobecnosti nema poZadované vlastnosti symetrie.
Symetrické a antisymetrické vinové funkcie nijdeme podl'a (5) a (6). Pre dvojcasti-
covu ststavu takto dostaneme

1
®y(1,2) = 7 [ (D@, (D) + 9., D)@, (D] m#ny (10)

1
cI:.A(lv 2) = T [%11(1)¢"2(2) - ¢"1(2)¢”2(1)] =

2!
¢, 9,2

1
"2, 9,2

kde ostatny vyraz oznacuje determinant. Obidve funkcie ®g, ® 5 si normované
na jednotku, ak povodné jednocasticové funkcie @,(7), su tieZ takto normované

(11)

a ak ¢, je ortogondlne na @,,. Pre N nezdvislych castic takto dostaneme

454



®y(1,2, ..., N) = ﬁzﬁ(n%(z) . (V) (12)
P

kde scitujeme cez vsetky permutidcie Vyraz (12) je uZitocny, ak su vSetky n;
navzajom rézne Ak si medzi nimi rovnaké, je uzitocné pisat’

N,IN,!...

1/2
v ] 2 2 (Do . 9N (13)
. P

<I>s(1,2,...,N)=(

kde X' na pravej strane znamend, Ze zapocitavame iba tie permutécie indexov,

ktoré vedd k rdznym vinovym funkcidm Takychto permutécii je NI/(N;! Ny!...),

kde N, N,,... st pocty rovnakych indexov spomedzi ny, n,, ..., ny.
Antisymetrickd vinovu funkciu zapiSeme v tvare Slaterovho determinantu

2, 9,2 .. @O

1 2) ... N
®,(1,2,...,N)= ! (p”ﬁ() #r, (2 # () (14)

JN!
2,0 9, @ .. 9 O

Ak su v (14) dve vinové funkcie rovnaké, napr. n; = n,, tak bude mat’ Slaterov
determinant dva riadky rovnaké a ®, sa bude identicky rovnat’ nule. Odtial’ vyplyva
nasledujice tvrdenie:

V prirode sa nemo6zu vyskytnut ststavy, v ktorych by sa dva totoZné fermidny
nachddzali v rovnakom kvantovom stave

Pri $tddiu Struktiry atémov sa naj€astejSie vychddza v nultom pribliZzeni zo
stavu, v ktorom sa kazdy elektrén pohybuje v istom efektivnom, centrdlne symet-
rickom poli. Stav elektrénu je potom uréeny Styrmi kvantovymi ¢islami hlavnym
n, orbitdlnym [, magnetickym m a spinovym s,. Z predchadzajiicej formulacie
potom prichddzame k Paulino vylu€ovaciemu principu:

Ststava elektrénov v atéme sa nemoze nachadzat’ v stave, v ktorom by dva
elektrony mali rovnaku Stvoricu kvantovych Cisel n, [, m, s,.

Tato formuldcia pochddza od W Pauliho (1924). Predchadzajice prace, na-
znacujuce existenciu vylucovacieho principu, napisal N. Bohr.

15.4 VLNOVA FUNKCIA DVOCH ELEKTRONOV.
KLASIFIKACIA HLADIN V ATOME He.
VYMENNA INTERAKCIA

Ako jednoduchu ilustraciu predchddzajiiceho formalizmu si v tomto ¢lanku
blizsie v§Simnime vlnovid funkciu dvoch elektréonov v konkrétnom pripade atému
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He. Ak zanedbdme spinovo-orbitdlnu a spinovo-spinovu interakciu, bude hamilto-
nidn zdvisiet’ od priestorovych stradnic oboch elektrénov H = H(ry, r,). Operitor
celkového spinu §=6+8, potom komutuje s hamiltonidnom a spinovu Cast’
vinovej funkcie mozeme vybrat’ ako vlastni vinovi funkciu dvojice komutujiicich
operatorov

§=(8+%), S,=s.+s (1)

S touto otdzkou sme sa uZ zaoberali v kapitole o0 momente hybnosti a vinové
funkcie m6Zeme priamo napisat’

0 1
=— [y Dy Q- y-(DHy.2 2
0 ﬁ[z(m) Z-(Dx.(2)] )
2= 272 (3a)
20 =% A (D2-(2) + 2.2 x(D] (3b)
2=y 2) (3¢)

Oznacenie je Standardné, y; oznaCuje spinovi vlnovi funkciu s celkovym
spinom S a s priemetom S, na os z. JednocCasticové spinové funkcie y.(i), ¥-(i)
odpovedaji stavom, v ktorych spin i-tého elektrénu m4 priemet spinu +1/2, resp.
—1/2 (v jednotkach 7) na os z.

Spinovi vlnovd funkciu (2) nazyvame singletom a funkcie (3) tripletom.
Nazov pochddza z toho, Ze vo vonkajSom magnetickom poli sa hladina s celkovym
spinom 1 S$tiepi na tri podhladiny liSiace sa priemetom spinu na smer magnetického
pola.

PretoZe celkova vlnova funkcia dvojelektrénovej ststavy musi byt antisymet-
rickd, vinové funkcie m6Zu mat’ jeden z nasledujicich tvarov

Dy(ry, fz)Zg “)
Du(r, Y1 Pa(r, p)x0  Paln, p)ZL 5

kde s a P, oznacuje symetrickd a antisymetrickd funkciu priestorovych suradnic
n, n.
V atéme hélia sa okolo jadra s ndbojom 2e pohybuji dva elektrony. Hamiltonidn
sustavy (v uvedenom pribliZeni) je
h2 h2 2 72 2 72 ’2
He— A - A, -2 28 48 (6)
2m 2m n T Ty

kde ri, = I, — rl. Priestorova Cast’ vinovej funkcie spliia rovnicu

H®(r1, ) = ED(r1, 1) (N
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pricom ®(r, r,) je symetrickd pre singletny a antisymetrickd pre tripletny stav.
Rovnica (7) s hamiltonidnom (6) sa nedd riesit exaktne. Tazkosti sposobuje ¢len
e”/r1,, ktory zavisi od siiradnic oboch elektrénov a znemoZfuje separdciu premen-
nych. Tvar H priamo navadza na pouZitie poruchovej metédy s poruchou

H =% ®)

P

Tento Clen vSak v skuto¢nosti nie je maly v porovnani s energiou elektrénov
v poli jadra. Napriek tomu pouzitie poruchovej metédy poskytuje zdkladnu
informéciu o Struktire energetickych hladin atdému He (a héliu podobnych iénov
Li*, Be™). Presnejsie vysledky sa dostdvaji pomocou variaénej met6dy.
VInov4 funkcia @ v nultom pribliZzeni poruchovej metédy bude teda rieSenim
rovnice
Ho®o(r, r) = E;®o(n, r) 9)

kde Hy je dané pravou stranou (6) bez posledného Clena. RieSenie uZ teraz
mdZeme hl'adat’ v separovanom tvare

D(r1, 1) = @i(r) Po(1) (10)

Po separacii premennych v (9) dostaneme pre ¢, a ¢ SchR, ktoré su tplne
rovnaké ako SchR atému vodika, iba ndboj jadra je 2e namiesto e. Kazda z funkcii
@1, @ je teda rieSenim vodiku podobného atému a je dand jednoznaéne tromi
kvantovymi ¢islami: hlavnym, orbitdlnym a magnetickym. Plati:

oi(n) = @) @a(r) = Pu(r) (1D

kde symboly n, m zastupujui spominané trojice kvantovych ¢isel. Pre energiu E,
plati
Ey=E,+E, (12)

kde E,, E,, su energie prislichajtice vinovym funkcidm ¢,, ¢,. Symetrické a anti-
symetrické rieSenia SchR (9) potom budd

Dy(ry, 1) =% [@(r)@u(r) + @(R)@,(n)] n+m

DPs(r, 1) = @(r)@P.(r) pren=m (13)
1
Da(r, 1) =ﬁ [@.(r) @u(r) — @u(r) P(r)] (14)

Pre n = m je ®, = 0. Ak zanedbdme poruchu H’, maju singletné aj tripletné
rieSenia (13) a (14) rovnakd energiu dand vzt'ahom (12). Zapnutie poruchy H'
snima degenerdciu medzi tripletnymi a singletnymi stavmi. Korekcie k energii
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v singletnom a tripletnom stave ozna¢ime po rade ako AEs, AE4. Podl'a beznych
pravidiel poruchovej metédy ich najdeme zo vztahov
AEs = [®H' s d’rd’r
(15)
AE, = [®iH' @, d’rd’r,

Poutzitie tychto vzt'ahov pre degenerovany pripad je tu opravnené, lebo porucha
»nepremieSava“ singletné a tripletné stavy. Vyraz [@5H'®gd*rd’r, sa rovnd nule,
pretoZe podintegralna funkcia je antisymetrickd voci zdmene ry na r..

Ak do (15) dosadime vyjadrenia (13), dostaneme (pri n + m)

AEs=B+A
(16)
AE,=B-A
kde
B =[@i(r) @.(r)H @5(r) 9.(r) I’nd’n, (17)
A= I@?(ﬂ)?’m(ﬂ)H'%"%("2)%(’2) &’rd’n (18)

a pri Gpravdch sme vyuzili to, Ze H' je redlnou symetrickou funkciou svojich
argumentov.
Rovnica (16) plati iba pre n # m. Ak n = m, dostdvame

AEs=B n=m (19)

Vyraz B ma jednoduchy fyzikadlny vyznam, ¢i(r)@,.(r1) = p.(r) je hustotou
pravdepodobnosti pre vyskyt Castice 1 v okoli bodu r;. Pre B potom dostdvame

2

B=[p,(n)— pu(r) Irid’r, (20)
12

¢o je ocakdvany vysledok: je to energia interakcie dvoch nébojov, rozloZenych

v priestore s hustotami p,(r)) a p,(r). Prispevok A — nazyvany vymennym

integrdlom alebo vymennou interakciou — nem4 klasicky analdg a je typickym

kvantovomechanickym efektom, vyplyvajicim zo Specifickych vlastnosti

sustavy identickych castic.

Podrobnejsie vypocty tu nebudeme robit’, uvedieme iba vysledky a urobime
struény komentar. Energie jednotlivych stavov budeme uddvat’ ako ndsobky tzv.
atémovej jednotky

e me

Ea=_= h2

=27,21 eV
a

kde a je Bohrov polomer atému vodika.
Zakladny stav atomu He je ten, pri ktorom st oba elektrény (v neporuSenom
stave) v stavoch 1s. Takyto stav ma nutne symetrickd priestorovi ¢ast’ vinovej
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funkcie a je preto singletom Jeho energia aj s korekciou prvého radu je
5
E[(1s)*]=— 4-=
[ds)7] ( 4)

kde prvy Clen na pravej strane odpoveda situécii bez poruchy, druhy je korekcia.
V hranatej zatvorke sme naznacili pritomnost’ dvoch elektrénov v stave 1s Prvy
excitovany stav ma jeden elektrén v stave 1 v a druhy v stave 2s V tejto situdcii
uzZ mdZeme mat’ tripletny a singletny stav Prislusné energie aj s korekciou prvého
rédu su

E{(1S)(2S),

2 81 729

singlet | 5 34+ 32
triplet B

kde prvy clen odpovedd situdcii bez poruchy, druhy clen je elektrostatickou
korekciou B a posledny predstavuje vymennu interakciu Vidime, Ze tripletny stav
ma niZsiu energiu ako singlet Situdcia je schematicky zndzornend na obr 15.2.

SINGLETNY STAV

En+Em+BeA
€n + Ep+B-A
“\\JRIPLETNY STAV
eyt €y e —
NEPORUSENA " ™
HLADINA HLADINA

Obr. 15.2

Poruchovd metdda takto vedie k rozstiepeniu singletného a tripletného stavu
Vymenny integrdl>*® A uprednostiiuje paralelné usporiadanie oboch spinov (t. j.
celkovy spin rovny jednej) pri zadanych ostatnych kvantovych ¢islach Treba
zdoraznit’, Ze sme nikde nezavadzali interakciu medzi spinmi alebo magnetickymi
momentami elektrénov. Cely efekt veduci k prednostne paralelnej orientécii
spinov je dosledkom spoluprice elektrostatickej interakcie a Pauliho principu
(antisymetncnosti vinovej funkcie)

Analogicky mechanizmus je zodpovedny aj za prednostne paralelnt orienticiu
spinov elektrénov v niektorych pevnych latkach, vedidcu k feromagnetickym
vlastnostiam Toto vysvetlenie feromagnetizmu pochadza od Heisenberga.

28 Oznagenie vymennej interakcie symbolom A pochadza zo slova ,,Austausch®, z ¢ias, ked’ nem¢ina
bola hlavnym svetovym jazykom vo fyzike.
Vyborne napisani diskusiu o vymennej energii najde Citatel vo Feynmanovych prednaskach z fy-
ziky.
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Stavy atému hélia sa teda rozpadaji do dvoch skupin. Jednu tvoria tripletné
stavy s antisymetrickou priestorovou vlnovou funkciou (tzv. ortohélium), druhd
singletné stavy so symetrickou priestorovou vlnovou funkciou (tzv. parahélium).
Optické prechody medzi stavmi orto- a parahélia si v dipdlovom priblizeni
zakédzané. Dipdlovy moment dvojelektronovej ststavy d = —e(r; + r,) je symetric-
kou funkciou vzhl'adom na zdmenu r, a r. Maticovy element d medzi stavmi
Ws(r, r) a Wa(n, r) bude potom identicky rovny nule. Prechody medzi orto-
a parahéliom nie st zakdzané absoldtne. M6Zu ich sposobit’ napr. zrazky atomov
alebo niektoré z interakcii, ktoré sme zanedbali. Pravdepodobnost’ tychto precho-
dov je vSak mala.

15.5 OPIS N-CASTICOVYCH STAVOV.
POMOCOU OBSADZOVACICH CISEL.
KREACNE A ANIHILACNE OPERATORY

Doteraz sme n-Casticové stavy opisovali pomocou vinovych funkcii. ISlo
vlastne o opis v rdmci urcitej (konkrétne suradnicovej) reprezenticie. Aj ked’
v principe s tymto opisom mdZeme vystacit, obmedzit’ sa nan nemusi byt vzdy
ucelné. Suradnicova reprezentdcia navyse nezodpovedd celkom ,,duchu‘ mnoho-
Casticového problému. Sdradnice ,,jednotlivych Castic* su totiz ¢islované ako keby
Castice boli rozliSite'né. Hoci toto ¢islovanie je iba formélne (vinové funkcie su
symetrické alebo antisymetrické, preto zmena ocislovania nehré dlohu) predsa sa
javi ako umely a neprirodzeny prvok opisu fyzikélnej sdstavy identickych Castic.

V tomto ¢lanku zavedieme vSeobecnejsi opis mnohocasticovych systémov —
reprezenticiu pomocou tzv. Fokovho priestoru. V tomto pristupe sa vysSie spo-
minany nedostatok nevyskytuje, preto sa reprezenticia Fokovym priestorom zd4
prirodzenejsia, hoci, ako ukdzZeme, je ekvivalentnd opisu pomocou symetrickych
resp. antisymetrickych vlnovych funkcii.

Ako vzdy pri prechode k inej reprezentécii, treba zvolit’ urcitd bdzu, t. j. dplny
systém stavov. Ako uvidime neskor, staci sa zaoberat’ najprv systémom N neintera-
gujicich (vol'nych) Castic. Ukaze sa totiz, Ze uplny systém stavov, ktory zvolime
ako bazu v tomto pripade, vyhovuje ako bdza i vo vSeobecnejSej situdcii pre
systém interagujucich cCastic.

Budeme najprv skimat’ ststavu N neinteragujiicich bozénov, ktoré si predsta-
vime uzavreté v objeme V = L’ (napriklad v objeme tvaru kocky s hranou L).
PretoZe ide o systém volnych Castic, staciondrne stavy celého systému moZno
skonstruovat’ jednoducho, ak budeme poznat’ tzv. jednocasticové stavy. Su to
staciondrne stavy, ktoré by mal rovnaky systém skladajici sa z jedinej Castice.
Jednodasticové stavy dobre pozndme. St to harmonické rovinné viny spiiiajiice
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urcité okrajové podmienky239 ¢o su vlastne podmienky kladené na ich vlnové
vektory k;. Zlozky ky;, ky;,ks; kazdého z vektorov k; su totiZ celo¢iselnymi nasobkami
veliCiny 27/L. Pre prislusné vinové funkcie budeme pouzivat’ struéné oznacenie
¥i(x). namiesto uplného symbolu 4(x), hoci prileZitostné pouZivanie tiplného
symbolu nevylucujeme. Uvedieme si jednoduchy priklad. NapiSeme explicitne
vlnovu funkciu trojcasticového stavu, v ktorom dve Castice sa nachadzaji v (jedno-
Casticovom) stave danom vektorom k; a jedna Castica je v stave s vlnovym vek-
torom k. Prislusna (symetricka) vinova funkcia ma zrejme tvar

w(r, b 1) =% (VB Vi) +

+ Wi(B) pi(R) va(n) + wi(n) wi(n) pa(n)

V d’alSom sa Casto stretneme s vlnovymi funkciami viacCasticovych sustav,
a aby sme sa vyhli nedorozumeniam, zavedieme uZ teraz oznacenia.

k;, skratene len i oznacuje kvantové Cisla stavu jedinej Castice
n, skrétene len n; oznacuje pocet Castic nachadzajucich sa v stave i
o By ... Cisluju jednotlivé Castice, napriklad x, oznacuje

polohovy vektor o-tej Castice atd’.

Wi(Xy) vlnova funkcia o-tej Castice nachadzajuicej sa
v stave i
n+nm+..=N sucet poctov Castic nachadzajdcich sa v jednot-

livych stavoch je rovny celkovému poctu Castic

oo, (X1, X1, ooy Xn) symetrizovand vlnova funkcia N-Casticovej sus-
tavy.V jednocCasticovom stave i je n; Castic.

a,, skratene a; anihilacny operdtor — zniZuje pocet Castic v stave
i o jednotku

a, skrétene a; kreacny operétor — zvySuje pocet Castic v stave
i 0 jednotku

39 podrobnejiie pozri &lanok 2.2.
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Vo vseobecnom pripade vlnovi funkciu stavu N-Casticového systému, v ktorom
sa n; Castic nachddza v stave danom vektorom k;, n, Castic v stave danom k, ...
mozno vyjadrit’ v tvare

1o 1 1/2 '
Vi s (X0 X1, ooy X0) :(%j ij Vi(Xa) ... Ya(xp) ... (1)

kde podobne ako v (3.13) scitujeme len cez tie permutdcie Castic, pri ktorych sa
aspon jedna Castica dostane do iného jednocasticového stavu ako bola pred per-
mutéciou. Celkovy pocet permuticii je N!, ale v n;! pripadoch Castica & ostane
v stave k; atd’., takZe pocet uvazovanych permutécii je N!/(n,!n,! ...) a odtial
pochéddza normovaci faktor na pravej strane (1). Funkcia konStruovana podla (1)
je normovand na jednotku. Na pravej strane (1) sa totiZ objavuju iba funkcie, ktoré
si navzdjom ortogonélne.

Zapis vo vztahu (1) nie je celkom vystiZny, a preto sa pri iom zastavime este
podrobnejsie. Jednocasticové stavy mame usporiadané a ocislované indexom i.
Ak st napriklad Castice volné, je kazdy stav i dany vlnovym vektorom k;, kto-
rého komponenty st celo¢iselnymi ndsobkami 27t/L. Usporiadanie stavov moZzno
urobit’ napriklad takto: stav s i = 1 bude mat’ k; = (2@/L, 0, 0), stav s i = 2 bude
mat’ k, = (0, 2m/L, 0), stav s i = 3 nech ma ks = (0, 0, 2@/L), stav s i = 4 bude
(4m/L, 0, 0) atd. V stave i nech je n; Castic. Niektoré z n; budi ale nulové. Z pos-
tupnosti (n;, n,, ...) mdZeme tieto nulové prvky vypustit’ a zostavit’ podpostupnost’
(n;,, ni, ...). Na pravej strane v (1) sa potom, prirodzene objavia len tie stavy,
v ktorych je n; nenulové a rovnica (1) by mala byt podrobne zapisana takto

1/2
nlnl...
l//n],nz, ...(Xla Xy ..oy XN) = T :

DY (xg) Y (g, Wi, (3. (19
>

/66

V situdciach ked’ budeme v d’alSom pouzivat’ menej ,,oindexovany* zapis (1),
treba pod nim chépat’ presnejsi zapis (1°).

Vsimnime si vSak — a v tom spociva zdkladnd myslienka reprezenticie vo
Fokovom priestore — Ze na to, aby sme vedeli napisat’ explicitny tvar vlnovej
funkcie stacilo, Ze sme poznali charakteristiku stavu obsiahnutd napriklad vo
vyraze: ,,dve Castice sa nachddzaju v stave ¥, a jedna Castica v stave 5.

Ak teda zaddme obsadzovacie ¢isla, t.j. pocty Castic nachddzajicich sa
v jednotlivych jednocasticovych stavoch, je tym stav sdstavy tiplne urceny.

Po formadlnej stranke je potom vyhodné zaviest' operatory, pomocou ktorych
mozno z urcitého stavu ,,vyrobit™ stav s niektorym obsadzovacim ¢islom o jednotku
vy$sim ako mal povodny stav.
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Ukazuje sa, Ze v pripade bozénov maju tieto ,,zvySovacie* operdtory vsetky
vlastnosti kreanych operatorov, s ktorymi sme sa stretli pri harmonickom oscilatore.
Zopakujme si preto strucne, Ze stavy oscilatora sme znacili ako 10), 1), 12), ..., In)
pri¢om ich mdZeme postupne konstruovat’ pdsobenim kreacného operatora a* na
zakladny stav 10):

11) = a*10)
12) = L a‘a’loy

7

VO
ﬁ(e1)|o>_\/;a|n 1)

In) =

takZe vSeobecne
atlny =vn+ln+1)

Ak dalej zavedieme operdtor N = a*a, mame Nin) = nln). Okrem operdtora a*
pouzivame aj operator a, pricom plati

[a,a]=1
alny =v/nln - 1)

Takto definované operdtory @, @ sd navzdjom hermitovsky zdruZené, ako to
uz naznacuju pouzité symboly. Plati tiez

(n'la*ln) =\n+18, .1, (n'laln)y =n" Sy,

Ukazeme si teraz, ako mozno pouZit' analogicky formalizmus pri opise
N-bozénovej sistavy. Oznaéme symbolom

ny, no,y ..., ny, L)

stav, v ktorom je n, Castic v stave s kvantovymi ¢islami ki, n, Castic v stave s kvan-
tovymi Cislami k, atd. Zaved'me dalej — v analégii s linearnym harmonickym
oscildtorom operdtory a;, @j, ktoré anihilujd resp. kreuji ¢asticu v stave k;.

Stav, v ktorom nemame Ziadnu ¢asticu, budeme oznacovat’ ako [0, 0, 0, ..., 0, ...).
Stav, v ktorom mdme jednu casticu v jednocasticovom stave s k; bude
11,0,0,...,0,...) apomocou operdtora a*; mdZeme pisat’

I1,0,...)=all0,0, ...)
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Stav s dvoma Casticami v tomto jednocasticovom stave bude

12,0,0,...)= aiailo,o,...,0,...)

L
V2!

Pre operitory a;, @} platia komutaéné vztahy**’

[a, @il = & (2a)
[a,a]=0 [a,a]=0 (2b)

Tieto komutacné vztahy si rovnaké ako pre systém nezavislych oscilatorov. Plati
potom

ailng, na, ..o, nyy Ly =AIn Hlng no, o ni+ 1000
ailng, ny, ...,n;, )y =4n;ng, ny, o n— 1,000

[a;]"

|I’ll,l’l2,..., \/— \/—[3.2 nz...

N ﬁ[ai ]"...10,0,0, ...) (3)

Zo stavov (3) mozno, vytvorenim vsetkych moZznych konecnych i nekonecnych
superpozicii, vybudovat’ Hilbertov priestor — tzv. Fokov priestor. Z hladiska
kvantovej mechaniky vSak stavom s réznym celkovym poctom Castic N = Ln;

zodpovedaju stavy rdéznych mechanickych sustav. Hovorit o superpozicidch
takychto stavov v rdmci kvantovej mechaniky nem4 vlastne zmysel. Specidlne stav
0, 0, 0,...) sa v ramci kvantovej mechaniky neda fyzikalne vobec interpretovat’ —
hovorit’ v mechanickom zmysle o systéme bez Castic nemd zmysel. Celkovy Fokov
priestor ma prirodzent interpretdciu aZ v ramci kvantovej teérie pol'a. My s nim
budeme nardbat’ iba ako s uZito¢nym formalnym apardtom, v interpretacnych
otazkach sa nakoniec vZdy obmedzime len na prislusny podpriestor, zodpovedajiici
danému fixnému poctu Castic.

Pomocou komutacnych vztahov (2) sa mdZeme presved¢it’ o tom, Ze stavy (3)
tvoria ortonormovany systém:

(n{, l’lz,, ...|7’l1, ns, > = dlln]é;l'_yllz (4)

#0 Ak index i zastupuje trojicu (ki, k2, k3) a index j trojicu (g1, g2, ¢3) interpretujeme symbol J; ako

&‘]‘Il &‘2% d}%'
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Ststava stavov (3) teda tvori bazu Fokovho priestoru. Tento systém stavov je
tiplnym systémom pre kvantovomechanicky opis sustavy N bozénov i v pripade,
Ze ide o interagujuce Castice. Poznamenajme este, Ze operator aja; = N; ma vyznam
operatora poctu Castic v i-tom jednocasticovom stave, t. j. plati

Nill’ll, ey Ny > = I’lill’ll, ey Ny > (5)

Budeme sa teraz zaoberat’ otdzkou stivisu Fokovho priestoru s formalizmom
vlnovych funkcii. Ak je doteraj$i postup konzistentny, potom stavu (3) musi
zodpovedat’ stavova vlnova funkcia (1). Po formalnej stranke ide o vztah medzi
rdznymi reprezentaciami, takZe musi platit’

l//n],nz, ..A(xla X2, ..y XN) =<X1, X2, --es XNlnla ceey Ny -"> (6)

kde Ix;, x,, ..., xy) oznacuje stav, v ktorom jedna Castica sa nachiddza v mieste x;
jedna Castica v mieste x, atd’. Explicitnd konstrukciu tohto stavu uvedieme v ¢lanku
15.6. Citatel’ sa potom méZe presvedéit, Ze vztahy (1) a (6) st konzistentné.
Najdeme teraz vyjadrenie niektorych dolezitych operatorov vo Fokovom priestore.
Zacneme s tzv. jednocasticovymi operatormi. Ako priklad uvedieme najprv hamil-
tonidn vol'nych Castic. V jazyku vlnovych funkcii je to

N h2
H=;H(xp) H(xp)=—%Ap (7)

PretoZe funkcie (x,) st vlastnymi funkciami jednocasticového hamiltonid—
nu H(x,), prislusnymi k vlastnym hodnotdm E; = i K/2m, dostaneme z (1)

jw:fnéH l//nlnz.u = |:inni:|5nf,n1 5né,nz...
Vo Fokovom priestore ma rovnaké maticové elementy operator
H = Zl'EiNi = ;Elafa, (8)

Vyraz (8) je teda prekladom (7) do ,,jazyka* Fokovho priestoru.
Uvazujme teraz vSeobecny pripad tzv. jednocasticového operatora, ktory vo
formalizme vlnovych funkcii ma tvar

f=3f(x,) )

Predstavit’ si pod nim mdzeme napriklad potencidlnu energiu Castic vo von-
kajSom poli, potom f(x,) = V(x,). Zratame jeho maticovy element

[V £W rachrg (10)

a potom uz I'ahko ndjdeme tvar operdtora f vo Fokovom priestore. Ak dosadime
(9) do (10) a vyuzijeme (1), dostaneme vyraz skladajici sa z N-ndsobnych
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integrdlov, kazdy z nich sa dd vyjadrit’ ako sucin N jednoduchych integralov,
z ktorych jeden ma tvar:

[0t 0 wi(x) dx=£(j, i)

a ostatné su typu

[y v, (x) dx = &,

Je teda zrejmé, Ze v (10) dostaneme nenulové prispevky iba vtedy, ak obsa-
dzovacie ¢isla v stavoch vystupujicich v (10) su vSetky rovnaké alebo sa liSia
iba ,,preskokom‘ jedinej Castice do iného stavu, t. j. ak plati

'

i, s, ..,ni, coom, ) =@, m, on—=1, LLn+ 1,00

Podrobna analyza permutécii atd’. vedie k vysledku

J.‘//Z],.u,n,-—l,.u,n,+1,...f‘//nl,...,n,—l,.u,n,#—l,... =Zf(]’ l)\/ ni(ni +1) (11)
Jii

a pre diagondlne elementy dostaneme

[V W = 28 G0, (12)
J

Vo Fokovom priestore ma rovnaké maticové elementy operator

F=) fG.haja (13)
Jsi

Mozno sa o tom presvedcit’ jednoduchym priamym vypoctom.

Vyjadrenim (13) vieme preloZit’ kazdy jednocasticovy operator (9) z ,,jazyka“
vlnovych funkcii do ,,jazyka* Fokovho priestoru.

Analogicky ,,preklad” méZeme urobit’ i pre tzv. dvojéasticovy operdtor, ktory
ma vo formalizme vlnovych funkcif tvar

v =%E'V(xp, X3) (14)

kde scitujeme cez vSetky dvojice sturadnic a Ciarka nad symbolom scitovania
znamend, Ze berieme len x, # X, Pod (14) si mdZeme predstavit’ potencidlnu
energiu sustavy pochadzajicu od dvojcasticovych sil.

Postup by bol rovnaky ako vysSie. Najprv by sme nasli maticové elementy V
v jazyku symetrizovanych vlnovych funkcii a potom by sme hl'adali preklad V do
jazyka Fokovho priestoru. Vypocet maticového elementu je pomerne zdihavy a pre
Citatel'a je uZitoCnejSie urobit’ si jednoduché priklady pre ststavu s 2 ¢i 3 Casticami,
ako sledovat’ vSeobecny argument. Dobre je ale uvedomit’ si, Ze v maticovom
elemente V mdme stcet ¢lenov V(x,, X,) a preto sa ,.koncovy“ stav ¥, ,, . moZe
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Iisit’ od ,,zaciatocného* iba tym, Ze sa zmenia kvantové ¢isla najviac dvoch Castic.
MoZeme tiez povedat, Ze iba dve Castice mdZu zmenit’ svoj stav, ostdvajicich
N — 2 musi ostat’ v pdvodnych stavoch.

Ako vysledok prekladu V do Fokovho priestoru dostaneme

V=1 S Givikaiaaa, (15
i,j, k1
kde
(VI = [y PHXV (X Xo) Wi (X)W (Xo) dX, dX (16)

Vzhladom na to, Ze v praktickych tlohach sa zvicsa vyskytujd len jednocasti-
cové a dvojcasticové operdtory, mdZeme ,,prekladovy slovnik® povaZovat za
prakticky tplny a kazdy problém mdZeme z jazyka vinovych funkcii prelozit’ do
jazyka Fokovho priestoru este predtym ako by sme sa poktsali ho riesit.

Vznikd prirodzene otazka: naco je takyto preklad uZito¢ny? Odpoved’, ktord
z predchadzajiceho este nevidno, je v tom, Ze preklad do Fokovho priestoru je
v skutocnosti prekladom do jazyka kvantovej tedrie pola. Po tom, ¢o sme sa v pred-
chadzajicej kapitole oboznamili s kvantovanim kmitov struny a opisom elektro-
magnetického pol'a ako ststavy oscildtorov, to ani nie je prekvapujice. Najprv
sme zaviedli jednotlivé ,oscilatory®, potom sme ich kvantovali a zavedenim
kreac¢nych a anihilacnych operatorov sme nasli vyjadrenia pre operatory poli. Tu
sme vlastne postupovali analogicky. Najprv sme vymenovali jednocasticové stavy
a potom sme pocet Castic v nich vyjadrili pomocou operatorov poctu ¢astic. Tymto
sposobom pocet Castic v danom stave opisujeme velmi podobne ako stupen
excitdcie daného oscildtora.

V nasledujicom ¢ldnku si ukdZeme, Ze analégiu mozno dotiahnut’ az do konca
a opis ststavy s mnohymi bozénmi viest’ celkom v jazyku kvantovej tedrie pola.

Doteraz sme hovorili iba 0 bozénoch, teraz si v§imnime modifikécie potrebné
pri opise sdstavy fermiénov.

Zacneme opit’ s pripadom N neintegrujicich fermiénov. Jednocasticové stavy
st v tomto pripade rovnaké ako pri bozénoch. Rozdiely sa prejavia az pri kon-
Strukcii viacCasticovych stavov. Poziadavka antisymetrie vilnovej funkcie vedie
k tomu, Ze v danom jednocasticovom stave sa moZe nachadzat nanajvys jedna
Castica. Obsadzovacie ¢isla jednocasticovych stavov teda méZu byt len 0 alebo 1.

Vo Fokovom priestore stavy teda mdZeme oznacit’ ako Iny, ny, ..., 1, ...),
pricom kazda z hodnét n; je bud’ 0 alebo 1. Takéto stavy urcite nemozno vybudovat’
z ,,prazdneho* stavu 10, O, O,..., 0,...) pomocou kreac¢nych a anihilacnych opera-
torov splifajicich komutaéné vztahy (2) typické pre linedrny harmonicky osciltor,

V pripade bozénov bolo zavedenie kreaénych a anihilacnych operatorov vel'mi
uzitocné. Definujeme preto takéto operdtory i pre sustavu fermiénov a ndjdeme,
aké algebrické vztahy musia tieto operatory spliiat’.
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Pre jednoduchost’ sa na zaciatku obmedzme na jediny tplne urceny stav
fermionu (charakterizovany napriklad vinovym vektorom k a priemetom spinu.
s, = +1/2), ktory je v uvaZovanej sdstave bud’ ,,prazdny* (n = 0, Fokov vektor 10))

Z,66

alebo ,,obsadeny* jedinou ¢asticou (n = 1, Fokov vektor I1)).
Pre kreacny a anihilacny operdtor definujeme vztahy

a’loy=11), all)=10) (17)

PretoZe vysSie obsadzovacie ¢islo ako 1 je pre fermidny zakdzané Pauliho
vyluCovacim principom, definujeme

a‘ll)=0, alo)=0 (18)
Vztahy (17) a (18) mdZzme sihrnne zapisat’ v tvare
a'ln)=1-n)ll-n), am)=nll-n); n=0,1 (19)

definujicom reprezentéciu operatorov a*, a. PretoZe pre n = 0, 1 plati n* = n,
(1-n)*=1-n, n(1 - n) =0, dostaneme

a‘taln) =nlky), aa‘ln)=>1-n)n)
a‘a’lny =aaln) =n(1 —n)ln) =0
takZe platia operatorové vztahy
aa"+a'a=1, a’=0, a®=0
ktoré moZno zapisat’ v tvare
{a,a’}=1, {a,a}={a"a’}=0 (20)

kde {F, G} = FG + GF je antikomutétor.

Z antikomutaénych vzt'ahov naopak vyplyva operdtorovy vztah N* = (a*a)* =
= a’a = N, ktory obsahuje (ako ddsledok) povodny predpoklad, Ze obsadzovacie
¢islo n moZe nadobuidat’ len hodnoty 0 a 1. Kym v pripade bozénov je algebra
kreac¢nych a anihila¢nych operatorov podobnd pripadu harmonického oscilatora,
pre fermidny sa dd ndjst’ ind analdgia, a to opis spinu 1/2. Tuto analégiu pouzili
v prvych pracach o viacfermiénovych stavoch Jordan a Wigner (1926 — 1927).

Priemet spinu na istd os tu mdzZe nadobudat’ iba dve hodnoty, ¢o je analégom
dvoch moznosti n = 0, 1 pre dané obsadzovacie Cislo. Stav s obsadzovacim ¢islom
0 mdZeme povaZovat' za analdg spinu ,,dolu” a stav s obsadzovacim ¢islom 1 za
anal6g spinu ,,hore*. Takto mdme

ol el
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Krea¢ny a anihila¢ny operdtor si potom presnym analégom zvySovacieho
a znizovacieho operdtora J, a J_:

a<—>J_=(O 0], a+<—>J+=[0 IJ, N<—>J+J_=[1 OJ
1 0 00 0 0

Citatel' si mdze overit vetky predchidzajice algebraické vztahy v tejto
maticovej reprezentacii.
Vo vSeobecnom pripade je baza tvorena vektormi

lny, ny, ..., nyy .0) 21D

kde n; = 0 alebo 1 je obsadzovacie ¢islo i-tého jednocasticového stavu, charakteri-
zovaného vlnovym vektorom k; a priemetom spinu s,;. V zapise (21) sa predpo-
klada, Ze (konvenciou) zvolime urcité (fixné) poradie jednocasticovych stavov
a obsadzovacie ¢isla zapisujeme v (21) tak, aby to zodpovedalo tomuto poradiu.
Kvantové ¢isla (k;, s,;) nahradime zas jednoduch$im symbolom (i) a pod J; budeme
chépat’ stucin

(3)
5k, Jk; acr[s:j

Operétor @; potom oznacuje anihilaény operdtor prislusny k stavu s kvanto-
vymi ¢islami (k;, s.;).
Podl'a vztahu (20) postulujeme antikomuta¢né vztahy

{asail=1, {a,a}={a,ai}=0 (22)

Je samozrejmé, Ze nestaci iba postulovat’ komutacné reldcie pre sistavu opera-
torov. Je treba tieZ ukazat, Ze takéto operatory existuji. Ak by sme operatory
a,, a} reprezentovali operdciami

allng, ....n, .. =0 =n)lny, ..., 1=n; ...)
(23)
alln, ...,n, ..)=nin, ..., 1 —n; ...)

ktoré si najjednoduch$im zovSeobecnenim operdcii (19) na stavy (21), potom by
sice boli splnené vzt'ahy (22) a takto definované operatory by mali aj vSetky d’alSie
vlastnosti nutné pre ich fyzikalnu interpreticiu (ako kreacnych a anihilacnych
operatorov v i-tom jednocasticovom stave), ale operatory s roznymi indexami i, j
by navzajom komutovali. Ako si ukdZeme o chvil'u, je Gicelné Ziadat', aby pri i # j
boli splnené antikomutacné vztahy

{a,a} ={a} aj} ={a, aj} =0 (24)
Spolu s pravidlami (22) ich mozZno zapisat’ jednotne v tvare
{a,al} =4,
(25)

{a,a,}={a),ai}=0
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Opiit’ prirodzene vznikd otdzka existencie operatorov spliajiicich vztahy (25)
a otdzka ako sa ich pdsobenie na stavy (21) 1i8i od operacii (23). Odpoved’ na prvi
otdzku je kladnd a na druhu je jednoduchd: na pravych stranich rovnic (23) pri-
budni len Fermiho faktory usporiadania (—-1)% v ktorych v; = sz‘ln,- a symbol

J € iznadi, Ze j predchddza i v (21) (t. j. podl'a dohodnutého usporiadania). Stav
(21) potom modzeme vytvorit zo stavu |0, O, ...) podl'a vztahu

Iy, o, ...y = [@5]"[@5]™ ... 10,0, ...) (26)

Treba si tu v§imnut', Ze kreacné operatory na pravej strane vystupuji v poradi
podla ,,dohodnutého usporiadania“. Ak by sme ich napisali v inom poradi, zmenilo
by sa v tomto vzt'ahu nanajvy$ znamienko. Znamienko + pritom zodpoveda
»dohodnutému poradiu® a jeho parnym permuticidm, znamienko — prislicha
nepirnym permutdcidm usporiadania.

Vratme sa teraz k otdzke ucelnosti antikomutaénych vztahov (24). Ako
ilustraciu si uvedieme priklad vSeobecného stavu dvojfermiénovej ststavy. Tento
stav moZeme zapisat’ ako superpoziciu vektorov 10, 0, ..., 0,1,0, ..., 0, 1,0, ...)
(obsadzovacie ¢isla 1 sd na i-tom a j-tom mieste). Ak koeficienty v takej
superpozicii oznac¢ime @(i, j), dostaneme vSeobecné vyjadrenie

D) =9, )I0,...,0,1,0,...,0,1,0,...) 27)
i i J
resp.
D) =9l j)aratlo,o,...) (28)

i<j

Vo vztahoch (27), (28) s¢itame iba cez usporiadené dvojice indexov i < j, aby
sa vektory bazy 10, ..., 0, 1,0, ..., 0,1, 0, ...) vyskytovali v stictoch iba raz. Vo
vzt'ahu (28) vSak mozno jednoducho prejst’ k s¢itaniu cez vSetky i, j nezavisle, ak
vyuZijeme antikomutacné vztahy (22). Sta¢i dodefinovat’ funkciu ¢(i, j) (ktord je
zatial' vztahom (27) definovand len pre i c j) nasledovne:

(i, J) ={Opre.l o (28)
—¢(@, j)preiC j

potom uz mdZeme (28) zapisat’ v tvare
| PP
1) = ZE¢(1, jatatlo,o,...) (29)
ij

kde uz s¢itame cez vSetky i, j nezdvisle. Vol'ba antikomutacnych vzt'ahov (24) teda
umoznila prejst’ od s¢itania cez usporiadané dvojice i, j na s¢itanie cez nezavislé
dvojice, pricom tak, Ze funkcia ¢(i, j), ktord az na normalizacny faktor ma zrejme
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vyznam vilnovej funkcie dvojfermiénovej ststavy v k-reprezentdcii, je podl'a (29)
antisymetrickd, ako to vyZaduje Pauliho princip.

Vratme sa esSte k prechodu od (28) ku (29). Vo vztahu (28) scitujeme len cez
i<ja(i,j) = (k, k) je definovand len na Casti priestoru vSetkych dvojic (k;, k).
Toto je anal6giou systémov s vizbami v klasickej mechanike a hoci by sme mohli
pracovat’ s takto zavedenymi stavmi IP), bolo by to asto nepraktické. Po tiplnom
definovani ¢(k;, k;) pomocou (28') prideme ku vztahu (29), v ktorom uZ s¢itujeme
cez vSetky dvojice (k;, k) bez obmedzeni. Pre vypocty je toto ,,odstranenie vizby*
i <j vel'mi uzito¢né.

Citatel' sa sam moZe presved¢it’ o tom, Ze pri zdpise stavovych funkcif v tvare
(29) (a jeho zovSeobecneniach na viacCasticové ststavy) zostavaju aj pre fermiony
v platnosti tie vyjadrenia jedno- a dvojcasticovych operatorov vo Fokovom pries-
tore, ktoré sme uZ odvodili pre sustavy bozénov. Postup dékazu by bol obdobny
ako v pripade bozénov. VyuZili by sme pri tom, Ze stavu

ajhan ... awlo, o0, ...) (30)

zrejme prislicha vinova funkcia, dand Slaterovym determinantom
v, (x) v (x) oy (xy)
1 W, (x) v, (%) ... ¥, (xy)

Vi i, ..(X1, ...,xN):ﬁ
l//iN(xl) l//,-N(Xz) l//l.N(xN)

(3D

O sprdvnosti tohto vzt'ahu sa moZzno presvedcit’ aj formdlne. V nasledujicom
¢lanku ndjdeme vyjadrenie stavu lxi, ..., X,) vo Fokovom priestore. Potom sa da
uz lahko overit’, Ze vlnova funkcia definované vzt'ahom

Yoo, X1y ooy Xy) = (X1, .., xylad ... @30, ...)

sa dd vyjadrit’ v tvare (31). Poznamenajme este, Ze znamienko v (31) je zafixované
tym, Ze v (30) i (31) vystupuju jednoCasticové stavy iy..., iy v konvenciou ur¢enom
poradi. Pretoze vsak platia antikomuta¢né vztahy (24), nemusime tito konvenciu
dodrziavat a staci, aby poradie stavov v (30) a (31) bolo rovnaké. Vymena poradia
dvoch jednocasticovych stavov potom vedie v (30) k zmene znamienka stavu
v dosledku vzt'ahov (24) a v (31) v dosledku toho, Ze determinant zmeni znamienko
pri vymene riadkov.

Poznamenajme eSte, Ze baza, ktord sme fakticky konstruovali pre systém vol’-
nych fermiénov, tvori plny systém stavov i pre sustavu interagujticich fermiénov.

Konstrukcia Fokovho priestoru, tak ako sme ju opisali, nie je jedinou moZnost'ou.
Casto je uzitoéné volit' za jej zdklad iny systém jednolasticovych stavov. Tak
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napriklad ak uvaZzujeme ststavu vzdjomne interagujicich Castic, ktoré sa pohybuju
navySe vo vonkajSom poli, potom za jednocasticové stavy mdzZeme volit’ stacio-
narne stavy v tomto vonkajSom poli, vybudovat’ na ich zdklade Fokov priestor
a v d’alSom brat’ interakciu castic napriklad ako poruchu. Po formélnej stranke sa
ni¢ nement, iba jednocasticové stavy uz nebudu rovinné viny, ale budu charakte-
rizované inymi kvantovymi ¢islami.

15.6 SEKUNDARNE KVANTOVANIE

V tomto ¢lanku ukdZeme, Ze opis mnohych castic vo Fokovom priestore
moZeme dostat’ priamo kvantovanim prislusného pola. Nezacneme priamo
s formalizmom, ale ukdZeme najskor, ako mozno zaviest’ operator pol'a a vyjadrit
pomocou neho hamiltonidn ststavy. Pri diskusii budeme uvazovat’ ststavu N
bozénov.

JednoGasticové stavy siistavy si opisané vinovymi funkciami*"' wi(x) a vo
Fokovom priestore su tieto stavy kreované resp. anihilované operédtormi aj, a;,
pri¢om tieto operétory spifiaji vztahy

[a,3]1=0, [a,a]l=0, [a,a]]l=J; (D

Definujme teraz operdtor bozénového pola P1(x) a operator k nemu hermi—
tovsky zdruZeny vzt'ahmi

(0 = Zy(xa; (2a)
W' (0 = Tyioa; (2b)

Na pravych strandch v (2) sd operatory a;, a; a funkcie ¥i(x), ¥w#(x) maju dlohu
koeficientov, zdvislych od x. Fyzikalny vyznam operdtora ¥ (x) spozndme, ked’
najdeme vInovi funkciu, zodpovedajicu stavu

P (y)10) = Zyi(y)ailo) 3

kde 10} je stav bez Castic.

KedZze stavu ajl0) je priradend vinova funkcia yj(x) bude superpozicii (3)
priradend superpozicia vlnovych funkcii yi(x) s rovnakymi koeficientmi, t.j.
vlnovi funkcia®’

2! Index i tu zastupuje trojicu (ki, ko, k3) stradnic vinového vektora.
2 Poznamenajme k oznaceniu: X je argument (premennd) vinovej funkcie, ¥ je charakteristika (oznace-
nie) stavu (3).
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W0 = Sy Y0 = 57y - %)

ked sme vyuzili fakt, Ze ¥; tvoria tGplny systém. Vidime, Ze stavu (3) zodpoveda

funkcia ,lokalizovand“*** v bode y. Operétor ¥*(y) je teda operdtorom kredcie

Castice v bode y. Podobne 1(y) je operdtorom anihildcie Castice v bode y.
Komutaéné vzt'ahy pre operdtory PA(x), ¥'(y) najdeme I'ahko. Napriklad

[P0, ¥ ()] = [Fa:y(0. Tajp(y)] =
= Sy YIlas all =Epoyi = 80y - x)

pricom sme vyuzili komutacné vztahy (1) a Gplnost’ systému ¥ (x). Podobne by
sme ukazali, Ze plati:

[P0, P1 =0, [P0, PWI=0, [P, PFl=Ty-»0 @

Pomocou operétorov ¥(x) mdZeme formélne elegantne vyjadrit' niektoré
stavy a operatory vo Fokovom priestore, s ktorymi sme sa stretli v predchadzaju-
com ¢lanku. Stav N-Casticovej sustavy, zodpovedajici Casticiam lokalizovanym
v bodoch xi, ..., xybude

1 A+ At
[x;, W’XN>:W U(x) ... U (xylo, 0, ...)

Teraz uz mdéZeme urobit’ to, o sme sl'ubili v predchddzajicom clanku za
rovnicou (5.6). Vyraz na pravej strane (5.6) mdZeme podla (5.3) a podla predcha-
dzajticej rovnice zapisat’ ako

(x1, X; x\lny, n ) ! !
s X2y ooty ,Nyy oo.) =—F—
1 NITEL \/n_l‘ ,—nz!
. 40,0, ...1Wxy) ... U(x)@)"™@y)™...10,0,...)
Ak vyuzijeme vyjadrenie P¥(x) v tvare (2a) a komutacné vztahy (1), dostane-
me skutoCne pre (x|, X, ..., X\In, ny, ...) vyjadrenie (5.1). Podrobnosti prenecha-

vame Citatelovi.
Jedno- a dvojcasticové operatory, t. j.

F=2f(., iaja; (5)

3 de o ,,zovieobecneny stav v zmysle, ktory sme pouzili v 10. kapitole. Tu pouZivané terminolégia

nie je dostatoCne rigordzna, ale pre dané tcely je postaCujuca.
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kde
FG, i) = [wof) wi(x) dx

a
Vel Y. (. jVIk, halajaay
kde o
(i, jIVIk, 1) = [y Xe) Y (X)V (Xar X9) Wi(X0) Wi (Xp) A’ Xod' x5 ©)
moéZeme vyjadrit’ v tvare
F =Ty 0fopx) d'x (5)
V= ZIP 0 p oV im0 dx dy ©)

Skuto¢ne, ak do (5') dosadime vyjadrenia (2), pricom v ¥*(x) ozna&ime
scitovaci index ako j a v ¥1(x) ako i, dostaneme priamo (5). Rovnakym postupom
ukdZeme tiez, Ze zo (6') vyplyva (6). Sustava interagujicich Castic vo vonkajSom
poli m4 hamiltonidn, ktory je sii¢tom jednocCasticovych a dvojcasticovych operéto-
rov. Ak potencidlna energia Castice vo vonkajSom poli je U(x) a vzdjomn4 inter-
akcia castic je V(x, y), mame pre hamiltonian vo Fokovom priestore vyjadrenie

2
H =[x 9 (x) [—;—mAJ Y0 + P oOU) P(x] +

+%I PO (N x PO P Ex dy )

Prvy ¢len na pravej strane mdZeme prepisat vyuZitim identity fAg =
= V.(fVg) — Vf.Vg a prevedenim ¢lenu s divergenciou na povrchovy integrél
pomocou Gaussovej vety. Integrdl cez vzdialeny povrch kladieme rovny nule,
lebo predpokladame, Ze stavy, na ktoré (7) pdsobi, su také, Ze ich vinové funkcie
v nekonec¢ne vymizni. Potom prvy ¢len v (7) bude

2
1 iy 7 (x). VIF(x) )
2m

Pre sdstavu fermionov mdzeme vsetky predchadzajice argumenty zopakovat
s minimalnymi modifikdciami. Namiesto komuta¢nych vztahov (1) budeme mat’
antikomutacné vztahy. Treba si ale uvedomit’, Ze v pripade fermiénov nie je jedno-
Casticovy stav urceny uplne zadanim vinového vektora k, treba este Specifikovat
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priemet spinu s,. Analégom bozénovych operdtorov pola P¥(x) potom budi
viackomponentné operatory ,(x), kde r6zne komponenty zodpovedajid r6znym

priemetom spinu. Prislu§né antikomutaéné vztahy budd mat’ tvar***:

{a(k), ak)} = {a)(k), aj(k)} =0, {a k), ai(K)} = w0y (®)

{70, (¥} ={P(x), ¥y} =0
)
{ l/,\/-;(x)’ l/,\/-:(y)} = 6(}/— X) 5}’5

Na zaklade vztahov (8), (9) si Citatel moze sdm dokazat’, ze vztahy (2) — (7)
maji pre fermidny presne analogicky tvar ako pre bozdény s tym, Ze tam, kde
v pripade bozénov je scitanie resp. integracia cez premenné k alebo x, je v pripade
fermidnov este aj s¢itanie cez komponenty prislichajice rdznej orientécii spinu.

Napokon ukdZeme, Ze tedria urcend hamiltonidnom (7) a komuta¢nymi vztahmi
(4) sa dd ziskat' aj formdlnym kvantovanim Schrodingerovej rovnice, chipane;j
ako rovnica klasického kontinua. Takéto kvantovanie nazyvame sekundarnym
(primarnym je zavedenie samotnej SchR) a o jeho fyzikdlnom zmysle sa zmienime
v zdvere ¢lanku.

V predchédzajicej kapitole sme uz uviedli schému kanonického kvantovania
kontinua. Podl'a nej musime mat’ najprv hustotu lagranzianu, z ktorej pomocou
Eulerovych-Lagrangeovych rovnic dostaneme Ziadani pohybovi rovnicu konti-
nua; v naSom pripade Schrédingerovu rovnicu. Eulerove-Lagrangeove rovnice su

904,09 9L 37 _,
or od, ox, a(acpi] 0P,

A

(10)

pre kazdd nezavisli komponentu pola @;.
UkéZeme najprv, Ze lagranzidn, ktory vedie na SchR, moZno vybrat’ napriklad
v tvare

2

,%=1hl//*l//—ﬁ Vs V- Virsy (11)

kde wH(x) je funkcia komplexne zdruzend k ¥(x) a V(x) oznacCuje potencial.
Zvolme W a y* ako dve nezdvislé komponenty a dostaneme pohybové rovnice
najprv pre varidcie voci

A A I U
e @y am Y g MYV

24 Tu uz vypisujeme explicitne vietky kvantové &isla.

475



a po dosadeni do (10) dostaneme SchR

Loy R’
WV 2 Ap+v
! ot 2m vy

Pohybové rovnice vyplyvajice zo stacionarnosti voci varidcidm i budi

Vi, - 0L g 9Ly
oy aawen) Y 9y TV

a dosadenim do (10) prideme k rovnici komplexne zdruzenej k (12), takze forma-
lizmus je konzistentny.
Pre hybnosti kanonicky zdruzené k y; y* mame

ﬂ:a%:ihw (13)
oy
ze=97 _g (14)
oY

Rovnice (13) a (14) predstavuji isty problém pri aplikacii kanonického forma-
lizmu, ktory potrebujeme na to, aby sme mohli systém kvantovat. Ukazuju, Ze
ocakdvané kanonické premenné ¥, W+ 7, 7* nie si navzdjom nezavislé, systém
ma fakticky mensi pocet stupiiov vol'nosti neZ by sme naivne ocakdvali. Z rovnic
(13) a (14) je sucasne zrejmy i spdsob riesenia problému, za nezavislé kanonicky
zdruzené premenné staci brat’ i ako ,,zovSeobecnenu sturadnicu® a 7 ako k nej
»Zovseobecnend hybnost™. Hustotu hamiltonidnu stistavy potom dostaneme uz
podl’a Standardného postupu:

2

T = myr— %:;— Vs Vi + Vsy (15)
m
Pre celkovu energiu plati:
h2
H=[7dx= fd3x{2—V wEV Y+ Vl//*y/} (16)
m

Doteraz sme stdle hovorili o klasickom kontinuu. Ku kvantovej tedrii tohto
»Schrodingerovho kontinua“ prejdeme tak, Ze kanonicky zdruzené veli¢iny 7, ¥
sa stanu operdtormi spliajicimi komutaény vzt'ah

[£(x), P(¥)] = =6y - x) (17)
Vzhl'adom na vztah (13) to ale znamena
(70, P(y)] = =6 (y - %) (18)
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Okrem toho budi platit’ eSte komutacné vztahy

[P (), 7' (n1=0, [P0, P(y)l=0 (18b)

Lahko si mdZeme vSimnut, Ze vztahy (18), ktoré sme tu dostali sekundarnym
kvantovanim ,,Schrodingerovho kontinua“ si presne rovnaké ako vztahy (4)
odvodené vys3ie pre operdtory ¥(x), 1'(x) zavedené celkom inym spdsobom, t. j.
ako operdtory anihildcie, resp. kredcie Castice v danom bode x. Doteraz sme vlastne
ani nemali prdvo oznacovat’ tieto dve veci rovnakym symbolom A x), pretoZe
sme PA(x) vo vztahoch (2) a P(x) pri kvantovani SchR zavadzali logicky tplne
nezdvisle. Akondhle sme vSak uz dospeli ku vztahom (18), mdZeme prist’ rychlo
aj ku krea¢nym a anihilaénym operatorom a ku komuta¢nym vztahom (1). Staci
zapisat’ formalne rozklady (2) so zatial nezndamymi operdtormi @;, aj, dosadit’
tieto rozklady do (18), ndsobit’ to, ¢o takto dostaneme funkciami ¥;(x) yi(x) a in-
tegrovat’ cez cely priestor v x a v y. Prideme tak priamo ku komutacnym vztahom
(1) a tieto komuta¢né vzt'ahy uZ vedi k interpretacii a; ako anihila¢ného a a} ako
kreacného operdtora (celkom rovnako ako pri diskusii linedrneho harmonického
oscilatora v energetickej reprezentacii).

Identi¢nost’ oboch formalizmov, t. j. Fokovho priestoru a sekunddrneho kvan-
tovania je Gplna. Ak v hamiltonidne sistavy danom vzt'ahom (16) chdapeme ¥, ¥
ako operdtory spiiiajice komutaéné vzt'ahy (18), dostaneme prave prvé dva &leny
v (7) s ipravou naznacenou v (7). Cely hamiltonidn (7) by sme dostali, keby sme
do lagranzidnu 1 pouZzitom pri zostavovani Schrodingerovej rovnice pridali este
¢len rovny ostatnému ¢lenu v (7) so zdpornym znamienkom.

Vzniké este otazka fyzikalneho zmyslu Schrodingerovho kontinua, ktoré sme
tu kvantovali. Otazku chdpeme takto: Ak kvantujeme kmity struny, dostaneme
kvanta tychto kmitov (nazyvané fonénmi), ak kvantujeme elektromagnetické pole
(t. j. opiSeme ho ako stistavu oscildtorov), dostaneme kvanta tohto pdla, t. j. fotony.
Pytame sa na to, ¢o sme vlastne kvantovali, ked’ sme dostali ako kvantd pola
bozény vo vonkajSom potenciondli? Odpoved’ nie je jednoduchd, pretoZe v beznej
praxi sa nestretdvame s klasickym Schrédingerovym kontinuom, t. j. s makrosko-
pickou veli¢inou opisanou rieSenim SchR. V extrémnych situéciach ale také ststavy
existuju. Elektrény v supravodici si napriklad v istom pribliZzeni m6Zeme predstavit’
ako pospdjané do tzv. Cooperovych parov, ktoré st uz bozénmi. Makroskopicky
stav supravodita potom moZno opisat’ vinovou funkciou*®, ktord spiia SchR.
Jednotlivé bozdény su potom kvantami tohto makroskopického Schrodingerovho
pola. Podobnd situdcia vznikd vtedy, ked’ sa ststava bozénov pri nizkej teplote
dostdva do jediného jednocasticového kvantového stavu, napr. atémy He' pri
nizkej teplote (Boseho-Einsteinova kondenzacia).

5 Pozri diskusiu v poslednom &ldnku posledného dielu Feynmanovych prednasok z fyziky.

477



Doteraz sme hovorili iba o sekunddrnom kvantovani SchR pre sistavu bozénov.
Pre sdstavu fermionov postupujeme tplne rovnako, iba pri uvadzani vzt'ahov (17)
a (18) pouzijeme namiesto komutdtorov antikomutatory, takZe dostaneme

{ l/’\/r(y)’ W:(X)} = 5(3)()(_ y)é;s
(19)

{0 (y), U0} = {Piy), P00} =0

Spdsobom naznacenym za rovnicou (18) odtial'to, po pouZiti rozkladov (2),
prideme k antikomuta¢nym vzt'ahom (5.24).

15.7 PRIKLADY A PROBLEMY

1. Napiste explicitne vinovi funkciu zdkladného stavu atému Li v pribliZzeni, v ktorom zanedbavate
interakciu elektrénov. Ulohu rieste dvomi spdsobmi: a) Slaterovym determinantom; b) tak, Ze
napiSete X(—1)"f(x))g(x)h(x3), s¢itajte cez vSetky permutécie (x|, x,, x3) a ¢islo 77 poloZte rovné
poctu transpozicii, ktorymi sa od pévodného poradia dostanete k danej permutacii.

2. Predstavte si, Ze sa podarilo vyrobit atém Li, v ktorom st vSetky tri elektrény nahradené
T -mezénmi. T -mez6ny st bozénmi s nulovym spinom, ich hmotnost je asi 140 MeV/c?.

a) Ako by vyzerala vlnova funkcia zakladného stavu takéhoto atomu pri zanedbani vzdjomnej
elektrostatickej interakcie T -mezénov?

b) Ako by v tomto pribliZeni vyzerala vlnova funkcia prvého excitovaného stavu? Prediskutujte aj
jej normalizaciu.

3. Atém uhlika ma Sest’ elektronov: dva v stave 1s, dva v stave 2s a dva v stave 2p. Uvazujme
teraz len tieto dva 2p elektrény. Kazdy z nichmd /=1 a s = 1/2. Ich celkovy moment hybnosti
moze byt teda L =0, 1, 2 a ich celkovy spin m6ze byt 0 alebo 1. Su vSetky kombindcie (L, S)
povolené Pauliho principom?

Pripomienka: Ak z dvoch vektorov vytvarame skalar alebo symetricky bezstopovy tenzor, bude
vysledok symetricky, ak vytvarame vektor, bude antisymetricky.

4. Predstavte si molekulu vodika H, ako dva protony v uréitych pevnych polohach a dva elektrény
pohybujiice sa v tomto poli. Navrhnite tvar vlnovej funkcie dvojelektrénovej ststavy pri zanedbani
vzajomnej interakcie elektrénov. Prediskutujte celkovy spin dvojice elektrénov a porozmyslajte
o tom, aky celkovy spin elektrénov bude mat’ asi molekula H, v zdkladnom stave.

5. Atémové jadro si vo vel'mi hrubom pribliZeni m6éZeme predstavit’ ako subor neinteragujicich
nukleénov v trojrozmernej potencilovej jame s istou hibkou — Vy a istym polomerom Ry, Naznadte,
ako by ste v tomto zjednodusenom modeli konstruovali vlnovi funkciu jadra uhlika v zdkladnom
stave!

6. Dokdzte, Ze stavy linedrneho harmonického oscildtora dané ako In) = (n!)’m(a*)"ll//()} tvoria
ortonormovany systém, ak zakladny stav |yg) spia podmienky alyg) = 0, (wlw) = 1 a ak plati
[a,a"]=1.

7. UvaZujte ststavu neinteragujiicich elektrénov. Kreagné a anihilaéné operdtory splitaji vztahy:
{a*(k, s), a(q, s} = Sk - q)Jy, a ostatné antikomutdtory sd nulové. Zaved'te operétory
B*(k, k) = a*(k, 1a*(k, |). Ndjdite komuta¢ny vztah

(B(g. q). B'(k. k)]
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Prediskutujte fyzikdlny vyznam operatorov B*(k, k') a stavov typu
b*(p. 9I0) =J (k. k)B*(k, k)& (p — k- @)’k d’K'0)

N4jdite komuta¢né vztahy operdtorov typu b*(p, ¢) z predchddzajiceho vyrazu.
. Nech §4(x) je operator sekundédrne kvantovaného bozénového pola

Pi(x) = Za(k yi(x)
kde { y(x)} je ortonormovany siibor jedno€asticovych vinovych funkcif a kreacné a anihilaéné
operdtory a*(k), a(q) spliaji komutagny vztah
[a(g), a"(K)] = diq
Ukédzte, Ze plati
[P0, ¢ (y)] = 8V (x - y)

Interpretujte fyzikalne tento vysledok.

Ndvod: Zacnite s tym, Ze uvdZzite strednd hodnotu predchddzajiceho komutdtora vo vdkuovom
stave a potom vo vS§eobecnom n-Casticovom stave.

. Ndjdite maticovy element (q,q|VIgzq,) operdtora V daného explicitne v texte za rovnicou (6.5).

Stavy Iqq») a lgsqy) st Ig,q0) = a*(q))a"(q)10).
Vypocet urobte pre fermidny i pre bozdony.

479



