14 ELEKTROMAGNETICKE POLE AKO SUSTAVA
OSCILATOROV

14.1 UVOD

Historicky bol prvym objavenym zdkonom kvantovej fyziky Planckov vzt'ah
pre spektralne rozdelenie intenzity Ziarenia Cierneho telesa. Planck sim odvodil
svoj zakon poloempirickym spdsobom, my sa uZ budeme opierat’ o vybudovany
aparat kvantovej teérie. Zakladna myslienka, ktord budeme prezentovat’, poché-
dza od Debyea, ktory rozpracoval star$i Ehrenfestov navrh.

Narazime pritom na otazku kvantového opisu vol'ného elektromagnetického
pola. Tematicky tato problematika uz spadd pod pojem kvantovej tedrie pola.
Ukéazeme si vSak, Ze konceptudlne nejde o ni¢ nového: vystatime s beznymi
postuldtmi kvantovej mechaniky, hoci aplikovanymi na ststavu s nekone¢nym
poctom stupniov volnosti. PretoZe opis elektromagnetického pol'a je technicky
pomerne komplikovany, objasnime najprv zdkladnd myslienku na ,,cvicnom
priklade®, na kvantovomechanickom opise kmitov pruzného kontinua, konkrétne
pozdiznych kmitov ty¢e. UkaZeme, Ze klasicky moZno stav kmitajiicej ty&e opisat’
pomocou takych ,,zov§eobecnenych siradnic®, pre ktoré platia pohybové rovnice
rovnaké ako pre systém nezavislych harmonickych oscildtorov. Prechod ku kvan-
tovomechanickému opisu je potom jednoduchy — sta¢i prejst’ ku kvantovomecha-
nickému opisu u tohto ekvivalentného systému oscilatorov — a to je jednoducha
uloha.

Ukéazeme si tiez, Ze rovnaké vysledky mozno dosiahnut’ i formélnej$im (ale
menej nazornym) spdsobom. Formalne sa postupuje tak, Ze opiSeme klasicky
kmity ty¢e pomocou hamiltonovského formalizmu a potom pouZijeme silny aparat
kanonického kvantovania®®’, pravda, s nevyhnutnymi formalnymi modifikédciami
zohladnujicimi fakt, Ze ide o systém s nekone¢nym poctom stupnov volnosti.

V d’alsom ¢lanku uvidime, Ze rovnaky postup mozZno pouZit' i v pripade elek-
tromagnetického pol'a, ktoré mozZno opisat’ ako systém nezavislych oscilatorov.
Na zdklade takéhoto formalizmu prideme az k Planckovmu vztahu pre Ziarenie
¢ierneho telesa.

Na viacerych miestach sa v tejto kapitole stretneme s kreacnymi a anihila¢nymi
operatormi, ktoré uz pozname z opisu harmonického oscilatora. Vsetky aspekty
pouzitia takéhoto formalizmu, najmé vSak interpretacné otdzky, sa vyjasnia az

25 - 14 . PR
Kanonické kvantovanie sme opisali v ¢ldnku 8.5.
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v nasledujicej kapitole, kde zavedieme Fokov priestor a spomenieme sekundarne
kvantovanie.

14.2 POZDLZNE KMITY TYCE. KLASICKY OPIS

V tomto ¢lanku si pripomenieme zdkladné principy lagrangeovského pristupu
k opisu kmitov kontinua.

Budeme sa zaoberat’ iba konkrétnym pripadom pozdiznych kmitov pruZne;
ty&e dizky a. Oznaéme p dizkovi hustotu tyce, S jej prierez a E modul pruZnosti.
Vyberme si uréity tsek ty&e dizky dx, medzi bodmi x, x + dx (obr. 14.1). Vychylku
z rovnovaznej polohy v mieste x a Case t oznacme Y(x, ). Kinetickd energia sle-

1 (ayY
dovaného tseku tyce pri pohybe je potom zrejme d7T = > p[a—‘//j dx. Pri vychylke
X

z rovnovéznej polohy sa tsek ty¢e deformuje, jeho dizka sa zmeni z hodnoty dx
nadx'= ((x + dx) + W(x + dx)) — (x + WY(x)).

X x +dx

0 X+ y(x) x+dx+ Y {x+dx) a
Obr. 14.1

Relativne prediZenie teda bude

_ dx’—dx _ypG+do-p(x) :a_l//
dx dx ox

&

Potencidlna energia dseku dlhého dx pri relativnom prediZeni &je

1 1 (owY
dU = — SEedx = — SE[—WJ dx
2 2 ox

Lagrangeova funkcia bude vyjadrend ako obvykle rozdielom kinetickej a po-

tencidlnej energie.
a1 (p) 1 ay/jz
L=|=p|=—| —=SE| == | ;dx 1
J.O{Zp(axj 2 [8x )

Podintegrédlny vyraz sa nazyva hustotou lagrangidnu %4

a (- 0y Y
L=[" 7y, ¥ 2V 4 2
o (‘” o az) )
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Dals{ postup je opit’ Standardny: pouZije sa variacnd metdda a poZaduje sa
staciondrnost’ i¢inku

s5=0[ Ldr =0 3)
1

Stustava md nekonecny pocet stupniov volnosti: funkcia ¥(x, ) pri fixnom ¢ re-
prezentuje ,,nekonecny pocet stiradnic™ (hodnoty funkcie pre vsetky x). Pri varidcii
si treba uvedomit’, Ze hl'adame zavislosti od ¢asu ; v tomto kontexte je x vo funkcii
W(x, 1) parametrom oznacujicim bod kontinua, ktorého Casovy opis sledujeme.
NézornejSie by mozno bolo oznadenie ¥ (r). Varidcia OW(x, f) potom bude znait’
zmenu funkéného predpisu zévislosti od Casu pri zvolenom x. Varidcie robime za

obvyklych podmienok, t. j. stavy v Case t; a t, sa predpokladaji dané preto

Sy(x, 1) = Sy(x, 1) =0 4)

Pre zjednodusenie diskusie okrajovych podmienok budeme tiez predpokladat’,
7e dany je i cely pohyb okrajovych bodov tyce, t. j.

ow(0,1H=0 %)
oy(a,1)=0 (6)
Pri varidcii hustoty lagrangidnu dostaneme (symbolom ¥ oznacujeme 0 y/ot:
. 0¥ 0% .. 0% oy
OF =—— 0y +——o0y + o — 7
e Bt .
ox
Dalej vyuZijeme vztahy
.0 ov) 9
oYy=—20 o —— |=—0 8
arvdd ( o ) P ®)

ktoré s vlastne definiciou oyra S(Ow/or) pri zdmene ¥ — y+ Jy. Vyraz, ktory
ziskame dosadenim (8) do (7) upravime este s vyuZitim vzt'ahov

9L 9 d[av d(ov
= T Sw=—| I sw |- ZZ . s 9
g o’ az[av‘/ W} 3I[a%"’j Y Y
9% 5(8_v/j: 9| 97 5,00 97 5, (9b)
ox ox | d(Qy/ox) ox

{5) )

Po dosadeni do vyrazu pre varidciu dcinku prvé Cleny na pravych stranich
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vztahov (9a) a (9b) vypadnd vzhl'adom na (5), (4), (6). Z rovnice (3) takto mame

nopa (W) 0¥ d(0¥) 9 0¥
dtfad | 2219212 97 sy =0
.L tj.o (ax]{ay/ at(agf/J axa(al//j } v
ox

Vzhladom na to, Ze pri extréme tG¢inku musi platit’ (10) pri P'ubovolnom Jdy,
dostdvame odtial’ Eulerovu-Lagrangeovu pohybovi rovnicu

d(d¥Z) 0 0¥ d9¥
—|=—|-=——=————"=0 an
or\ oy ) ox a(aylj oy
0x
Po dosadeni dostaneme pre nas konkrétny lagrangian (1) pohybovi rovnicu
o’y ES O’
¥ _ =Yg (12)
ot P ox
¢o je vlnova rovnica, opisujica vlnenie Siriace sa s fazovou rychlostou v:
E
=5 (13)
P
V klasickej mechanike ststav s kone¢nym poctom stupiiov volnosti je lagran-
gian funkciou stradnic g, ..., g, a ich ¢asovych derivécif ¢, g2, ..., 4.
Hybnost kanonicky zdruZenu k suradnici ¢; definujeme vzt'ahom
oL
= 14
pi o4, (14)
a hamiltonidn sustavy zavddzame ako
H:Zpiqi—L (15)

V pripade kontinua mdme spojito nekonecni mnozinu ,,stradnic® W(x) pre
vSetky x z intervalu (0, a). Podobne spojito nekonecna bude aj mnoZina hybnosti
kanonicky zdruZen4 k tymto sdradniciam. Hybnost’ z(x) potom nazyvame hustotou
hybnosti a definujeme ju vztahom?*°

0.7

16
Ay (x) (16)

T(x)=

26 Na prvy pohl'ad snad’ nevidno, 7e (16) je prirodzenym zovieobecnenim (14). Pekny a presved&ivy
sposob ako sa o tom presvedcit’ spo¢iva v rozbiti celého priestoru na malé objemové elementy AV,
¢im prideme k diskrétnym ,,stradniciam®. Postup je pouzity napr. v zndmej Schiffovej ucebnici [8].
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V naSom pripade

d
7(x) = pa—‘;’

Hustotu hamiltonidnu potom definujeme vztahom, ktory je zovSeobecnenim (15)
1720
H=ag(x)——-% a7
ot
Pre hamiltonidn sistavy mame

o [ v
H_jo.]zdx_jo[z(x) - :A}dx (18)

14.3 KMITY TYCE AKO SUSTAVA OSCILATOROV

Od klasického lagrangeovského formalizmu predchadzajiceho ¢lanku by sme
teraz mohli prejst’ ku kvantovému opisu pozdiznych kmitov tye pomocou kanonic-
kého kvantovania. Zatial' to neurobime, ku kvantovému opisu sa dostaneme
ndzornejSou a z hladiska interpretacie uzitocnou cestou tak, Ze najprv vyjadrime
kmity ty¢e pomocou inych suradnic, v ktorych je problém ekvivalentny ststave
nezavislych oscilatorov.

V predchidzajicom ¢lanku sme (klasicky) stav tyCe reprezentovali pomocou
vychylky wi(x, f) kazdého dlzkového elementu ty&e. Nevyhodou tohto zavedenia
stradnic je to, Ze susedné elementy tyce sa vzdjomne ovplyviuju, ¢o je vyjadrené
tym, Ze v rovniciach vystupuje dy/dx. Keby sme presli k diskrétnym premennym
tak, e by sme uvaZovali tseky ty&e malej, ale koneénej dizky, dostali by sme pre
tieto dseky systém pohybovych rovnic rovnaky ako pre sistavu viazanych oscilato-
rov. Pre kazdy takyto systém sa da prejst’ k novym zovSeobecnenym suradniciam,
vzhl'adom na ktoré uz dostaneme pohybové rovnice nezavislych oscildtorov.”’
Vol'ba vhodnych stradnic je v naSom pripade intuitivne zrejma: treba rozlozit’
vychylku y(x, t) do dplného systému funkcii opisujicich staciondrne vlastné kmity
tye. Z tedrie Fourierovych radov je zname, Ze ,,lubovolni* funkciu mozno
vyjadrit’ v tvare

1 2 2 .
l//(x)—Aoﬁ+zk:Ak\/;coskx+Zk:Bk\/;smkx (1)

** Pozri napr. L. D. Landau — E. M. LifSic: Mechanika. Nauka, Moskva 1973, § 23.
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kde k m6Ze nadobudat’ iba hodnoty dané periodickymi okrajovymi podmienkami

k=2n n=1,2,3,... (1a)
a

Pri kaZzdom k by sme mali pisat’ aj index n, ale budeme ho vynechévat’ a su-
movanie v (1) bude oznacovat’ sumu cez hodnoty k povolené podmienkou (1a).
Koeficienty Ag, Ay, By potom jednoznacne urcuji funkciu y(x) a mdézZeme ich
chépat’ ako nové ,stiradnice” pre opis klasického stavu ty¢e. Casova zavislost
funkcie W(x, f) potom bude reprezentovana ako ¢asova zavislost’ tychto koeficien-
tov. VSimnime si eSte fyzikdlny vyznam prvého ¢lena v rozvoji (1). Je to ¢len
nezdvisly od x, reprezentuje homogénne posunutie tyce, teda posunutie tyce ako
celku. Tento pohyb nds teraz nezaujima, preto ¢len pre Ay budeme v d’alSom

vynechdvat. Budeme teda pracovat’ iba s funkciami, pre ktoré plati

[woar=0 @)

t. j. reprezentujicimi také vychylky, ktoré nemenia polohu t'aZiska tyce.

Pohybové rovnice pre A;(t), B;(f) ndjdeme I'ahko, ak vyjadrime hamiltonidn
(2.18) pomocou tychto premennych. Po dosadeni z (1) do (2.18) dostaneme™®
(uz pre pripad Ag = 0)

1 ., 1 I ., 1
H =Zk:{EpAkz+Epvzk2Ak2}+Zk:{Ekaz +Ep02k23k2} 3)

kde bodka znaci derivaciu podla ¢asu.
Na pravej strane je skutocne stucet vyrazov, ktoré si presne rovnaké ako
vyjadrenia pre energiu linedrneho harmonického oscildtora. Ako je dobre zndme,

energia takéhoto oscilatora kmitajiceho s kruhovou frekvenciou @ je
1 ) ma)2 2 1 ma)2 2

2
. mx xXT=—p+ X 4a
o =5 > o P > (4a)

Vyrazy na pravej strane (3) maji presne tito Struktiru. Ak vyberieme jeden
z ¢lenov, napriklad

H(Ak,Ak)=%pA,f +%pzﬂk2Af (4b)

vidime, Ze (4b) odpoveda oscildtoru kmitajiceho s kruhovou frekvenciou

w, = vk (4¢)

28 Technicky je tiprava vztahov jednoduch4 a vyuZiva ortonormélnost’ systému harmonickych funkcif.

428



Zo vztahu (3) je tieZ zrejmé, Ze oscildtory su navzdjom nezavislé. Znamena to,
7e jednotlivé harmonické kmity tyce sa navzdjom neovplyviluji a moéZeme ich
vybudit’ nezdvisle na sebe. Prechod do k-priestoru teda podstatne zjednodusil
ulohu. Jedinej hodnote k zodpoveda v x-priestore kolektivny pohyb elementov
tyCe, vytvérajuci stojatd vinu.

Vyjadrenie (3) ndm aj naznacuje ako mame kvantovat’ ststavu. Ako siradnicu
oscilatora (4b) vyberieme A; a prislusnd hybnost’ podla analégie s oscilatorom
(4a) bude

. /%k = pAk (&)

Pomocou sdradnice A; a hybnosti . 4, prepiS§eme hamiltonién (4b) do tvaru
, 1, 1
H(Ak,./%k):g,o./%i+5pa)§Af (6)

Pri prechode do kvantovej mechaniky sa Ay, .-&; stand operdtormi a budi
spliat’ komutaény vzt'ah

[Ak, '/%k] = lﬁ (7)
ktory je presnym analégom komuta¢ného vzt'ahu
[x,pl=ih (7

pre stradnicu a hybnost’ linedrneho harmonického oscilétora (4a).
Podobne ako v (5) mdZeme zaviest’ aj hybnost’ kanonicky zdruzeni so sirad-
nicou By:

.ﬂk = ka

Prislu$ny hamiltoniédn bude analégom (6) a pri prechode do kvantovej mecha-
niky sa By, .73 stand operétormi a budd spifat’ vzt'ah analogicky k (7). Vzhl'adom
na to, Ze jednotlivé oscildtory vystupujice v (3) sd nezdvislé, budi operatory
stivisiace s rdznymi oscildtormi navzajom komutovat. Preto dostdvame systém
komutaénych vzt'ahov

[Aw, Acl = [Bi, Bl = [ ) = [T F]1=0
[Aw - 2] =180, [Bi -] = i ®)
[As, Byl = [Ar, 4] = [Bis ] = [ %, Sl =0

Mozné hodnoty energie sustavy danej v rdmci kvantovej mechaniky vztahmi
(3) a (8) pozndme aj bez vypoctu. Je to totiZ stistava nezavislych oscilatorov
kmitajuicich s kruhovymi frekvenciami (4c) a celkova energia preto bude

1 1
Eay, ngy, -.., Bags Rp, -..) = Z{hw}( (nAk +5]+hwk(n8k +E]} )
k
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Energia pritom zdvisi od ,,obsadzovacich &isel* nay, ng; jednotlivych oscildto-
rov. Tieto ¢isla urcuju, v ktorom kvantovom stave sa oscilator nachddza.

Vzt'ah (9) ukazuje hned’ jednu typicki ¢rtu kvantovania sistav s nekone¢nym
poctom stupiiov volnosti. Ak totiZ poloZime vsetky nu, = ng, = 0, dostaneme z (9)

1 1
EQ,...,0,..)==) hw,=— ) hvkX
0.0 ={ B4

¢o je divergentny (nekonecny) vyraz.

Dovod je jednoduchy. Kazdy oscilator ma svoju energiu zakladného stavu,
nazyvanu — poeticky, ale nie celkom presne — aj energiou nulovych kmitov. Tato
energia je prave Zar2. Ak mdme v sistave nekonecny pocet oscildtorov, je tato
energia dand divergentnym vyrazom. Fyzikélne to ale nie je tragédia, lebo energia
sistavy je vZdy uréend aZ na aditivnu konS$tantu. Preto mdZeme tito energiu
nulovych kmitov od celkovej energie odc¢itat’ a zbavit' sa tak ¢lenov s 1/2 v (9).

Pozrime sa teraz na otdzku kanonického kvantovania v pripade kontinua.
Vysledok — kvantovd formuldciu uz pozname. Pokiisime sa ndjst’ ako sa k nemu
dopracovat priamo z klasického lagrangeovského formalizmu, bez ,,medzikroku*
cez systém oscildtorov.

V kvantovej formulécii si vychylke y(x) i hustote hybnosti 7(x) (pozri (2.16))
priradené operatory. Podl’a (1), (2.16) a (5) dostaneme

[2 2 .
lp(x)zzk:Ak ;coskx+;Bk ;smkx
(10)

m(x)= z Ay % cos kx'+z B % sin kx”
K K

Pomocou (8) sa moZno presvedcit’, Ze je splneny komutacny vztah
7 . 2 ’ 2 . . 7
[rr(x), wp(x)]= 1hz —coS kx - cos kx” + —sin kx - sin kx
—\a a

Vyraz na pravej strane je Specidlnym pripadom stictu typu

D> @, (0P, (x)

kde {®,} tvori Gplny ortonormovany systém.229 Podl’a kap. 7 je tento vyraz rovny

2 Yde, pravdaZe o Gplny systém na priestore funkcii spiiajicich podmienku (2). Vztah (11) striktne

vzaté, plati iba vtedy, ak dodsledne kvantujeme aj translaény pohyb tyce ako celku, potom sa v (10)
objavia aj Cleny AoNa, .2y Na. Touto otizkou sa podrobnejsie nebudeme zaoberat’.
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O(x — x'). Takto madme
(@ (), m(x)] = iAd(x - x') (11)
Vztah (11) je analégom kanonického komutaéného pravidla typu®*°
[x;, pil =ik 0;

pre pripad kontinua.

Pri kanonickom kvantovani kontinua sa teda da postupovat’ tak, Ze vychadzajtic
z klasického hamiltonidnu nahradime v fiom pole®' w(x) i k nemu kanonicky
zdruZenu hustotu hybnosti operatormi a definitoricky pozadujeme splnenie pod-
mienky (11). Potom pripadne méZeme urobit’ rozvoj typu (10) a na zaklade (11)
odvodit’ komuta¢né vzt'ahy (8).

Postup cez kanonicky formalizmus ma vSeobecnejsi charakter, mdZeme ho
aplikovat’ na 'ubovol'nd tedriu pola, kym nahradenie dynamiky pomocou systému
nezdvislych oscildtorov sa podari len pre systém s lagrangidnom kvadratickym
v poliach.

Napokon este prepiSeme operitor pol'a (v naSom pripade vlastne operator
posunutia) W(x) na iné, CastejSie pouZivané, vyjadrenie. Toto nové vyjadrenie
bude mat’ dve vlastnosti : namiesto rozkladu do ,,stojatych“ vin typu sinkx, resp.
coskx bude teraz W(x) rozloZené do ,beZiacich vin« exp (ikx), exp (—ikx) a vo
vztahu k jednotlivym oscildtorom bude pouzivat’ nie siradnicu a hybnost, ale
prislu$né kreacné a anihila¢né operatory.

Ako je zndme z tedrie linedrneho harmonického oscildtora s hamiltonidnom
(4a), je uzitoené zaviest’ kreadné a anihilané operdtory @, a* vzt'ahmi (pozri ¢la-
nok 10.7)

a= MO 4i P = MO i P (12)
2h ime’ 2h V2hma

Tieto vzt'ahy moZno jednoducho obratit

1/2 1/2
x=(ij @+a), p=i(h”;“’} a* —a) (13)

mao

Pripomefime si tieZ, Ze operétory a, a* spiiiaji komutaény vztah

[a,a]1=1 (14)

20 Pozri pozndmku pod ¢iarou pred rovnicou (15) predchddzajiceho ¢lanku.
B! Veligindm typu w(x) sa zvykne hovorit’ polia.
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a hamiltonian (4a) mozno pomocou nich prepisat’ na tvar

1
Hosc =hW(a+a+Ej (15)

Vdaka komutaénému pravidlu (14) md operdtor N = a*a vlastné hodnoty
0,1,2, ...

V analdgii k (13) zaved'me anihila¢né a kreacné operatory pre jednotlivé osci-
latory opisané stradnicami A, resp. B,.

Z porovnania rovnic (3), (4a) a (6) vidno, Ze analégom operdtorov a, a* budu
a;, a, B Bi:

5 172 5 172
Ak:[ ] (ak+al-:)’ Bk:(—J (Bk+BIj)

2p0k 200k
(16)
= [@juz(ak —ap). By = i[@)m(ﬁk -B)
Pricom komuta¢né vztahy (8) vedd k tomu, Ze plati
[a, @il = O (B, Bil = Sk (17)

a ostatné komutétory si nulové.

Teraz ideme postupne prepisat’ vyjadrenie ¥(x) pomocou kreac¢nych a anihi—
laénych operatorov.

V prvom kroku vyjadrime funkcie cos (kx) a sin (kx) a (10) pomocou exp (ikx)
a exp (—ikx). Po tejto jednoduchej uprave dostaneme

w(x) =Z\/;_a{[Ak —iB, 1™ +[A, +iB, ]e 7} (18)

k>0

pricom sme zase vynechali nulovy méd a obmedzili sme sa tym iba na kmity
odpovedajice neposunutému hmotnému stredu. Vyznacili sme tieZ explicitne to,
Ze scitujeme iba cez kladné hodnoty k. Podl'a vzt'ahov (16) teraz vyjadrime A, By
pomocou operatorov ay, dy, B, Br. Dostaneme tak

1/2
h + - s R+ 1. ikx + s R+ 1. -lkx
w(x):%(mj {la, +a; —iB, —i; 1™ +[a, +af +iB, +iB; 1e ™}
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Definujme nové operatory

1 . 1 v, p+ +
ﬁ(ak —iB) =2, ﬁ(ak +iBy) =2,

) ) (19)
—(a, +iB,) =a_ —(ay —iB;)=a’
2 3 k 2 k k
a prepiSme y(x) do tvaru
12
p(x) = ;(2/)2 kj {(a, +a")e™ +(@_, +a))e ™)
V tomto vyraze cely stucet rozdelime na dva Cleny
5 1/2
W( ) [—J [a elkx+a+e—lk)c]+
% 2p2pvk : k
5 1/2
+Y | —| [ae ™ +ale™
;; 2p2pvk] - ]
a v druhom c¢lene urobime zdmenu k — —k. Takto mame
5 1/2
=Y |——| [a,e™+aje™ (20)
v Zk: 2p2p0 |k|] 3 e

pri¢om s¢itujeme uz cez vsetky, t. j. kladné i zaporné hodnoty k. Vztah je uzitocny
preto, 7e nové operdtory @;, a; su tieZ krealnymi a anihilanymi operétormi.
Vyplyva to z vyjadrenia (19) a z komutacnych vztahov (17). Lahko sa totiz
presved¢ime o tom, Ze plati

[a @kl = 0w [a a]=0 [a},ap]l=0 (21)

pre vsetky k, teda pre kladné i zdporné. Odporti¢ame Citatel'ovi, aby tieto vztahy
explicitne preveril.

Lahko sa presved¢ime tieZ o dvoch nasledujicich doleZitych veciach:

Po prvé, v povodnych kreac¢nych a anihilaénych operatoroch mal hamiltonian
celej sdstavy tvar

H= Z hpk(d,jak 2] + Z hpk(ﬁk B+ j (22)

k>0 k>0

pri¢om sa séitovalo len cez kladné hodnoty k. Ak tu vyjadrime a}, a;, B, Bx
pomocou operatorov ay, aj pouZitim vzt'ahu (19) dostaneme

H= thlkl(a a,+ j Zha)k[a a,+ ;} (23)

pricom uZ s¢itujeme cez vSetky hodnoty k.
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Po druhé, fyzikdlny vyznam operdtorov a;, di, B, Bk je jasny z ich zavedenia.
Operitor d je kreaénym operdtorom pre jedno kvantum s energiou /i@y = fivk
a v suradnicovej reprezentacii mu odpoveda vlnova funkcia imerné cos (kx) lebo
tato stvisi s danym typom kmitu.

Pytame sa teraz na to, aky je fyzikdlny vyznam operatora a;. Intuitivne ocaka-
vame, Ze vd’aka vzt'ahu

aj=d; +if;

bude tento operator kreovat’ superpoziciu kmitov odpovedajicich superpozicii
vlnovej funkcie typu cos (kx) kreovanej operdtormi a; a vinovej funkcie sin (kx)
kreovanej operatorom fB;. PretoZe cos (kx) + i sin (kx) = exp (ikx), bude operétor
a; kreaénym operdtorom pre kvantum energie s vinovou funkciou ~exp(ikx).

Hovorime aj, Ze ide o kvazicasticu — fondn. ,,Casticovy“ charakter stavu azl0),
kde 10) je zdkladny stav kontinua bude zrejmejsi aZ v nasledujicej kapitole, kde
ukdZeme, Ze na opis mnohocasticovych stavov mdzeme pouZit' po formdlnej stranke
rovnaky aparat.

Doteraz sme sa pri kvantovom opise kontinua zaujimali o jediny ¢asovy okamih.
Ak chceme opisat’ ¢asovy vyvoj, musime vybrat’ niektory z tzv. obrazov.

V Schrédingerovom obraze operatory nezdvisia od Casu a casova zavislost’ je
len vo vlnovych funkcidch. V Heisenbergovom obraze operétory zavisia od Casu
a ich Casova zdvislost’ je dand vzt'ahom

C= %[H, Cl 24)

kde C je lubovolny operétor. Pozrime sa teraz na ¢asovd zavislost’ operdtorov
ay, a;. Vyberme napriklad operdtor a,. Ak do (24) za C dosadime a,, za H dosa-
dime (23) a vyuZijeme to, Ze a, komutuje s a;a, pre k # g dostaneme

iwq . .
aq = 7 [aqaq, aq] =-1@,4, (25)

Odtial’ mame
a,(t) =e"“'a,(0)=e"“a, (26a)
Podobne by sme pre a,(r) dostali
—iw,t

a,(n=e""a, (26b)

Zhrime teda na zaver: kvantovy opis kontinua vychadza z tych istych principov
ako kvantovanie ststav s kone¢nym poctom stupniov volnosti. Ak lagrangidn sus-
tavy je kvadraticky vyraz z poli a ich derivécii, d4 sa dloha upravit’ na jednoduchy
problém kvantovania sistavy nezdvislych oscildtorov.
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14.4 ELEKTROMAGNETICKE POLE
AKO SUSTAVA OSCILATOROV

V tomto ¢lanku si ukdZeme, Ze na vol'né elektromagnetické pole sa moZeme
tieZ pozerat’ ako na sustavu nezavislych oscilatorov. Veci budi z technickej stranky
trocha komplikovanejsie ako v predchddzajicom ¢lanku, ale zdkladnd myslienka
bude rovnaka: potencidly pol'a rozloZime do tplnej ststavy ,,nezavislych kmitov*
a ukazeme, Ze do vyrazu pre celkovu energiu elektromagnetického (d’alej ¢asto len
EM) porla vstipia tieto koeficienty ako sdradnice nezavislych linearnych harmonic-
kych oscilatorov.

Kvoli zjednoduseniu odvolavok zhriime tu najprv zakladné vztahy pre EM pole.

V beZnom oznaceni je pole budené pridom j a hustotou niboja p dané
Maxwellovymi rovnicami

JB
V.B=0 VXE+—=0 (1)
ot
oD
V.D=p VXH—§=I' 2)
Vo vékuu plati
B=uH D=gE 3)

kde & = 8,854.10°C°N"'m™ a 1, = 4m.107 kgmC™? = 1,257.10° kgmC™.
Rychlost svetla vo vakuu je

1

v Eoky

Prvé dve Maxwellove rovnice (1) st automaticky splnené ak E, B vyjadrime
pomocou potencidlov A, @ nasledovne

Cc =

=3.10%ms™ (4)

0A
=——-V¢ B=VxA ®)
ot
Ak (5) dosadime do Maxwellovych rovnic (2) dostaneme rovnice
o1 dg 1
—-0p+—| ——+V.A|=—— 6
¢ ar(cz ot ) 80'0 ©)
-0A +V[L2%+V.A]=,uoj @)
c” ot

kde O je D'Alambertov operator O = (I/¢*)8*/6t* — A. Potenciily A, @nie su dané
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jednoznacne intenzitami E, B. Transformécia

A—>A+VA (o—>(o+aa—A )
t
kde A = A(r, 1) je Tubovolna skaldrna funkcia, nemeni E, B. V uebniciach tedrie
EM pol'a sa ukazuje, Ze funkciu A(r, f) moZno vzdy vybrat tak, aby platila
Lorentzova podmienka
1 dg

——+V.A=0 9

c? ot ©)
ktora podstatne zjednoduSuje rovnice (6) a (7). Pre vol'né EM pole, t. j. pole pri
nulovom pi jmoZzno vybrat’ funkciu A(r, f) dokonca tak, aby platilo (9) a navySe
aby ¢(r, 1) = 0.

Pre volI'né EM pole teda mame

A

E=—— B=VxA (10)
ot
kde pole A spiiia pohybovi rovnicu
1 J,A
— +AA=0 an
c* or
a dodato¢nt podmienku
V.A=0 (12)

Celkova energia EM pol’a v objeme V je dand vyrazom
H=J. AV L (e, E + u H?) (13)
, ¢V 5% 0
kde podintegralna funkcia reprezentuje hustotu energie.

Ukéazeme si teraz, Zze volné EM pole je po formélnej stranke ekvivalentné
systému nezavislych oscilatorov. Pomocou vztahov (10) prepiSeme H do tvaru

~ 1 (9AY 1 )
H—fvdv{aa{yj +ﬂ0(VxA) } (14)

Potencial A(r, 1) rozloZime do radu
A(r, 1) = Zq ) ALr) (15)

kde index o zahrtiuje trojicu indexov a = (k, i, j) a funkcie Ay(r) maju tvar

A(k,i,l)= % e,-sin(k.r) (16)
0
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/ 2
A i2)= E e;cos(k.r)
0

Index i m6Ze nadobuidat’ dve hodnoty i = 1, 2 a kazdej z nich prislicha jednot-
kovy polariza¢ny vektor e;. Vektory polarizacie moZu byt iba dva, pretoze v do-
sledku podmienky (12) a linearnej nezavislosti funkcii v (16) musi e; spiflat’
poziadavku e;. k = 0. Pre dané k vyberieme e, e, ako dva jednotkové vektory
kolmé na ki na seba navzdjom.

Podobne ako v predchddzajicom ¢lanku budi vinové vektory k také, aby bola
splnend podmienka periodickosti, t. j. pre A plati A(x + L, y, ) = A(x, y, z) a po-
dobne pre ostatné zlozky polohového vektora r. Pri tomto vybere mézu zlozky k
nadobudat’ iba hodnoty

2n

kl' =T n; n; =celé ¢islo (17)

\/g sin (k. r), \/gCOS(k-f)

tvoria Gplny ortonormovany systém funkcii v objeme V, pod ktorym si predstavime
kocku s hranou L. Faktor 1/& sme do funkcii (16) pridali kvoli zjednoduseniu
niektorych vyrazov v d’alSom.

Pred tym, ako by sme dosadzovali (15) do (14) je uZitocné presvedcit’ sa o tom,
7e plati

a funkcie

I
[ A As(ryav =5, (18)

0
kde pre a= (k, i, j), B = (k' i, j") je symbol d,4definovany vztahom
50:,6’ = 5k, kd i’é;,j’

Pomocou vztahu (18) vypocitame rychlo integrdl z prvého ¢lena v hranatej
zatvorke v (14). Na vypocet integrdlu z druhého ¢lena budeme potrebovat’ integraly

Lp = [ (VX AL(P).(Vx Ag(r)dV (19)

Vyraz pod integralom najprv upravime pomocou vztahov zndmych z vektoro-
vej analyzy™”

2 O sprévnosti takychto a podobnych vztahov sa najjednoduchsie presvedéime tak, Ze vietky vektorové
stciny (vrdtane rotdcif) rozpiSeme pomocou uplne antisymetrického tenzora & a vyuZijeme potom
zname vzt'ahy pre ;e‘,jke,-,,,,, a pod.
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(VxAp.(VxAp=V.[Ax (VxAp] + An.[V x(V x Ap)]
Vx(VxAp=V(V.Ap) - VA
na tvar
(VxA).(VxAp=
=V.[A;x (VxAp] + Ay (V.Ap) — A, VAg (20)
Pri integrovani cez objem V bude sa integrdl z prvého ¢lena na pravej strane
(20) rovnat’ nule, moZno ho totizZ Gaussovou vetou previest’ na integral po povrchu
objemu V a tento integrdl bude nulovy v ddsledku periodi¢nosti funkcii A, Ag.
Druhy ¢len na pravej strane (20) dd tieZ nulu, lebo pre funkcie A,, Ag plati pod-
mienka (12) a V. Ag = 0. Pri integrdli z ostatného ¢lena na pravej strane si najprv
treba v8§imndt, Ze podla(16) pre kazdu z funkcii A plati
VA= -k A,

Takto dostaneme
[ (VxA)(VxAAV =k [ A,.Azdv
\%4 Vv

Tym sme problém upravili na pripad (18) a mame

kz
Iy =JV(V><Aa).(V><A/,)dV=€—O 5 @1

Teraz uZ mame vsetko pripravené pre to, ¢o sa chystdme urobit. Dosadime
rozklad (15) do (14), vyuzijeme (18) a (21) a dostaneme

1.
H= Z(qu +w§,q§,j, w, = ke (22)
a

¢im sme naozaj vyjadrili energiu EM pola v objeme V ako sticet energif klasickych
oscilatorov. PretoZe vieme, aky je vztah medzi lagrangidanom a hamiltonidnom
oscilatora, mdZeme napisat’ rovno lagrangian celej sistavy:

L=Z[§qé— éqé] (23)

Vidime tiez, Ze lagrangidn dostaneme zmenou znamienka pri druhom clene, co
odpovedd zmene znamienka pri druhom ¢lene v kvantovej zitvorke v (14) a to zas
odpovedd zmene znamienka pri druhom ¢lene v (13). Teda lagrangidn EM pol’a
v objeme V je

2
1 5 2 1 (0A 1 >
= — — = — — ——(V
H JV 2(6‘0E UyH™)dv JV[z 6‘0( Ey o (VXA |dV  (24)
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pri¢om ostatnd rovnost’ plati prirodzene iba v kalibracii s ¢ =0, V. A = 0, ktord
tu pouzivame. Pri formalnom budovani teérie EM pol'a sa ¢asto vychadza z (24)
a Maxwellove rovnice dostdvame ako Eulerove-Lagrangeove rovnice tohto sys-
tému, podobne ako sme to podrobnejsie prediskutovali v predchddzajicom ¢lanku
pre pozdizne kmity ty&e. Tu sa tym ale zaoberat’ nebudeme a vritime sa k neza-
vislym oscilatorom v (22) a (23).

Klasickd pohybova rovnica pre stiradnicu oscildtora sa rychlo dostane z (23).
Vseobecne plati

aa_ o
dr dg,  9dq,
a v naSom pripade mame odtial
qa= _a)%zqg (25)

¢o je dobre zndma pohybova rovnica pre harmonicky oscildtor. Mohli by sme ju
dostat’ aj priamo dosadenim rozkladu (15) do (11) a vyuzZitim linedrnej nezavis-
losti funkcii A(p).

Doteraz sme hovorili iba o klasickej tedrii. Ak vSak mame klasicky systém
vyjadreny ako systém skladajici sa z nezavislych linearnych harmonickych oscila-
torov mdzeme ho rychlo opisat’ pomocou kvantovej mechaniky. Staci zaviest’ hyb-
nosti p, kanonicky zdruzené so siradnicami ¢,, zmenit’ g, p, z Cisel na operatory
a ziadat’ splnenie komutacnych vztahov

[Pas Ol = =i/ 0gp (26)
Pre jednotlivé oscildtory takto dostaneme ako pripustné hodnoty energie
hao(ng + 1/2).

Dalej by sme zas mohli zaviest’ krea¢né a anihilaéné operdtory pre jednotlivé
oscildtory, tak ako sme to robili v predchddzajicom ¢lanku, vyjadrit’ pomocou
nich koeficienty g, v rozklade (15) a napokon prist ku kreacnym a anihila¢nym
operatorom pre postupné viny exp (ik.r). VSetko by bolo tplne rovnaké, iba by
sme mali komplikovanejsie indexy.*** Vysledok by bol

1/2
A h . .
A r) = [a e1k.r +a-*-e—lk.r ]e_
" ; [ 2Ve, ] “ “ !
kde operdtory a,, aj spiiiaji komutaény vzt'ah

[as a:r[)’] = 5aﬁ (28)

3 Trocha opatrnosti treba pri pocitani stavov. V bdze kde za zdkladné kmity vyberdme stojaté viny
cos (k. sin (k.r) musime z dvojice k, —k vybrat’ iba jeden ¢len. Preto mame ku kazdému k priradeny
iba jeden kmit, rovnako ako v baze exp(ik.r).
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Pri prechode do Heisenbergovho obrazu by sme dostali, tieZ ako v predcha-
dzajicom ¢lanku
a, () =ae
(29)
ag(t) = age™

Bez podrobnejsej analyzy uved’'me, Ze stav a*,0), kde 10) je zdkladny stav
pola (t. . ,,vakuum*) zodpoveda jednofoténovému stavu. Ide o fotén s energiou
E, = ha,= hkc, hybnost'ou p, = ik a polarizaciou danou vektorom e.

14.5 PLANCKOV ZAKON
PRE ZIARENIE CIERNEHO TELESA

Planckov zdkon opisuje spektrdlne rozdelenie hustoty energie EM Ziarenia
v dutine telesa zahriatom na teplotu 7. Inymi slovami: tento zédkon ukazuje akd
energia pripadd na objemovu jednotku a jednotkovy interval kruhovej frekvencie
. Z predchadzajiceho ¢lanku uz vieme, Ze energiu EM Ziarenia v istom objeme
V mdZeme vyjadrit’ ako sticet energif linedrnych harmonickych oscildtorov. Pritom
vieme, kol’ko je tychto oscilatorov a aké su ich kruhové frekvencie. Ak na interval
Aw pripada n(@w)Aw oscilatorov, potom ich celkovd energia bude rovnd sucinu
n(w)&,(NAw, kde &,(T) je stredna hodnota energie oscildtora s kruhovou frekven-
ciou w pri teplote 7.

Pre spektralnu hustotu energie p(@) potom budeme mat’

P(@) = n(w)e,(TAw _ n(w)e,(T) 1)
VAw \%

Zacneme z toho, Ze ndjdeme n(w). Jednotlivé oscildtory boli v predchadzaju-
com ¢lanku c¢islované tromi kvantovymi ¢islami: vlnovym vektorom k, ktorého
zlozky nadobudali hodnoty

k= 277‘ ne i=1,2,3, n celé )

polarizacnym vektorom, ktory mal pri danom k dve moZnosti e;, e; a napokon
indexom, ktory hovoril ¢i je prislusny kmit sinusového alebo kosinusového typu.
Kruhova frekvencia oscildtora bola dand vztahom @ = kc, kde k = | kl. Podl'a (2)
je hustota oscildtorov v k-priestore

LY v
k =| — =
pUO (mj 2ny

Pocet oscilatorov v intervale (k, k + dk) je rovny povrchu gule s polomerom
k ndsobenému hriibkou vrstvy dk a hustotou p(k). Ku kaZzdému k ale patria dva
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kmity s rdznymi polarizdciami. Ako vysledok dostdvame pre pocet stavov v inter-
vale (k, k + dk)

81k 2Vdk
2m)?

Pocet oscildtorov na interval (@, @ + dw) vzhl'adom na vzt'ah k = w/c potom
bude

n(k) dk = 8nk*p(k) dk =

Stw’Vdw
(2nc)?

Vidime hned’, Ze pocet stavov je imerny objemu V a po dosadeni do (1) mame
pre spektralnu hustotu energie Ziarenia

n(w)dw=

8nw’

mgm (T) (3)

plw) =

Ostdva nam teda uZ len ndjst’ stredni energiu oscildtora s kruhovou frekven-

ciou @ pri teplote T. Tento oscildtor méZe byt’ v stavoch s energiou 0, i@, 2%, ...,

nha, ..., pricom energiu pocitame od energie zdkladného stavu. Podl’a Statisticke;

fyziky ststava, ktord je v termodynamickej rovnovahe s okolim, sa s pravdepo-
dobnostou

P(E) = Cexp(-E/kT) @)

nachddza v nedegenerovanom stave s energiou E. Vztah (4) nazyvame tieZ
Boltzmannovym rozdelenim. Vo vzorci (4) k je Boltzmannova konStanta a C
je normovaci faktor, ktory musime zvolit' tak, aby LP(E) = 1. Preto bude
C = [Zexp(—E/kT)]™" Pre stredni hodnotu energie ststavy pri danom 7 potom
méame

YE, exp(—E,/kT)

ga)(D = ZE,P(EI) = Zexp(—Ez/kT)

Pre linedrny harmonicky oscildtor mame E, = n& = nhi® a z predchadzajiceho
vzt'ahu dostdvame

i né&, exp(—nég,r)
£,(T) =" ®)
Zexp(—né‘or)
0

kde 7= 1/kT. Pravi stranu (5) mdZeme prepisat’ ako

£,(T)= —%ln Zexp(—ngoz-) = —%ln Z (e 57"
0 0
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Stcet nekonecného radu v ostatnom ¢lene l'ahko ndjdeme, lebo je to sucet
geometrického radu ia” =1/(1 —a),kdea=exp (-&7) < 1.
0

Takto dostaneme

£,(T) =—LIn[1 - exp(~,7)]
dr

a po derivovani

& _ he
€o(T)= e ST _q - oMK g ©)

Ak tento vysledok teraz ddme do rovnice (3), dostaneme Planckov zédkon
v tvare
8nhaw’

= 7
pLo) 2nc)’[exp(hw/kT)—1] @

Poznamenajme esSte na zdver, Ze naSe pocitanie stavov fakticky odpovedd
Boseho-Einsteinovej Statistike. Ked’ sme EM pole opisali ako sdstavu oscildtorov,
potom stav s energiou n/i® (energiu zakladného stavu berieme ako nulovi) pova-
Zujeme prirodzene za jediny stav. Kvanta energie EM pol'a moZeme ale povazovat’
aj za ,,Castice” — fotény a na stav s energiou n/i®) sa potom pozerdme ako na stav
s n-foténmi. Vidno teda, Ze fotony chdpeme ako nerozliSite'né Castice, lebo inaksie
by tomuto odpovedalo (n!) stavov liSiacich sa navzajom permutéiciami (neidentic-
kych) Castic. PodrobnejSie o tom eSte budeme hovorit’ v nasledujicej kapitole.

14.6 PLANCKOV ZAKON A EINSTEINOVE VZTAHY
PRE ABSORPCIU A EMISIU ZIARENIA

ESte pred vznikom kvantovej mechaniky odvodil A. Einstein v klasickej praci
z Planckovho zédkona a zdkladnych predpokladov Statistickej fyziky vztah medzi
koeficientmi absorpcie, stimulovanej emisie a pravdepodobnostou spontannej
emisie. Einsteinov argument sa zaklada na nasledujicej dvahe.

Predstavme si sdstavu skladajicu sa z atomov v stave 2, atomov v stave 1
a z elektromagnetického pola. Nech je celd sistava v termodynamickej rovnovihe
pri teplote 7. Energie atémov v stavoch 1 a 2 oznac¢ime E, E, a pre urcitost’ nech
E, > E,, Pocet atémov v stavoch 1 a 2 oznac¢ime N, a N, a hustota energie Ziarenia
p(w) je dana Planckovym zdkonom.

Pocet atémov v stave 2 sa bude menit’ v dosledku troch procesov:

1. Atémy zo stavu 2 prechddzaji spontdnnou emisiou Ziarenia do stavu 1.
Z celkového poctu N, sa takto za jednotku Casu rozpadne N,w atémov, kde w je
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pravdepodobnost’ spontdnneho prechodu (za jednotku ¢asu) atému zo stavu 2 do
stavu 1.

2. Stimulovanou emisiou prejde zo stavu 2 do stavu | za jednotku Casu M,p(@)b,,
atomov. Koeficient b, sa 1iSi iba konStantou umernosti od koeficientu stimulo-
vanej emisie pre pripad, ked’ na atom dopadd rovinnd monochromatickd vina.
S tymto pripadom sme sa zaoberali podrobnejsie v kapitole 9. Pravdepodobnost’
prechodu za jednotku Casu tam bola imerna hustote pridu energie dopadajicej
EM vlny a koeficientu stimulovanej emisie. Hustota pridu energie na relevantnej
kruhovej frekvencii @ = @y, = (E, — E))/I je ale zrejme imerna p(®) pri tomto @.

3. Atémy v stave 1 mdZu absorbovat’ Ziarenie a prejst’ do stavu 2. Pocet takychto
prechodov za jednotku Casu je

N,p(@)b;

Pre casovi zmenu poctu atémov v stave 2 zapocitanim vSetkych troch uvede-
nych mechanizmov dostaneme :

dN
d_t2 = p(@)by N, — p(@)b1,N, — Now (1)

V rovnovaznom stave nesmie NN, zavisiet' od Casu, preto dV,/d¢ = 0. Rovnicu,
ktort takto dostaneme, vydelime N, a vyuZijeme to, Ze podl'a Boltzmannovho
rozdelenia pouZitého pre atémy plati

N _
N1 _ (B EDAT _ JhalkT )
N,

kde symbolom @ oznacujeme (E, — E))/h.
Po naznacenych dpravach z rovnice (1) mame

P(D)bae" ™ = p(@)bi — w =0 3)

Pre vysoké teploty, teda v limite 7 — oo sa hustota Ziarenia zvécSuje. Na jednej
strane to vidno priamo z Planckovho zdkona a na druhej strane to vidime aj intui-
tivne. Ak si totiZ predstavime EM pole ako sustavu oscilatorov, potom s rasticou
teplotou budd stdle viac a viac obsadené vysSie excitované stavy tychto oscildto-
rov a strednd hodnota energie oscilatorov porastie. V limite 7 — oo st teda prvé
dva ¢leny v (3) obrovské a treti je od nich ovel'a mensi. Zddraznime, Ze w nezavisi
od teploty T. Pri T — oo sa teda prvé dva ¢leny musia skompenzovat’ navzijom.
Vtedy tiez exp(fi@/kT) — 1 a mame odtial

by =by (4)
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¢o nam hovori, Ze koeficient stimulovanej emisie je rovnako vel’ky ako koeficient
stimulovane;j absorpcie.234 Ak (4) dosadime do (3), mame

bzlp(w)[eh”'/” -1]l=w (5)

Prava strana v tejto rovnici nezavisi od 7, na 'avej strane b, od T tieZ nezavisi.
Hustota energie Ziarenia od T zavisi a jej zavislost’ musi byt taka, Ze prave skom-
penzuje zavislost’ faktoru v hranatej zatvorke od 7. Takto dostdvame

p(w)
p(w)= T (6)

kde ¢(w) zavisi iba od @, ale nie od T. V cCase, ked’ Einstein tiito pracu pisal (1917),
sa funkcia @(w) uz dala urcit z dobre zndmeho limitného tvaru p(w@) pre vel’ké
teploty (zdkon Rayleigha a Jeansa). Einstein takto vlastne znova odvodil i Planckovu
formulku. Ak ale do (5) dosadime priamo Planckov zdkon (5.7), dostaneme

ho’
w=——=b )
7526'3 21
¢o je Einsteinov vztah pre koeficient spontdnnej emisie. Keby sme by, vyjadrili
pomocou koeficientu absorpcie ur¢eného v kapitole 9, dostali by sme z rovnice

(7) po niekol’kych upravach vzt'ah
4@ .
w=§C—205H1//2rg//l dV‘ (8)

kde s, ¥ su vinové funkcie atomu v stavoch 2 a 1 (koeficient b,; bol vyjadreny
v dip6lovom pribliZen{). KonStanta a v (8) je konstantou jemne;j Struktury.

Ako historickd odbocku este uved’me, Ze Dirac priamym spdsobom vypocital
koeficient w v préci, ktora bola napisana o 10 rokov po Einsteinovej a povazuje
sa za zaciatok kvantovej tedrie pola. Dirac zapisal potencidl EM pola v tvare
ekvivalentnom (4.27) a interpretoval operdtory a,, a; ako kreaéné a anihilatné
operatory foténu. Potom napisal vyraz pre interakciu atému a EM pol'a a dosadil
don takyto zdpis pre A(r, f). Ako vysledok dostal interakény hamiltonidn obsahu-
juci vyrazy odpovedajiice kredcii a anihilécii foténu pri atomarnych prechodoch
a mohol spocitat’ aj koeficient spontdnnej emisie. Podrobnejsie o tom ale v tejto
ucebnici hovorit’ nebudeme.

4 Pre tento argument o velkosti koeficientu stimulovanej emisie sa niekedy citovany Einsteinov &lanok
povazuje za teoreticky zaklad laserov. Einstein ma v Gvode ¢lanku ale eSte jednoduchsi argument. Pred-
stavme si oscildtor (nabiti Casticu), ktord kmitd s kruhovou frekvenciou fa. Na oscildtor dopadd EM
vlna s tou istou frekvenciou. Ak elektrické pole viny a kmit oscildtora si vo faze, oscildtor absorbuje
energiu (absorpcia), ak maju opacné fazy oscilator striaca energiu a odovzdava ju pol'u (stimulovani
emisia).
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Na zaver je tazko odpustit’ si jednu nie celkom striktne fyzikalnu pozndmku.
Ked’ sa hovori o majstroch beletrie, rozoberaju sa ich diela a uvazuje sa nad tym,
v ¢om spociva genialita majstra. Vo fyzike sa to robi len zriedkavo a je to Skoda.

Citovana Einsteinova prica je nesporne genidlna a genialita je okrem iného
v tom, Ze zavazny a komplikovany problém bol maximéilne zjednoduseny do
klasicky cistej schémy myslienkového experimentu, v ktorom bol Einstein maj-
strom a virtuézom. Myslienkovy (Gedanken-) experiment tazko definovat’, ale
je to zhruba analyza fyzikalnej situécie, v ktorej ostanu podstatné crty problému
a myslienkovy experiment skiima potom logicku konzistentnost’ niekol’kych zaklad-
nych tvrdeni. V tomto pripade to boli: Planckovo rozdelenie, Boltzmannov zdkon
a vztahy pre absorpciu a emisiu Ziarenia atémami. Einsteinova praca ukéazala
konzistentnost’ veci a navyse priviedla ku vztahu (8).

V istom zmysle je Gedankenexperiment podobny skimaniu logickej konzis-
tentnosti axidmov v matematike, ale rozdiel je podstatny — fyzika nema axioma-
tickd $truktiru, jej zdkony platia len v istych situdcidch®’ a preto treba mat’ istu
konkrétnu predstavu o fyzikalnej situdcii, v ktorej konzistentnost’ danych tvrdeni
skiimame.

Keby niekto myslel, Ze vo fyzike niet krasy, poézie, ¢i umenia, nech si precita
tuto Einsteinovu pracu. Diela majstrov su uz raz také, Ze origindl je vzdy viac ako
jeho vyklad.

14.7 KVALITATiVNA DISKUSIA VZTAHU
PRE SPONTANNU EMISIU

V predoslom ¢lanku sme uviedli vztah (6.8) pre spontdnnu emisiu foténu
a sticasny prechod atému zo stavu 2 do stavu 1. Odvodenie bolo fakticky urobené
v dvoch krokoch. V prvom (kap. 9) sme uviedli vztahy pre absorpciu a stimulovant
emisiu svetla a v druhom sme na zaklade Einsteinovho myslienkového experimentu
nasli vztah medzi pravdepodobnost’ami tychto procesov a spontdnnou emisiou.
Takéto odvodenie ,,okl'ukou” trocha zakryva samotny mechanizmus spontannej
emisie. Aby sme to trocha skompenzovali, uvedieme tu niekol’ko kvalitativnych
a rozmerovych argumentov, ktoré v istom zmysle vysvetl'uji vztah (6.8).

Aj tu bude diskusia rozdelend do dvoch casti. V prvej si pripomenieme vztah
pre energiu vyZarovanu klasickym oscildtorom, v druhej prideme ku vztahu (6.8).

Casové zdvislost’ oscilujiiceho dipdlu je d = dycos ar. Intenzita vyZarovania
je imernd druhej mocnine zrychlenia, teda do vzt'ahu pre intenzitu vstipi faktor
ldI* = w'djcos’(ar). Dipélovy moment d, je imerny siéinu niboja a dizky:

s Napr. Newtonove zdkony su presné, ale neplatia vniitri atdmov, nerelativistickd kvantovii mechaniku
nemodzeme pouzit' bez jej d’alSieho rozvinutia na zrazky elementdrnych Castic pri energidch tak vyso-
kych, Ze pri zrdzke vznikaji nové Castice a pod.
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d, = ely, tak7e intenzita I bude dmernd @'e’l3cos*(ar). Spolu s faktorom e*sav Sl
stistave objavi aj faktor (4m&,)”". PretoZe sa zaujfmame o intenzitu ustrednent
cez dobu ovela vi&§iu ako je doba kmitu, ustrednime vyraz cos*(@r) v Case a pre
energiu vyZziarenu dip6lom za jednotku ¢asu mame

01}

W~— 1
4ne, M

Rozmery jednotlivych veli¢in na pravej strane su takéto

4 272

(@' =5, {a) 0 }: energia.L, [lh]=L (2)

4ne,

kde L ozna&uje rozmer dizky a druhy z vyrazov (2) sme nasli podl'a tvaru poten-
cidlnej energie v elektrostatike. Cely rozmer pravej strany v (1) teda je

0l LT
4ne, cas
Spravny rozmer ale je energia/Cas, preto pravu stranu v (1) treba este delit
tretou mocninou rychlosti. V Maxwellovych rovniciach vystupuje iba rychlost’

svetla a preto ocakdvame, Ze spravny vzorec pre energiu vyzarovanu dipélom za
jednotku ¢asu bude

4 2
w e

¢’ 4me,

gzégdam 3)

kde o= ¢*/(4m&yic) je konitanta jemnej Struktiry.

Teraz prejdeme k druhej Casti argumentu. Za¢neme tym, Ze odhadneme cas,
za ktory kmitajuci dipdl vyziari jeden fotén. Takyto fotén ma energiu %@, lebo
oscildtor kmitajici s kruhovou frekvenciou €o vysiela Ziarenie, ktoré ma tieZ tito
frekvenciu. Vyraz W uddva vyZiarent energiu za jednotku Casu, teda

_dE_AE i

e e 4
d At At @
kde At je cas, za ktory sa vyZiari jeden fotén. Zo vztahov (3) a (4) médme
1 ® ,
—=—0ul 5
A 2 ®)

Potial’ sme stdle argumentovali v rdmci klasickej fyziky, teraz vSak musime
néjst’ kvantovy analég vyrazu 3. Pre prechod atému zo stavu 2 do stavu 1 hrd
tdto ulohu maticovy element prechodu
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I — =[ysrydv (6)

Vyraz 1/(At) je zrejme pravdepodobnost’ spontdnnej emisie za jednotku Casu
Pomocou (5) a (6) takto prideme k vysledku

@ 2

1 ? |
w=—=—aua|| W, ry,dV
C2 j'/fz l//l

Y (N

ktory po ndsobeni faktorom 4/3 dé presny vysledok (6.8) z predchddzajiceho
¢lanku.

Kvalitativny argument, ktory sme tu pouzili, mé prirodzene d’aleko ku korekt-
nosti. Vo fyzike sa kvalitativne argumenty pouZivaji v dvoch kontextoch bud’ na
,uhadnutie* vysledku zatial’ nevyrieSeného problému, alebo na objasnenie vysledku
ziskaného menej prehl'adnym spdsobom (a to bol aj nas pripad) Viacero peknych
kvalitatzia\énych prikladov z kvantovej mechaniky mozno ndjst v Migdalove;j
knizke.

14.8 PRIKLADY A PROBLEMY

1. Njdite vinovii dizku elektromagnetického Ziarenia, na ktord pripadd maximum hustoty energie
Ziarenia Cierneho telesa s teplotou T = 2,7 K. Toto je zhruba teplota reliktového kozmického
Ziarenia, ktoré je vdZnym experimentdlnym argumentom pre vznik ndm zndmej Casti vesmiru
z tzv. ,,vel’kého vybuchu (big bang).

2. Odhadnite povrchovi teplotu slnka ak viete, Ze maximum vyZarovanej energie pripadd priblizne
na vlnovii dizku A = 450 nm v zelenej Gasti spektra. Predpokladajte, Ze intenzita v Ziareni slnka
je rozlozena podra vinovych diZok rovnako ako v spektre Ziarenia &ierneho telesa.

3. Vychddzajic z Planckovho zdkona ndjdite hustotu energie Ziarenia v dutine v telese zahriatom
na teplotu 7. Pri vypocte je uzitony integral

o 4
fo Clet -1 de= X

4. Odhadnite z rozmerovych a kvalitativnych argumentov hustotu energie Ziarenia v dutine v telese
zahriatom na teplotu 7.
Nivod: Hustota energie ma rozmer energia (dizka)=. Typickou energiou je vyraz kT, typickou
dizkou je hc/(energia), t. j. hic/kT Vysledok porovnajte s rieSenim predchddzajiceho prikladu

5. Vypocitajte strednud hustotu foténov v Ziareni v dutine telesa zahriateho na teplotu 7.
Ndvod: Spektrdlna hustota Ziarenia je dand Planckovym zdkonom, jeden fotén ma energiu 7.

6. Odhadnite z rozmerovych ¢i kvalitativnych argumentov strednd hustotu foténov v Ziareni Cier-
neho telesa zahriateho na teplotu 7.
Navod: Pouzite vysledok prikladu 4 a strednd hodnotu energie foténu poloZte priblizne rovnu k7.
Kedy je tento hruby odhad aspon radové spravny?

6 Migdal, A. B. Kagestvennyje metody v kvantovoj teorii. Moskva, Nauka, 1975
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10.
11.

12.

448

. Aka je entropia objemovej jednotky Ziarenia ¢ierneho telesa pri teplote 77

Ndvod: Predpokladajte, Ze pri T = 0 je entropia nulovd a predstavte si, Ze dutinu o jednotkovom
(stdlom) objeme pomaly zahrievanie z teploty 7, = 0 na teplotu 7.

. Ndjdite energiu vyZiarenu z ploSnej jednotky povrchu zahriateho (Cierneho) telesa s teplotou T

(Stefanov zdkon). Uréte energiu vyZiarent z 1 m? povrchu Slnka ak jeho Ziarenie povaZujete
za ziarenie Cierneho telesa a viete, Ze povrchova teplota slnka je okolo 6000 K.

. Urcte Specificku tepelnt kapacitu krystalu v Einsteinovom modeli. V tomto modeli chdpeme

krystal ako sdstavu oscilatorov, pricom vsetky oscildtory kmitaji s rovnakou kruhovou frekven-
ciou w. Kazdému atému pripisujeme tri takéto oscildtory — po jednom za kmitanie v smere
kazdej z osi x, y, z.

Ndvod: Pre N atémov mdme 3 N oscildtorov s kruhovymi frekvenciami @. Na vypocet energie
ststavy potrebujeme uz len poznat’ strednii hodnotu energie oscildtora pri danej teplote T.
Odhadnite alebo spocitajte dobu Zivota atdmu vodika v stave 2p.

Atém vodika sa nachddza v stave 3p. Aké prechody do stavov s niZSimi energiami st povolené
v dipdlovom pribliZeni?

Atém vodika sa nachddza v stave 3p. Ako by ste pocitali relativnu pravdepodobnost’ prechodu
do stavov 2s a 1s.



