13 SYMETRIE A ZAKONY ZACHOVANIA

13.1 TRANSFORMACIE A SYMETRIE

V tejto kapitole zovSeobecnime formalizmus, ktorym sme v 11. kapitole
opisovali roticie fyzikdlnej sustavy na pripad vSeobecnych transformécii. Pod
transformdciou stavu sdstavy si budeme, podobne ako pri rotaciach, predstavovat’
prislus$nd transforméciu (napr. posunutie, otocCenie, zrkadlové prevratenie,...)
pristroja ,,pripravujiceho uvazovany stav‘. Takejto transformacii stavu je priradeny
isty operdtor’”’ U. Stav |¢') pripraveny transformovanym pristrojom vyjadrime
pomocou pdvodného stavu |¢) nasledovne

lp) — 1¢") = Ulg) (1)

Velicina (@) je amplitidou pravdepodobnosti toho, Ze v stave l¢) ndjdeme
stav 1y). Ak Ziadame, aby sa tato veli¢ina pri transformacii nemenila, prideme
prirodzene k opisu transformacii pomocou unitarnych operatorov.

Operator U budeme nazyvat unitdrnym, ak je linearny a ak pren plati

U'u=UU"=1 2)
Ak sa stavy lg), 1) transformujd podl'a
lp) —19) =Ulg), 1) —1y)=Uly)
potom pre ne zrejme plati
(Wlo") =(ypiUUlp) = (ylp) 3
a ako Specialny pripad aj
(p'lp") =(9lp) (4)

¢o hovori, Ze norma stavu sa nemeni pri transformdcii. Sticasnd transformacia
vSetkych stavov stistavy pomocou unitirneho operdtora teda nemeni skaldrne
suciny stavovych vektorov.

Predpokladajme teraz, v analdgii s pripadom rotécii, Ze uvaZovana transformécia
stavov ststavy je opisand unitdrnym operdtorom U a pozrime sa na fyzikdlny

27V tomto ¢lédnku predpokladdme, Ze U je definovany na celom Hilbertovom priestore stavov stistavy.
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vyznam vztahu (3). Nech su stavy |¢), [y) pripravené pristrojmi I, II. Stavy 1¢"),
[y') su pripravené transformovanymi pristrojmi I, II'. Vzt'ah (3) potom hovori, Ze
amplitida (wl@) odpovedajica pdvodnym pristrojom pripravujicim stavy sa
nezmeni ak na oboch pristrojoch I, II prevedieme uvaZovani transformdiciu
a prejdeme tym od pdvodnych stavov k transformovanym®’®.

Operitor A’ spojeny s operdtorom A transforméciou (1) definujeme vzt'ahom
A — A'=UAU" 5)
Pre takto definovany operator a dva l'ubovolné stavy zrejme plati

(YAl = (YIU'UAU' Ulg) = (yiAlp) (6)

Vztah (6) hovori, Ze maticovy element typu { WlAl@) sa nezmeni, ak sicasne
transformujeme stavy (t. j. pristroje, ktoré tieto stavy pripravujui) i pristroje, ktoré
realizujii merania na tychto stavoch®”.

Predchadzajiica diskusia nebola logicky celkom doslednd. Opis transformacii
pomocou unitarnych operatorov sme totiZ motivovali tym, Ze pri transformaciach
typu (1), (2) sa nemenia skaldrne siciny ako (¥l1¢). V skutocnosti st vSak priamo
meratel'né nie amplitidy, ale pravdepodobnosti, t. j. veli¢iny typu K i), Pri
sktimani transformdacii by sme sa teda mohli obmedzit' na transformécie spinajiice
pre 'ubovol'né dva stavy ststavy nie podmienku

(W'le") =(ylp)

ale slabsiu podmienku

Ky'lp"P = Kyip)? ©)

Podl'a Wignerovej vety, ktord tu nebudeme dokazovat’, transformécie (1)
spinajiice slabsiu podmienku (7) sii dané (aZ na vyber faz stavov) bud’ unitarnymi,
alebo antiunitdrnymi operatormi. V praktickych aplikaciach sa s antiunitarnymi
operatormi stretivame iba pri ¢asovej inverzii. Zatial’ sa teda obmedzime iba na
transformdcie stavov pomocou unitarnych operatorov.

Doteraz sme sa zaujimali o transformécie stavov v ur¢itom okamihu #,. V kvan-
tovej mechanike maji vel'mi dblezitd ulohu tie transformécie, ktoré nemenia Ca-
sovy vyvoj sustavy. Nazyvame ich transformdciami symetrie, alebo stru¢nejsie,

28 Striktne vzaté, ak uvaZovand transformécia nie je sucasne symetriou, nemame fyzikdlny dovod Ziadat,
aby sa pri nej nemenili amplitidy typu (¥l1¢). Z matematického hl'adiska vSak vystac¢ime s poziadav-
kou, aby sa pri transformdcii zachovavala norma (y'ly’) = (wly) Co fyzikdlne zodpovedd tomu, Ze
normovanému stavu musi po transformécii zodpovedat’ opét’ normovany stav. Vo funkciondlnej analyze
sa ukazuje, Ze linedrny operator, ktory zachovdva normu (a je definovany na celom Hilbertovom pries-
tore) je unitdrny, t. j. zachovédva nielen normu, ale automaticky potom aj skalarny sicin.

29 porovnaj s diskusiou v &lanku 11.1.
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symetriami. Pri tychto transformacidch sa pdvodny stav |¢) a transformovany stav
lg')y = Ulg) vyvijaji v ¢ase podl'a rovnakej pohybovej rovnice. Tito formuléciu
mozno upresnit’:
Transformdciu dand od ¢asu nezdvislym unitdrnym operatorom U nazyvame
symetriou ak (v Schrodingerovom obraze) plati schéma
Ip(t0)) = 1¢/(10))
e—iH(t—t(,)/hl le_iH(t_t(')/h (8)

g/ (1)) > 19(0))

Fyzikalny obsah tejto schémy je nasledujici. Ak zo stavu l¢(t)) prejdeme
transformaciou U do stavu 1¢'(#))) a stav |¢'(zy)) nechdme vyvijat’ sa v ¢ase podl'a
Schrédingerovej rovnice s hamiltonidgnom H, dostaneme v ¢ase ¢ ten isty vysledny
stav, ako ked’ nechdme najprv stav l¢(#,)) vyvijat sa v Case a potom v Case ¢
urobime transformaciu U. N4jdeme teraz podmienku, ktord musi spiiat’ operétor
U ak md byt uvaZovand transformécia symetriou. Podmienka dana schémou (8)
zrejme hovorf:

e M Ulg(r) = U™~ (1)) ®

pricom lava strana odpovedd postupu ,,doprava“ a ,,dolu* podla Sipiek v (8)
a prava postupu ,,dolu a potom ,,doprava“. PretoZe Ziadame splnenie (9) pre
T'ubovol'né |¢(t;)) musia sa rovnat’ operatory stojace pred l¢(fy)) na oboch stranach
rovnice. Pre infinitezimalne Az = ¢ — #, vSak plati

exp(—iHA#A) = 1 — iHA#R
az (9) dostdvame podmienku
[1 - iHA#/AIU = U[1 — iHA#/R]
ktora je ekvivalentna poziadavke
[H,U1=0 (10)

Ekvivalentné odvodenie podmienky (10) dostaneme nasledujicim sposobom.
Nech l@(1)) je rieSenim Schrodingerovej rovnice

., 0
1h§|¢’(l)>= Hip()) (11)
Nasobenim zl'ava operdtorom U a vsunutim U*U = 1 na pravi stranu dostaneme

ih% Ulp()) = UHU*Ulg(s)) (12)
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Vyraz Ul@(t)) = 19'(1)) oznaCuje transformovany stavovy vektor, ktory podla
(12) splna rovnicu

ih% l@' (1)) = UHU19'(1)) (13)

Ak Ziadame — a to je len preformulovanie schémy (8) — aby |¢/(r)) spinalo td
istd SchR ako (7)) dostaneme podmienku

H=UHU" (14)

Po vyndsobeni (14) operdtorom U sprava dostaneme ihned’ podmienku (10).

Transformdcia vyjadrend operdtorom U je teda symetriou prave vtedy, ak
operator U komutuje s hamiltonidnom H, alebo — ¢o vidno zo zdpisu (10) v tvare
(14) — ak sa hamiltonian pri tejto transformacii nemeni.

Vo funkciondlnej analyze sa dokazuje, Ze kazdy unitdrny operator U moZzno
vyjadrit v tvare*'

U = exp(iA) (15)

kde A je hermitovsky operétor.
Ak U komutuje s H, potom bude s H komutovat’ aj A dané vztahom (15), t. j.

[H,A]=0 (16)

Ak U je nezdvislé od ¢asu, potom takym bude aj A. Hermitovsky operdtor A
zodpoveda urcitej fyzikélnej velicine. Pre jej strednd hodnotu v stave |()) podla
¢lanku 3.3.

d— 1
" A _EW/(t)IA, Hiy (1)) an

a podmienka (16) ukazuje, Ze A sa s Casom nemeni. Hovorime, Ze fyzikdlna veli-
¢ina A sa s ¢asom zachovdva, alebo Ze je integralom pohybu.*'!

Vidime teda, Ze kazda symetria sustavy implikuje isty zdkon zachovania. To
je jedna z pricin, pre ktoré je uréenie symetrii urcitej fyzikéalnej sistavy zvlast
dolezité. Casto totiz moZno vyriesit’ dant tilohu iba na zdklade zikonov zachovania,

219 Citatel si Pahko dokdZe sdm opatné tvrdenie: Ak A je hermitovsky, potom U dany vzfahom (15) je
unitarny.

2! Plati aj silnejSie tvrdenie (dokaz prenechdme Gitatelovi): Ak sa v Gase # ststava nachddza s pravdepo-
dobnostou p, = K& l//(to»l2 (@ly) vo vlastnom stave |1£,) operdtora A: AI,) = A,I&,), potom sa p,
s ¢asom nemeni. Pri dokaze je vhodné najprv predpokladat’ nedegenerované spektra operatorov A, H
zapisat’ p,(r) = (&lw@OX w(DI&,) a pri skimani Casovej derivacie p,(f) vyuZit to, Ze A, H majd spolotné
vlastné vektory. Potom mozno prejst’ k overeniu v§eobecného pripadu.
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bez toho, Ze by sme skiimali podrobnosti dynamiky Studovaného problému. V praxi
sa nezriedka stava, Ze symetrie sustavy st zname aj vtedy, ak mechanizmus inter-
akcie nepozndme (vieme, Ze H komutuje s uréitymi operatormi, bez toho, Ze by
sme poznali presny tvar H). Vysledky vyplyvajiice priamo z existencie symetrii si
potom ovel’a spol’ahlivejsie ako d’alSie predpovede zaloZené napriklad na modeloch
dynamického spravania sa ststavy.

13.2 GRUPY TRANSFORMACII A ICH REPREZENTACIE

V tejto ucebnici sme sa doteraz zaoberali podrobnejsie iba s transformaciami
ststavy pri rotdcidch. Tieto transformadcie fyzici najcastejSie pouzivaju a pri hl'a-
dani inych transformécii ich pouZivaji ako model, alebo vychodisko pre zovse-
obecnenie. Jednou z doleZitych vlastnosti rotacii je to, Ze tvoria grupu, t. j. zloZenim
dvoch rotacii dostaneme transformaciu, ktord mdéZeme opisat’ jedinou rotaciou.
Vsetky transformécie, s ktorymi sa v aplikdcidch stretivame tvoria tieZ grupy.
V tomto ¢lanku si preto najprv pripomenieme zdkladné vlastnosti grip, potom
zavedieme pojem reprezenticie grupy a napokon doplnime niektoré tvrdenia,
ktoré v prvej Casti lanku zdmerne neformulujeme v najvseobecnejSom tvare.

Z matematického hl'adiska mnoZinu G nazgvame grupou’"’, ak pre kazdé dva
jej prvky je definovany ich sicin, ktory je tieZ prvkom G a plati:

1. pre vSetky a, b, c € G je ndsobenie asociativne, t. j.

(ab)c = a(bc)
2. existuje jednotkovy prvok e € G taky, Ze pre kazdé a € G plati
ea=ae=a

3. ku kazdému prvku a € G existuje inverzny prvok a”' € G taky, Ze plati

Ako priklad moZno uviest’ grupu rotacii. Pod prvkom grupy chapeme maticu®"’
typu 3 x 3 R(n, Dy; i, k=1, 2, 3, kde n je os roticie a ¢ je uhol rotécie, pricom
stradnice urc¢itého bodu (x;, x,, x3) sa pri rotacii transformuji podla vztahu

xi — xi=R(n, Pyx,

212 7 tedrie grip existuje obsiahla literatira. Z monografii orientovanych na aplikdcie vo fyzike odporu-
¢ame napriklad Hammermeshovu knihu [21], alebo Barut, A. — Raczka, J. Theory of group repre-
zentations and applications. PWN, VarSava 1977.

213 Rotaciu mozno opisat’ bud’ osou rotécie na uhlom ¢, alebo trojicou Eulerovych uhlov &, 3, ¥ Predpokla-
dame, Ze Citatel je uz na zéklade kapitoly 11 spriateleny s obidvoma opismi.
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a cez opakovany index na pravej strane scitujeme od 1 po 3. Pod zloZenim dvoch
rotacii danych dvojicami (ny, ¢), (m, ©») chidpeme transforméaciu

xi— x'[=R(m, 32y R(ny, B)inx,

Da sa ukézat,, Ze zloZenie dvoch rotacii je mozné vyjadrit’ ako jedinu roticiu.
Skladanie rotécif je vzdy asociativne, jednotkovym prvkom je identicka transfor-
madcia a inverznou k danej rotécii R(n, @) je rotacia okolo tej istej osi o rovnaky
uhol v opa¢nom smere, t. j. rotacia R(n, — 9.

Este jednoduchsim prikladom je grupa rotacii v rovine, napr. grupa rotacii
okolo osi z. Predpokladdme, Ze Citatel’ sa sim presvedci o tom, Ze vSetky tri uz
uvedené poziadavky su v tomto pripade splnené.

Ak G je urcita grupa transformécii sdstavy, potom kazdému jej prvku g € G
je priradeny urcity unitdrny operator U(g) a stavy sdstavy sa transformuji podl'a
vztahu

lpy — 19" =U(g)lg) (1)

Pri rotaciach je kazdy prvok g grupy rotécii dany napriklad trojicou Eulerovych
uhlov g = (&, S, ) a prislusny operdtor U(g) md tvar

U(aa ﬂ’ ” = eXP(—iOUz) eXP(—i,BJy) exp(_i;dz)

Zlozeniu dvoch transformdcii zodpovedad vynasobenie prislusnych operatorov:
ak prvku g; € G je priradeny operétor U(g;) a prvku g, € G operdtor U(g,), potom
zlozenej transformécii (najprv g; a potom g;) odpoveda

lp) — 1¢") = U(g)lp)
lp) — 19" = U(g)l¢)
teda

lg) — 1¢") = U(g2)U(g1)l®) (2)

Stcinu g,g, odpoveda ale prvok i € G, h = g,g, a tomuto je priradeny unitarny
operator

U(h) = U(g281) (3)

Casto sa stdva, Ze plati

U(ngl) = U(gZ)U(gl) 4)

hoci fyzikdlna interpretécia tedrie pripista aj vSeobecnejsi vzt'ah medzi U(g,g),
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U(g») a U(g). Zatial’ budeme predpokladat’ platnost’ (4) a k vSeobecnému pripadu
sa vratime aZ na konci ¢lanku.

Ak plati vztah (4), potom mnoZina operdtorov U(g) priradenych vSetkym
prvkom g € G tvori tieZ grupu, o ktorej hovorime, Ze je reprezentdciou grupy G.
Jednotkovému prvku e € G je priradeny jednotkovy operdtor U(e) = 1, a prvku
g ' je priradeny operator U™'(g). Ak sa obmedzime iba na situdcie, ked vietky
operdtory U(g) st unitdrne, hovorime o unitirnych reprezentédcidch. V aplikdcidch
sa ale spravidla stretdvame iba s unitarnymi reprezentdciami a preto v d’alSom
budeme pod reprezentdciou rozumiet’ iba unitarnu reprezentaciu.

Vo fyzike pojem reprezenticie chapeme obvykle v eSte uzSom zmysle. Ak
v Hilbertovom priestore stavov sdstavy, v ktorom pdsobia operétory U(g) priradené
prvkom grupy G zvolime bézu {l¢,)}, potom su operdtorom U priradené matice

(@:ilU(g)l 1) %)
Ak operatory U(g) tvoria reprezentéciu grupy G, t. j. ak zobrazenie
g§— U (6)

zachovdva grupové vlastnosti; potom aj matice Uy(g) dané vztahom (5) tvoria
pri priradeni
g — Ui(g) (N
reprezentaciu grupy G. Sucinu dvoch prvkov grupy G je priradeny prislusny
sucin matic, t. j.
8281 — Ui(g)Ua(g2) (3)
S reprezenticiou grupy pomocou matic sme sa uZ stretli pri rotdcidch a pred

tym, neZ by sme pokracovali d’alej si to pripomenieme. Nech |j, m) pri pevnom j
aprim=—j,—j+1,...,j— L jsud vlastné vektory operdtorov momentu hybnosti

Slj, my = jGj + DIj, m)

©))
J.lj, m) = mlj, m)
Rotdcii danej Eulerovymi uhlami (&, £, §) je priradeny operdator
U(OQ ﬂa ” = eXP(—i“Jz) exp(_iﬂ“l)’) eXP(_in) (10)

a tomuto je v baze |j, m) priradena rota¢nd matica

L@ B, 9=, mi(a B, Pj. m) (a

Dvom po sebe idiicim roticidm je priradeny sicin prislusnych rotacnych matic.
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Teraz sa oboznamime s pojmom ireducibilnej reprezentécie, ale predtym si
musime este zaviest’ pojem ekvivalentnych reprezentacii.
Nech G je teda istd grupa s prvkami g;, g, ... a nech zobrazenie

g— U iLk=1,2,...n (12)

je jej reprezentdcia pomocou unitdrnych matic typu n x n. Nech d’alej S je unitdrna
matica typu n x n. Lahko sa presved¢ime o tom, Ze zobrazenie

g — Ui®) = (S);Ui(g)Sn = (8" U(8) S)i (13)

je tiez reprezenticiou grupy G. PretoZe v p6vodnom priradeni je sicinu g,g, prira-
deny sucin matic U(g)U(g,), mdame

818 — S'U(g)U(g,)S = S"U(g)SS U(.)S = U'(g1)U(g»)

a vidime, Ze aj v novom priradeni je sti¢inu prvkov priradeny stcin prisluSnych
matic. Podobne sa presvedéime o tom, Ze jednotkovému prvku je podla (13)
priradend jednotkova a inverznému prvku inverzna matica.

Prechod medzi reprezentaciami

Uig) — U(g) = S'U®)S (14)

nazyvame podobnostnou transformdciou a reprezentacie U(g), U'(g) viazané
vztahom (14) nazyvame ekvivalentnymi.

Podobnostné transformacia ma jednoduchy obsah. Uvazujme reprezenticiu
(12), pricom matice Uy(g) dané vyrazmi

Ui(g) = (@il U(@)lpi) (15)

pricom {lg;)} je urCitou bazou v priestore stavov. Ak v tomto priestore zvolime
novu bazu {l¢,)} viazani so starou podl'a

102) = Sunl Q)

kde S je unitdrna matica; potom v tejto novej baze budd operitorom U(g) priradené
matice

Ui ={@ilU(@)l i) = S5 @U@l @s)Set = (S U(8) S)ix (16)

Podobnostna transforméacia (14) teda odpoveda zmene bazy v uvaZovanom
priestore stavov.
Reprezentacie mozno v istom zmysle aj skladat’. Nech

g—Ag) i,j=1,2,..,n
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je reprezentaciou grupy G n X n rozmernymi maticami a
g_)Brs(g) ’”,S=1,2,...,m

je reprezentaciou pomocou m X m rozmernych matic. Potom moZeme vytvorit
jednoducho novi reprezentaciu maticami typu (m + n) X (m + n), pricom kazdému

prvku priradime maticu®"*
A
Clo)= [ (g)‘ ]
B(g) (17)

n m

Podobne by sme mohli postupovat’ d’alej a pridat’ d’alSiu reprezentaciu. Matica
C(g) by sa potom skladala z blokovych matic, pricom nenulové by boli iba bloky
v diagondle.

Ak (17) plati pre vSetky prvky g, hovorime, 7e reprezentdcia C(g) sa redukuje
na reprezentdcie A(g) a B(g). Tu C(g) nazyvame reducibilnou reprezentdciou.

Podstatni vlastnost’ reducibilnej reprezenticie vidno z nasledujicej tvahy.
Vektory bazy v priestore, v ktorom pdsobia matice C(g) moZno vybrat’ v tvare

kde bodky oznacuju nuly, vodorovnd ¢iara oddel'uje prvych n miest (iny vyznam
nemd) a pod kazdym vektorom sme napisali jeho ,,ndzov*. Transformécie bazy
maticami C(g) prevadzaji vektory ey,..., e, (a ich linedrne kombinécie) zas iba
na linedrne kombindcie tychto vektorov a rovnaké tvrdenie plati i pre vektory
€n+1s ---» €nem- Cely priestor je takto rozdeleny na dva podpriestory, ktoré sa pri
posobeni matic C(g) navzdjom ,,nemieSaji‘.

Tito vlastnost’ matic C(g) mozZno ,,zamaskovat™ tym, Ze prejdeme od povod-
nej bazy {e;}, k novej baze {e/} tak, Ze e/ budi linedrnymi kombinaciami vSetkych
povodnych vektorov e;. Matice C'(g) uZ potom nebudd mat” blokovo-diagondlny
tvar (17). Takéto transformdcia ale nezmeni podstatni vlastnost’ matic C(g) —
priestor stavov bude stdle rozdeleny na dve Casti, ktoré sa pri transformacidch
maticami C'(g) nemiesaju, iba vyjadrenie bdz pre tieto podpriestory (Casti) bude

214 Pre maticu C(g) plati C;j=Azpre 1 <n,j<naCyj=B;_,,;_,pren+1<i,j<n+m. Ostatné prvky C
su nulové.
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komplikovanejsie. Pojem reducibilnej reprezenticie preto zavadzame vSeobec-
nejsie.

Nech g — D(g) je reprezentdcia grupy G maticami D(g). Ak moZno pomocou
podobnostnej transformédcie D(g) — S"D(g)S previest’ vetky matice D(g) na tvar
(17), pricom n # 0, m # 0 hovorime, 7e reprezentdcia D(g) je reducibilnd. Ak to
nemozno urobit’, hovorime, Ze D(g) je ireducibilnou reprezentdciou grupy G.
Uloha, néjst’ vietky ireducibilné reprezenticie istej grupy, je dobre definovany
matematicky problém a jeho rieSenie je zname pre Siroku triedu grip, doleZiti
pre fyzikalne aplikacie.

Vyznam ireducibilnych reprezentécii sndd’ najpriamejSie vidno pri analyze
degeneracie energetického spektra v pripade symetrie istej fyzikalnej ststavy. Ak
transformécia, ktorej si priradené operatory U(g) je symetriou, potom U komutuje
s hamiltonidnom (pozri (1.10)).

Ak je stav | ) vlastnym stavom H

Hiy) = Ely) (19)
potom aj stav
) = Ulp) (20)
bude vlastnym stavom, prislichajiicim tej istej vlastnej hodnote. Skuto¢ne
Hly"y = HUly) = UHly) = UEly) = EUly) = Ely) 2D

Vlastné vektory operdtora H prislichajice danej vlastnej hodnote E tvoria
podpriestor .74 Hilbertovho priestoru . 7% vietkych stavov sistavy. Ak je sdstava
symetrickd voéi grupe symetrie G (t.j. operatory U(g) pre g € G komutuji s H),
potom sa podl'a (21) vektory z .7 transformuji opit’ na vektory z .74 Ak
v priestore .7y zavedieme bazu {ly, )}, potom pre F'ubovolné j |y, ) a pre kazdé
g plati

U(g)“//n> = ll//m>< ‘//mlu(g)l l//n> = Umn“//m> (22)

(suma cez opakované m) a matice U;(g) tvoria reprezentéciu grupy G. Ortogonalny
systém vlastnych vektorov H prisldchajicich k danej vlastnej hodnote E takto tvori
bazu reprezentdcie grupy symetrie, priCom reprezenticia je spravidla ireduci-
bilnd.*"

Tento vysledok je doleZity najmé v situdcidch, ked’ nepozname presny tvar
hamiltonidnu, ale mame informéciu o degenerdcii energetickych hladin. Z poctu

15 Ak sa stane, Ze systém vlastnych vektorov H prislusnych k danej hodnote E tvori bazu reducibilnej
reprezentécie, potom to obvykle znaci, Ze systém ma v skuto¢nosti vyssiu symetriu. Toto je aj pripad
atomu vodika, ale bliZSie sa tu s touto otdzkou nebudeme zaoberat’.
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degenerovanych stavov mozZno Casto uhddnut’ symetriu hamiltonidnu a toto je
dolezitym vodidlom pri snahe o jeho presnejSie urcenie.

Predchéadzajuice tivahy, samozrejme, nenaznacuju, Ze kazdy vlastny stav hamil-
tonidnu musi byt viacndsobne degenerovany. Kazda grupa ma totiZ aj trividlnu
jednorozmernt reprezenticiu, v ktorej kazdému g € G priradime jednotku, t. j.
maticu typu 1 x 1 a stav, ktory sa podl'a tejto reprezentacie transformuje nema
viacndsobnd degenerdciu. V pripade rotacnej grupy je takymto stavom gulova
funkcia Yoo(&, @) = (4m)™"%, ktord sa pri rotaciach nemend.

Upozornime este, Ze v pripade, Ze dané hladina je nedegenerovand, potom
stav (vlnova funkcia) m4 taku istd symetriu ako hamiltonian. (Napriklad vinova
funkcia Yy je sféricky symetrickd.) Po formdlnej stranke je to vyjadrené tym, Ze
prislusny stav je vlastnym stavom operatora symetrie.

Napokon sa vritime eSte k otdzke priradenia operdtorov U(g) jednotlivym
elementom grupy g. Pri diskusii na zaciatku ¢lanku sme predpokladali, ze pre
Tubovolny stav sustavy plati

U(g28)l9) = U(g)U(g)lp) (23)

pri¢om na pravej strane mame vysledok dvoch postupne vykonanych transformécif
odpovedajucich elementom g;, g, a na l'avej mame jedind transformaciu odpove-
dajuicu sicinu g,g;. V kvantovej mechanike je ale stav dany licom v Hilbertovom
priestore, teda stavovy vektor je urceny s presnostou na multiplikaény fazovy
faktor. Namiesto rovnice (4) teda staci pozadovat’ splnenie podmienky

U(gig2) = €““#U(g)U(g2) (24)

kde faza a(g,, g») zavisi od elementov gy, g,. Vo vicsine pripadov mozno vhod-
nym vyberom faz stavov dosiahnut to, aby sme od (24) presli k (4). Potom, tak
ako vySSie, hovorime, Ze priradenie g — U(g) je reprezentéciou grupy G. Ak plati
len vSeobecnejsi vzt'ah (24), hovorime o projektivnej reprezentacii.

Féazovych faktorov exp(ic(gi, g2)) sa v skuto¢nosti nemdzeme zbavit’ ani pri
reprezentdciach grupy rotécii odpovedajicich polociselnému spinu. Dve po sebe
iduice rotacie okolo osi z o uhol  odpovedaju identickej transformécii. V pripade
stavu so spinom 1/2 st ale tieto dve rotacie opisané sic¢inom

10
e " e = % = (cosm)1 —ic;sin® = —(0 J

Pri rotécii o 2w okolo osi z (alebo hociakej inej osi) sa teda zmeni znamienko
. 216
spinoru.

26 Reprezenticie, ktoré sme nasli v kapitole o momente hybnosti, nie sd, presne povedané, reprezenta-
ciami grupy rotdcii, ak jej pokryvajicej grupy SU(2). O tychto veciach tu ale podrobnejsie hovorit’
nebudeme.
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13.3 LIEOVE GRUPY

Vo fyzikdlnych aplikdcidch patri vyznacnd dloha Lieovym grupdm. Naznac¢ime
tu strucne ich vlastnosti, nebudeme sa vSak snaZit’ ani o rigor6znost’ ani o systema-
ticky vyklad, pdjde nim viacmenej o intuitivne pochopenie podstaty problému.>"’

Lieove grupy st nekone¢né topologické grupy, v ktorych mozno zaviest dife-
rencovatel'né suradnice. Prakticky to znamend, Ze prvky grupy moZzno oznacit
pomocou niekol’kych redlnych parametrov (sdradnic). Zadanie tychto parametrov
urcuje jednoznacne prvok grupy. Grupa je topologickd, ¢o znaci, Ze pre jej prvky su
definované pojmy ako limita postupnosti prvkov a podobne, priCom parametrizdcia
grupy je spojitd, ¢o znamend, Ze dva prvky, ktorych parametre sa malo odlisuju su
,.blizke™ (v zmysle topoldgie na grupe). Ak ide o r-parametrickd grupu (¢o znaci,
Ze prvok grupy je jednoznacne dany pomocou r redlnych parametrov), potom
pre prvky grupy zavddzame oznacenie napr.

g(ala %’ ey ar) € G (1)

alebo skratene
gme G @)

Parametre prvku grupy, ktory je si¢inom inych dvoch prvkov méZeme vyjadrit’
pomocou parametrov tychto prvkov, t. j. ak

g(}/’ s %) = g(alv LERE) ar)g(ﬂls L] ﬂr) (3)

potom
y=fi(A, .... & B, .... B) 4)

kde f; st funkcie, o ktorych predpokladdme, Ze si spojité a (nekonecne) diferenco-
vatelné.

V tomto ¢lanku sa d’alej obmedzime iba na skiimanie grip operatorov (reprezen-
tacii grip transformaécii, o ktoré sa zaujimame). Skratene budeme preto namiesto
o reprezentacii grupy hovorit’ jednoducho iba o grupe.

Na zdklade skdsenosti s momentom hybnosti a rotdciami vieme, Ze je uZitocné
Studovat’ najprv infinitezimdalne transformacie, t. j. také, ktoré sa len infinitezimélne
liSia od transformécie totoznosti (od jednotkového operdtora). Parametriziciu
prvkov grupy mozno vzdy vybrat tak, Ze jednotkovému operatoru odpovedaji
nulové hodnoty vsetkych parametrov, teda

U@, 0,0,...,0)=1

270 Lieovych grupach existuje obsiahla matematick4 literatdra. Nie vzdy sa viak terminolGgia beZne po-
uzivana vo fyzikalnej literatire kryje s tou, s ktorou sa mozno stretntt’ v matematickych monografiach.
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Pre infinitezimalnu transformaciu potom s presnost’ou do prvého radu mame

Uda, ....dap) =1- Y iAdg, )

i=1

kde A; si vhodné operatory, ktoré nazyvame generatormi grupy transformadcii.
Faktor i vo vztahu (5) je konvenciou zvolenou preto, Ze pri takejto definicii sd
generdtory A; hermitovskymi operdtormi. Vyplyva to z faktu, Ze operator U musi
byt’ unitarny. S presnostou do prvého radu musi platit’

1=UU= [1 +12A:dai](1—iiAidai] =1 +ii(Ai ~Ahde,
i=1

i=1 i=1

a dostdvame podmienku A; = A7

Infinitezimdlne transformacie v Lieovej grupe mdZeme teda zapisat’ v tvare
(5). Metédami diferencidlneho poctu sa da ukdzat, Ze podobne ako sme videli
v pripade roticii, aj vo vSeobecnom pripade sa i kone¢né transformdcie daju
parametrizovat’ (aspon v istom okoli jednotkového prvku) v tvare*'®

U(a, ..., o) = exp(-iZA;x) (6)

Podobnym postupom ako v pripade rotdcii mozno na zdklade vztahu (6)
ukazat’, Ze generatory spliaji komuta¢né vztahy

[Aiv Ak] = i;f kal- (7

kde f% si vhodné &isla a nazyvaji sa Struktirne konstanty. D4 sa ukdzat, Ze pri
zvolenej parametrizicii prvkov Lieovej grupy, Struktirne konS$tanty nezavisia od
konkrétnej reprezenticie a charakterizuji samotni grupu.”'’

Pre klasifikdciu reprezentdcii maji doleZitd dlohu kvadratické Casimirove
operatory. St to operatory vytvorené ako ,.kvadratické kombinacie® generatorov,
t. j. operatory typu

F=Y 2.AA

m,n

kde g,., su vhodné koeficienty volené tak, aby operdtor F komutoval so vSetkymi
generatormi. Vyznam Casimirovych operatorov spociva v tom, Ze v rdmci ireducibil-
nej reprezenticie si umerné jednotkovému operatoru, t. j. vSetky vektory patriace

218 yztah (6), samozrejme, plati iba pre urditi $pecidlnu volbu parametrov.
19 Pritom viacero griip, ktoré s lokdlne homomorfné md7e mat’ rovnaké truktiirne konstanty. Tieto grupy
sa liSia topologickymi vlastnostami.
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do danej reprezentécie prislichajui k rovnakej vlastnej hodnote Casimirovho ope-
ratora. Ireducibilné reprezentacie potom mozno klasifikovat’ pomocou vlastnych
hodnét Casimirovych operdtorov. V pripade grupy rotécif s generatormi J,, J, J,
je (i ked’ sme to tak nenazyvali) Casimirovym operatorom J* = J% + J3 + J2.

Pre spojité grupy symetrii platia vSetky tvrdenia, ktoré sme v predchddzajicich
¢lankoch tejto kapitoly uviedli pre pripad l'ubovolnej grupy. Zastavime sa bliZsie
iba pri stvise symetrii so zdkonmi zachovania, ktory mozno sformulovat’ nasle-
dovne:

Ak hamiltonidn sustavy je invariantny voci r-parametrickej grupe symetrii,
potom pre ststavu plati r nezdvislych zdkonov zachovania, pricom zachovéavajicim
sa veli¢indm odpovedaju (v kvantovomechanickom zmysle ako operatory prira-
dené veli€ine) generétory grupy.

Dokaz tohto tvrdenia je jednoduchy, ak si uvedomime, Ze transformaécie z grupy
moZzno vyjadrit' v tvare (6), ¢o je analogicky vyraz ako (1.15). Potom uz I'ahko
prideme k zdkonom zachovania analogickym (1.17).

13.4 TRANSLACIE V CASE A V PRIESTORE.
ZACHOVANIE ENERGIE A HYBNOSTI

Jednoduchym prikladom transformécie fyzikélnej sdstavy je jej translacia
(posunutie) v priestore. Fyzikdlne je tato transformécia definovana tak, ze pri-
stroje, pripravujlice stavy, premiestnime (pri zachovani ich orientdcie) na iné
miesto v priestore — posunieme ich o vektor a. Nasou tlohou je teraz ,,uhadnut™,
aky opertor prislicha takejto transformdcii.”** Odpoved’ je takmer zrejm4 v stirad-
nicovej reprezentacii pre pripad jednej bezspinovej Castice.

Uvazujme pre jednoduchost’ posunutie o vzdialenost’ € v smere osi x. Ak bol
stav pdvodnej ststavy dany vinovou funkciou y(x, y, z), potom posunutému stavu
bude zodpovedat funkcia ¥'(x, y, z), ktord v bode (x, y, z) bude taka istd, aka bola
funkcia yv bode (x — &, y, 7). Plati teda

'//(xvy,z)=l//(x—&y72) (1)

Pre infinitezimdlne £ méZeme pravi stranu v (1) rozvinit’ do Taylorovho radu
a ponechat’ len linedrne ¢leny. Dostaneme

ad
l//,(xvyv Z)z W(.X, yv Z) - &

a'//(x’va)=(l_i%pr l//(xMy’ Z) (2)

0 Translécie v priestore tvoria grupu: vykonanie dvoch translacii po sebe sa d4 nahradit’ jedinou translciou.
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kde p, = —iA ai je operétor x-ovej zloZky hybnosti. Transl4ciu o konecnu vzdia-
X

lenost’ v smere osi x si mozno predstavit’ ako zloZenu z infinitezimalnych trans-
form4cii. Ak by sme postupovali obdobne ako pri rovniciach (11.2.13), dostali
by sme pre transléciu o vzdialenost’ a v smere osi x vyjadrenie

v'(x, y, z) = exp (—i%pxj wx, y, 2) (3)

V analdgii so vztahom (3) potom predpokladdme, Ze i vo vSeobecnom pripade
lubovolnej fyzikalnej sistavy plati pre jej transldciu o vektor a:

N

W) — 1p") exp—i%lm @)

kde P je operitor celkovej hybnosti sdstavy. Ak ststava je translane invariantn4,
t. j. ak operéatory hybnosti komutuji s hamiltonidnom, potom sa vektor hybnosti
bude zachovavat’. Zachovanie hybnosti teda suvisi bezprostredne s transla¢nou
invariantnostou.

Spomenieme na tomto mieste d’als{ ddlezity zakon zachovania, a to zachovania
energie, ktory suvisi s invariantnostou vodi translacidm v ¢ase. Transldcie v ¢ase
st transformécie, ktoré nezodpovedaju presne diskusii v prvom ¢lanku, kde sme
uvazovali transformdcie sistavy v danom okamihu. Fyzikalne si moZno translaciu
v Case ndzorne predstavit’ tak, Ze pristroj pripravujici stav sistavy ,,zapneme‘
o dobu 7neskdr ako v povodnom pripade. Pre transformovany stav potom plat{

ly'(0) — 1yt - ) ®)
Operator translécie v Case, definovany vztahom
ly'(1)) — Uly(r)) (6)

najdeme l'ahko, ak si opit’ v§imneme infinitezimélnu transformaciu
, 0 LE
ly'(t) — ly(t - &) = l—ea— ly(0)) = 1+1%H|1//(t)) 7
t
kde sme vyuzili Schrodingerovu rovnicu

in 2 1p(0) = Hiy()
ox
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Operétor transldcie v ¢ase bude (pre aa—H =01
t

U(?) = exp(+i%Hfj

Ak hamiltonidn nezavisi explicitne od Casu, bude invariantnosti voci transla-
cidm v Case (hamiltonidn trividlne komutuje sdm so sebou) zodpovedat’ zakon
zachovania energie.

13.5 PRIESTOROVA A CASOVA INVERZIA

Dolezitou symetriou mnohych kvantovomechanickych sustav je priestorova
inverzia. Ndzornd predstava o tranformécii priestorovej inverzie je o nieco tazsia
ako v doteraz diskutovanych pripadoch. Transformécie, ktoré sme zatial’ skiimali
sme si mohli predstavit’ ako transformadcie, ktoré vykondme s (makroskopickymi)
pristrojmi ,,pripravujicimi stavy* ako s celkom (t.j. napriklad hotovy pristroj
,uchopime™ a otoc¢ime). Namiesto toho by sme vSak mohli skonstruovat’ (podl'a
rovnakého vyrobného predpisu) identicky pristroj v otoCenej pozicii. Pri transfor-
mAcii priestorovej inverzie mdzeme pouZit iba tdato druhi predstavu, t. j. pristroj
pripravujlci priestorovo inverzné stavy treba osobitne ,,skonstruovat™ podla
,,vyrobného predpisu® zostaveného na zdklade vyrobného predpisu pévodného
pristroja. Aby sme mohli tento ,,novy vyrobny predpis* Specifikovat’ (hoci len
intuitivne), pozrieme sa napred, ¢o je to priestorové inverzia v klasickej fyzike,
potom Specifikujeme jej kvantovomechanicky vyznam a k transformacii pristrojov
pripravujuicich stavy sa vratime aZ na konci €lanku.

Uvazujme klasicku sdstavu n bodovych Castic bez vonkajSich vizieb. Polohy
Castic oznaéime ri(x;, y;, z;) a predpokladdme, Ze vzajomnd interakcia i-tej a j-tej
Castice je dand potencidlom Vi(Ir; — rl). Lagrangeova funkcia ststavy je:

i

1 2.2 .2 1 '
L=—) m(x +y, +z)—— V.(r—r]l 1
212 l( ! Yi 1) 22; l]( l ]) ( )

kde X' znaci sicet s vynechanim Clena j = i a bodky znamenaju derivicie podla

J
Casu. Z Eulerovych-Lagrangeovych rovnic
.. 1 .
miri=—avi22vkj(|r,.—rj|) i=1,2,...,n 2)
ki
vidno, Ze spolu s kaZzdym rieSenim {r(¢)}] bude rieSenim aj {r(?)}], ak
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ri(t) = —r(t) (3)

Hovorime, Ze rieSenie {r{(¢)}| vzniklo z pdvodného rieSenia {r(r)}| priesto-
rovou inverziou a Ze sustava opisand Lagrangeovou funkciou (1) je invariantnd
voci priestorovej inverzii.

Energia H, celkova hybnost’ P a celkovy moment hybnosti L si dané zndmymi
vztahmi

1 1 '
H =Ezi:mivi2 +EZ; Vil ;D)

P=Xmi, L=Xmrxr
l 1

Pri transformécii (3) sa uvedené veliCiny zrejme transformujui podla vztahov
H—-H=H P—->P=-P, L>L=L €))

Vyrazy H', P’ a L' st energia, hybnost' a moment hybnosti prislu$né k rieSeniu
{r(#)}. Vektory, ktoré pri priestorovej inverzii menia znamienko, nazyvame
polarnymi vektormi (napr. P), tie, ktoré znamienko nezmenia (napr. L) nazyvame
axidlnymi. Transforméciu (3) si moZno ndzorne predstavit’ ako zrkadlenie, ale nie
v obvyklom zmysle ako zrkadlenie voci rovine, ale voci bodu — zaciatku sdiradni-
covej ststavy. Pohyb transformovanej ststavy vyzerd ako zrkadlovy (v uvedenom
zmysle) obraz pohybu pdvodne;j siistavy. Specidlne je dobre si uvedomit’ nizorny
vyznam vztahu I’ = L. MdZeme si predstavit’ napriklad rotujici disk a jeho pries-
torovo inverzny obraz (voci stredu disku). Na obr. 13.1 je této situdcia nakreslena.
Aby bol obrazok nizornejsi, na disku su postavené dva predmety (Sipky). Z toho,
aké je poloha tychto predmetov na inverznom obraze vidno, Ze inverzny obraz
rotuje v rovnakom zmysle ako pdvodny a odpovedd mu teda rovnaky moment
hybnosti.

Pre udplnost’ si eSte v§imneme Co sa deje v pripade, Ze ide (stdle o klasicky)
pohyb nabitych castic vo vonkajsom elektromagnetickom poli. Pohybova rovnica
jednej Castice vo vonkajSom poli je dand vzt'ahom pre Lorentzovu silu

mr=gE+qgvx B 5)

Ak (definitoricky) predpokladdme, Ze pri priestorovej inverzii sa ndboj Castice
nemeni, potom je podla (5) zrejmé, Ze pohybové rovnice budi splnené aj po
transformadcii (3) ak sicasne transformujeme aj vonkajsie polia podl'a vztahu

E(r,t) > E'(r,f)=-E(-r,1)
(6)
B(r,t) » B'(r, t) = +B(-r, 1)
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Obr. 13.1

Citatel' sa mdze Pahko presvedgit, Ze transformované polia E' a B’ opit
spinaji Maxwellove rovnice, ak (v siilade s predpokladom o nemennosti naboja)
na pravych straniach rovnic sa hustota ndboja g nezmeni a hustota pridu j zmeni
pri priestorovej inverzii znamienko, t. j. p'(r, t) = p'(—r, 1), j(r, t) = —j(-r, 1).

Na zdklade koreSpondencie s klasickym pripadom potom priestorovou inver-
ziou nazyvame taku transformdciu ststavy

ly) — ly') =U,ly) (7

pri ktorej platia transformacné vzt'ahy typu (4), (6) pre stredné hodnoty. Pre bez-
spinovu ¢asticu Ziadame teda

(WIry'y =~ pikly)
(W1ply")y =—yiply)
(WHIy) = (pHIp)
(WILly'y= (ylLly)

Pripometime pritom, Ze v pohybovych rovniciach kvantovej mechaniky vystu-
puji namiesto intenzit elektromagnetického pol'a prislusné potencidly. Transfor-
maécii (6) zodpovedaju transformécie potencidlov podl'a vzt'ahu

®)

Ar,t)> A(r,t)=-A(-r1)
)
¢(r’ t) - ¢’(r’ t) = +¢(_r’ t)

Dve po sebe nasledujiice priestorové inverzie sd ekvivalentné transformacii
identity, preto Ziadame, aby platilo

UpUp=1 (10)
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Okrem podmienky (10) predpokladdme, Ze operator Up je unitarnys, t. j. plati
UPU;= U;UP=1 (11)

Na zdklade (10) sa moZno l'ahko presved¢it’ o tom, Ze vlastnymi hodnotami
operatora Up mdZe byt len +1 alebo —1. Naozaj ak pre stav |y) plati

Urly) = nly)
potom podl’a (10)

ly) = UpUply) = Upnlw) = nUplw) = ply)

a odtial’ dostaneme 7°= 1.

Zo vztahov (10) a (11) je sicasne vidiet’, Ze plati Up = Up teda operator Up je
hermitovsky. Zodpovedd preto urcitej fyzikdlnej veli¢ine (nemajucej klasicky
analdég), ktord volame priestorova parita. V pripade, Ze transformdcia priestorovej
inverzie je symetriou sustavy, priestorova parita sa zachovava.

Tvar operatora priestorovej parity treba spravidla v kaZzdom konkrétnom pri-
pade osobitne preskimat. Ako priklad si uvedieme pripad jednej bezspinovej
Zastice”' v skalarnom vonkaj§om potencidli. V§imneme si pritom iba siiradnicovii
reprezenticiu; stav teda bude reprezentovat’ vinova funkcia

w(r) =(rly) (12)

Explicitnym vypoctom sa moZno presvedc¢it’ o tom, Ze podmienky (8), (10),
(11) splna operator Up definovany vztahom

W(r) = (ry’y = (AU Y’y = w(-n) (13)

Vsimnime si bliZsie pripad sféricky symetrického potencidlu.
Prislusné vlnové funkcie maju tvar

cI)nlm(r) = Rnl(r) Ylm( 797 ¢) (14)

kde Y;,.(& @) st sférické funkcie. Pri inverzii r —-—r sa sférické suradnice zmenia
nasledovne

V-n-90 @—o@Q+W, r—r
Z definicie sférickych funkcif vyplyva (pozri ¢lanok 4.9)
Yin(m = 8 @+ 1) = (=1) V(8 9) (15)

21 . . - PN
S vniitornou paritou rovnou +1 (pozri diskusiu nizsie).
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a preto plati

D, (—P) = (=1)/ D, (1)

Parita stavu s orbitdlnym momentom hybnosti / je teda (—1)".

Niekedy je uZito¢né povazovat sistavy zlozené z viacerych castic za jedinu
»casticu®, najmi vtedy, ked’ sa Struktdra Castice neprejavuje (napriklad pri opise
rozptylu o-Castic na jadrach v Rutherfordovom experimente).

V pripadoch, ked’ sa Struktira Castice navonok bezprostredne neprejavuje,
moéZeme pozorovat dosledky vnitorného (orbitdlneho) pohybu subcastic ako
vnitorny moment hybnosti (spin) Castice. Tento fakt sa potom odrazi aj na trans-
formacnych vlastnostiach vlnovej funkcie Castice pri rotadciach. Podobne sa musi
prejavit' i parita sdvisiaca s orbitdlnym pohybom subcastic pri transforméciach
priestorovej inverzie. Hovorime potom o vnutornej parite opisovanej zlozenej
Castice. Podl'a toho, ¢i vnutornd parita je +1 alebo —1 transformuje sa vlnova
funkcia podla vzt'ahov

wr) = y'(r) = +y(-r) (16)

alebo
wir) > y'(r)=-y(-r)

Upozornime vSak, Ze v pripade zdpornej vnutornej parity nemdZeme esSte
z tohto faktu usudzovat’ na ,,zlozenost™ Castice, moze st o ,,pravd® vnitornd
paritu —1.

Vratme sa ete k problému fyzikalnej realizdcie priestorovoinverzného stavu.***
Takyto stav budeme musiet’ pripravit pomocou pristroja, ktory je skonstruovany
ako inverzny (,,zrkadlovy*) obraz pdvodného pristroja pripravujiceho stavy,
t. j. napriklad namiesto skrutiek s pravoto¢ivym zdvitom treba pouZzit' skrutky
s Tavotoc¢ivym zavitom a pod. Treba si vSak uvedomit’, Ze nie v kazdej situdcii
vystacime s takymito ,,zmenami vo vyrobnom postupe‘ na makroskopiskej Grovni.
V niektorych situacidch mdze byt podstatné, aby napriklad organické molekuly,
ktoré stacaju rovinu polarizovaného svetla dolava, boli nahradené (chemicky)
rovnakymi molekulami, ktoré std€ajd tato rovinu doprava. Niet apriérneho dovodu
predpokladat’, Ze sa to vZdy (aspon teoreticky) d4 realizovat’. V skuto¢nosti to ani
nie je vZdy mozné: napriklad neutrina vyskytujice sa v prirode su len ,,lavotocivé™
(t.j. priemet spinu na smer ich pohybu je —1/2). Ak vo funkcii uvaZzovaného
»pristroja®“ maji podstatnd ulohu neutrina, potom prislusny inverzny pristroj
nemozno skonstruovat’, lebo by sme museli pouzit' pravotocivé neutrina, ktoré

22 Nasledujticu diskusiu treba chépat’ ako jednoduchy ,,myslienkovy experiment*.
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neexistuji.”> Znamend to potom, e transformdcia priestorovej inverzie hoci
matematicky sformulovatelnd, sa nedd fyzikdlne realizovat. V tomto pripade
priestorova inverzia neexistuje ani ako transformdcia, a teda nemoZe byt ani
symetriou.

Skutoc¢nost’, Ze svet nie je Uplne symetricky vo¢i zdmene 'avého na pravé sa
prejavuje navonok ako nezachovanie parity v slabych interakcidch. Tento fakt
bol teoreticky predpovedany T. D. Leeom a C. N. Yangom a experimentélne
overeny v pokusoch C. S. Wu v roku 1956. Peknu diskusiu o nezachovani parity
mozno najst’ v uz viackrat citovanych Feynmanovych prednaskach.

Na zaver si vSimneme eSte jednu zaujimavd symetriu — ¢asovu inverziu. Tento
nazov uz je ustdleny, ale vystiznejSie by bolo hovorit’ o obrateni pohybu. Za¢neme
s diskusiou obratenia pohybu v klasickej mechanike.

Riesenie pohybovych rovnic (2) je jednoznacne uréend zadanim zaciato¢nych
podmienok

r(t=0)=ry
(17)
Hi=0) = v

pricom toto rieSenie je urcené jednoznacne tak pre Casy ¢ > 0 ako pre Casy 7 < 0.
Ak namiesto podmienok (17) zvolime zaciato¢né podmienky

rt=0)=ry
(18)
rt=0)=-vp

dostaneme zas jednoznacne urcené riesenie rovnic (2). Toto rieSenie oznacime
ako r{(7). RiesSenia r(¢) a ri(t) navzajom suivisia vztahom

r(t) = r(-1) (19)

Vztah (19) je dosledkom nasledujicej vlastnosti rovnic (2): ak r(f) je rieSenim
(2), potom aj ri(t) = r(—t) je rieSenim (2). Formalne to vidno z toho, Ze rovnice
(2) sa nezmenia pri zdmene® t — t' = .

Nazorna interpretdcia vzt'ahu (19) je jednoducha. Predstavme si, Ze priebeh
rieSenia r(f) pre —t; < t < 0 madme zachyteny na filme. Ak tento film pustime
v obratenom smere (od konca k zaciatku) uvidime presne to isté ako keby sme
pustili filmovy zdznam rieSenia ri(f) pre 0 < t < ;. RieSenie r{t) nazyvame Casovou
inverziou rieSenia r(r).

23 Prinajmenej neboli doteraz pozorované a nevystupujii ani v teérii slabych interakci, ktord je povazo-
vand za Standardnu. To pravda, neznamend, Ze neexistuju tedrie SpekulativnejSieho charakteru, v ktorych
sa vyskytujui pravoto€ivé neutrina.

?* Hovorime tieZ, 7 pohybové rovnice (2) si invariantné vodi inverzii Gasu. Fyzikdlnym vyjadrenim tejto
formalnej skuto¢nosti je vzt'ah (19) medzi rieSeniami r(r) a ri(t).
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Vztah medzi rieSeniami r(f) a ri(f) m6Zeme opisat’ aj nasledujicim sposobom,
podobnym tomu, ktory pouZijeme neskor v kvantovej mechanike. Stav sistavy
Castic v klasickej mechanike je dany stiradnicami a hybnostami vSetkych cCastic.
Vyraz (r, p;) budeme na chvilu nazyvat’ stavom sdstavy. T-obritenym (alebo
T-invertovanym) stavom k (r;, p;) nazveme stav (r}, p;), pricom

(i, p) =T(r, p) = (i, —py) (20)

Ak rieSenie ri(f) pohybovych rovnic (2) prebieha istou postupnostou stavov,
potom rieSenie r(¢) viazané s r(f) vztahom (19) prebieha v opa¢nom poradi
postupnostou T-obratenych stavov. Struéne je to zndzornené v nasledujicej
schéme

(r(2), p() (D, pi(?) =T(r(=7), p(=7)

(r(0), ‘Pi(O)) (r(0), pi0)) =T(r0), p0))

(r(=1), p(=7) (r(=7), pi(-7) =T(r(7), p(7)

kde na lavej strane mdme postupnost’ stavov, ktorou smerom odspodu nahor
prebieha rieSenie r(f), napravo mdme postupnost’ stavov, ktorou tieZ smerom
odspodu nahor prechddza rieSenie ri(f). Pri kazdom zo stavov rieSenia r(f) sme
zapisali aj stav, s ktorym je r(¢), r(t) zdruzeny T-obratenim.

Vztah rieseni r(t), r(t) spiﬁajﬁcich (19) ma dolezitd vlastnost’, ktori mozno
povysit na definiciu invariantnosti sistavy voc¢i obrdteniu pohybu (invariantnost’
voci inverzii ¢asu). Tato vlastnost’ je znazornend v nasledujicej schéme

(r(0), p(0)) ——=  ((0), p0)) = T(r(0), p(0))

pohybové pohybové
rovnice (2) rovnice (2) 2n

(K=, p(-7)) ——  (f(D), pi(D) = T(r(~7), p(~7))

Nech v Case t = — 7 je stavom sustavy (r(—7), p,(—7)). Tento stav dava urcité
zaciato¢né podmienky pre rovnice (2). Rovnice (2) spolu s tymito zaciatocnymi
podmienkami urcujd jednoznacne rieSenie r(f). Sledujic Casovy vyvoj rieSenia
(Tava strana schémy) prideme v ¢ase f = 0 k stavu (r(0), p,(0)). Pomocou T-obra-
tenia stavu prejdeme od (r(0), pi(0)) k stavu (r{(0), p/(0)). Tento stav urCuje isté
zaciato¢né podmienky pre rovnice (2). Prislusné rieSenie oznacime ako r{(t). Po
Case rtymto rieSenim prideme k stavu (r(7), p'(7)). Ak je tento stav rovny T-inver-
tovanému zaciatocnému stavu (r(—17), p(—17)) hovorime, Ze sistava je invariantna
voci obrateniu pohybu (invariantna voci inverzii ¢asu). V klasickej mechanike
je tato poziadavka splnend. Poznamenajme, Ze schéma (21) je len formalnym
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prepisom toho, ¢o sme vraveli o vztahu rieSeni r(¢) a ri(f) v texte medzi rovni-
cami (19) a (20) v ktorom sme hovorili o ptastani filmov s obidvoma rieSeniami.

V kvantovej mechanike postupujeme pri skimani obritenia pohybu analogicky.
Budeme sa zaoberat’ len tym najjednoduch$im pripadom — jednou bezspinovou
Casticou v poli s potencidlnou energiou V(r). Najprv zavedieme operdtor T preva-
dzajtci 'ubovolny stav 1) na stav [y'), ktory je T-obratenim stavu |y):

ly) — ly") =Tly) (22)

V analégii s (20) Ziadame, aby pre l'ubovolny stav |y) platilo

(WIHy") = yitly)

(23)
(W'ply") =<piply)
Po dosadeni (22) do (23) dostdvame pre operdtor T podmienky
T*T =1t
(24)
TpT=-p

Navyse Ziadame, aby operator T nemenil absolitnu hodnotu skaldrneho stiéinu

KTy Tyl = Kyalys)l (25)

pre l'ubovolné ly1), ;). Vdaka (25) sa nemeni pri T-obréteni ani norma stavu:
(TylTy) =(ply).

Najprirodzenejsie by bolo tak ako pri inych symetridch aj tu Ziadat’, aby T bolo
unitarnym linedrnym operatorom. Ale to nie je mozné. Predpokladajme, Ze exis-
tuje linedrny unitarny operator T, spliajtci podmienky (24). Ndsobme vzt'ah

XpPy— PX =1 (26)
zlava T a sprava T. Dostaneme tak
Tx TTp, T - T TTXT =TT 27)

Po vyuZiti (24) a T"iT = i mame z (27)

—XPx + PxX = i (28)

¢o protireci (26).
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Na uvedené protireCenie nenarazime, ak za T volime antiunitdrny operdtor.
Uved’me si najprv niekol’ko vlastnosti takychto operatorov. Operdtor T nazyvame
antilinedrnym ak plati

Tay) = a*Tly)
T(y) +l) =Tly) + Tig)

pre lubovolné stavy 1), l¢) a T'ubovol'né komplexné Cislo a. Pre antilinearne
operatory mdZeme prirodzene definovat’ operaciu hermitovského zdruZenia. Ope-
rator T™ nazyvame hermitovsky zdruzenym k antilinedrnemu operdtoru T ak pre
lubovolné stavy ly), I®) plati

(D'1y) =(@IT IY)*  kde 1Py = Tly)
Lahko sa d4 ukazat, Ze operdtor T* je opit’ antilinedrny. Antilinedrny operdtor
T sa nazyva antiunitdrny ak plati
TT"=TT=1
Lahko vidno, Ze pre antiunitarny operator T ostdva vzt'ah (25) v platnosti. Ak
predpokladdame, Ze operator T-inverzie je antiunitarny, potom na pravej strane vo
vzt'ahu (27) dostaneme
TAT=TTi*=-i
a namiesto vzt'ahu (28) dostaneme uz konzistentne
—XPy + PX = -1

V x-reprezentécii operator T-obratenia definujeme vzt'ahom

y'(n =Ty =y*n
a podl'a predchéadzajicej definicie plati T = T. Lahko sa presved¢ime, Ze tento
operator spliia vsetky poZadované vlastnosti. Zmena znamienka v druhej z rovnic
(24) pochadza z toho, Ze v x-reprezentdcii p; = —ihd/0x, a T"iT= —i. Pre skaldrny
sucin ndjdeme
(TOITyy = [(TR)*T y dx = [@y* dx = (YD) = (Dly)*

Teraz sformulujeme kritérium invariantnosti kvantovomechanickej sistavy
voci T-inverzii. Nech v Case t = —7< 0 je stistava v stave | y(—17)). Nechame sustavu
vyvijat’ sa v Case podla Schrodingerovej rovnice do ¢asu ¢ = 0 a prideme tak k stavu
ly(0)) =exp(-iH#@A)lw(—17)). Teraz urobme T-inverziu stavu a dostaneme tym
stav [y/(0)) =Tlw(0)). Tento stav sa bude s casom menit’ podla Schrodingerove;j
rovnice a v Case t = Tbudeme mat’ stav

1y (2)) =exp(=iH 7Ry (0))

Ak je tento stav T-inverziou stavu |y(—1)), z ktorého sme vysli a ak toto plati
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pre kazdy stav [y(—1)), hovorime, Ze sustava je invariantnd voci T-inverzii. Postup
je zndzorneny v nasledujuicej schéme

lp©) —— 1y 0)=TIy0)
e—iHr/h T l e—iHr/h (30)
ly-9) —— WD) =e""ly-1)

Ak je sustava invariantnd voc¢i T-inverzii musime dostat’ postupom: (za¢iname
vlavo dolu) ,,nahor, doprava, dolu* rovnaky vysledok ako jedinym krokom do-
prava.

Schéma (30) je analégiou podobnej schémy v klasickej mechanike (21) a je
blizka k vSeobecnej schéme (1.8). Fyzika za touto schémou je rovnaka ako priklad
s pistanim filmov. V kvantovej mechanike v$ak vyvoj stavu nemo6zeme ,.filmovat™
lebo hocijaké meranie by menilo stav sdstavy.

Poziadavka invariantnosti stistavy vo¢i T-inverzii je podl'a predchadzajiceho
ekvivalentna podmienke

ly'(-9) =" Te " y(-2) = Tiy(-9)

a pretoZe to ma platit’ pre kazdé |y (—7)) mame odtial’ po elementérnej iprave

T+e—iH ﬂhTe—iHT/h — 1 a1)
Pretoze T'iHT= —iT"HT mdZeme prepisat’ (31) do tvaru
e+i(T+HT) ﬂhe—iH h =1 (311)
z ¢oho mame hned’ (sta¢i vziat’ infinitezimalne T)
THT=H (32)

Ak plati (32) potom je (31") splnené pri 'ubovol'nom 7.

Pre jedind Casticu v poli s potencidlnou energiou V(r) je stav Castice dany
vlnovou funkciou y(r) a T je operdtorom komplexného zdruzenia T w(r) = w*(r).
Vyraz T'HT = H je operdtorom komplexne zdruZzenym k H. PoZziadavka (32)
potom vedie k H* = H. Pre uvazovany pripad jednej ¢astice

He—" A+ vr) (33)
2m

a skuto¢ne plati H* = H. Sustava je teda invariantnd vo¢i T-inverzii.
Ak w(r, 1) je rieSenim Schrodingerovej rovnice

L yrn = {—LA +V(r)}l//(r,t) (34)
ot 2m
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potom rieSenim, ktoré prebieha v opa¢nom poradi postupnost’ 7-inverznych stavov
je

y'(r)=Ty(r, =) = y*(r, -1) (35)

Lahko sa presvedcime o tom, Ze y*(r, —t) je skutocne rieSenim Schrodinge-
rovej rovnice (34). Stac¢i urobit’ komplexné zdruzenie (34) a formdlnu zdmenu
t—t =—t

Vzt'ah medzi rieSeniami W(r, £) a Y'(r, t) = WY*(r, —1) je takto rovnaky ako
vztah medzi rieSeniami ri(?) a ri(t) = r(—1t) v klasickej fyzike.

13.6 ZHRNUTIE

Transformacii fyzikdlnej sdistavy zodpoveda v Hilbertovom priestore stavov
transformdcia stavového vektora
ly) —ly") =Uly)

kde U je unitarny (resp. antiunitérny) operdtor transformécie. V pripade, Ze operator
transformacie komutuje s hamiltonidnom

[UHI=0

hovorime, Ze transformécia je symetriou sustavy. Pritomnost’ symetrie vedie na
zdkon zachovania veli¢iny A definovanej vztahom

U = exp(iA)

V pripade, Ze uvazujeme grupu transformdcii, potom operitory U priradené
jednotlivym transformaciam tvoria reprezentdciu grupy na Hilbertovom priestore
stavov.

V pripade grupy symetrie staciondrne stavy prislichajice urcitej vlastnej
hodnote energie tvoria bazu reprezentacie tejto grupy.

V pripade Lieovej grupy mdZeme prislusné operdtory parametrizovat’ v tvare

U(a, ..., &) = exp(-iZA;x)

kde ¢ st parametre Lieovej grupy a hermitovské operatory A, si generatory grupy,
spliajice komutaény vzt'ah

[Aia Aj] = 1Zl‘ff ijAl

kde f f] su Struktdrne konstanty grupy.
Symetria voci r-parametrickej Lieovej grupe vedie na r zdkonov zachovania
veli¢in A..
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10.

11.

13.7 PRIKLADY A PROBLEMY

. UkdZte, Ze ak linedrny operdtor zachovdva normu vektorov, potom zachovava aj skaldrny sicin

Nédvod: preskiimajte transformdciu vektorov typu I®) + Alw) kde A je vhodne &islo.

. Ukazte, Ze spinové stavy dvoch Castic so spinom 1/2 v baze lsy, 5.1, 5, S,») tvoria reducibilnd

reprezentciu grupy rotdcif. UkdZte, Ze v baze |j, m, sy, 5,) sa tito reprezentdcia rozpadne na dve
ireducibilné reprezentdcie. Urcte ich rozmer.
Ndvod: pripomeiite si ¢ldnok o CG koeficientoch z 11 kapitoly.

. Ukazte, Ze ireducibilnd reprezenticia abelovskej grupy (t. j. grupy, v ktorej grupova opericia

je komutativna) je nevyhnutne jednorozmerna.

. Ak je sustava invariantna voci priestorovej inverzii a jej hamiltonidn ma nedegenerované spek-

trum, potom vSetky staciondrne stavy majd urcitd paritu DokdZte toto tvrdenie.

. Sdstava je opisand hamiltonidnom invariantnym voci roticiam okolo osi z. Nech v tejto siistave

existuje staciondrny stav |y) s energiou E Ukézte, Ze sistava md aj staciondrny stav s rovnakou
energiou s nulovym priemetom momentu hybnosti na os z.

Niévod: symbolom R(¢)ly) oznaéme stav, ktory dostaneme zo stavu |y) roticiou o uhol ¢
okolo osi z. Preskiimajte stav

2
®) = | doR.(@)p)

. UkdZte, Ze Struktirne koeficienty grupy rotécii &; mdZeme chdpat’ ako generdtory urcitej (troj-

rozmernej) reprezentdcie tejto grupy v tomto zmysle:
Zaved’'me tri matice J;, J», J3 s maticovymi elementmi

i = &k

potom sa dd ukdzat, Ze matice J; spinaju prislu$ne komutaéné vztahy.

. V klasickej mechanike sa t'aZisko izolovanej stistavy viacerych (interagujtcich) Castic pohybuje

rovnomerne priamociaro Sformulujte a dokdZte kvantovomechanicky analdg tohto tvrdenia.
Navod: Vyuzite Ehrenfestove vety a fakt, Ze takéto sustava je translacne invariantna.

. UkdZzte, Ze Maxwellove rovnice sd invariantné voci transformdcii priestorovej parity danej

vztahmi (5.6).

. Helicita Castice je definovand ako priemet spinu Castice do smeru jej hybnosti — po formélnej

stranke je jej teda v p-priestore priradeny operator
h=s.ppi

Ako sa helicita transformuje pri P-inverzii?

Ak4 je ,,vnitornd parita® Castice s ,,vnitornym* momentom hybnosti 1, ak ide v skuto¢nosti

0 viazany stav

a) dvoch bezspinovych castic,

b) dvoch Castic so spinom 1/2 v tripletnom stave,

¢) dvoch castic so spinom 1/2 v singletnom stave.

Interakciu dvoch neutrénov pri nizkych energidch mozno opisat’ potencidlom, ktory je skaldr
voci rotdcidm sustavy a zdvisi od vzdjomnej vzdialenosti r= r; — I, dvoch neutrénov, od ich
spinov 07y, 0, a od orbitdlneho momentu hybnosti L. Niektoré ¢leny, ktoré by mohli prispievat’
k takémuto potencialu si

Vi(P) + (01, 02).LVo(P) + (01 X 02).LV3(F) + (01 + G2).1 Va(P) + (01.D( G2.0)V5(F) + (01 02)V(P)

Ktoré z potencialov Vi(r) musia byt nulové, ak st silné interakcie invariantné vo¢i P-inverzii?
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12.
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V klasickom experimente profesorky Wu a spolupracovnikov (prvé experimentalne potvrdenie
nezachovania parity v slabych interakcidch) bol Studovany rozpad jadra $9Co v silnom vonkajSom
magnetickom poli pri nizkej teplote. Toto jadro ma spin 5/2 a pomerne vel’ky magneticky mo-
ment. Nizke teploty su potrebné na to, aby ista cast’ jadier bola orientovand. Elektrony z rozpadu

60, 60N 7: - -
27Co— Ni+e =V

vyletovali prevazne proti smeru vonkajSieho magnetického pola. Tento fakt dokdzal neinvariant-
nost’ slabych interakcii voci priestorovej inverzii. Pre¢o?



