11 MOMENT HYBNOSTI. ROTACIE

11.1 UvVOD

Moment hybnosti ma v kvantovej mechanike eSte ddlezitejSiu tlohu ako
v klasickej mechanike. Mnohé vlastnosti viazanych stavov a pravdepodobnosti
prechodov mozno totiZ pochopit’ bez podrobného riesenia dynamickych rovnic,
len na zédklade znalosti momentu hybnosti uvazovanych stavov. Venujeme preto
problematike momentu hybnosti samostatnu kapitolu.

S momentom hybnosti sme sa uZ v doterajSom vyklade stretli viackrat. Hovo-

e s . . . 1 .
rili sme o orbitdlnom momente hybnosti a v kapitole 5 o spine 5 Tu jednak zo-

vSeobecnime tieto poznatky na pripad 'ubovol'ného momentu hybnosti, jednak
sa na moment hybnosti pozrieme z iného aspektu: v§imneme si jeho stvislost’
s rotaciami sledovanej fyzikalnej ststavy.

Vychodiskom pri zistovani vlastnych stavov a vlastnych hodn6t operatorov
momentu hybnosti J; (i = 1, 2, 3) budid komuta¢né Vzt’ahy181 (porovnaj s (4.9.3))

[Ji Jj] = i&ijk (D
teda komutacné vztahy pre operdtory orbitdlneho momentu hybnosti
L=Fxp )

Fyzikalnou motivéciou pre postulovanie komutacnych vztahov (1) je okrem
analdgie s orbitdlnym momentom hybnosti i stivis momentu hybnosti s rotaciami.
UkdZeme si najprv v ¢om spociva tento stvis, na jeho zaklade budeme postulovat’
vztah (1) a v d’alSom ur¢ime dosledky tohto vzt'ahu.

11.2 SUVIS MOMENTU HYBNOSTI S ROTACIAMI

Fyzikalnu analyzu problému rotécie fyzikalnej sistavy (pre s :%) sme urobili

v €lanku 5.2. Tu overime d’al$i Specidlny pripad roticie stavu bezspinovej Castice,

81V tomto vzt'ahu st operdtory J; vyjadrené v jednotkach 7, inak treba pravd stranu nasobit’ faktorom A.
V texte budeme Casto pouzivat rovnicu (1) v tom tvare ako je zapisand.
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opisaného vinovou funkciou. UvaZujme nejaky stav y(x, y, z) a pytajme sa, aka
vlnova funkcia zodpoveda tomuto stavu po roticii napriklad o uhol ¢ okolo osi z.
Pod touto nie tiplne presnou formuldciou rozumieme nasledovné: Stav ¥'(x, y, z)
je ,.pripravovany* urcitym makroskopickym pristrojom (napriklad Zeravd katéda
a $trbiny vymedzujice uzky zviazok). MdZeme si teraz predstavit’ rovnaky pristroj,
iba pootogeny vo&i pdvodnému o isty uhol. Stav pripravovany tymto pristrojom'®
oznacme Y'(x, y, 2).
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x’ X
Obr. 11.1

Obrdzok 11.1 zndzornuje rotaciu ,,pripravujiceho pristroja®. Bod A so su-
radnicami (x, y, z) je nejaky bod na pdvodnom pristroji, bod A’ so siradnicami
(x', y', ) je rovnaky bod na otocenom pristroji. Na zdklade obrazku sa dd l'ahko

P v . . oo e -183
ukazat, Ze sdradnice bodov A a A’ spolu stvisia vztahmi

x'=xcos - ysin ¢

(2)
y'=xsin ¢+ ycos ¢
Vzt'ahy (2) je uzitocné zapisat’ v maticovom tvare
3
X =) [R (D] x, 3)
k=1

182 y§imnime si, Ze argumenty funkcie ¥'(x, y, z) nepiSeme ,.s Siarkami. Argumenty so stavom nemaji
ni¢ spolo¢né, oznacuji bod v priestore (nehybny!), v ktorom nas zaujima pravdepodobnost’ registracie
&astice. V pdvodnom stave je to |w(x, y, 2)I* a v stave po roticii je to 1y'(x, y, 2)I*.

183 Upozoriiujeme na naSu znamienkovi konvenciu. Znamienko uhla roticie je dané tak, Ze kladny uhol
zodpoveda pravotocivej rotécii (t. j. proti smeru pohybu hodinovych ru¢i¢iek), v rovine x, y pri pohl'ade
zo strany kladnej polosi z. Cyklickou zdmenou x, y, z dostaneme konvencie pre roticie okolo d’alSich
osi.
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kde (xi, x5, x3) = (x', y', ), (x1, Xp, x3) = (x, y, z) a podl'a (2) pre maticu R.(2J) plati:

cos?? —sindd 0
R () =|sin¢ cos? O (4a)
0 0 1

Analégy rovnice (3) pre rotdcie o uhly ¢ okolo osi x a y moZno odvodit’
podobne. Prislusné matice budd mat’ tvar

1 0 0 cost# 0 sin??
R.(¥»=|0 cosdd —sind R (= 0 1 0 (4b)
0 sin®¢ cos?? —sin?? 0 cos?®

Pre infinitezimdlne rotcie poloZzime = £ a zanedbame v rovniciach (4) vyssie
mocniny & V tomto pribliZeni cos £~ 1, sin €= g matice R,, R,, R, prejdu na tvar

1 0 O 1 0 ¢ 1 - 0
R (=0 1 -¢ R(®»=0 1 0 R =l 1 0] (5
0 € 1 - 0 1 0O 0 1

Vsimnime si teraz, Ze ak vykondme dve roticie za sebou (vzhl'adom na r6zne osi)
tak vyslednd rotdcia zdvisi na tom, v akom poradi tieto rotdcie vykondme'**. Tak
napriklad ak vyjadrime rota¢né matice s presnostou do druhého rddu v & potom
s touto presnostou

R.(9R,(e) # R(9R(o) (6)
ale v tomto rade plati (ako sa mozno presvedcit’ priamym vypoctom)
R(9R(9R(-€) = R(&R(9) (7)

zo vztahu (7) neskdr odvodime komutaéné pravidlad (1.1). Upozornime este raz,
Ze vztahy ako (3), (6), (7) st vzt'ahy pre rotaciu makroskopického ,,pripravujiceho
pristroja®. Preto ich ,klasické odvodenie na zaklade obrdzku 11.1 ostava v plat-
nosti i v kvantovej mechanike.

Pytajme sa teraz, aky stav y'(x, y, z) pripravi pristroj pootoceny voci povodnému
podla vztahov (2). Uvazujme dva body B(x, y, z) a B'(x', y', ') pricom do bodu
B’ sa z bodu B dostaneme tou istou rotdciou, ktorou sme pootocili pristroj z po-
vodnej do novej polohy. Bod B’ je v rovnakej relativnej polohe voci pooto¢enému

18 Vykonaniu dvoch rotécii za sebou pritom zodpoved4 vyndsobenie prisluinych rotagnych matic R.
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pristroju, ako bol bod B voci pdvodnému. Je preto rozumné predpokladat’, ze y'
v bode B’ je rovnaké ako v bode B. Preto

i,y z)=wx y,2) (8)

kde argumenty spolu stvisia vztahom (2).
Obrétenim (2) pri infinitezimalnom &= £ dostaneme

x=x'+y'e y=-x'e+y, 7'=z2 )
Ak dosadime (9) na pravii stranu (8), mdme
V/'()C',y', ZI)= l//(x'+y'8,y'—x'8+, Zr)

Tato rovnica plati pre vSetky hodnoty (x', y', z'). PretoZe na oboch strandch
rovnice su tie isté premenné (x', y', z), moZeme Ciarky v argumentoch vynechat’
a napisat’

Y(x,y,2)= Wx+y&6y—x€+,2) (10)

Pravu stranu (10) teraz rozvinieme do Taylorovho radu, a pretoZe ide o infini-
tezimdlne & ponechdvame v rozvoji len ¢leny linedrne v & Dostaneme:

0 ad
l//'(x’ Y, Z): l//(x’ Y, Z) _g|:xa__y_:| l//(x’ Y, Z) (11)
)y T ox

Vyraz v hranatej zdtvorke sa rovna (i/i)L,, kde L, je z-zloZzka operétora
momentu hybnosti. Namiesto ' €asto pouZivame aj symbol U,(&)y; aby sme
znézornili, Ze ¥’ vznikla z funkcie yrotdciou o uhol € okolo osi z. Rovnicu (11)
potom prepiseme nasledovne:'®

U(oylx,y, z) = (1—%5|—z] Y(x, y, 2) (12)

Rotéciu o kone¢ny uhol ¢} okolo osi z si mdZeme pribliZne predstavit ako
vysledok 7 rotacii o uhol €= ¥n. V takomto pripade dostaneme priblizny vzt'ah

Uz(ﬂ)l//(x’ Y, Z) ~ (1_%61-;3) y/(xv Y, Z)

185 Symboliku v (12) treba podrobnejSie vysvetlit. Vyraz U.(€)y(x, y, z) neznamend pdsobenie akéhosi
operdtora na ¢islo w(x, y, z), ale ma vyznam hodnoty funkcie U, (&) y v bode (x, y, z). Trochu tazko-
péadna, ale pritom jasnejSia forma zépisu by bola [U. (&) ¥i(x, y, z).
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Posledny vzt'ah sa stane presnym, ak urobime limitu n — co. S vyuzitim zna-

meho vzt'ahu
x n
lim(l + —j =e”
n—o0 n

potom dostaneme'*
U.(Dyx, y, z)=€XP(—%€LJ9) w(x, y, 2) (13)

Doteraz sme uvazovali len roticiu okolo osi z. Vo vSeobecnom pripade si
moéZeme predstavit, Ze os roticie v priestore je dand jednotkovym vektorom n a
skimat’ rotdciu okolo tejto osi o uhol % Funkciu, ktord dostaneme touto rotaciou
z funkcie ¥ budeme oznacovat’ U, () i a prislusné zovSeobecnenie vzorca (13)
zrejme bude:

Un(DW(x, y,2) = exp[—%n.[ﬂ] w(x, y, 2) (14)

Rovnicu (14) netreba osobitne dokazovat’, pretoze vo vztahu (13) sme uvazo-
vali roticiu okolo Specidlne vybranej osi z. Faktor pod exponentom v (13) m6Zeme
preto napisat’ v tvare —in. [/4, kde n je jednotkovy vektor v smere osi z. Ak zme-
nime oznacenie siradnicovych osi, dostaneme hned’ rovnicu (14). Z rovnice (14)
vidno vyznam operdtora momentu hybnosti pre transformdiciu vinovej funkcie
pri rotaciach.

Zaujimame sa teraz o strednd hodnotu nejakej veli¢iny A v stave'®’ po rotécii

'y =Uly) (15)
Strednd hodnotu vypocitame Standardnym sposobom
(Y'IAly") = (iU AULy) (16)

Strednd hodnota veli¢iny A v stave |y/) bude teda vo vSeobecnosti odlisnad od
strednej hodnoty tejto veliiny v stave |1). Tvrdenie je, pravda, trividlne: ide o to,
7e jednym meracim pristrojom (oznacme ho M), ktory meria veli¢inu A, meriame
tito veli¢inu na dvoch ré6znym spdsobom pripravenych stavoch. Cahko si vSak

186 Rovnicu (13) sme tu odvodili intuitivne. Matematicky korektny postup by bol zaloZeny na Stoneovej
vete, s ktorou sa Citatel moZe zozndmit’ v ucebniciach funkciondlnej analyzy.

'8 Na miestach, kde je to technicky vyhodné, budeme namiesto reprezenticie pomocou vinovych funkci
pouzivat’ v§eobecny Diracov formalizmus.
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moZzno predstavit’ rovnaky pristroj M’, ktory ma voci pristroju M rovnakd polohu
(je rovnako pootoceny), ako ma pristroj pripravujuci stav 1) voéi pristroju pri-
pravujicemu stav |). Potom meranie pristrojom M’ na stavoch po rotdcii musi
davat’ statisticky rovnaké vysledky ako meranie pristrojom M na pdvodnych sta-
voch'®,

UkéaZeme si teraz, Ze ak je fyzikdlnej veliine meranej pristrojom M priradeny
operator A, potom je veli¢ine meranej pristrojom M’ priradeny operator

A’ = UAU* (17)

Skuto¢ne, operdtor U definovany v x-reprezentdcii vztahom (14) je unitdrny
U'=U"= exp(% ﬂn.[) (18)

preto strednd hodnota veliCiny A’ v stave | ') bude

(WIAly) = (yIU"UAU"Uly) = (piAly) (19)

Poznamenajme na zéaver, Ze v niektorych ucebniciach je mozné stretnit’ sa
s odlisnou definiciou rotécie. Je to tzv. pasivny zmysel, pri ktorom namiesto fyzi-
kalnej ststavy (aktivny zmysel) rotujeme sistavu stradnic v priestore. Potom sa
zaujimame o vztah medzi vlnovou funkciou (nemenného) stavu v pdvodnej
sistave a v siradnicovej sdistave po roticii.

Po formélnej stranke st oba pristupy zna¢ne podobné. Tu budeme uvazovat’
rotdcie v aktivnom zmysle.

11.3 MOMENT HYBNOSTI - VSEOBECNY PRIPAD

Doteraz sme sa zaoberali pripadom orbitdlneho momentu hybnosti a pripadom
Cisto spinového momentu hybnosti pre spin 1/2. Vo vSeobecnosti si mozné aj
pripady vyssich spinov, aj pripady, v ktorych celkovy moment hybnosti vznikne
napriklad zloZenim orbitdlneho a spinového momentu hybnosti. V tomto ¢lanku
zistime tie vlastnosti operdtorov momentu hybnosti, ktoré nezavisia od detailov
skimanej sustavy. Moment hybnosti budeme chépat’ ako trojicu operatorov

Ji, Jo, Js, spiflajﬁcich komutacné vztahy
[Ji Jj] = igzjk‘-]k (1)

Tieto vztahy moZno chdpat’ ako zovSeobecnenie vztahov [L;, L] = igly,
[Si, ;] = i1&;Sk platnych pre orbitdlny a spinovy moment hybnosti (spin 1/2).

18 Porovnaj s obdobnou diskusiou o rotécii Sternovho-Gerlachovho pristroja v kapitole o spine.
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Skutocny ddvod platnosti vztahov (1) je ale hlbsi a suvisi priamo s opisom
transformadcii vlnovych funkcif pri rotaciach.

Uvazujme urcity stav |y) a stav |y, ktory z neho dostaneme infinitezimalnou
rotdciou o uhol € okolo osi z. ZapiSeme

|l//’> = Uz(8)|y/>

Je prirodzené Ziadat', aby U,(€) bol unitdrnym operdtorom (potom {y'ly’) =
= (Yly) Ak je €infinitezimalne, méZeme zanedbat veliiny druhého radu a pisat’

U.(e)=1-1ial,
kde J, je hermitovsky, ak U,(€) md byt unitarny. Skuto¢ne
UiaU(8 = (1 —ial)( 1 +ialh) =1 —ie(d,. - J) + 0&)

kde O(&%) oznacuje veli¢iny radu £°. Ak sa md prava strana v rade €rovnat’ 1, musi
byt J, skuto€ne hermitovsky.

Rotécie maji ale mimoriadne ddleZitd vlastnost’: kone¢nu roticiu mozno zloZit
z infinitezimalnych'®. Preto, podobne ako v predchddzajicom ¢lénku, pre koneéni
rotaciu o uhol #}okolo osi z plati

, B Y .

U.(e) = hm(l —1—JZ) =exp(-idJ,)
n—yoo n

Podobne ako v predchddzajicom ¢lanku mdZeme prejst’ k rotdcidm okolo osi n

a napokon prideme k tomu, Ze pri rotécii o uhol }okolo osi n sa stav 1) zmen{ na

ly’y = U (DY) = exp(-idn.J) 1y) )

kde Ji, J,, J3 je trojica hermitovskych operdtorov.

Zdoraznime opit’, Ze na tomto Stadiu o operdtoroch Jy, J,, J; vieme len to, Ze
st hermitovské. Napriek tomu ich budeme zatial’ nazyvat’ operdtormi celkového
momentu hybnosti (v jednotkach 7).

Pre roticie stradnic plati ale vztah'’ (2.7), ktory ndm hovori, Ze tri roticie
na Pavej strane st do radu &€ tplne ekvivalentné dvom roticidm na pravej strane.

1% Neskor este uvedieme podrobnejsie, Ze tieto jednoduché tvrdenia mozno zhrnit’ tym, Ze rotacie okolo
urcitej osi tvoria spojitd grupu.

190 yztah (2.7) vyzera na prvy pohlad ako istd technické drobnost’ tykajtica sa rotacif. Nie je tomu tak; je to
vztah, v ktorom sidli ,,dusa rotacii“. Vieme uz totiz, Ze rotacie okolo uréitej osi méZeme vybudovat’
postupne z infinitezimdlnych rotacii. Vztah (2.7) ndm hovori, ako suvisia infinitezimalne roticie okolo
rdznych osi. Tym je fakticky dand celd Struktira vSetkych rotacii. Podrobnejsie sa s tymto stretneme
eSte v kapitole o symetridch.
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Toto tvrdenie musi potom platit’ pre rotaciu l'ubovol'ného stavu. Odtial’ dostdvame
podmienku (do rddu & vritane)

UieU(eU(-€) = U (e)U(e) 3

Po dosadeni vyrazov typu (2) mdme
(1 —igd, —%ngi)(l SETAR —% X1 +ied,) =
= (1 —iel, —% 1)1 —ied, —% &4

a po zachovani ¢lenov do radu £ dostaneme
Joy —Jdydie =1d; )

¢o je jeden zo vztahov (1). Ostatné dostaneme cyklickymi zimenami zo (4).

V d’alSom budeme hladat’ vlastné stavy a vlastné hodnoty momentu hybnosti
vychddzajic len zo vztahu (1). Zakladnd myslienka postupu bude po technickej
stranke vel'mi podobnd na ti, ktord sme pouZili, ked’ sme hl'adali spektrum osci-
latora Cisto algebraickymi metédami (v kap. 10).

Definujme napred operator druhej mocniny momentu hybnosti:

J=L+5+d (5)

V dobsledku (1) plati:
[ J1= [0, I = U2 P1 =0 6)
Zo §tvorice operdtorov J,, J,, J., J* vyberieme dva navzdjom komutujice: J,

a J2. Ich spolo¢né vlastné funkcie a vlastné hodnoty ozna¢ime nasledovne:

J2j, my = mlj, m)
(7
JJlj, my = mlj, m)

Z definicie (5) je pritom zrejmé, Ze 73, > 0.
PretoZe J* a J, sti hermitovské operatory, budi stavy |j, m) tvorit’ ortogonalny
systém. Ak ich normujeme na jednotku, dostaneme :

U's m'j, my = GG (8)
Zaved'me teraz operdtory J, a J_ vztahom
J.=J, +1d, O]
Vychédzajic z (1) odvodime komutacné vzt'ahy
U, dd=1, [J,Jdl=-d- [J.,d]=2d, (10)
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Podobne m6zeme odvodit’ vztahy

JJ =8 -Ji+ .

(11)
JJ, =0 -J-,

Skimajme teraz stavové vektory
lj, my, = Jd,lj,my, 1j,my_=Jd_lj, m)
PretoZe [J,, J*1=[J_, J*1=0 plati:
Jlj, my, = nilj, my, Jlj, m)_ = nilj, my-
Na zdklade prvych dvoch rovnic (10) dostaneme tieZ
Jdj, myy = Jdulj, my = {1, Jol + Jd s m) = (s + md)l, m) = (m + DIj, m),
Podobne postupujeme pri vypoéte J lj, m)_ a dostaneme:

JAdli, mh} = (m + DL, m))
(12)
JAJ, my) = (m = D{J-lj, m))

odkial’ vyplyva

Jilj, my = CjLlj, m+ 1)
(13)
J_lj, my = Cj,lj, m = 1)

Rovnice (13) ukazuji vyznam operdtorov J, a J_. Ich pdsobenim na stav |}, m)
vznikd novy stav, ktory je opit’ vlastnym stavom operdtorov J* a J,, priom
vlastnd hodnota J* je nezmenend a vlastnd hodnota J, narastie (alebo pri pdsobeni
J_ poklesne) o jednotku.

Preto niekedy nazyvame J, zvySovacim a J_ zniZovacim operdtorom. Uréime
teraz konStanty C;T,f a C;,) Vyuzijeme normovanost’ stavov |j, m) dand rovnicou
(8) a v8§imneme si, Ze operator J, je hermitovsky zdruZeny s operatorom J_. Potom
z rovnic (13) vyplyva

ICSP = (j, mi_J,1j, m)
ICSIE = (i, mid J_Lj, m)
Vyuzijeme d’alej (11) a (8) a dostaneme:

ICSHP =1 — m(m + 1)
(14)
ICS P =1 — m(m—1)
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Z rovnic (14) okamzite vyplyva ohranic¢enie
nzmm+1) 1n,>2m@m-1) pre vietky m (15)

Pri danom 7}, je teda m ohranicené zhora aj zdola. Na druhej strane pésobenim
J, na stav |j, m) dostaneme podla rovnice (13) stav lj, m + 1)), ktory méd m
o jednotku vicSie. Novy stav nedostaneme len vtedy, ak pre urCité my plati
1, = my(my +1), vtedy podla rovnice (8) sa konStanta CJ(-J,'JO v rovnici (13) rovna
nule a nedostdvame stav s vy$§im m. Takéto my oznacujeme v d’alSom symbolom
J» €ize plati :
m=<j, 1=jG+1) (16)
Podl’a (15) musi byt m ohrani¢ené aj zdola. Podobne ako v predchadzajicom
pripade musi byt’ konstanta C;Z nulova. Z rovnice (14) vidime, Ze musi platit:

=jG+ D=pu(u+1);  f=myy (17)

Rovnica (17) md rieSenia ¢ = —j, = j + 1. Prvé z nich je zrejme hladand
najmensia hodnota m. Ked’ to zhrnieme, dostdvame:

m=jG+1 (18)
m=—j,—j+1, .., j—-1,j (19)

Pri fixovanom j mo6Ze teda m nadobidat’ 2j + 1 moZnych hodndt uvedenych

v (19). ,,Pocet hodndt™ je ale celé Cislo, preto musi byt ¢islo 27 + 1 celé a aj 2j musi
byt’ celé a nezdporné. Vlastné hodnoty a vlastné stavy operatorov J* a J. majt
preto nasledujice vlastnosti:

Slj, my = j(j + DIj, m) (20)
2j = celé cislo, j >0
Jlj, m) =mlj, my, mjez(19)

Vratime sa teraz k rovniciam (13). Rovnice (14) a (15) urcujd konStanty C;f,f
a Cj(;,f az na fazovy faktor. Vyber tohto faktora je ekvivalentny vyberu relativnych
faz jednotlivych stavov |j, m). NajcastejSie sa tento vyber robi tak, aby Cj(f,f a Cj(:,f
boli redlne kladné velic¢iny. Ak vyuZijeme vztahy

JG+ D —mm+1)=G-m)(G+m+1)
JG+ D =mm-1)=G+m(G-m+1)
dostaneme

Jlj, m) = {G—m)G+m+ D}, m+ 1)
(21)
Jlj,my={G+m)(G-m+ D}, m-1)
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Féazova konvencia (21) sa niekedy nazyva Condonova-Shortleyho konvencia.
Ak si pripomenieme vztahy (9), lahko odvodime z predchddzajicich dvoch
rovnic

Jilj, m):% (G=m)G+m+ D}, m+1)+ % (G+m)G—m+ DY, m-1)
(22)
J),Ij,m):% (G=-m)G+m+ DY, m+1)— % (G+m)G—m+ D}, m=1)

Spolu so vztahmi (20) ndm posledné tri rovnice umoZiuji ndjst maticové
elementy operéatorov J,, J,, J, v 'ubovol'nom systéme funkcif |, m).

Podstatny rozdiel medzi vSeobecnym pripadom, ktory sme prave sledovali
a pripadom orbitdlneho momentu hybnosti, pri ktorom sme vychadzali z definicie
L = Fx p, je v pripustnych hodnotéch j, m. Pre orbitdlny moment hybnosti musia
byt j, m celé Cisla, kym vo vSeobecnom pripade moZu byt j a m aj polocelé (¢islo
x nazyvame polocelym, ak x = n + 1/2, n je celé). Polocelé hodnoty j sa nedaji
realizovat’ ako orbitdlny moment hybnosti, preto napriklad spin 1/2 nemo6ze mat
klasicky analég.

Vsimnime si, Ze formalizmus spinu 1/2 diskutovany v 5. kapitole nie je ni€ iné
ako pripad j = 1/2 v reprezentécii danej bazou

{i=172, m=1/2), |j=1/2, m=-1/2)}
Stavovému vektoru je potom priradend jednostipcova matica
Wy > v, =172, mly), m=1/2,-1/2 (23)
a operdtorom matica typu 2 x 2:
A— A, =12, mlAN/2, m) (24)

PretoZe vektory |j, m) tvoria tGplny systém stavov, budeme vediet’ rotaciu I'ubo-
vol'ného stavového vektora vyjadrit, ak budeme poznat, ako pdsobi operitor
roticie U na vektory |j, m), t. j. ak budeme poznat’ maticové elementy

(', m'IJlj, m) (25)

Ich vypocet je najjednoduchsi v pripade roticie o uhol ¢ okolo osi z. Potom
totiz plati

U = exp(-id.0) (26)
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a podla (20):
Ulj, m) = e, m) 27)
Vo vSeobecnom pripade rotécie okolo osi n o uhol #maticové elementy
(', m'lexp(—=ion. J)lj, m) (28)

mobZeme vypocitat pomocou vztahov (20) a (22) ak exponencidlu v (28) rozvi-
nieme do mocninového radu. Vypocet je technicky komplikovany, uvedieme iba
vysledok pre j = 1/2. Na zdklade (28) sa d4 ukéazat’, Ze spinory sa transformuju
pri rotécii o uhol & okolo osi npodla vztahu

Jrlelpenntily)

kde 0 = (0, 0, 0;) st Pauliho matice.

V aplikiciach sa Casto pouZziva iné vyjadrenie roticie, a to pomocou Eulero-
vych uhlov. Rotaciu okolo I'ubovolnej osi totiZ mozno vZdy vyjadrit’ ako zloZend
transformadciu skladajticu sa z troch Specidlnych rotacii (obr. 11.2)

a) z rotacie o uhol a okolo osi z

b) z rotacie o uhol 0 okolo (novej polohy ") osi y

¢) z rotacie o uhol y okolo (d’al$ej novej polohy) osi z.

191

Obr. 11.2

191 3 B AN . P . PR B P 4 A .
S rotovanym telesom si mdZeme mysliet’ s nim spojenu stradnicovi sustavu, ktord sa povodne kryje
s pevnou referencnou ststavou. Osi roticii, o ktorych je rec, su osi sustavy pevne spojenej s telesom,
ich poloha v priestore sa teda rotdciami postupne meni.
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Prva z tychto rotécif je zrejme opisand operatorom

exp(-iJ;. @)
druhd operatorom
exp(—iJy. @)

kde J; je operdtor momentu hybnosti vzhl'adom na novopolozeni os y. Podla
(2.17) mdzeme operator J; vyjadrit’ pomocou J,, ako

J;=UJ,U*

kde U je operdtor roticie, ktorym sme pdvodnd os y previedli do novej polohy.
Ak za U dosadime U = exp(—ia,), dostaneme

exp(—id;f) = exp(-id.@) exp(-iJ,B) exp (+iJ.)

kde J, je uz operdtor momentu hybnosti vzhl'adom na os y v jej pdvodnej (v pries-
tore nehybnej) polohe. Operétor, ktory prevddza stav sustavy z pdvodného stavu
do stavu po dvoch rotéciach (okolo osi z 0 uhol &za okolo osi y' o uhol ), potom je

Uy, = e Wi = gmiddg A,
Ak kone¢ni polohu osi z oznac¢ime ako z", mame pre tretiu roticiu operator
Us = & = Uy e U3, = e i@ g gticd:
TakZe celd roticia vyjadrend pomocou Eulerovych uhlov bude dana operatorom
U;U,; = exp(-id. @) exp(-iJ,p) exp(-iJ.p) = R(&, B, P (30)
Zo vztahov (20), (22) vyplyva, Ze pri rotacii stavu lj, m) sa nemeni kvantové
¢islo j, preto mozno pisat’
J
R(a B, i m)y= 3, (0 B m) (31)
m'==j

kde g’m, n SU rotacné matice. Vztah (31) je ich definicnym vzt'ahom.
Podl’a (30) je zrejmé, Ze rotacné matice sa daju vyjadrit’ v tvare

@{n'x m(av ﬁv ” = e_im’a_ imydjr-n'r m(ﬁ) (32)
kde
A (B = (', mlexp(=i8d,)lj, m) (33)

st Wignerove matice. Ich maticové elementy mozno vypocitat’ zo vzt'ahov (20)
a (22). V $pecidlnom pripade j = 1/2 dostaneme
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cos— —sin—

sin—  cos—
2

11.4 SKLADANIE MOMENTOV HYBNOSTI,
CLEBSCHOVE-GORDANOVE KOEFICIENTY

Moment hybnosti ststavy je Casto si¢tom momentov hybnosti dvoch alebo
viacerych podsustav. Napriklad pre elektron v centrdlne symetrickom poli sa
celkovy moment hybnosti skladd z orbitdlneho a spinového momentu hybnosti.
V atéme hélia (ak zanedbdvame spiny elektréonov) bude celkovy moment hybnosti
dany sictom orbitdlnych momentov dvoch elektrénov. V tejto Casti sa budeme
zaoberat’ s formalizmom skladania dvoch momentov hybnosti v kvantovej mecha-
nike. Situdcia je tu formdlne komplikovanejSia ako v klasickej mechanike, kde
dva momenty hybnosti L; a L, sa skladaji na vysledny moment jednoducho podl'a
pravidla s¢itania vektorov:

L = Ll + L2 (1)
Vektorovy sucet v (1) priamo implikuje nerovnosti

S kvantovym analégom tychto nerovnosti sa stretneme v d’alSom.
V kvantovej mechanike pri opise dvoch momentov hybnosti J; a J, uvazujeme
dva sdbory operatorov:

Jiodigdiadi=di + 0, + 1.
3)

Jo s o, s Jo 2 J% = J%, xt J%, yt J%,z
Jednotlivé momenty hybnosti spiiiaji komuta¢né vztahy:
[J1, s Ji, ] =1J;,; a cyklicky dalej
[Ja, 1, Jo, 5] =1Js,; a cyklicky d’alej (€))]
Ui dil = [ JiT = U1 J1 = 0
[V2.0 J3] = [y B3] = U2, J3] = 0

Spolo¢né vlastné vektory operatorov Ji a Ji, . oznaéime lj;, m) a spolo¢né
vlastné vektory operétorov J3 a J, . ako lj,, ms). Pre tieto funkcie plati

Jilji, my) = jiGiy + Dljr, my)
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J3lja, ma) = o + 1)lja, ma)
Jl,z'jb my) = mlj;, my)
Jz, 2, my) = mylj, my)

Operatory s indexom 1 pOsobia na iné premenné (len na stavy lj;, m,)) ako
operatory s indexom 2 (tie posobia len na stavy lj,, my)), a preto

kazdy operator s indexom 1 komutuje

s kazdym operatorom s indexom 2 )
Operétor celkového momentu hybnosti (dvoj€asticovej ststavy) definujeme
analogicky ako v klasickom pripadewz:
J=di+doy y=di,+do, Jdo=di+da; (6)
V dobsledku (5) plati:

o dl=id: [y, d]=id  [J ] =i,

(7)
U, =1, 1=1J., S1=0

Na zaklade predchadzajicich komutaénych vzt'ahov mozno I'ahko dokdzat’, Ze

[J, S1=143 J1=0

(3)
[J1, Jd =[5, J1=0
Rovnice (3) az (8) ukazuju, Ze zo siboru operitorov:
Jicdiydisdhda g dayido s I di dys Joa b
mozZno vybrat’ Styri navzdjom komutujice operatory.
Spravidla vyberdme sibor
Jisdtidns b 9)
alebo subor
NERNENN; (10)
Vlastné stavy suboru (9) mozno I'ahko skonstruovat. Ak ich oznac¢ime ako
lf1, j2, My, my), tak méZeme hned’ zapisat’:193
15 Jo, My, m2) = 1ji, mylja, my) (11)

192 Pri takejto definicii operatory Js, Jy, J: opisuji roticie zloZenej sdstavy. V tomto zmysle je teda defi-
nicia (6) nevyhnutna.

193 po formalnej stranke ide o tenzorovy sucin dvoch vektorov, ktory sme z matematického hladiska
striktne nedefinovali, intuitivne je vSak zrejmy. Pritom skaldmy sicin vektorov la, b) = la)lb) a
le, dy = Ic)ldy definujeme ako (c, dla, b) ={cla){dID).
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Tieto stavy tvoria tplny systém a (ak povaZujeme j, a j, za pevné) spifiaji vztah
ortogonélnosti
<jlvj27 my, m2|j1’j27 m{’ mé) = 5ml,m]'5mz m)

Pretoze m; moZe nadobidat’ (2j, + 1) a m, zase (2j, + 1) hodndt, vidime, Ze
pocet linedrne nezavislych stavov typu (11) je:

N=(2ji+ D2+ 1) (12)
Vlastng’: funkcie suboru operatorov (10) oznac¢ime ako lj, m, ji, jo); tieto stavy
zrejme spliaji rovnice :
S m i, joy = G + DI, m, i, j2)
Jjs m, ji, jo) = mlj, m, ju, ja) (13)
Jilj, m, ji, j2) = jrGo + DUy m i, o)
Jj, m, ji, joy = jaGia + DI, m, ji, jo)

Vsimnime si teraz Struktiru systému stavov lj, m, jj, j») a jeho suvis so stavmi
(11). Pretoze operatory J,, J,, J, J* spifiaji komuta¢né vztahy (3.1) mozno stavy
lj, m, j1, jo) usporiadat’ do nasledujucich skupin

{lj’j’jl’j2>’ l.]?.] - 1’j17j2>’ (RRE) l.]’ _j’jlvj2> } (14)

s roznymi hodnotami j. Najvys$Sia mozna hodnota j bude rovnakd ako najvysSia
moznd hodnota m. Takyto stav zostrojime hned’, ak si uvedomime, Ze plati

JZ = Jl,z + Jzyzi
|j1 +j2’jl +j2’j17j2>:|j17j1>|j27j2> (15)
Aplikéciou operétorov J_, (J_)% ... na stav (15) moZno podobne ako v 3. Casti
zostrojit’ systém stavov (14) prislichajuici kj = j; + jo. Stav lj, +jo, j1 +j2 — 1, j15J2)s
bude istou kombinaciou stavov ljy, ji)ljs, j2 — 1) a ljy, j1 — Dlja, jo). Ak zostrojime
kombindciu ortogondlnu k tejto, dostaneme zrejme stav
|jl +.j2 - lsjl +.j2 - 13j19j2>
Postupnou aplikaciou operatorov J_, (J_)?, ... dostaneme teraz systém stavov
(14), prislusny k j = j, + j, — I. Ak tento postup opakujeme d’alej, méZeme zostrojit
vsetky mozné systémy stavov typu (14). Hodnoty j budi pritom z mnoZiny hodndt:
jE {]1 +j2,j1 +j2—1,...|j1—j2|} (16)

Tento vysledok nie je prekvapujici, pretoZe zodpovedd presne vztahu (2)
platnému pre skladanie momentov hybnosti v klasickej mechanike. Z konstrukcie
vidime, Ze kazdy stav |j, m, j|, j,) je linedrnou kombindciou stavovlj,, m)|j,, m,)
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o mojis oy =Y, CGi, mljy, my, jo, mo)lja, mi)lja, mo) (17)

my,my

Koeficienty C(j, mlj;, my, j,, my) v rovnici (17) sa nazyvaji Clebschove-Gorda-
nove koeficienty alebo koeficienty vektorového skladania'**. UmozZiuju vyjadrit
vlastné stavy celkového momentu hybnosti a jeho tretej zloZky pomocou vlastnych
stavov momentov hybnosti podstistav. Niekedy sa tieZ pouZivaju Wignerove koefi-
cienty definované vztahom

j j2 j (_1)j1—jz+m ) . .
[ ! JZ—C(]smUlsml’.}Z’mZ)

m m, —m V2j+1

ktoré maju uzitocné vlastnosti symetrie. Tabul’ky niektorych Clebschovych-Gorda-
novych koeficientov uvddzame na konci tejto Casti. Clebschove-Gordanove koefi-
cienty su uvedené vo fazovej konvencii Condona a Shortleyho, CiZe vsetky
koeficienty su redlne. PretoZe urcuju transformdciu medzi dvoma ortogondlnymi
bazami, su tieto koeficienty elementami unitidrnej matice. Transformdcia inverzna
k (17) potom bude:

J=htia
lj1, mlja, ma) = Z C(, my + myljy, my, jo, mo)lj1, my + my, ji, jo)  (18)

J=li=Jal

Ak pdsobime operdtorom J, = J; . + J, ., na (17), vidime, Ze koeficient
C(j, mlj,, my, j», my) je nenulovy len vtedy, ak m, + m, = m. V opacnom pripade by
totiZ prava, resp. 'avd strana v rovniciach (17) a (18) zodpovedala inej hodnote J..
V rovnici (18) sme uZ tito skuto¢nost’ explicitne vyuZzili.

Niektoré najcastejSie sa vyskytuje Clebschove-Gordanove koeficienty su
uvedené v tab. 1 aZ 5.

CG, mljy, 112, my, my) Tabulka 1
J my=1/2 my=-1/2
. 12 /2 . 12 172
i 1n Jy+m+ Ji—m+
2j,+1 2j,+1
. 2 1/2 . 2 1/2
ji-172 w _ &
25, +1 2j,+1

Pre Clebschove-Gordanove koeficienty sa v literattire bezne pouZivaji aj iné oznacenia. Symbol, ktory
tu oznacujeme ako C(j, mlji, mi, j», my), sa niekedy znaci vystizne ako (j, mlji, mi, j», my) alebo ako
(Js mlji1, o, M1, m2)
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CG, mljy, 1, my

, M)

Tabulka 2

J

my,=1

my =0

my =-1

Ji+1 [

G+ m)(i +m+1)}1/2
2 +D(2j,+2)

1/2
[(jl —m+1)(j, +m+l)}

Qi +DG+D

_ ] —1/2
(ji—m)(jy—m+1)

| 2j,+D@2j,+2) |

172 r q1/2
j | Gitm)(Gi—m+1) o m (i —m)(jy+m+1)
1 2/, +D) VAGi+D 2/, +D)
. . 172 . . 12 o . 12
-1 {(/l—m)(jl—mﬂ)} _{(}1—'71)(]1"'”1)} Gy +m+D(j +m)
2j2j,+D H2ji+D (2jp2j+D
Tabulka 3
11 1
7X7
+1 1

+1/2 +1/2 1 0

+1/2 -1/2 172 1

-1/2 +1/2 172 -1

-1/2 1

Tabulka 4
32
1><l
2 +3/2 312 +172
+1 +1/2 1 +1/2 172
+1 -1/2 1/3 2/3 372 172
0 +1/2 2/3 -1/3 -1/2 -1/2
0 -1/2 2/3 173 372
-1 +1/2 173 -2/3 =372
-1 -1/2 1
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Tabulka 5

2
1x1
+2 2 1
+1 +1 1 +1 +1
+1 0 12 12 2 1 0
0 +1 12 =112 0 0 0
+1 -1 1/6 12 1/3
0 0 23 0 -1/3 2 1
-1 +1 /6  -1/2 1/3 -1 -1
0 -1 12 12 2
-1 0 12 -12 -2
-1 -1 1

V tabulkdch 3 az 5 pouZivame oznacenie

J J
M M
ny ny
m m C.G.
! 2 koeficienty

Vo vSetkych koeficientoch je vynechany symbol odmocniny. Napr. —1/3 zna-
mend koeficient v—1/3 .

Predchadzajuca Cast’ vykladu bola sndd’ trocha prili§ abstraktnd. Ilustrujme si
preto celd schému na tom najjednoduchSom priklade — skladani dvoch spinov 1/2.
Operatory momentu hybnosti ¢astic ozna¢ovanych ako 1, 2 budd potom

@ _ 1{0 1 @ _1{0 —i @ _ 11 0
Sx = — s S}' =— . s SZ = —
201 0) 2li o) 200 -1),

kde a =1 alebo a = 2 podla toho, ¢i matica pdsobi na spinor prvej alebo druhej
Castice. ZvySovacie a zniZovacie operatory pre jednotlivé Castice st

. 01
s =g +ig!® =
» o o),
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0 0
s =g —ig'¥ =
>l o)

Celkovy zniZovaci operator bude

s =(0 Oj +(0 Oj (19)
1 o), U1 o)

pri¢om prva matica posobi iba na stavy prvej a druhd iba na stavy druhej Castice.
Najvyssi priemet momentu hybnosti dostaneme vtedy, ak obe Castice st v stave

o)l <2°>

kde symbol ® znamend direktny sucin, t. j. sucin dvoch stavov zdvisiacich od
réznych premennych. Ak operdtorom (19) pdsobime na stav (20) dostaneme stav

((1)] ®[(1)J *[(f] ®((1)J an

Tento stav nie je normovany na 1, ale ako vidno z (3.14) alebo okamzite,
normovanym stavom bude

o)) =6 >

Dalsim pdsobenim operdtora S_ prideme k stavu

)eli)

Stavy (20), (22) a (23) odpovedaju celkovému spinu rovnému 1 a priemetom
na os z rovaym 1, 0, —1 v uvedenom poradi. Ostdva ndm ndjst’ eSte stav s celko-
vym momentom hybnosti 0 a priemetom na os z tieZ nulovym. Tento stav musi
byt linedrnou kombindciou ¢lenov

ofeli). + ()elo)

pri¢om koeficienty musia byt také, aby stav, ktory dostaneme, bol ortogonélny na
stav (22). Vysledok aZ na fazovy faktor, ktory urCujeme konvenciou, je zrejme

o) o{0) ) elo).
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Doteraz sme pouZivali ozna¢enie spinorov ako stipcov a operatorov ako matic,
teraz prepiSeme vysledky do tvaru pouzivaného predtym.

Stavy zloZenej sdstavy piSeme ako IS, S,, s1, s,) a stavy jednotlivych Castic
ako Is,, $.,). V oznaceni ako v rovnici (17) potom mame

1, 1,172, 1/2) = ‘l,l>‘l,l>
22/1272

AT (V! o5)
22 2 2/12 2

1
,0,1/2,12y= L|[1 1

ﬁﬂz 2>
1, -1,1/2, 1/2)= |1 _l>‘l _l>
27 2/|27 2

a napokon pre (24)

0,0, 172, 1/2) = LHl,l> 1 _EHL, _l>‘l,l>}
Jall272/[27 2/ |27 2/]272

Odtial’ porovnanim so (17) méZeme okamzite ndjst hodnoty Clebschovych-
-Gordanovych koeficientov pre tento pripad. Koeficienty, ktoré takto ziskame,
st uvedené v tab. 3. Odporticame Citatelovi, aby sa o tom presvedcil a v§imol si
pritom poznamku za ostatnou tabul’kou, kde je vysvetlené oznacenie. Pozname-
najme este, Ze niekedy sa spinové stavy Castic znacia aj symbolmi ¥,(1), (1), ¢o
oznacuje stavy so spinom ,hore*, resp. ,,dolu” pre casticu ¢islo ,,1“. V tomto
oznaceni pravd strana v druhej z rovnic (25) by bola

1
— (D) + 2(D)22),
ﬁ[z()z()wt()z()]

a Citatel’ si l'ahko prepiSe aj ostatné.

11.5 TENZOROVE OPERATORY,
WIGNEROVA-ECKARTOVA VETA

Pri vypoctoch pravdepodobnosti prechodu atému zo stavu ,,1“ do stavu ,,2%
sme sa v 9. kapitole stretli s vyrazmi typu

fg//’ﬁrl//l d’r

kde ¥ je vlnové funkcia zaciatocného a ¥ konecného stavu atému. Indexy 1, 2
boli struénym oznacenim pre tri kvantové ¢isla: hlavné, orbitdlne a magnetické.
Podrobnejsie: 1 ~ (n, [, m), 2 ~ (n', I', m"). V uvedenom maticovom elemente po-
zndme transformacné vlastnosti oboch vlnovych funkcif pri rotdcidch a spravanie
sa r pri rotacidch je tiez dobre zndme. Zakladnd myslienka je jednoduchd. Pretoze
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operdtor r sa pri rotacidch transformuje vel'mi podobne ako stav s momentom
hybnosti 1 (v zmysle uvedenom nizsie) sprava sa vyraz ry; ako stav ziskany zlo-
Zenim momentov hybnosti 1 a [. Zavislost’ skalarneho stcinu takéhoto stavu so
stavom s momentom hybnosti /' na niektorych kvantovych ¢islach je preto trividlna.
Vychédzajic len zo spravania sa funkcii ¥, ; ., W . @ Operatora r pri rotacidch
moZeme odvodit’ viaceré dolezité vlastnosti uvedeného maticového elementu.
V tejto Casti sa budeme zaoberat’ v§eobecnou formuléciou takychto tloh.
Tenzorové operitory. Uvazujme rotaciu'®’

x; — x{ = Ry, (1)
Stavy lw) sa pri rotécii (1) transformuji nasledovne
ly) — ly') = UR)y) 2)

kde U(R) je unitarny operétor priradeny rotacii (1). Operétor A sa podla (2.17)
pri rotdcii (1) transformuje nasledovne

A — A'=URAU'R) 3)
Sustavu (2L + 1) operatorov
. M=-L(-L+1),..,(L-1),L 4)

kde L je celé Cislo nazyvame (ireducibilnym) tenzorovym operdtorom, ak pri
transformacii (3) plati:

URTHU'(R) = ETuZ 4 m(R) (&)

kde matica Z};_(R) je dand rovnicou (3.31) a symbol R v (5) oznacuje Eulerove

uhly (&, B, D).

Nech I(@), j, m) oznaduje stav, pre ktory plati'”®

U@, j, m) = ji + D@, j, m)
(6)
JA(@), j, m) =ml(@), j, m)

195 v rovnici (1) pouZivame oznacenie (x, y, z) = (x1, X2, x3) a na pravej strane pouZivame sumacnui
konvenciu — s¢itavame podl'a opakovaného indexu k. Ak je rotdcia dand Eulerovymi uhlami @, §, ¥
tak matica Ry je tieZ jednoznaCne dand tymito uhlami a v podrobnom zdpise by sme mali pisat’
R(a, B, P)i. V dalsom budeme symbolom R (tam, kde to nemdZe viest’ k nedorozumeniu) oznacovat’
aj trojicu Eulerovych uhlov, urcujicich roticiu.

1% Symbol a v (@), j, m) oznatuje vietky kvantové &isla, odlisné od j, m.
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kde J?, J. sti druhd mocnina a treti komponent celkového momentu hybnosti sts-
tavy. Podl'a (3.31) pri rotécii (1) plati:

(@), j, my — UR(@, j, m) = .7 (RN, j, m) (N
Definujme teraz vektor (nie nevyhnutne normovany)
(e, T, j, m, L, M) = Til(@d, j, m") (®)
Podl'a rovnic (5) a (7) sa tento vektor pri rotacii (1) transformuje nasledovne:

UR)I(e, T, j, m, L, M) = U(R) TyU* (RUR)(@), j, m) =
= 2 T uRL e (RTi(0), j. ')
teda tak isto, ako by sa transformoval direktny siéin dvoch stavov |j, m)IL, M).
Thito skuto¢nost’ sme v zapise vektora (¢, ), Jj» m, L, M) znazornili tym, Ze do
zatvorky sme dali symboly, ktoré naznacuju, ako dany stav vznikol a mimo
zatvorku kvantové ¢isla urcujice jeho transformacné vlastnosti pri rotacidch. So
stavmi typu lj, m, L, M) sme sa uZ stretli v 4. asti a rozkladali sme ich pomocou
Clebschovych-Gordanovych koeficientov do stavov s urcitou hodnotou celkového
momentu hybnosti. D4 sa teda predpokladat’, Ze existuje systém vektorov,
(e, T, s J, W, ktoré sa transformuju pri rotaciach ako stavy s celkovym momen-
tom hybnosti J a s priemetom na os z rovnajticim sa /4, pricom
J=L+j
(ot T, jom, L.My=" Y CU, M+mlj,m, L M)(a, T, j),J, M+ m) (9)

J=IL—jl

Tato rovnica je zrejme analogicka k rovnici (4.18). Vzt'ah inverzny k vztahu
(9), ktory je analégom (4.17) moZzno potom povazovat’ za definiciu vektorov
l(a, T", j), J, 1) a ukdzat, Ze tieto vektory majii spominané vlastnosti. Z transfor-
macénych vlastnosti vektorov I, T%, j), J, 4) pri rotdcidch vyplyva, Ze
(e, T, j), J, ) je stav s celkovym momentom hybnosti J a s priemetom na os z
rovnajuicim sa fL

Pokisime sa teraz najst’ zavislost maticovych elementov

(@), ', m'ITyl(a), j, m) (10)

od kvantovych cisel m', M, m.
Vyjadrime Tyl(@), j, m) pomocou rozkladu (9) a po dosadeni do (10) mame:

(@), j', m'Til(@), j, m) =

J=L+j
D CUM+mlj,m, L M) (), ', m'N(a T, j), J. M + m) (11)

J=IL—jl
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Dva vlastné stavy operdtora J* si navzdjom ortogondlne, ak nezodpovedaji
tej istej vlastnej hodnote a to isté plati pre operdtor J,. NavySe, maticovy element
(@), j, ml(B), j, m) nezavisi od kvantového Cisla m. Toto tvrdenie dokdZzeme
o chvilu. Preto maticovy element v (11) bude nulovy pre j'# J, m'# M + m a
moZeme pisat’

(@), j, m'(e, T j), J, M +m) = S, 18, aa+my { &, jIT e, j)

Tento vztah je definiciou redukovaného maticového elementu (¢, j'lIT;ll e, j),
ktory, podl'a toho, ¢o sme vysSie povedali, zavisi iba od «, j', &, j a je rovnaky
pre vietky operdtory Ty pre rozne M. Po dosadeni dostaneme

(o, jIT e, j)

(), ), m'Til(a), j, m) = C(', m'lj, m, L, M) .
27 +1

(12)

Na pravej strane sme vynechali faktor s + m), ktory je zbytoény, pretoze
Clebschove-Gordanove koeficienty sa rovnaji nule pre m'# m + M.

Rovnica (12) sa nazyva Wignerovou-Eckartovou vetou. Fyzikdlny vyznam
Wignerovej-Eckartovej vety je v tom, Ze zavislost’ maticového elementu (12) od
magnetickych kvantovych ¢&isel m, M, m' je dand vylu¢ne Clebschovym-Gordano-
vym koeficientom. Pomer dvoch maticovych elementov pri pevnom ¢, &, j', j, L
je jednoznacéne dany vzt'ahom (12). Navyse Clebschov-Gordanov koeficient v (12)
jerdzny od nuly len vtedy, ak m'=M + ma ak IL — jl <j' < L +j. Odtial’ vyplyvaju
rozne vyberové pravidla.

Dokazeme este tvrdenie, pouzité za rovnicou (11). Podl'a neho maticovy ele-
ment {(a), j, ml(&), j, m) nezavisi od kvantového ¢&isla m, pritom nie je podstatné,
aky je vyznam kvantovych ¢&isel @, . VyuZijeme tu operitory J,, J_ a rovnice
(3.11) a (21). Podl’a nich plati:

(@), j, m+ 1)y =[G —m)G +m+ DI, j, m)
ato isté pre (&), j, m + 1). Odtial

(@), j,m+ (), j,m+1)=
[ = m)G +m+ D] (@), j, m_J (@), j, m)

Dalej plati

J (@), j,my= (= i = Il(@), j, m) =
=[j(i + 1) = m’ - m] (), j, m)
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Z dvoch poslednych rovnic dostaneme ihned’
(@), ), m+ (), j,m+1)=(a), ), ml(x), j, m)

PretoZe toto tvrdenie plati pre 'ubovolné m = —j, ..., j — 1, j, vyplyva odtial
nezdvislost’ maticového elementu od m.
Ako ilustraciu uved’me, Ze trojica operatorov (v x-reprezentécii)

1 . 1 ~
T}:—ﬁ(xﬂy), To=2, T, =E(X—IY) (13)

je v zmysle definicie (5) tenzorovym operdtorom, o ¢om sa mozno presvedcit
priamym vypoctom. V maticovom elemente typu

lysrpd'r (14)

potom mdZeme vyjadrit’ » pomocou operatorov Tjyvztahmi inverznymi k (13).
Orbitdlne kvantové cisla stavov y; a ¥ oznacme [; a . Podla tabulky 2 CG
koeficientov z predchéddzajiiceho ¢lanku je podl'a (12) i bez pocitania zrejmé, Ze
maticovy element (14) mdZe byt nenulovy iba pre I, = [; alebo [, = [; + 1 alebo
l, = I, — 1. ZloZenim momentov hybnosti /; a 1 totiz mdZeme dostat’ iba niektory
z vyS$Sie uvedenych momentov hybnosti. Z diskusie v 9. kapitole vSak vieme, Ze
pre [, = [; je maticovy element nulovy kvoli parite. Pomocou Wignerovej-Eckarto-
vej vety sme teda dokazali jednoduché vyberové pravidlo (porovnaj s kapitolou 9):
elektrické dip6lové prechody st v prvom radde mozné iba medzi stavmi, ktorych
orbitalne kvantové ¢isla sa liSia o jednotku.

11.6 ZHRNUTIE

Bez podrobnejsieho komentdra zopakujeme prehl'adne zakladné vztahy:
Operatory momentu hybnosti spliiaji komutacny vztah

[Ji il =iguhidi  (sumovanie!)

Vlastné stavy:
20 o 20 . 1 .3
J7Uj, m)y =j(j + DA7lj, m) 120,5,1,5,2,...

Jlj, my=mhlj,m) m=—j,—j+1,...,j
Pre operdtory J, = J, + iJ,, J_ = J, — iJ, plati
Julj, my = {(G = m)G +m + DY 2hlj, m+ 1)

J_lj, m)y = {(G+m)G —m+ D}Y?hlj, m—-1)
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Skladanie momentov hybnosti (definicia CG koeficientov)

I, M)y =" C(J, Miji, my, jo, m)lji, m)lja, ma)

my,my
ljla ml>|j23 m2> = ;’C(‘L n,y + m2|jla mlsts mZ)LIs my + m2>

Pri rotécii o uhol ¢*okolo osi n sa transformuju stavy podla vztahu
ly') = exp(—% n. :I] ly")
AKk je rotdcia zadand Eulerovymi uhlami a, B, ¥
ly'y = exp(— %Jﬂj exp(—%Jya)exp(—%Jza) ly) =R(a, B, ply)

Vlastné stavy momentu hybnosti sa transformuji pri rotaciach podla vztahu
(definicia Wignerovych matic)

j - . .
R(a B, Plj.my=D e " di(Bj. m')

T
m=j

11.7 PRIKLADY A PROBLEMY
1. Ndjdite stredné hodnoty operétorov J,, J, J, v stave lJ, M)!
2. Vypocitajte strednt kvadratickd odchylku
(AJ ) =(IMI(J =T ) NIM)
a to isté pre
(AT ) =(IMI(J, — T ,)’lUIM)
3. Odvod'te vzt'ah (3.29) na zdklade vzt'ahu (3.28). Navod: pouzite vztah (5.4.19).
4. NechR = exp(—ig o) (operdtor rotcie spinoru okolo osi z). UkdZte, Ze plati
o, =R*0,R=0,cos ¥-0,sin &
o, =R'0,R = 0,sin ¥ - ocos &

o.=R'o.R=o0.

Navod: pouzite vztah (5.4.19).
5. Najdite Wignerovu maticu (pozrite vztah (3.33)) pre pripad spinu 1/2.
6. Odvod'te CG koeficienty uvedené v tab. 1 vo 4. ¢lanku.
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10.
11.

12.

. UvaZzujme dve Castice so spinom 1/2 Dvojcasticova spinova funkcia mdze odpovedat’ celkovému

spinu jedna alebo nula (alebo ich superpozicii) Ndjdite operatory Py, Py, ktoré z dvojéasticovej
vinovej funkcie vyprojektujd stavy s celkovym spinom O resp 1.

. Castica so spinom 1/2 sa pohybuje v centrdlne symetrickom poli tak, Ze jej orbitdlny moment

hybnosti je / Ndjdite projekéné operdtory P, 1, P;_ 1., ktoré vyberaji z celkovej vinovej funkcie
stavy sj=1+1/2,j=1-1/2.

. Nestabilnd Castica s momentom hybnosti / a s priemetom momentu hybnosti do osi z rovnym

m sa rozpadd na dve bezspinové Castice Néjdite uhlové rozdelenie produktov rozpadu v pokojove;j
ststave rozpadajicej sa Castice.

UkdZte, Ze trojica (O, O,, 0,) tvori vektorovy operator.

UvaZzujte vinové funkcie v atdme vodika y;,,,(r) a trojicu maticovych elementov

(@1 (DX Wi (DAY, i=1,2,3

Vyjadrite x;, i = 1, 2, 3 pomocou gul'ovych funkcif Y;,,, m = -1, 0, 1, rozdel'te uhlovi a radidlnu
Cast’ maticového elementu a spocitajte pomocou CG koeficientov uhlovi ¢ast. ZovSeobecnite
potom priklad tak, Ze x; nahradite vyrazmi Y,,(# ¢) pri pevnhom A a premennom 4. Interpretujte
vysledky pomocou Wignerovej-Eckartovej vety.

Elektricky kvadrupélovy moment néboja rozloZzeného s hustotou p(r) je v klasickom pripade
definovany ako tenzor

Q.= lp(r)Bxixy - 8, AV, i k=1,2,3

PretoZe zrejme plati Q; = Qu;, £Q; = 0, md tento tenzor len 5 nezdvislych komponentov. Vyjadrite
tieto komponenty pomocou piatich veli¢in

Qu=lp(nr*You(s, 9 dv

kde m =-2,-1, 0, 1, 2 Ak4 je kvantovomechanickd analdgia tychto vztahov? Pokuste sa sfor-
mulovat’ na zdklade Wignerovej-Eckertovej vety vyberové pravidla pre elektricky kvadrupdlovy
moment.
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