10 MATEMATICKY FORMALIZMUS
KVANTOVEJ MECHANIKY

10.1 UvVOD

V doterajsom vyklade sme pouzivali formalizmus vlinovych funkcii, pomocou
ktorého sme boli schopni riesit’ v zdsade vSetky problémy tykajice sa pohybu
Castice vo vonkajSom potencidli. K vlnovym funkcidm sme prisli pomerne priro-
dzene vychédzajic z de Broglieho hypotézy a z Bornovej pravdepodobnostnej
interpretécie.

V priebehu vykladu sme vSak niekol'kokrat videli, Ze zobrazenie stavu fyzi-
kalnej ststavy pomocou stavovej vinovej funkcie nie je jedinou moznost'ou ako
postupovat’. Tak napriklad vieme, Ze stavovd vlnovd funkciu, zodpovedajticu
Tubovolnému viazanému stavu atému vodika, moZzno rozvinit’ do tiplného systému
staciondrnych stavov

‘//(r): ch,[,m,sy/n,l,m,s(r) (1)

n,l,m,s

kde n, I, m, s st po rade hlavné, orbitdlne, magnetické a spinové kvantové Cisla
a W, 1 m s(r) st prislusné vlastné funkcie hamiltonidnu. Ak pozndme hodnoty
koeficientov C,, ; . ; v rozklade (1) (a ich fyzikdlny vyznam), potom je tymto
stavova funkcia y(r) urcend jednoznacne. Preto mozu koeficienty C,, ; . , repre-
zentovat’ uvazovany stav prave tak dobre ako stavova funkcia y(r).

V tejto kapitole budeme sledovat’ problém podrobnejSie a ukdZeme si, Ze
reprezentacia stavu pomocou vlnovej funkcie i pomocou koeficientov rozvoja
typu (1) su dve konkrétne realizicie rovnakého vSeobecného pristupu.

Mnohé z postupov, ktoré tu budeme spominat’, sme tiezZ pouzili i v jednodu-
chom dvojrozmernom pripade spinového formalizmu (kapitola 5). Odportii¢ame
Citatelovi, aby si zopakoval tito kapitolu a tvrdenia d’alej uvedené ilustroval na
prikladoch matic typu 2 x 2.

V principe mdzeme s formalizmom vInovych funkcii vystacit, ale predsa je
uzitocné zozndmit’ sa i so vSeobecnou formuldciou kvantovej mechaniky. Najma
v tvahdch teoretického charakteru je vSeobecny formalizmus Casto prehl'adne;jsi
a lahSie vynikni mnohé suvislosti, ktoré si vo formalizme vlnovych funkcii
skryté v dosledku technickych podrobnosti.

Vseobecny formalizmus nie je samoviéelny. Casto i pri praktickom vypoéte je
vhodné pouzit’ takd reprezenticiu stavov uvazovaného systému, ktord co najlepsie
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zodpoveda charakteru danej tlohy. Podobne v tlohidch z mechaniky volime takd
stradnicovu sustavu, v ktorej rieSenie dlohy bude technicky jednoduché. Tato
analdgia je v skutocnosti (ako d’alej uvidime) presnejsia, ako sa azda teraz moze
zdat’. Ako ilustriciu si ukazeme priklad harmonického oscilatora.

Skusenost’ s formalizmom vInovych funkcii i s opisom $pinu naznacuje niektoré
poziadavky na vSeobecny matematicky formalizmus kvantovej mechaniky.

Predovsetkym hl'adany formalizmus musi davat’ jednoduchi moZnost’ zohl'ad-
nit’ princip superpozicie, t. j. skutocnost, Ze ak sa uvaZovana ststava moze nacha-
dzat’ v istych dvoch stavoch, potom sa moZe nachadzat' i v stave, ktory je ich
superpoziciou. Matematické objekty, ktoré budd zobrazovat’ vo formalizme stavy,
musia sa dat’ vhodne linearne ,,skladat*. Takejto poziadavke vyhovuji vektory
(prvky abstraktnych vektorovych priestorov), pre ktoré je definovana linedrna
operacia suctu a ndsobenia ¢islom. V analdgii s formalizmom vlnovych funkcii
potom ocakavame, Ze fyzikdlnym veli¢indm budd zodpovedat’ linedrne operatory
pdsobiace vo vektorovom priestore.

Vo vseobecnom formalizme musi byt zachovany i pravdepodobnostny charak-
ter jeho fyzikdlnej interpretacie. Ak uvazujeme dva stavy (vektory), potom musi
existovat’ (linearny) predpis umoziujici ndjst amplitidu pravdepodobnosti (vo
vSeobecnosti komplexné ¢islo) toho, Ze sustava nachidzajica sa v jednom zo sta-
vov sa sti¢asne nachddza i v druhom. V pripade vlnovych funkcif takejto amplitide
zodpovedal vyraz typu

[®*(Dy(p) d*r

ktory ma vsetky vlastnosti skalarneho sic¢inu dvoch vektorov. Ocakdvame teda,
Ze priestor stavov bude vektorovy priestor so skaldrnym sic¢inom. Podrobnejsia
analyza ukazuje,"’ Ze to bude Hilbertov priestor.

V nasledujicom ¢lanku matematického charakteru sa preto zozndmime s defi-
niciou a vlastnost'ami Hilbertovych priestorov a az v d’alsich ¢lankoch uvedieme
podrobnosti vS§eobecného formalizmu kvantovej mechaniky.

10. HILBERTOV PRIESTOR

V tomto ¢lanku uvedieme definiciu a vlastnosti Hilbertovho priestoru. Obme-
dzime sa pritom len na najpotrebnejSie poznatky, tplnejSiu informaciu moze
Sitatel ziskat’ z dvodnych ugebnic funkcionalnej analyzy.'™

137 Podrobnosti mozno ndjst’ v uz citovanej Diracovej monografii, ktord je pisand s velkym fyzikalnym
citom, otdzky viac matematického charakteru vSak nerozoberd. Matematickd stranka veci je mimo-
riadne presne a korektne diskutovand vo von Neumanovej klasickej monografii [18], ktord sa ale Cita
dost’ tazko.
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Vektorovy priestor. MnoZinu .Z¢, na ktorej je definovana operdcia suétu jej
prvkov (pre f, g € .24, (f + g) € .#£) a ndsobenia komplexnym ¢islom (pre c € &,
fe ., (cf) € #.) nazyvame vektorovym priestorom,"” ak plati:

1. s¢itanie je komutativne, t. j. f+ g = g + f pre Fubovolné f, g € .7

2. sCitanie je asociativne, t. j. f+ (g + h) = (f + g) + h, pre 'ubovolné f, g, h e 4

3. existuje nulovy'* prvok, t. . existuje 0 € . Z tak, Ze plati O + f = f pre lubo-
volné fe .7

4. ku kazdému prvku f € .Z/ existuje inverzny prvok —f € .Z¢ taky, Ze plati:
f+E=H=0

5. pre fubovolné f, g € .#4 a Tubovolné a, b € €plati

alf+g)=af+ag, (a+b)f=af+bf, (ab)f=a(bf)

6. 1f=fpre l'ubovolné fe .7

Prvky mnoZiny .Z4 nazyvame vektory. Odpori¢ame Citatel'ovi, aby si tito
a nasledujuce definicie a tvrdenia ilustroval na vhodnych prikladoch, akymi su:

a) mnozina vSetkych n-tic z = (zy, ..., z,), z; € & s operdciou s¢itania

(X1, ooy X)) + 1, ey V) = (X1 + Y1, ooy X+ V)
a ndsobenia ¢islom
c(xy, ...y x,) = (CX1, ..., CX,)

b) mnoZina vSetkych nekoneénych postupnosti komplexnych ¢&isel {a}7, -1,

pre ktoré existuje konecny sucet Zlan I s obdobne definovanymi operéciami,
n=1

¢) mnozina vSetkych komplexnych funkcii redlnej premennej na intervale

(—o0, ), pre ktoré existuje konecny integral z r lp(x)I*dx s obvykle defino-
n=1 e

vanymi operdciami sictu dvoch funkcif a ndsobenia funkcie ¢islom.

138 Odporti¢ame napriklad Silovovu knihu [32]. Specidlnou u&ebnicou funkcionélnej analyzy, orientova-
nou na aplikdciu v kvantovej tedrii, s skriptd MFF UK v Prahe J. Blank — P. Exner — M. Havlicek:
Vybrané kapitoly z matematické fyziky. SPN, Praha 1975 (1. diel) a 1978 (2. diel).

1%V matematickej literatire sa vektorovym priestorom nazyva mnoZina ... spolu s operdciami na nej
definovanymi. Detailmi tohto typu sa zapodievat’ nebudeme.

0 Ty sme v oznadeni neddsledni: 0 (nula) zna&i aj nulovy prvok mnoZiny M. aj nulu komplexnych cisel,
¢o st v principe dve rozne veci. V praxi sa vSak odliSné oznacenie nepouziva a z kontextu je vzdy
zrejmé, o o ide.
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Stcasne je dobre pestovat’ si i geometrickd predstavivost’ na modeli vektorov
v oby€ajnom trojrozmernom priestore. (Je to sice vektorovy priestor nad telesom
redlnych, a nie komplexnych ¢isel, ale pre mnohé tvahy to nie je podstatné.)

Skaldrny sicin. Skalarnym sic¢inom nazyvame predpis, ktory kazdym dvom

2 w7

vektorom f, g vektorového priestoru ..Z4 priradi komplexné &islo (f; g) tak, Ze plati:
L. (f, g) = (g, /)* pre l'ubovolné f, g € .
2.(f, g +h) =(f, g + (f, h) pre l'ubovolmé f, g, he .2
3.(f, cg) = c(f, g) pre l'ubovolné f, g€ .4, ce ¢
4. (f, /) J° redlne a plati (f, f) > 0 pre F'ubovolné f e .#2, pricom (f, f) = 0 len

pre f=0.
Na zdklade uvedenych vlastnosti uz mozno l'ahko dokazat’ d’alsie, ako napr.

(cf, &) =c*(f. &)

V uvedenych prikladoch vektorovych priestorov mdZeme zaviest' skaldrny
sucin nasledovne:

DEN=Y 5y B@b=yab  Ofe=] dfrxgwx)
i=1 n=1

Vo vektorovych priestoroch, na ktorych je definovany skalarny sicin, mozno
definovat’ normu (dlZku) vektora oznacend ako IIf Il vztahom

W=y (f. ) )

. L 1Al Nt 141
Pre skalarny sacin plati dolezitd Schwarzova nerovnost:

I(f, )P <IFIF Ngl? )
Nerovnost’ (2) dokdZeme I'ahko."** Utvorme pre komplexné A vyraz
0<(f-Ag.f- A9 = IfIF + g’ - Af, g) — A*(f, &)*
oznacme teraz
(. ) =, &)l.e
a zvolme A =1 e7'% ¢ redlne. Dostaneme

0<IfI+ AllgI* = 24(f, g)l

"1V pripade vektorového priestoru nad redlnymi &islami Schwarzova nerovnost’ hovori, 7e kosinus uhla
zovretého dvoma vektormi je v absolitnej hodnote mensi alebo rovny 1.
12 y§imnime si, 7e pouZijeme rovnaky trik ako pri odvodeni vztahu neurGitosti v 2. kapitole.
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¢o musi byt splnené pre vSetky redlne z. PretoZe to je kvadraticky troj¢len, musi
jeho diskriminant spliat’ podmienku

I(F, P = IIF IR NI gIF <0

¢o je vztah (2).

Vo vektorovych priestoroch s normou mozno zaviest’ prirodzene metriku a na
jej zéklade topologické pojmy. Nebudeme sa zaoberat’ tymito otdzkami, uved’'me
len definiciu konvergencie postupnosti vektorov.

Hovorime, Ze postupnost’ {f,}5-1 vektorov z normovaného vektorového
priestoru ..Z4 konverguje k vektoru f € .#Z, ak plati

limllf, - fll=0 3)
n—oo
Poznamenajme, Ze v priestore so skaldarnym st¢inom mozno zaviest' i ind
definiciu, a to slabej konvergencie. Hovorime, Ze postupnost’ {f,}- vektorov
z vektorového priestoru M konverguje k vektoru f € .Z2. v slabom zmysle, ak pre
Pubovolny vektor g € .7 plati

lim (g, f) = (8./) S

V d’alSom, ak neuvedieme inak, budeme chapat’ konvergenciu vzdy v silnom
zmysle.

Zavedieme teraz pojem Uplného priestoru.

Najprv potrebujeme pojem cauchyovskej postupnosti. O postupnosti {f;,}7 -1
hovorime, Ze je cauchyovskd, ak plati

Ve>0IMY mn>Mllf,-fll< e

O normovanom vektorovom priestore hovorime, Ze je uplny, ak v iom kazda
cauchyovskd postupnost’ md limitu, t. j. ak existuje f € . také, Ze plati lim f, = f.
n—>o0

Vo vektorovom priestore je zavedeny obvyklym spdsobom pojem linedmej
zavislosti. Hovorime, Ze vektory fi, ..., f, su linedrne nezavislé, ak rovnica

a1f1+ajz+...+%fn=0

jesplnendlenpre s = =...=¢,=0

Ak vo vektorovom priestore maximalny pocet linedrne nezavislych vektorov je
konec¢ny, potom tomuto poctu hovorime rozmer vektorového priestoru. V opacnom
pripade hovorime, Ze vektorovy priestor je nekonecnerozmerny.

Dolezitym pripadom linedrne nezavislych vektorov si vektory navzajom orto-
gondlne. V priestore so skaldarnym sictom sa dva vektory f, g nazyvaji ortogondlne,
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ak plati (f, g) = 0. Usporiadana mnoZina'* {f,}}-, vektorov sa nazjva ortogonlnou,
ak kazdé dva jej rozne prvky sd navzdjom ortogondlne. Ak navySe plati lIf Il =1
pre vietky n, potom mnoZinu nazyvame ortonormalnou. Citatel’ si l'ahko mdze
sam dokézat’, Ze vektory 'ubovolnej kone¢nej podmnoziny z ortogonalnej mno-
Ziny s linedrne nezivislé. Mnozina {f,}Y_, vektorov sa nazyva tplnd, ak sa
Iubovolny vektor fuvazovaného priestoru da vyjadrit’ v tvare

f=Xaf ©)
i=1

Poznamenajme, Ze nie v kazdom priestore musi taka dplnd mnoZina existovat’.
Priestor, v ktorom existuje spocitatelnd iplnd mnoZina, sa nazyva separabilny.
V pripade, Ze vektory Uplnej mnoZiny st ortonormélne, je dokonca rozklad (5)
jednoznacny a koeficienty ¢; su uréené vztahom

a=(fi, )

o ¢om sa mozno l'ahko presvedcit’ vyndsobenim vztahu (5) zlava vektorom f;
(v zmysle skaldrneho st&inu). Uplnii ortonormédlnu usporiadani mnoZinu vektorov
budeme nazyvat’ bdzou.

Mame teraz uz dost’ prostriedkov, aby sme mohli definovat’ pojem Hilbertov
priestor. Budeme tak nazyvat’ vektorovy priestor so skaldrnym stic¢inom, ktory je
liplny a separabilny.'** V d’alSom, ak nepovieme inak, budeme pod priestorom . 7%
rozumiet’ Hilbertov priestor. Pripomefnime si teraz niekol’ko definicii a tvrdeni
o funkciondloch a operdtoroch na Hilbertovom priestore.

Predpis T[f], ktory vektorom Hilbertovho priestoru f € .#4 priraduje
komplexné &isla, sa nazyva funkciondl. Je to teda zobrazenie T: .26 — €.
Funkciondl T je linedrny, ak plati

Tlaf + Pgl = oT[f] + pTgl pre vietky f, g € A, o, fe €&

Na mnoZine vSetkych linedrnych funkciondlov na Hilbertovom priestore . ZZ.
mozZno jednoducho definovat’ opericie sé¢itania a ndsobenia ¢islom a moZno sa
presved¢it’ o tom, Ze tito mnoZina tvori vektorovy priestor, ktory sa nazyva
algebricky dudlny k priestoru . 4, a oznaluje sa . ##. Specidlnym pripadom linedr-
nych funkciondlov su spojité linedrne funkciondly, t. j. také, pre ktoré z tvrdenia
lim f, = f plynie tvrdenie lim 7Tf,] = T[f]. Spojité funkcionaly tvoria opét’ vekto-
n—soco n—yoco

rovy priestor, oznacujeme ho .Z6* (_#4,* — .#4') anazyvame ho dudlnym k . 7.

'3 pripiistame i pripad N = co.

144V niektorych uGebniciach sa separabilnost’ nepozaduje.

302



Dolezity priklad spojitého linedarneho funkciondlu na Hilbertovom priestore
predstavuje skaldrny sucin. Skuto¢ne, na skaldrny sticin (g, /) sa mozno, pri fixo-
vanom g € .74, divat’ ako na predpis, ktory kazdému f € . Z4 priradi isté komplexné
¢islo. Mozno jednoducho ukazat, Ze takto definovany funkciondl je linedrny
a spojity. Plati aj doleZité opa¢né tvrdenie: Ku kazdému T € .Z4* existuje prave
jeden vektor gr € .2 taky, Ze pre vSetky fe .Z¢ plati T[f] = (gr. f).

Predpis, ktory vektorom (nie nevyhnutne vsetkym) z Hilbertovho priestoru
prirad’'uje opét’ vektory tohto priestoru, sa nazyva operdtor. Je to teda zobrazenie
A: /6 — _76. Definiény obor'* (mnoZinu vektorov, pre ktoré je predpis A defino-
vany) budeme znalit’ D4. Obor hodnét (t. j. mnoZinu vsetkych vektorov fe .,
pre ktoré existuje g € .Z také, 7Ze plati f = Ag) budeme znaéit’ AD,. Hovorime,
Ze dva operdtory A a B su si rovné, ak plati D4 = Dy a Af = Bf pre vSetky f € Da.

Operétor A sa nazyva linedrny, ak plati:

1. Defini¢ny obor D, je linedrny podpriestor .Z4. Z toho vyplyva, Ze pre
vSetky f, g € D, pre l'ubovolné ¢, fe € plati af + Bg € Da.

2. Pre vietky f, g € D, a lubovolné a, f e &plati A(af + fBg) = aAf + BAg.
Na mnoZine operitorov zavddzame prirodzene pojem suctu dvoch operidtorov
a pojem nésobenia operdtora ¢&islom. Sictom A + B nazyvame operdtor C, pre
ktory plati

Cf=Af+Bf

pre vietky f € D. = Dy N Dg. orndsobkom operétora A nazyvame operdtor C =
= A, pre ktory plati Cf = aAf pre vSetky f € D. = D4. Suéin operdtorov A, B
definujeme ako zloZené zobrazenie C = AB definované vztahom Cf = A(Bf) pre
vSetky f € Dg, pritom vSak také, ze Bf € D,.

Specidlnym pripadom operétora je jednotkovy operitor (identické zobraze-
nie, vektoru je priradeny ten isty vektor) a nulovy operator (kazdému vektoru je
priradeny nulovy vektor). Pre jednotkovy a nulovy operator ¢asto nebudeme za-
véadzat’ osobitné symboly a budeme ich znacit’ ako 1 a O (teda ¢islami). Z kontextu
vsak bude vzdy zrejmé, Ze ide o operétor.

Hovorime, Ze operator B je inverzny k operatoru A ak plati Dz = AD,, BDp = D,
a plati BAf = f pre vSetky f € D, a ABf = f pre vSetky f € Dp. Inverzny operator
oznacujeme ako A™.

Déleziti triedu operatorov tvoria spojité operdtory. Hovorime, Ze operator A
je spojity, ak pre l'ubovol'ni konvergentnd postupnost’ {f,} =1, f, € D4, pre ktord
lim f, = fe D, plati lim (Af,) = Af.
n—soco n—sco

% Vo fyzikdlnych dvahdch definicny obor uvaZovaného operitora Casto Specidlne neskiimame, hoci,
striktne vzaté, je to nedoslednost’, ktord niekedy moze viest’ k chybnym zdverom. BliZSie pozri napr.
v ¢lanku o spojitom spektre operatora.
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Pre linedrne operatory plati doleZité tvrdenie: Linedrny operdtor A je spojity
vtedy a len vtedy, ak je ohraniceny, t. j. ak existuje redlne C > 0 také, Ze plati

IAFII< CIf Il

pre vSetky fe D,.

Da sa ukézat, Ze ak operdtor A je linedrny spojity (t. j. ohraniceny), potom, ak
aj nie je pdvodne definovany na celom uvaZzovanom Hilbertovom priestore, da sa
jeho defini¢ny obor rozsirit’ na cely Hilbertov priestor (pri zachovani linedrnosti
a ohranicenosti). Preto ak sa v d’alSom stretneme s linedrnym ohrani¢enym opera-
torom, budeme ho automaticky povaZovat’ za definovany na celom Hilbertovom
priestore. Poznamenajme, Ze takyto predpoklad zd’aleka nie je trividlny, ako to
uvidime neskor na prikladoch niektorych neohrani¢enych operatorov.

Ak A je linedrny spojity operdtor, potom skaldrny sucin (g, Af) predstavuje pri
Pubovolnom fixovanom g € M spojity linedrny funkciondl (premennej f € .Z4).
Z vlastnosti funkcionalov na Hilbertovom priestore vieme, Ze tento funkcional sa da
realizovat’ ako skaldrny sticin premenného vektora f's inym pevnym vektorom g',
t. j. pre Pubovolné g existuje (a pritom jednoznaéne) vektor g' € ./ taky, 7Ze plati

(g, Af)=(g.))

pre vSetky f € .Z4. Operator, ktory prirad’uje kazdému vektoru g vektor g’ sa
nazyva hermitovsky zdruZeny k operatoru A a znali sa A"

Z tejto definicie vyplyva, Ze operdtor A* je uréeny jednoznacne, je linedrny a dd
sa ukazat, Ze je spojity.

Z definicie A" teda vyplyva dolezity vzt'ah

(8 Af)==(A"g. /) (6)

plati pre vSetky f, g € ..

Pre fyzikdlnu interpreticiu si doleZité spojité hermitovské operdtory'®, t.j.
spojité linedrne operatory, pre ktoré plati A = A™.

Operécia hermitovského zdruZenia md nasledujice (lahko dokdzatel'né) vlast-
nosti

(AB)'= B*A* 7

(0A)" = oA ®)

146 v matematickej literatiire sa obvykle pod hermitovskym operatorom automaticky mysli spojity operator.
My budeme v tomto pripade pouZivat’ pojem spojity hermitovsky operator.
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Daliim dbleZitym typom operatora si unitdrne operdtory. Linedrny spojity
operétor U sa nazyva unitarny, ak k nemu existuje inverzny operator U™ a ak plati

u'=u* 9)
t.j.
Uur=U'U=1 (10)

Unitdrny operdtor ma dolezitu vlastnost, Ze zachovédva skaldrny sicin, t. j. plati
(dokaz je trividlny)

(U, Ug) = (/. ) (1D

pre vSetky f, g € ..

Poslednym typom operatora, o ktory sa budeme zaujimat’, si projektory (pro-
jekené operatory). Projektorom sa nazyva spojity hermitovsky operator P, ktory
je idempotentny, t. j. pre ktory plati

P’=P (12)

Nézov projektor bude jasnejsi, ak si uvedomime, Ze l'ubovolny vektor fe .7
mdZeme vyjadrit v tvare*’

f=Pf+{-P)f (13)

Na zdklade vzt'ahu (12) sa da l'ahko ukazat, Ze vektory fi = Pfaf, = (1 - P)f st
ortogonalne. Plati tiez f; € .4, f, € /45, kde ..#¢p je podpriestor priestoru . 4
tvoreny vietkymi takymi vektormi g € ..#, pre ktoré plati Pg = g a . /" je pod-
priestor vietkych vektorov g’ e . #4, ktoré st ortogondlne na vietky vektory z . Z4p.'*
Vektor f; (resp. f>) sa nazyva ortogonalnou projekciou vektora f do podpriestoru
Ap (resp. Ap).

Podl'a vztahu

fi=Pf (14)

teda operdtor P priradi kazdému vektoru jeho projekciu na podpriestor . #Zp. Neskor
uvidime, ako skonstruovat’ projektor na vopred dany podpriestor Hilbertovho
priestoru.

7 Nasledujice tvrdenia nebudeme dokazovat. Citatel si jednoduché dékazy moze urobit’ ako cvicenie.
148 Nédzorne si moZeme predstavit .44y ako napriklad rovinu v trojrozmernom priestore a .24 ako
priamku na fiu kolmu. Vektory f; resp. f> st potom priemety vektora f do tejto roviny resp. priamky.
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Na zaver tohto ¢lanku eSte zavedieme pojmy viastnej hodnoty a vlastného
vektora operatora. Nech A je linedrny operdtor na Hilbertovom priestore. Kom-
plexné &islo A nazyvame vlastnou hodnotou operatora A, ak existuje nenulovy
vektor f e D, tak, Ze plati

Af = Af

Vektor f potom nazyvame vlastnym vektorom operdtora A, prislichajicim
k vlastnej hodnote A.

Ak A je spojity hermitovsky operator, potom plati

1. v8etky jeho vlastné hodnoty si redlne Cisla;

2. vlastné vektory prislichajice r6znym vlastnym hodnotdm su ortogondlne;

3. mnozina vlastnych vektorov prislichajtcich rovnakej vlastnej hodnote tvori
podpriestor priestoru .74 (a teda dé sa v iom zvolit’ ortonormdlna baza).

Dokaz tvrdeni je jednoduchy a vlastne sme ho robili na $pecidlnom pripade
Hilbertovho priestoru kvadraticky integrovatelnych funkcif v kapitole 2.

10.3 MATEMATICKY FORMALIZMUS
KVANTOVEJ MECHANIKY

V tvode k tejto kapitole sme uz naznacili, Ze v rdmci matematického forma-
lizmu kvantovej mechaniky priradime stavu uvazovaného fyzikdlneho systému
vektor v Hilbertovom priestore. Hilbertov priestor stavov budeme ozna¢ovat’ .74
a stavy-vektory v priestore .4 budeme podl'a Diraca oznacovat’ ako 1¢), ), If)
a pod. Vyhody takéhoto oznacCenia budi zrejmé neskor. Skaldrny sicin dvoch
vektorov |¢), ly) € .#4 budeme oznacovat’

(ply) (D)

pri¢om plati (@ly) = (ply)*.

Zavadzanie i samostatné oznacenie typu (¢, ktoré ma vyznam funkcionalu na
Hilbertovom priestore. (Teda (@le .#ZZ*. Ako vieme z predchddzajiceho ¢lanku,
na skaldrny sicin (1) s premennym vektorom [) sa mdZeme pozerat’ ako na
funkciondl (¢l (priradeny k vektoru 1)), ktory kazdému vektoru 1) prirad{ isté
komplexné &islo podla predpisu (1). Funkciondly typu (@l st vektorom z .24
jednoznaéne priradené, tvoria tieZ vektorovy priestor . ZZ* Vektorom typu { ¥
sa hovori tiez bra-vektory, na rozdiel od vektorov typu |g), ktoré sa nazyvaju
ket-vektory. Ndzov pochddza z anglického slova bracket (zatvorka) a vznikol
z toho, Ze ,,spojenim“ (mnemotechnicky) vektoru bra a vektoru ket vznikne
skaldrny stcin — zatvorka — typu

(ply)
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Pripomenime, Ze v komplexnom Hilbertovom priestore je skaldrny sicin
antilinedrny v prvej komponente, preto ket-vektoru ad¢) je priradeny bra-vektor
o ¢l, aby platilo

(aply) = aXply)

Teraz za¢neme budovat’ formalizmus, ktory vychadza z predpokladu (postultu),
7e stavu fyzikalneho systému je priradeny ket-vektor urcitého Hilbertovho pries-
toru . Z2.

V analdgii s formalizmom vlnovych funkcii potom predpokladdme, Ze kazdej
fyzikalnej velicine je priradeny urcity spojity hermitovsky operator na Hilbertovom
priestore.'”® Stredntd hodnotu veli¢iny A v stave l@) potom vypocitame podla
vztahu

A=(plAlp) @)

kde A je operitor priradeny veli¢ine A. Pritom strednd hodnota jednotkového
operéatora (operétora priradeného trividlnej fyzikélnej veliCine, ktord je vzdy rovna
jednej) musi byt’ zrejme rovna jednej, preto musi platit’

(pllg) ={plp)

teda vektory prislichajice stavom musia byt normované. Symbol v (2) treba
chdpat’ ako skaldrny stic¢in vektora Alg) s vektorom |¢). Vo vyrazoch typu (2) teda
operator ,,posobi doprava®

(YlAlg) = (YAgp) (3)

Vzhl'adom na to, Ze operator A je hermitovsky, je to vSak to isté, ako keby
posobil ,,dolava®, t. j. plati

(Ayip) = (WAp) 4)

Vo vSeobecnom pripade linedrneho spojitého (nie nevyhnutne hermitovského)
operatora moéZeme vo vyrazoch typu (3) nahradit’ ,,pdsobenie doprava“ ,,p6sobenim

dolava“, ak operdtor vymenime za hermitovsky zdruzeny'™, t. j. plati

(yiBlo) =(yiBg) = (B'ylp) (5)

Casto vak potrebujeme tplnejsiu pre(,ipoved’ o vysledkoch merania, nez akd
poskytuje vypocet strednej hodnoty (2). Uplnd predpoved o vysledkoch merania

149 Neskor este podmienky kladené na operator priradeny fyzikdlnej veli¢ine zovieobecnime.
150 Pozri definiciu hermitovsky zdruZeného operatora v predchadzajicom &lanku.
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veliCiny A v stave |¢), ktori kvantova mechanika mdZe (v svojej pravdepodob-
nostnej interpretdcii) poskytnit, obsahuje (pre pripad diskrétnych mozZnych
hodn6t):

1. udanie vsetkych hodndt a,, ktoré moézu byt vysledkom merania,

2. udanie pravdepodobnosti P,, s ktorymi moZeme v stave |¢) namerat’ jednot-
livé hodnoty a,,

Opiét v analdgii s formalizmom vinovych funkcii postulujeme:

Meranim veli¢iny A mdZeme namerat’ iba niektord z vlastnych hodnot opera-
tora A.

Vypocet pravdepodobnosti P, bol vo formalizme vinovych funkcii zaloZeny
na rozvoji vlnovej funkcie do systému vlastnych funkcii. Aby takyto rozvoj bol
moZzny, musime urobit’ d’alsi predpoklad:

Fyzikdlnej veliCine je priradeny taky spojity hermitovsky operator, ktorého
vlastné vektory tvoria dplny systém''.

Ak vlastny vektor prislusny vlastnej hodnote a, oznac¢ime ako la,), ¢o znamena,
7Ze plati (stale predpokladdme diskrétne spektrum)

Ala,) = a,la,) (6)

potom predpoklad o uplnosti hovori, Ze 'ubovolny stavovy vektor |¢) moZno
pisat’ v tvare

gy =Y c,la,) 7)

V d’alSom budeme predpokladat, Ze systém vektorov la,) je ortonormovany
(¢o vzdy mozno dosiahnut), teda Ze plati podmienka ortonormalnosti

(ala,) = Opm (8)

Postulujeme potom, Ze pravdepodobnost’ P, namerat’ v stave |¢@) hodnotu a,
veli¢iny A je dana vzt'ahom

P, =lc,l* 9)

kde ¢, je koeficient rozvoja (7).
Koeficienty ¢, ndjdeme I'ahko, ked’ vyndsobime vzt'ah (7) zl'ava bra-vektorom
{(a,). Dostaneme (po vyuZiti (8))

Cm = <am|¢> (10)

151V anglicke;j literatire sa pre takyto operdtor pouZiva termin ,,0bservable®, po slovensky by sa moZno
dal pouzit’ termin ,,pozorovatel'na*.
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a teda plati

P, =Ka,lpF (1D

Vsimnime si teraz formu vzt'ahu (7), ktord dostaneme, ak don za ¢, dosadime
zo vzt'ahu (10). Plati

9 =) (a,lp)la,) (12)

n

Vo vztahu ( 12) st vyrazy {a,l ) komplexné Cisla, ktoré ndsobia vektory la,).
UZito¢nejsiu formu zdpisu dostaneme, ak tieto komplexné ¢isla budeme namiesto
pred vektor, ktory ndsobia, pisat’ zai (Co je vecou konvencie v oznaceni ndsobenia
vektora komplexnym ¢islom). Dostaneme tak

9y = la,)a,lp) (13)

Vidime teda, Ze vyraz Zlan Y(a,|mdZeme chépat’ ako operétor' >, ktory vektoru
n

|@) priradi opit’ vektor l¢). Je to teda jednotkovy operator:

> la,Xa,l=1 (14)

Vztah (14) nazyvame podmienkou dplnosti systému {la,)}, lebo, ako je zrejmé,
vzt'ah (14) hovori, Ze Pubovolny vektor la,)e ..Z4 mozZno vyjadrit’ v tvare (7).

Ako ukazku manipulécie s Diracovou symbolikou si teraz overime, Ze postu-
laty (2) a (11) sd navzajom konzistentné. Podl'a (11) plati

A_ = En Pnan = 2n l<an|¢>|2an = 2n <an|¢>*<an|¢>an =
=Y. (@la,Xa,| @) = Z,{plAla,Xa,| @) =

= (@IAL, la,)a,|p) = (pIAll@) = (@IAlp)

132 Je to vlastne nekonetnd suma operdtorov, pri¢om treba povedat’, 7e otdzkami zmyslu konvergencie
takychto vyrazov sme sa nezaoberali. Nebudeme sa tymto problémom venovat podrobnejsie. Staci
ndm intuitivny pohlad na vec a fakt, Ze vzt'ah (13) je dobre definovany pre kazdy vektor |¢).
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¢o je vztah (2). Pri upravach sme pouzili vztah (14) a vztah (6), podla ktorého
sme pisali'>’

an< ¢)|an> = <¢)|an|an> = <¢|A|an>

Vieme, Ze meranim mozno ziskat  iba niektord z vlastnych hodndt a,. MéZeme
sa pytat, v akom stave sa sdstava bude nachddzat’ po merani. Musime si pritom
uvedomit, Ze vo vztahu typu (6) nie vZdy musia byt velkosti vlastnych hodnot
a, pre rozne n rdzne (t. j. jednej vlastnej hodnote moze prislichat’ viacero linearne
nezdvislych vlastnych vektorov). Znamena to potom, Ze aj v rozvoji (7) viacero
vlastnych vektorov la,) prislicha tej istej vlastnej hodnote. Nebudeme tu opako-
vat’ nase diskusie o charaktere merania v kvantovej mechanike, uvedieme rovno
postulat:

Predpokladajme, Ze pri konkrétnom meran{ veli¢iny A na sdstave v stave |¢)
bola namerand hodnota a = a;. Ak hodnota g; je nedegenerovana, t. j. prislicha jej
(az na fazu) jediny normovany vektor la;), potom po meran{ sa ststava bude na-
chadzat’ v stave la;)

Tiito zmenu stavu moZno formalne popisat’ pomocou projekéného operatora'™*

P, = la;) {ail (15)
Skutocne, pdsobenim operatora (15) na stav (7) dostaneme

Pa/|¢> = lai)(“i'%"Cnlan) = %"Cnlai><ailan> = %’Cnlai> 5in = Cilai>

¢o je (aZ na normalizdciu) naozaj stav la;) po merani. Operdtor P, naozaj zo stavu
l@) vyprojektuje jeho zlozku v ,,smere la;). Po normalizécii teda dostaneme, Ze
pri merani, ktorého vysledkom je nedegenerovand vlastnd hodnota a;, prejde
stistava zo stavu |¢) do stavu

1
(a;lp)

P, 1)

Pre normalizacny koeficient c; = {a,l @) plati

P; = lci? = Ka,lp)P = {plP, | ) (16)

153 Vyraz typu (@lady) kde aje &islo, je skaldrny sicin vektorov 1¢) a ol ).
* O tom, e operitor P, je projek&ny, t. j. spojity hermitovsky a plati P3f,= P,; sa Gitatel’ moZe Pahko
presvedcit’.
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takZe nakoniec mozno redukciu stavu pri namerani hodnoty la;) znazornit’ schémou

1
lp) >————=-P, lp)
J(oP, 1p) "

kde p,, je projekény operator (15). Stav (17) sa od la;) 1i§i nanajvys fazou, ¢o je
nepodstatné.

Ak pri merani veli¢iny A nameriame hodnotu a; ktora je rovnd degenerovanej
vlastnej hodnote operdtora A, potom redukciu stavu mozZno vyjadrit’ pomocou
rovnakej schémy (17), ibaZe operator P, bude projekény operdtor na podpriestor
tvoreny stavmi prislichajicimi vlastnej hodnote a. Lahko sa moZno presvedcit
o tom, Ze operdtor P, m4 tvar

(17

P,= >la,Xa,l (18)

kde sumujeme iba cez vlastné vektory prislichajice vlastnej hodnote a. Operétor
P, vyprojektuje zo stavu l¢) jeho priemet na podpriestor tvoreny tymito vektormi,
Pri meranfi nastane redukcia vyjadrend schémou

(19)

lp) — L P.lp)
J(pP,lp)

Nebudeme na tomto mieste opakovat’ diskusiu o vlastnych vektoroch komutu-
jucich operatorov a o dplnom systéme komutujicich operatorov, ktoré sa do
vSeobecného formalizmu prendsaju z formalizmu vinovych funkcii bezo zmeny.

UkédZeme si iba formdlne odvodenie vztahu neurcitosti, ktoré je vo vSeobec-
nom formalizme prehl’adnejSie a geometricky ndzornejSie. Uvazujme dva hermi-

tovské operatory A, B, pre ktoré plati'>®
[A,B]=iC
Nech pre jednoduchost'* v stave 1¢) plati

A=(¢plAlg)=0 B=(¢Blp)=0

Potom plati:

(AA)? (AB)* = (pIA’Ip) (@IB’lg) = (AglAp) (B@IBg) =
=l Alg)I* I Blg)II*

133 Ukdzte ako cvienie, Ze takto definovany operdtor C je hermitovsky.

13 Zovieobecnenie na pripad A, B # 0 je uz jednoduché.
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Vyuzitim Schwartzovej nerovnosti v§ak dostaneme

(AA)? (AB)* = (A@IB@)I* = (@lABI@)I* > (Im(@lABI@))* =

[1 1 )2 1(1 ]2 1 R
=| —(¢plABlp) - —(¢plABlp)* | =—| -(pIAB-BAlp) | =—(¢IClp))
2i 2i 4\ 4

plati teda

(AA)’ (AB)? %«@o@))z 21)

V pripade, Ze C je ¢islo C = C (presnejsie operétor rovny nasobku jednotkového
operatora) dostaneme

(AA)? (AB)* 2 icz (22)

Diskusie o fyzikdlnom vyzname vztahu neurcitosti nebudeme opakovat’.

Tym mame zavedenu fyzikdlnu interpretaciu v§eobecného formalizmu kvanto-
vej mechaniky; obmedzili sme sa vSak iba na formalizmus tykajici sa urcitého
casového okamihu. Otazkami opisu ¢asového vyvoja fyzikalnej sistavy sa budeme
zaoberat’ v osobitnom ¢lanku tejto kapitoly.

Poznamenajme este na zdver, Ze experimentdlne priamo verifikovatelné su
jedine predpovede ziskané na zaklade vztahu (11) (resp. vztahu (2), ktory je jeho
dosledkom). Vysledok v (11) sa vSak nezmeni, ak namiesto vektora |¢) priradime
tomu istému stavu vektor s inou fazou napr.

¢l g (23)

kde «aje redlne ¢islo. Znamena to, Ze vektory 1¢) a S @) st priradené tomu istému
stavu. MnoZinu vektorov (23), ktoré sa navzdjom liSia iba fdzou, nazyvame nor-
movanym licom v Hilbertovom priestore. Striktne hovoriac stavu fyzikdlneho
systému je priradeny 14¢ v Hilbertovom priestore. Poznamenajme vsak hned’, Ze
to neznamend, Ze pri vypoctoch nemusime ddvat’ pozor na fazu. Mnohé vysledky
st totiz odvodené pre istu fazovi konvenciu, ktord pri vypoctoch potom musime
reSpektovat’.

10.4 TEORIA REPREZENTACII

Pri praktickych vypoctoch je niekedy vhodné pouzivat formalizmus v tvare,
v akom sme ho opisali, t. j. pracovat’ s vektormi a operatormi bezstiradnicovym
sposobom. Inokedy je ale technicky vyhodnejSie zaviest’ vo vektorovom priestore
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- : .- 157 14 ™~ 2 , .
stradnice a pracovat’ s nimi. >* V tomto ¢lanku ukdZeme, ako takéto stradnice

v priestore stavov zaviest’ a ako moZno prechadzat’ od jedného systému suradnic
k inému.

Zakladna myslienka je oc¢ividna: treba v priestore stavov zvolit' vhodnu bazu
a vektory reprezentovat’ ich zloZkami vo zvolenej baze.

Podl'a nasho predpokladu priestor stavov je separabilny Hilbertov priestor,
preto v iom mozno zvolit’ iplnd postupnost’ ortonormdlnych vektorov; oznaéme
ju {lg)}5 - 1. Budeme predpokladat’, Ze priestor je nekone¢norozmerny, t. j. zvolend
baza ma nekonecne vela prvkov. V niektorych pripadoch, ako je napriklad opis
spinu Castice v kapitole 5, vystatime s koneCnorozmernym vektorovym priestorom.
Potrebné vztahy v takomto pripade sd uplne analogické nekone¢norozmernému
pripadu. Vo vztahoch obsahujicich znak sumdicie nebudeme preto vypisovat

hranice (t. j. nebudeme pisat’ napr. Zale iba Z).
n=l1 n

Podmienky ortonormdlnosti a Gplnosti systému {l¢@)} su

(@il Q) = Oum 6]
NS )

Vzhl'adom na (2) méZeme kazdy vektor |¢) vyjadrit’ v tvare
@) = Za,lg,) = Z1g,X @l 0) 3)

Koeficienty a, = {@,l¢) sa nazyvaji zlozky (Fourierove komponenty) vektora
lp) v baze {lg,)} a jednoznacne urcuju — reprezentuju — vektor |¢). Je uZitocné
koeficienty a, usporiadat’ do tvaru stipca (s nekoneénym poétom riadkov). Vektor
l@) je potom jednoznacne reprezentovany takymto stipcom

a, (¢/l@)
Iy ~ a | (9,19) @)

a, - (@519)

Ak pozname komponenty vektora v danej baze, mozno jednoducho vyjadrit
skaldrny sicin dvoch vektorov, napr. 1¢) a [y). Vektor |¢) mame uZ vyjadreny
v (3) a vektor ) vyjadrime obdobne v baze {l¢,)}

l‘/’) = ;bn|¢n> = ;|¢n><¢n| l/’) (5)

157 Podobne aj napriklad v tlohédch z mechaniky je niekedy vyhodné pracovat’ s rovnicami ,,vo vektoro-
vom tvare*. Inokedy je vyhodnejSie pracovat’ so siradnicami vektorov.
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Pre skaldrny sicin (@ly) dostaneme vyjadrenie

<¢| l//> = (;atl<¢n|)(§'bm|¢m>) = Ezaﬁbm<¢nll/jm> = Ezaﬁbmdlm

n m n m

bude teda
(PlY) =Zaib, = X @l 9} @l y) = Z@lg, X @l y) (6)

Vztah (6) ukazuje, Ze je vhodné priradit’ bra-vektoru (¢l riadkovd maticu
(s nekone¢nym poctom stlpcov)

(@l ~ (a1, a3, ...) @)

Ked'Ze ket-vektoru je priradeny stipec (4), mdZeme skaldrny si¢in dvoch vek-
torov chdpat’ ako nésobenie riadku typu (7) so stipcom typu (4) v zmysle matico-
vého nésobenia'™® (matice typu (1, ) s maticou typu (oo, 1)).

Vsimnime si, Ze vztah (6) méZeme dostat’ i priamo, ak vyuZijeme podmienku
tplnosti (2) a do skaldrneho sicinu ,,vsunieme jednotkovy operdtor v tvare (2).
Dostaneme

(@ly) = (pllly) = (PIZ1,)( @, W) = Z{Pl@, ) @l y)
¢o je vzt'ah (6). Trik so ,,vsunutim* jednotky sa pouZiva mimoriadne ¢asto a treba
si ho zapamitat’. Pripomefime si tu druhy Casty trik (ktory sme uz viackrat pouZzili),
a to nasobenie vektorovej rovnosti vhodnym bra-vektorom a vyuzitie podmienky
ortonormalnosti (1). Priklad

lp) =Za,l @)
(@il @) = Za,( Pl ¢n)

<¢m|¢n> =dapm

S tymito dvoma trikmi sa da zvladdnut’ celd tedria reprezenticii tak I'ahko, Ze
by sme zvysok tohto ¢lanku mohli nechat’ Citatel'ovi ako cvicenie.

Ostdva ndm zodpovedat’ otdzku, ako je reprezentovany operator v pripade, Ze
vektory st reprezentované jednostipcovymi maticami. PouZijeme spominané triky
a prepiSeme vektorovd rovnost’

ly) = Alg)

138 Porovnaj so skaldrnym si&inom v spinovom priestore (kapitola 5).
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do tvaru

<¢n| ‘//> = IX;Z <¢11|A|¢m>< ¢mn|¢>

bll = %Anmam (8)
kde sme zaviedli oznacenie
Anm = <¢n|A|¢m> (9)

s 1z ~ 2 P % 159 z :
Vidime, Ze operdtor A je jednoznacne ~ reprezentovany maticou

All A12
Ay Ay . (10)

a vzt'ah (8) budeme chdpat’ ako maticové nasobenie. Reprezentacia operdtorov
maticami (9) ma td vlastnost’, Ze sicinu operatorov je priradeny stcin prislusnych
matic, t. j. operdtoru C = A.B je priradend matica

Cik = ;Ain Bnk

kde A;, B; st matice priradené operdtorom A, B. Dokaz je jednoduchy a vyuziva
trik so ,,vsunutim jednotky*.
Vsimnime si eSte, Ze ak operdtor A je hermitovsky, potom plati

Aﬂ;lm = <§0n|A|¢m>1< = <A¢m|¢n> = <¢m|A+|¢n> = <¢m|A|¢n>= Amn
V konecnorozmernom pripade nazyvame maticu, pre ktord plati
Anm = A;knn (1 1)

hermitovskou maticou. Budeme pouZivat’ tento ndzov aj v nekone¢norozmernom
p 160
pripade.

'3 Pre ohrani¢eny operator sa jednoznagnost’ priradenia operdtor <> matica d4 Pahko ukdzaf. Pre vie-
obecnejsie operdtory mdZeme narazit’ na tazkosti a takéto pripady treba preskimat’ zv1ast, ¢o robit’
nebudeme.

' Nie je to celkom korektné, pretoze nie kazdej (nekone&norozmernej) matici, ktord spina vztah (11),
zodpoveda spojity hermitovsky operator. Vztah (11) nezarucuje totiz spojitost’ (ohrani¢enost’).
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Vektory (a operdtory) méZeme reprezentovat’ vo viacerych bazach. V§imnime
si preto vztahy medzi zlozZkami vektorov v r6znych bazach a tak isto vzt'ahy medzi
maticami reprezentujicimi ten isty operdtor v rdznych bazach.

Predpokladajme, Ze v danom vektorovom priestore mame dve bazy; prvi ozna-
¢ime lay), lay), ..., druhi Iby), 1b,), ... Pri prvej baze budeme hovorit’ o A-reprezen-
tacii, pri druhej o B-reprezentdcii.

Zlozky vektora | ) v A-reprezentécii su {(aiy), v B-reprezentacii (b]y). Kazda
z baz tvori Gplny ortonormovany systém, a preto

%"lanxanl =1, %"lbnxbnl =1 (12)

Ak do skaldrneho stucinu {a¥) vsunieme jednotkovy operdtor zapisany v tvare
druhého z rozkladov (12), dostaneme:

(aily) = Xailb (bl y) (13)

Rovnica (13) predstavuje vztah medzi zlozZkami vektora v A- a B-reprezenta-
cidch. Ak zavedieme maticu Uj vztahom Uy = {a|b;), m6Zeme prepisat’ (13) na
tvar

(aily) = 2Ui bl ) (14)
Matica (nekone¢norozmernd) Uy spiia podmienku
YUUp)* = ;<ai|bk><bk|aj> =(aja;) = & (15)

Takdto maticu budeme volat’ (podobne ako v kone¢norozmernom pripade —
pozri (5.8.8)) unitarnou.

Nech teraz D je operdtor. V A-reprezentécii je operdtor D reprezentovany
maticou s prvkami (a;jDla,), v B-reprezentdcii maticou s prvkami (biDIb,). Pre
prechod od jednej reprezentdcie k druhej staci polozit’ D = 1D1 a vyjadrit’ jednot-
kovy operator pomocou (12). Dostaneme:

(aiDlay) = £ Xaib )b, IDIbs)blay) (16)

ms
Pomocou matice s prvkami Uy = (ajlb;) mdZeme (16) upravit’ na tvar

<ai|D|ak> = % SZ Uim<bm|D|bs>(U+)sk (17)

kde (U = (Up)* = {adb)* = (bJa;). Rovnice (14) a (17) predstavuji vztahy
medzi vyjadreniami operdtorov a vektorov v A- a B-reprezenticidch. Prechod od
jednej reprezentdcie k druhej teda sprostredkuje unitdrna matica Uy. Je dobré
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uvedomit’ si ndzornd geometrickd interpretaciu prvkov tejto matice: V pripade
redlneho Hilbertovho priestoru prvky Uy = {alb,) st vlastne smerové kosinusy
jednotlivych vektorov jednej bazy voci druhej baze.

Prakticky volime vhodnud bdzu zvicsa tak, Ze zvolime urcity dplny systém
komutujicich operdtorov a za bidzu potom volime systém (ortonormdlny) ich
spolo¢nych vlastnych vektorov. Citatel’ si sim moZe overit, Ze v tomto pripade
matice reprezentujice operdtory zvoleného tplného systému (a operatory, ktoré
sti ich funkciami) budd diagonalne matice.'®!

Na zdver este terminologickd pozndmku. Na stipcové matice, ktoré reprezen-
tuju vektory v urcitej baze, sa mdéZeme pozerat’ aj ako na urcitd konkrétnu realiza-
ciu Hilbertovho priestoru.'®> Operatormi na tomto Hilbertovom priestore sd prave
matice. Preto ¢asto zamiefiame pojmy stavovy vektor a vektor-stipec reprezentu-
juci stavovy vektor, ako aj pojmy operator a matica reprezentujica operator.

10.5 PRIPAD SPOJITEHO SPEKTRA

V doterajsej diskusii sme sa obmedzili iba na veli¢iny, ktorym su priradené
spojité hermitovské operatory s Cisto diskrétnym spektrom. Prax ale ukazuje, Ze
nie vSetkym fyzikdlne zaujimavym veli¢indm sa dajd priradit’ takéto operdtory,
&o viak vedie k podstatnym matematickym tazkostiam.'®* Budeme ich ilustrovat’
niekol’kymi prikladmi na konkrétnej realizacii Hilbertovho priestoru stavov na
vlnovych funkcidch v jednorozmernom pripade.'® Presnejsie: budeme uvazovat
Hilbertov priestor komplexnych funkcii jednej redlnej premennej kvadraticky
integrovateI'nych na intervale (-0, ), t. j. takych, Ze

rdxlgo(x)lz <oo (1)

Jedna tazkost’ spociva v tom, Ze fyzikdlne relevantny operdtor — akym je na-
priklad operator x (ndsobenie stradnicou) — nemusi byt’ definovatel'ny na celom
Hilbertovom priestore. Naozaj, z podmienky (1) eSte nevyplyva, Ze aj funkcia
w(x) = x@(x) je kvadraticky integrovatel'na.

Horsie vsak je, Ze z podmienky (1) nevyplyva ani existencia integralu typu

[ argoxew @)

11§ diagondlnymi maticami sa technicky manipuluje ovela jednoduchsie. Tu je pri¢ina toho, Ze pre danii
konkrétnu dlohu je jedna reprezentacia technicky vyhodnejSia ako druha.

162 Normovatel'né postupnosti, ako vieme, tvoria Hilbertov priestor.

163 K fyzikdlnym zriedkavejSie, lebo Casto problém odstrdnime, ak si predstavime ststavu uzavretd v ko-
nec¢nom (hoci obrovskom) objeme a pouZijeme periodické okrajové podmienky.

1% Pozri diskusiu v zévere predchadzajiiceho Gléanku.
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ktory by mal reprezentovat’ stredni hodnotu stiradnice v (normovanom!) stave
@(x). Zdalo by sa, Ze tazkost mdZeme obist’ tak, Ze sa obmedzime len na také
kvadraticky integrovatel'né funkcie, ktoré klesajui v co k nule rychlejsie ako, po-
vedzme, 1/x*. Narazime viak na to, 7e priestor takychto funkcif nie je tplny. Ind
tazkost’ sa objavi pri operdtore p = —i%0/0x, ktory nemd v uvaZovanom Hilberto-
vom priestore Ziadny vlastny vektor. Naozaj, rovnica

PP(x) = pp(x) 3)
md sice netrividlne rieSenie @(x) = ¢”" pre l'ubovolné p, lenZe funkcia e”" nie
je kvadraticky integrovatel'nd, a nepatri do Hilbertovho priestoru stavov.
Rovnica
X@Pu(x) = a¢a(-x) 4

dokonca vobec nemad rieSenie v priestore obycajnych funkcii okrem trividlneho
¢(x) = 0. V zmysle zovseobecnenych funkcii vSak plati

x0(x —a)=adlx —a) 5)

UkédZme si teraz, ako tazkosti tohto druhu formalne elegantne obiSiel Dirac
Vv svojej tedrii reprezentdcii operatorov so spojitym spektrom. Jeho argumentécia
je sice skor intuitivna ako matematicky presnd, ale jeho formalizmus je velmi
prakticky a ndzorny. Fyzici ho preto beZne pouzivaju.

Pripometime si opit’ situdciu v pripade operatora hybnosti vo formalizme vIno-
vych funkcif (v jednom rozmere). Doteraz sme t'azkosti obchadzali zvicsa tak, Ze
sme pouZivali ,,normovanie na kone¢ny objem* (pozri ¢ldnok 2.2). Diracov forma-
lizmus namiesto toho pracuje s rovinnymi vlnami ,,normovanymi na o-funkciu®.

Funkcie

®,(x)=

1
——exp(ipx/h)
N 21h
spinajd vztah
pPp(x) = pPp(x)

nepatria vSak do Hilbertovho priestoru funkcii s integrovatelnym kvadratom.
Nazvime ich preto zovSeobecnené vlastné funkcie operatora p. Tieto funkcie maji
vSak mnohé vlastnosti podobné ako funkcie tvoriace bazu v Hilbertovom priestore:
Podl’a ¢lanku 7.3 funkcie ®p(x) tvoria ortonormovany systém v zmysle

[@30)Pp(x) dx = S(p - p')
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13

ktory je uplny, t. j. ,,Jubovolni* funkciu ¥(x) mozno vyjadrit’ v tvare
W) = le(p)@p(x) dp
kde
c(p) = J@3(x) p(x) dx
Po dosadeni do predchadzajiceho vzt'ahu dostaneme podmienku tplnosti
[@p(0)P3(x') dp = S(x - x)

Rovinné viny ,,normované na &funkciu*“ moézeme teda pouzit' ako ,,spojitd
bazu* v priestore stavov.

Vratme sa teraz naspit’ k vSeobecnému formalizmu. Majme hermitovsky
operator A priradeny nejakej veliine. Nech jeho zovSeobecnené vlastné hodnoty,
definované formdlnym vzt'ahom

Ala) = dla) @)

(kde la,) je zov§eobecnen)’/165 vlastny vektor prisluSny k hodnote a) pokryvaji celd
redlnu os (—o0,0). Pre konkrétnost’ si méZeme predstavovat’ pod A operator hyb-
nosti na priestore kvadraticky integrovatel'nych funkcii.

Predpoklad o tdplnosti systému vlastnych vektorov {la,)} hovori, Ze kazdy
vektor Hilbertovho priestoru moZeme pisat’ v tvare

\g) = da c(a)la) ®)

kde c(a) je vhodna funkcia (Fourierova transformécia). Je uzito¢né normovat’
vektory la,) tak, aby platilo

(ala"y = &(a — a’) 9)
Potom totiZ z (8) po vyndsobeni vektorom {a'l dostaneme
(a'\@) = [dac(a)a'la) = [dac(a)d(a — a’) = c(a))
Teda plati:
c(a) ={ale) (10)

¢o predstavuje ,,Fourierovu transforméaciu®.

195y dalsom uZ privlastok ,zovieobecneny* budeme Gasto vynechavat’; z kontextu bude zrejmé, kam

takyto privlastok patri.
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Po dosadeni (10) do (8) dostaneme formdalny tvar podmienky tplnosti
1 =[dala) (al (11)

Vidime teraz zrejmud analégiu s reprezentaciou vektorov v baze (spocitatelnej)
Hilbertovho priestoru. Funkcia c(a) je analégiou Fourierovych koeficientov (4.4),
podmienka (9) je analégiou podmienky (4.1) a podmienka (11) analdgiou (4.2).
Operitor B potom tieZ reprezentujeme ,,maticou” so spojité sa meniacimi indexmi

B, ={alBla’) (12)

Lahko sa presved¢ime o tom, Ze pre takéto reprezentdcie vektorov a operato-
rov ostanud formdlne splnené vsetky vztahy z predchadzajiceho ¢lanku, iba sumo-
vania sa nahradia integralmi, vzt'ah (4.1) vztahom (9) a vzt'ah (4.2) vztahom (11).
O systéme (zovSeobecnenych) vektorov la) preto Casto zjednodusene hovorime
ako o (spojitej) baze Hilbertovho priestoru. Striktne vzaté toto pomenovanie
neobstoji, lebo vektory la) nie su prvkami tohto priestoru, ktory nad’alej ostava
separabilny, a teda v iom existuje nanajvys spocitatel'nd baza.

Prechod od jednej ,,spojitej bazy* {la)} k inej baze {lb)} potom v analdgii so
vztahmi (4.14) a (4.17) sprostredkuje ,,unitarna matica*

Upa = (bla) (13)

Ostdva ndm eSte pripomeniit’ si postuldty suvisiace s meranim v pripade spoji-
tého spektra. V platnosti ostdva predpoklad, Ze vysledkom merania veliiny A ,,mdZe
byt* P'ubovol'nd (zovSeobecnend) vlastna hodnota operatora A. Slovd mdze byt
sme napisali v ivodzovkach preto, Ze zrejme nema zmysel pytat’ sa na pravdepo-
dobnost’ namerat’ presne uréitd hodnotu a. Zmysel ma jedine pravdepodobnost’
namerat’ niektord hodnotu z intervalu A = (a, a') a pre tito pravdepodobnost’
postulujeme

P(A) = L dale(a)? (14)

kde c(a) je funkcia z rozkladu (8), ktorej kvadrét je teda hustotou pravdepodob-
nosti.

FormadlnejSie mozno (v analdgii so vzt'ahom (3.16)) pravdepodobnost’ P(A)
vyjadrit’ i pomocou projekéného operdtora

P(A) = L la)yda(al (15)

v tvare

P(A) = (pIP(D)g) (16)
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Strednu hodnotu veli¢iny a pocitame obvyklym sposobom, t. j.

A= {@Alg) (17)

Na zdver tohto ¢lanku eSte nazna¢ime, akym smerom sa uberaju rigor6zne
matematické dvahy, ktoré davaju opravnenie ,elegantnému, ale matematicky
nedefinovanému Diracovmu formalizmu, ktory fyzici uz pocas niekol’kych genera-
cif pouzivaji«.'®

Predovsetkym treba zohl'adnit’ fakt, ktory sme videli ilustrovany na viacerych
prikladoch, Ze Hilbertov priestor ako priestor stavov je na niektoré tcely ,,prili$
velky“, pre iné ucely zasa ,,prili§ maly*. Fyzikdlne je napriklad neprijateI'né, aby
pre stav nebola definovana stredna hodnota stiradnice. Videli sme vsak, Ze takyto
stav patri do Hilbertovho priestoru kvadraticky integrovatelnych funkcii. V pri-
kladoch za touto kapitolou je naznacend konstrukcia stavu linedrneho harmonic-
kého oscildtora, ktory je normovatel'ny, ale zodpoveda mu nekonecna stredna hod-
nota energie. Takyto stav je opit’ fyzikalne neprijate'ny. Vidno teda, Ze v tomto
zmysle je Hilbertov priestor privel’ky a bolo by ho treba zizit’ na nejaky priestor
»fyzikélne realizovatel'nych stavov‘. Na druhej strane by Hilbertov priestor bolo
treba i rozsirit, aby obsahoval i (experimentalne nerealizovatelné ale z teoretic-
kého hladiska uZitoéné) zovieobecnené stavy napriklad typu rovinnych vin.
Takéto zovseobecnené stavy vlastne potrebujeme len na to, aby sme mohli pracovat’
v reprezentacii, v ktorej ,realizovateny* vektor @) Hilbertovho priestoru je
reprezentovany pomocou (Fourierovych) koeficientov typu

(alp) (18)

kde la) formdlne oznacuje zovSeobecneny stav. Koeficienty typu (18) sa sice
nedaju realizovat’ ako skalarny stucin v Hilbertovom priestore, ale mdZeme ich
definovat’ ako funkciondly na priestore vektorov l¢). Vyrazy typu {@la) potom
moZeme Cisto formdlne definovat’ vztahom

(@la) = (alg)*

Ak st definované funkciondly (al, potom mdZeme nazvat’ zobecnenou vlastnou

hodnotou ,,hermitovského* operatora A také Cislo a, pre ktoré existuje (nenulovy)
funkciondl (al taky, Ze plati:

(alAlg) = alalp)

pre vsetky |¢) z priestoru ,realizovatelnych* stavov. Funkciondl (al mdZeme
nazvat’ zovseobecnenym vlastnym vektorom operatora A.

1% Volny citdt z knihy A. Béhma, The Rigged Hilbert Space and Quantum Mechanics, zo série Lecture
Notes in Physics, Springer-Verlag 1978.
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Ak pre systém zovSeobecnenych vlastnych vektorov operitora A plati, Ze
skaldrny sic¢in 'ubovolnych vektorov |¢), [y) mdZeme vyjadrit’ v tvare

(ply) = [da (@layaly) (19)

potom vektory la) tvoria ,iplny systém® a moZeme formdlne (v zmysle vztahu
(19)) zaviest’ oznacenie

1 = Jda laXal (20)

resp.
ly) = [da la)(aly) (21)

Vztahy (20), (21) stacia na to, aby sme mohli pouZivat’ pre vektory |¢), ...
Diracov formalizmus. Zékladn4 idea rigor6zneho matematického pristupu k tejto
problematike je teda pomerne jednoduchd. Presné formulacie, dokazy a zistenie
toho, o aké priestory ide v pripade ,realizovatelnych* vektorov |¢) a zovSeobec-
nenych vektorov la) su dost’ ndro¢né. PrislusSnym matematickym apardtom je
tedria tzv. Gel'fandovych tripletov.'®’” Pre prvé zozndmenie sa s pouZitim tohto
matematického apardtu odporicame uz citovani monografiu A. Bohma, kde je
podrobne a matematicky korektne spracovany problém linearneho harmonického
oscildtora.

10.6 x-REPREZENTACIA A p-REPREZENTACIA

V tomto clanku si ukdZeme, Ze na formalizmus vlnovych funkcii, pouZivany
v predchéadzajicich kapitolach, sa mdZeme pozerat’ ako na reprezentaciu v ,,spojitej
baze* vlastnych stavov operdtora x. UkdZeme tym vlastne, Ze formalizmus
vlnovych funkcii, ktory predsa len mal urcité vyzna¢né postavenie pri nasom
intuitivnom a induktivnom spdsobe budovania aparatu kvantovej mechaniky, je
len Specialnym pripadom vseobecnej schémy opisanej v tejto kapitole.

Pre jednoduchost’ uvazujme jednorozmerny pohyb castice. VSeobecnému
stavu Castice je priradeny ket-vektor |y) z Hilbertovho priestoru. Vlastné stavy
operitora stradnice x prislichajiice k hodnote x ozna¢me | x). Plati teda'®®

xlx) = xlx) (D

1 Terminol6gia, zd4 sa, nie je celkom ustdlend; prisluiny rusky termin je ,osnaiCennoje prostranstvo
Gilberta®, anglicky: ,,Rigged Hilbert Space*.

168 Stav | x) by mal byt’ stav, v ktorom s istotou nameriame hodnotu siradnice x. Takyto stav, samozrejme,
nie je prakticky realizovatel'ny, ide teda o ,,zovSeobecneny* vlastny stav operdtora X.
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V ,,spojitej baze* {lx)} je stav |y) reprezentovany zlozkami

(xlp) 2

Pri fixovanom |y) definuje vyraz (2) komplexnu funkciu redlnej premenne;j x,
ktord podl'a (5.19) ma vyznam amplitidy pravdepodobnosti v x-priestore. To su

presne vlastnosti stavovej vinovej funkcie, zodpovedajiicej stavu ). Ozna¢me
teda

Y(x) = (xly) 3

UkédZme si teraz, Ze operatoru x v tejto reprezentacii zodpovedd podla ocaka-
vania obycajné ndsobenie stiradnicou x. Operdtor x je reprezentovany maticou

(xIxlx ")
ktord vzhl'adom na (1) a na podmienku normovanosti
(xlx"y = o(x — x")
moéZeme vyjadrit’ v tvare
(x'IxXlx "y = x"S(x' — x'") 4)
Zo vzt'ahu (4) a z podmienky tplnosti
Jly dx(xl = 1
mame
(xlxlyy = [dx'Cxelxlx Y 1y) = Jdx' x' S(x' = ) p(x) = xp(x)

¢o hovori, Ze zloZky vektora xIy) v siradnicovej reprezentécii su

(xIxly) = xp(x) = x(x1y)
a tdto rovnicu sme pouzili vo formalizme vlnovych funkcii v tvare

XW(x) = xW(x)

Teraz najdeme operator hybnosti v stiradnicovej reprezentacii. Budeme vycha-
dzat’ z toho, Ze vlastné stavy operatoru p spliajui rovnicu

plp) = plp)

a sd normované na Jd-funkciu {plp) = d(p — p")
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V stradnicovej reprezentacii uz tieto stavy pozname.

eipx/h

(xlp) = N

Pre maticové elementy operatora p v x-reprezentacii plati (vyuzZivame 1 =

= Jdp'p)p")

(xplx"y = [[dp'dp"x'IpYp Iplp"Yp 1x") =
= [ldp'dpxpp"8(p" — pp " =
=[ldp'xpp (p'x"y =
_ dP’ ’ip' (X =x") R _
_Jznh pe B
_hd
iy
0o
iy

J‘ dp' eV (=X _
2mh

(X' =x")

Pre vektor Iplx) potom plati

(xlply) = [dx'Cplx)x 1) =
= J‘dx'zi O —x"Wxw) =
1

ox’
ko
=——<xl
—o )
a to je znamy vztah, ktory sme vo formalizme vlnovych funkcii pisali v tvare
h o
Py(x)=——¥()
iox
Uplne rovnakym postupom dostaneme

2
<ﬂﬁm=—#§;wm

a toto spolu so vzt'ahom

xIV(x) ) = V(x)(xly) = V(x) p(x)
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staci na to, aby sme z bez€asovej Schrodingerovej rovnice zapisanej vo vieobecnom
tvare

Hiy) = Ely)

H=Lp> v 5)
2m

prisli v siradnicovej reprezenticii k zndmemu tvaru

h* 9?
——— (dy) + V (x){xly) = E(xly) (59
2m ox

kde
xly) = p(x)

Schrédingerovu rovnicu (5') sme pouzivali vo formalizme vinovych funkcif
v 2. az 9. kapitole.

Casovd zdvislost’ stavu je vo vieobecnom formalizme popisand vektorom | (7))
ktory je rieSenim Schrddingerovej rovnice

.0
mgwmﬁwmm
t

kde H je hamiltonidn sdstavy. Pre ¢asticu vo vonkajSom poli s potencidlovou ener-
giou V(x) je H dané vzt'ahom (5). Ak ¢asovd Schrédingerovu rovnicu prepiSeme
tym istym postupom ako vyssie do sdradnicovej reprezenticie'® dostaneme

0 |on &
ME&WWD—L5Z$;+Wm}Mw0>

¢o je v zapise {(aly(t)) = w(x, t) Casova Schrodingerova rovnica vo formalizme
vilnovych funkcii.

Celkom analogickym postupom by sme mohli bezcasovi Schrédingerovu rov-
nicu prepisat’ i do p-reprezentacie. Vyjadrenie operdtora p je v nej jednoduché

PIp" =p"Sp' = p") (©)

Vyjadrenie operétora x je o osi zdihavejie, ale prebieha po uZ vychodenych
kolajach

169 14 At 1% - p p . g e
Béza nezavisi od Casu a je tplne rovnakd ako td, ktord sme pouzivali vyssie.
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<p!|p|p!l> — J.deldxll<pllxl><xllx|xH><xH|pH> =
_ J’ dr'dx” 21 =i S5 + = x") QP _

Tth

_ Jﬂ’ X
21th

_ a . J‘ﬂ,e—ix’(p'—p”)/h —
dp’J 2mh

Yo (P =PI _

0
5 /_ ”-
P (p—p")

=ih

Analogicky

(Pplp" =(ih d

J o(p'=p") (7a)
dp

. a 7 ”
PNXIp" = V[lh ap,]5(19 -p) (7b)
Pomocou vztahov (6) a (7) uz méZeme prepisat’ bez¢asovid Schrodingerovu
rovnicu do p-reprezentacie. Vysledok bude

)

2
Eply) =5_m<p|'//> + V[ih > j<plw>

pricom {ply) = w(p) je stavovou vinovou funkciou v p-reprezentacii.
Pre linedrny harmonicky oscildtor by sme tymto postupom pre bezcasovi
Schrodingerovu rovnicu dostali v x-reprezentacii.

2 42 2
Ex1y) == 22ty + 22 2 iy ®)
2m ox
a v p-reprezentacii
o, ma’h’ 9°
Eply) =— ly) ——————(pl 9
ey 2mP<P'//> 5 apz<pz//> )

pri¢om rieSenia v jednej a v druhej reprezentécii su viazané vzt'ahmi

(xly) = ldp (xIp)ply)
(ply) = Idx (pIx)xly)
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Rovnice (8) a (9) st vyjadrenim tej istej abstraktnej rovnice

m

2 2
Hiy) = P—iyy + 22 iy (10)
2m 2

v dvoch roznych reprezentédciich.

Teraz vidno, Ze r6zne reprezentacie abstraktnych operatorovych rovnic v Hil-
bertovom priestore si v istom zmysle analégiou dobre zndmej situdcie z elemen-
tarnej mechaniky. Druhy Newtonov zakon mdZeme totiZ pisat’ bud’ v ,,abstraktnom*
vektorovom tvare

F=ma an
alebo v zloZk4ch odpovedajuicich ur€itému vyberu bazy (siradnych osf)
F.=ma,, Fy=ma, F,=ma, (12)

VSseobecny zdpis Schrodingerovej rovnice je analégom ,,abstraktného vekto-
rového zapisu* (11) a Schrodingerove rovnice (8) a (9) s analégmi vzt'ahov (12)
v dvoch suradnych sustavach.

Pre linedrny harmonicky oscilétor sa vSak ukazuje, Ze najvyhodnejSou repre-
zentdciou nie je ani x-reprezenticia, ani p-reprezenticia, ale energeticka reprezen-
tdcia, s ktorou sa budeme podrobnejsie zaoberat’ v nasledujicom ¢lanku. Toto je
tieZ reprezentacia, v ktorej Heisenberg objavil kvantovi mechaniku.

10.7 HARMONICKY OSCILATOR
V ENERGETICKEJ REPREZENTACII

Ako ukazku vyhodného pouzitia v§eobecného formalizmu ndjdeme teraz
spektrum linedrneho harmonického oscilatora.
Linedrny harmonicky oscilator je fyzikalny systém dany hamiltonidnom

1 1
H=——p?+—mo’x* 1
2mp 5 (1)

kde x a p sii hermitovské operatory (stradnice a hybnosti), ktoré spifiaji komutatné
pravidlo

[x, p] =ih @)
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Ukazuje sa, Ze je vyhodné zaviest pomocné operatory a, a* a N definované
=170
vztahmi

—— 3
2h i N2hma ©)

aJ’=1/m—a)x—iL 4)
2n 2hma

N=a"a (5)

V dalfom postupe budeme skimat’ vztahy medzi operdtormi a, a*, N a H.
Z nasledujicich tvrdeni nebudeme vsetky podrobne dokazovat, Citatel' si tak
mozZe urobit’ sdm ako cvicenie.

Predovsetkym z defini¢nych vztahov (3), (4) a (5) vyplyva, Ze operétory aa a*
st navzdjom hermitovsky zdruzené (oznaenie sme uz tak volili) a operdtor N je
hermitovsky:'”"

N*=(a'a)'=a'a™"=a'a=N
Priamym vypoctom l'ahko overime, Ze platia komutacné vzt'ahy:
[a,a"]=1 (6)
[a,N]=a, [a",N]=-a" (7

Zo vztahov (3), (4) mdZeme vyjadrit’ operatory x a p.

/mw +

=./]—(@a+a

X 2h( )
imao. .

= a-—-a

p ,/ 5 i( )

po dosadeni do (1) dostaneme vyjadrenie Hamiltonidnu pomocou operétorov a, a*
(pri Uprave pouZijeme aj vztah (6)):

®)

H= ha)(a+a+1] = ha)(N+l) 9
2 2

0 Trik so zavedenim krea¢nych a anihilaénych operdtorov a* a @ m4 také Siroké pouzitie, Ze si ho treba
zapamitat’.

! Pretoze neskiimame stcasne i definiéné obory (neohranienych!) operdtorov a, a*, N ... maji vietky
nase ,,dokazy* len formdlny charakter. Rigorézny postup by bol mnohondsobne dlhsi a ndro¢nejsi.
Citatel’ sa s nfm mdZe zoznamit’ napr. v monografii A. Béhma citovanej v predchadzajiicom &lanku, ale
pri prvom ¢itani kvantovej mechaniky to rozhodne neodporicanie.
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Spektrum hamiltonidnu ndjdeme, ked’ najdeme spektrum operatora N. Pred-
pokladajme172 teda, Ze existuje systém vlastnych stavov Ic) operatora N:

Nlic) = clc)

kde vlastné hodnoty c su zatial’ bliZSie neSpecifikované.

Ukdazeme si teraz, Ze vlastné hodnoty operatora N st nezdporné (samozrejme,
Ze su redlne, pretoze N = N¥).

Skutocne plati:

¢ ={cINIc) ={cla*alc) = {cla’alc) = {c'lc"y > 0

kde Ic")lc) = alc)

Vsimnime si, Ze ak ¢ = 0, potom vektor Ic’) ma nulovd normu, teda je to nulovy
vektor.

UkdZeme si teraz, Ze v pripade ¢ # 0 je vektor Ic") = alc) tieZ vlastnym vektorom
operatora N, prislichajici k vlastnej hodnote ¢'= ¢ — 1. Je to jednoduchy désledok
komuta¢ného vzt'ahu (7):

Nalc) = (Na — aN + aN)lc) = ([N, a] + aN)lc) =
= (—a+ ac)lc) = (¢ — Dalc)

Plati teda (uZ po zohladnen{ spravnej normalizicie)'”

o= 1y =——al) (10)

Je

Zdoraznime opit, Ze pomocou operdtora a mozno zo stavu lc) vyrobit’ novy
vlastny stav lc — 1) iba vtedy, ked ¢ #0.
Podobne mozno I'ahko ukézat’, Ze plati (uzZ pre 'ubovolné c)

lc+1)= a’le) (11

1
Ve+1

Vzhl'adom na vlastnosti (10) a (11) nazyvajii sa a* a a zvySovacim a zniZovacim
operitorom. Castej$ie sa viak pouZivaji ndzvy kreaény a anihilaény operator
(dovod tohto pomenovania bude zrejmy aZ v kapitole venovanej sekunddrnemu
kvantovaniu).

Dalsia myglienka je uZ jednoduché: ak by bolo moZné opakovanym pdsobe-
nim operatora a vychddzajic z nejakého stavu Ic) ,,vyrabat™ stile d’alSie vlastné

172 K tomuto predpokladu sa o chvilu vritime.
173 Predpokladdme, e spektrum H je nedegenerované.
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stavy operatora N s vlastnymi hodnotami vZdy o jednotku nizsimi, prisli by sme
do sporu s tvrdenim, Ze tieto vlastné hodnoty musia byt nezdporné. Musi teda
nastat’ takd situdcia, Ze pdsobenim operdtora a uzZ nemdzeme novy vlastny stav
,,Vyrobit™, a to, ako vieme, bude len vtedy, ak pri opakovanom pOsobeni operatora
a narazime na stav s nulovou vlastnou hodnotou, teda stav 10), pre ktory plati

NIO) = 010) (12)

Ukaézali sme tak, Ze ak existuje aspon jeden vlastny stav operdtora N, potom
musi existovat’ aj vlastny stav s nulovou vlastnou hodnotou. Nulovi vlastni hod-
notu sme ale dostali postupnym znizovanim o jednotku, vychadzajic z l'ubovol-
nej vlastnej hodnoty c. Preto ¢islo ¢ musi byt celé ¢islo.

V d’alSsom budeme preto oznacovat vlastné stavy N symbolom In):

Nlr) = nln) (13)

Vychddzajic zo stavu 10) moZno pomocou operatora a* skonstruovat’ Fubo-
vol'ny stav In). Plati (podl'a (11))

1

Jn!

Podl’a vztahu (8) uz je zrejmé, Ze In) su aj vlastné stavy hamiltonidnu a plati

In) = @")"o) (14)

Hin) =(n+%jha)ln) (15)
Vlastné hodnoty operatora energie teda su
1
E”=(n+5)hw n=0,1,2, ... (16)

Nas doterajsi postup bol zatial’ ¢isto formalny, pod operdtormi sme si zatial
nepredstavovali nijakd ich konkrétnu realizdciu na urcitom Hilbertovom priestore.
Podstatné boli len algebraické vzt'ahy medzi operdtormi, z nich vyznacnu dlohu
zohrali komutacné vzt'ahy (2). Musime teraz este overit), ¢i taky Hilbertov priestor,
spifiajuici vietky predpoklady (menovite existenciu aspoii jedného vlastného stavu
operatora N), existuje. V podstate méZeme postupovat’ dvoma spésobmi.

Prvy sposob. Algebraické vzt'ahy typu (1), (2) pokladdme fyzikdlne za prvotné
a dodato¢ne sa pokisime skonstruovat’ abstraktny Hilbertov priestor, na ktorom
existuje ich operatorova realizdcia. KonStrukcia takého priestoru je jednoducha.
Vyjdeme z abstraktne chapanych ,,objektov* [0), I1), 12), ..., a abstraktny Hilbertov
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priestor definujeme ako priestor vSetkych ich (formalnych) linedarnych kombina-
cii'™. Prislu$ny skaldrny siéin na tomto priestore definujeme tak, aby platilo
(nln"y = &,,. Vektory In) potom tvoria bazu takto skonstruovaného Hilbertovho
priestoru a vztahy (10) a (11) potom mdZeme povazovat’ za vztahy, ktorymi sd
definované operédtory a a a’. Ostatné operatory potom definujeme pomocou
prisludnych vyjadreni z operdtorov a, a* (napr. (8), (9)). Citatel' sa sim moze
presvedcit, Ze na takto skonStruovanom Hilbertovom priestore budu splnené
vSetky predpoklady, na ktorych boli zaloZené nase tivahy. Vektory In) tvoria bazu
energetickej reprezentdcie, v ktorej operdtoru H prislicha diagondlna matica
s elementmi Ey, E), E,, ... Operdtorom a, a* priradime matice

A ={mlaln),  a,, = {(mla’n)
7 (10) a (11) vyplyva
amn=\/;5m,n—ls atrln:\ln"'l é;n,n+l (17)

takZe matice d,u,, a do, SU:

atd’.

kde bodky oznacuju nuly.

Maticové elementy operatorov x a p dostaneme uZz rychlo. Z rovnic (8) s vyuZzi-
tim (17) dostaneme

h 1/2 : .
Xy =[2_] WS +4i+16, 1) (18)

mao

[\ .
ijzl( } (\/.]+15k,j+1_\/75k,j—1)

2ma

Tento spdsob svojim duchom zodpoveda Heisenbergovmu pristupu ku kvanto-
vej mechanike. To, Ze Heisenberg sa mohol v podstate analyzou spektroskopickych
dét dostat’ az k ,,maticovej mechanike®, k maticovym elementom typu (18), je

17 Presnejsie ako zaplnenie takého priestoru.
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spojené s faktom, Ze'” interakcia Ziarenia s nabitou &asticou je dana v dipélovom
priblizeni maticovymi elementarni (r),,,. Pre linedrny harmonicky oscilator je
interakcia dand maticovymi elementarni (x),,, Rovnice (18) ukazujd, Ze x,, # 0
len pre m = n £ 1. Oscildtor moZe preto absorbovat’ a emitovat’ len kvanta s energiou
h, kde wje kruhova frekvencia oscildtora a /@ je rozdiel energif medzi dvoma
susednymi stavmi oscilatora.

Druhy spdsob svojim duchom viac zodpovedd Schrodingerovmu pristupu ku
kvantovej mechanike, chdpanej ako ,,vInovej mechanike®. Tam od zaciatku pred-
pokladame, Ze mame dany Hilbertov priestor vinovych funkcii a na iom operatory
X = X, p = —140/0x. Potom, aby mal cely postup az po vztah (16) opravnenie,
musime explicitne skon$truovat’ aspoii jeden vlastny stav operdtora N. Ak sa
nam to podari, ukdZeme tym tiez, Ze ,.heisenbergovsky* a ,,schrodingerovsky*
pristup su — aspon v tomto pripade — ekvivalentné.

Vyberieme si stav 10), ktory spifia podmienku

aln) = 010) (19)
a preto aj
NI0) = a*al0) = 0I0)
Budeme pracovat’ v x-priestore a zavedieme oznacenie ¥(x) = (x10). Opera-

tor a vyjadrime podl'a (3) a postupom podrobne diskutovanym v predchadzajicom
¢lanku prepiseme (19) do x-reprezentécie. Dostaneme tak

mao hod
(\/ﬁ“\/—zmw a}”om—o

Riesenim tejto diferencidlnej rovnice je

2
by h
Yo(x) = Aexp(— 242 } Xy =

Xo

Z poziadavky normovanosti ¥4(x) ndjdeme konStantu A a dostdvame

1/4 2
e =(’"—“’j exp| —=—
0 Th ng

¢o je dobre zndma vlnova funkcia zdkladného stavu linedrneho harmonického
oscildtora.

15 Pozri kapitolu 9.
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Tento vysledok spolu s vyjadrenim operdtora a* pomocou (4) a vztahom (14)
vedie k
1
() = (xln) =— @") "y (x), n=1,2,3,... 20
kde w,(x) je vlastnou funkciou n-tého excitovaného stavu linedrneho harmonic-
kého oscilatora

Hy, (x) = E, ¥, (x)

Operitor a* md v x-reprezentacii tvar

at= M@, | M d 21)
2" \2me dx

a Citatel’ sa m6ze sdm presvedcit’, Ze podl'a vztahu (20) dostaneme ndm uZ zndme
vlnové funkcie stacionarnych stavov (4.6.14).

10.8 OPIS CASOVEHO VYVOJA

Doteraz sme sa zaoberali formalizmom opisu stavu fyzikalnej sistavy v ur¢itom
¢asovom okamihu. Ak chceme zobrazit’ Casovy vyvoj, potom prirodzene predpo-
kladdame, Ze v kaZzdom ¢asovom okamihu ¢ je stavu sustavy priradeny urcity vektor
Hilbertovho priestoru. Oznacime ho napriklad |y(¢)). Podl'a analégie s formaliz-
mom Vglﬁovych funkcii potom predpokladdme, Ze bude platit’ Schrodingerova
rovnica

. d ~
in- () = Hy (o) (1)

kde H je hamiltonidn uvaZovanej ststavy. Prakticky sa opit’ (1) pouziva ako
pohybova rovnica, t. j. hPaddme jej rieSenie |y(r)) spiiajice uréiti zaciatoéni
podmienku typu

ly(t=0)) =1g) 2

Rovnicu (1) so zaciato¢nou podmienkou (2) mozno (prinajmenej formélne)
jednoducho vyriesit. Skonstruujeme operator

U(l) — e—th/h (3)

17 Pojem derivicie vektorovej funkcie redlnej premennej sme formélne nezaviedli. Citatel si vhodnii
definiciu séim moze doplnit’.
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S vyrazmi tohto typu sme sa zatial’ nestretli a detailnejSie sa s ich definiciou
zaoberat’ nebudeme. Pod takymito funkciami operatorov si méZeme predstavit
napriklad mocninny rad, v naSom pripade

. N2
e_iH’h:I—ﬂ+l —iHt +
o 210 &

Charakter konvergencie opit’ nebudeme skiimat’ podrobnejsie'”’.
Citatel sa mbZe presvedcit’ o tom, Ze takto definovany operdtor je unitirny,
t. j. plati

U'oU® =UonU (n =1

Pomocou operdtora U(f) mozno rieSenie rovnice (1) spliiajice zaciatoénu
. . 178
podmienku (2) zapisat’ v tvare

ly(0)) = U@®)ly) 4)
Ak pozname spektrum hamiltonianu
Hla) =E,la)
potom operétor U(r) mozno vyjadrit' v tvare'”
U@ = Z,In)e™ " (nl )

Techniku riesenia SchR zodpovedajicu vztahu (5) uz pozname; ide o pouZitie
rozvoja do tplného systému staciondrnych stavov.

VysSie uvedeny spdsob popisu Casového vyvoja ststavy sa nazyva Schrodinge-
rov obraz.

Casto je uZitoény iny spdsob popisu ¢asového vyvoja (s ktorym sme sa zatial’
nestretli), a to Heisenbergov obraz.

Stavu, ktory je opisany v Schrodingerovom obraze vektorom |y(t)) = lys(1))
prirad'me vektor Hilbertovho priestoru

Iy = U (0)lws (D) = ™"y () (6)

""" Mozeme si predstavit’ pod vyrazom typu ZAn jeho tzv. silnd limitu, t. j. taky operétor A, pre ktory
1

plati pre l'ubovol'ny vektor Alg) = lim Z A, lp)
N—>o0 !

"8 Kedze operdtor U(7) je unitdrny, bude stav |y()) spravne normovany, ak stav |@) je normovany.
179 Vzt'ah (5) sa d4 tieZ chapat’ ako jedna z moznych definicii operatorového vyrazu exp (—iH#/%)
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Jednoducho si mozno overit, Ze plati:

d
= la,) =0 )

teda vektor |yy) priradeny podla (6) stavu ststavy nezavisi od Casu. Pritom prira-
denie vektora | ) je jednoznacné, stav |ys) mozno jednoznacne zrekonstruovat’

W) (®)

—iHtlh

lys(n) =€

Vektor lyy) preto moZze rovnako dobre reprezentovat’ stav stistavy ako vektor
[y5(7)). Fyzikdlnu informdciu — napr. strednd hodnotu veli¢iny A v Case f — mozZno
pomocou vektora |y) ziskat aj tak, Ze najprv podla (8) ndjdeme |y (7)) a potom
uz postupujeme Standardne:

A(D) = (s (DIAlgs (1)) = (wrlU AU yg) 9)
Podrla (9) je vSak zrejmé, Ze ak zavedieme oznacenie
Au (1) = UT(HAU() (10)

potom Ay(?) je (od Casu zavisly) operitor, pomocou ktorého moZno vyjadrit
strednud hodnotu priamo pomocou |¥y):

At = (WulAr (Ol ys) (11)

Vyjadrenia stavov a operatorov v tvare (6) a (10) nazyvame Heisenbergovym
obrazom. V tomto obraze vektory priradené stavom od Casu nezdvisia, casovy
vyvoj v sustave je opisany vhodnou ¢asovou zavislost'ou operatorov: ak v Schro-
dingerovom obraze je fyzikdlnej veli¢ine priradeny operétor A, potom v Heisen-
bergovom obraze je tej istej velicine priradeny operator Ay podl'a vztahu (10).

Ulohu pohybovej rovnice hrd namiesto Schrédingerovej rovnice rovnica, ktord
dostaneme z (10) derivovanim podl’a ¢asu. Po elementarnych tpravach dostaneme

AH<t>=%[H, A, (0] (12)

, . g oy . 180
Tito rovnicu potom treba riesit’ so zaCiatocnou podmienkou

Ay(t=0)=A

180 Skutocnost, Ze rovnost’ vektorov a operdtorov priradenych v Schrodingerovom a Heisenbergovom
obraze stavom a veli¢inim poZzadujeme prave v Case 7 = 0, je konvencia. Prave tak dobre by sme mohli
vybrat T'ubovol'ny iny ¢asovy okamih.
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Nazorne si mozZno predstavit’ rozdiel medzi Schrodingerovym a Heisenbergovym
obrazom tak, Ze v Schrodingerovom obraze vektory stavov ,rotuju s ¢asom v Hil-
bertovom priestore a operatory sa nemenia, kym v Heisenbergovom obraze vektory
stavov su konStantné a operatory sa menia s casom tak, aby stredné hodnoty (9)
a (11) boli rovnaké.

Casto sa stretdvame so situdciami, v ktorych

H=H,+H’ (13)

kde H, nerobi nijaké tazkosti pri rieSeni problému ani v Heisenbergovom ani
v Schrodingerovom obraze. Vtedy moZno pouZit’ interakény alebo Diracov obraz,
pri ktorom Casova zavislost’ operatorov je dand len ,,neporuSenym‘ hamiltonidnom
Ho a ¢asovd zdvislost’ stavov len ,,poruchou® (interakénym hamiltonidnom) H'.
Veliciny vyjadrené v interakénom obraze oznacujeme indexom /. Vztah medzi
interakénym a Schrodingerovym obrazom je dany rovnicami

Ly () = e y(1)
' ' (14)
A](t) - el/ﬁHOtAe—l/ﬁHOI

a pre Casové derivicie dostaneme:

., 0 UnH
it () = "™ (H=H,)lw (1))

Ak teraz zapiSeme (H — Hy) = H’, vsunieme pred |ys(¢)) jednotkovy operator
zapisany v tvare 1 =exp(—i/fiHyt) exp (i/7iHy) a pouZijeme druhid z rovnic (14)
pre definiciu veli¢iny Hj(r) dostaneme:

i 21y, () =Hly, 0) (15)

Pre Casovi derivaciu operdtorov dostaneme tym istym postupom ako pri
odvodeni rovnice (12) vysledok

Axw=%mmAxm (16)

V interakénom obraze mame teda dva druhy pohybovych rovnic: (15) a (16).
Operétor H, je obvykle voleny tak, Ze rieSenie rovnic (16) pozndme.

Na zdver tohto ¢lanku eSte uvedieme formélny postup odvodenia vzrahu
neurcitosti pre cas a energiu. Niekolko ilustrativnych prikladov sme uviedli
v kapitole o nestacionarnej poruchovej tedrii.
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V kvantovej mechanike nevystupuje ¢as ako fyzikdlna veli¢ina (t. j. nie je mu
priradeny operator), ale ako parameter v pohybovej rovnici. Napriek tomu sa bezne
hovori o ,;merani casu“. Ak sa vSak bliZSie zamyslime nad principmi konStrukcie
hodin, vidime, Ze fakticky meriame nejaku int fyzikalnu veli¢inu (napriklad uhol
vychylky kyvadla), ktord je s Casom spojend pomocou teoretického prepoctu. Vhodné
automatické zariadenie takyto prepocet vykondva, takze ,,stupnica pristroja* uz
mdZe byt ciachovani v jednotkach Gasu. Dalii formalny postup nebude tplne
zodpovedat’ tejto myslienke, ale v podstate sa da takto interpretovat’.

Nech A je operator prislichajici veli¢ine A, ktory (v Schrédingerovom obraze)
nezévisi explicitne od ¢asu. Potom ¢asovi zévislost’ strednej hodnoty A v stave
ly(?)) opisuje rovnica

d

— 1
" A= E<;//(z)|A, Hip(1)) 17

Zvol'me si urcity casovy okamih a ur¢ime stredné kvadratické odchylky

(AAY = (WA - A1y (2))
(AEY’ = (y(Ol(H - E)ly(1))

Pre AA a AE plati vztah neurcitosti v tvare (3.21)
AA.AE> %I( w(OIA, H)lp(0))l (18)

Ak pouZzijeme vzt'ah (17) moZeme prepisat’ (18) do tvaru

M ey (19)
dA/dt| 2
Hodnota A sa s ¢asom meni, rychlost tejto zmeny je dand vyrazom dA/dz.
PretoZe viak veli¢ina A je ,,rozmazani* okolo hodnoty A o hodnotu ~AA, d4 sa
(signifikantnym spdsobom) prakticky zaregistrovat’ iba takd zmena A, ktora je
porovnatelnd s AA . Charakteristickd doba, za ktord nastane takdto zmena
(ozna¢me ju 7,) je potom dand vztahom

AA
Ty=—"=
dA/dz |
Plati teda vzt'ah
W AE > %h (20)
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V principe Cas 7, je zavisly od toho, o aku veli¢inu A ide. MoZno hl'adat’ takd
veli¢inu, pre ktord je tento Cas najkratSi. Ozna¢me ho 7. Cas 7takto charakterizuje

samotny fyzikalny systém v uvaZovanom stave |y(#)) (v zvolenom okamihu f).
Je to vlastne charakteristickd doba, za ktord sa stav systému Casovym vyvojom
podstatne zmeni. Plati pritom vztah neurcitosti

TAE > A2 (21)

10.9 MATICA HUSTOTY

Opis stavu ststavy vektorom v Hilbertovom priestore je z hl'adiska kvantove;
mechaniky dplnym opisom stavu. V niektorych situdcidch vSak takyto opis stavu
nie je mozny a vtedy stav sdstavy opisujeme maticou hustoty. Pouzivame ju
v dvoch typickych pripadoch. Po prvé vtedy, ked’ uvazovana ststava je castou
(podsustavou) vicsej sustavy a po druhé vtedy, ked’ o sistave nemdZeme ziskat’
uplnd informaciu a musime pouZzivat’ metddy Statistickej fyziky.

Matica hustoty ako opis podsiistavy.

Uvazujme sustavu S skladajicu sa z dvoch podsistav S; a S,. Premenné opisu-
juce S; oznac¢ime symbolom x, premenné S, symbolom ¢. Stav zloZenej sustavy
S nech je opisany vektorom |y) z Hilbertovho priestoru sustavy S. V x, &-repre-
zentdcii ma vektor |y) zlozky (x, £ly). Nech operdtor A pdsobi iba na premenné
sustavy S

&', E'lAx, &) = (XA HE" = &) €]
Strednd hodnota operdtora A v stave | ) ststavy S bude
A= (YAl = [dxd&de'dgple, £, & Ak, ", &)
Po vyuziti (1) mdme
A= Jdderdgyte', EXxIA Yx", §1y) 2

Vo vel'mi Specidlnom pripade stav S odpoveda tomu, Ze S, sa nachddza v stave
ly) a S, v stave ly,). Vtedy plati

(x, Sly) = (X &lyn) 3)
Po dosadenti (3) do (2) a vyuZiti [( y, 1 EX Elw, )dE =1 dostaneme

A= [de'de d g (ynle Yo IA "Yx"1yn) = (yilAlpn)
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Tento vysledok ukazuje, Ze v pripade (3) sa ststava naozaj nachddza v stave
ly). Fyzikdlne je to jasné, lebo (3) hovori, Ze v stave |y) zloZenej sustavy niet
Ziadnych koreldcif medzi premennymi x a & VSeobecne toto ale neplati, koreldcia
medzi podsistavami existuje a pre stav 1) neplati (3).

Vo vSeobecnom pripade pre vypocet strednej hodnoty pouzivame vztah (2).
Je uzito¢né definovat’ operator

(x"Iple'y = [dgx", Slyd(yx', &) “)
a prepisat’ (2) do tvaru
A= [dx'dx"GeIple YalAL " 5)
V Specidlnom pripade (3) pre (x"Iplx") dostdvame

(x"Iple’y = [d& e Ty ) S Tya) v e X Yald'y = (e lyn )y ') (6)

odkial’ vidno, Ze v pripade (3) je operator p projektorom na jednorozmerny pod-
priestor stavov ststavy S;

P =lyiXyil (6"

Po dosadeni (6) alebo (6') do (5) vidime, Ze v tomto pripade pre stredné hod-
noty vSetkych operdtorov A pdsobiacich len na premenné podsustavy S; plati
A =(yilAlyy)

Vo vSeobecnom pripade ale (3) neplati a operator p nie je projektorom na
jednorozmerny podpriestor Hilbertovho priestoru sustavy S;.

Maticu s elementérni (x"Iplx ) nazyvame maticou hustoty a samotny operator
p nazyvame operatorom hustoty alebo Statistickym operdtorom.

Teraz uvedieme este prepis predchddzajucich vztahov pre pripad, ked’ pre-
menné charakterizujice podsustavy Sj, S, mozu nadobudat’ iba diskrétne hodnoty.
Mozné hodnoty premennych sdstavy S; oznacime ako m a sustavy S, ako n.
V m, n-reprezentécii ma stav |y) sustavy S zlozky (m, nly). Pre maticové elementy
operdtora A pdsobiaceho len na premenné ststavy S, plati

(m, nlAlm’, n"y =A,-Opm 7

Pre stredné hodnoty takéhoto operétora v stave |§) madme

A= Z (Wim, n)m,mAlm’,n"Xm’,n'ly) = z At P 3

m,n

kde
Pm'm = %‘,{m', nl W)( Wlm9 I’l> (9)

339



Vyraz na pravej strane (8) je stopou (spurom) matice, ktord je sic¢inom matic
A a p. Preto mdzeme prepisat’ (8) na

A=Sp(Ap) @8)

Stopa matice nezavisi od vyberu bazy a vztah (8') plati nezavisle od vyberu
reprezentécie. V pripade, ked’ premenné mdzu nadobudat’ spojiti mnoZinu hodnot,
je pravé strana (8') definovand pravou stranou v (5).

Vlastnosti matice hustoty.
Priamo z (9) vidno, Ze matica p mé jednotkovi stopu. Skutocne

SP(AP) = £, = E(yim, nm, nly) = (ply) = 1

Matica s prvkami p,,, je d’alej pozitivne definitnd. Aby sme to dokdzali, zo-
strojme projekcny operator

Pe=15XSl, 1) =X &,lm) (10)

Vlastné hodnoty projekéného operdtora Pg, tak ako kazdého projekéného
operdtora st 0, 1. Strednd hodnota operatora nemdze byt nikdy mensia ako jeho
najmensia vlastna hodnota, a preto stredné hodnoty musia byt’ nezdporné. Odtial

Sp(ppf) = zpmm’gmé’;' 20 (1 1)

Maticu g, spiﬁajlicu nerovnost’ (11), nazyvame pozitivne definitnou.

Ak sustava Sy je v interakcii so zvySkom sistavy S, nem6Zeme vo vSeobecnosti
zapisat’ Casovu zdvislost matice hustoty pre podsustavu S;. Ak vSak interakcia
medzi S; a zvyskom § je od istého Casu 7y nulové (alebo zanedbatel'nd), mdzeme
pre t > t, najst’ pohybovi rovnicu pre p,,, (1)

Predpokladajme, Ze pre t > f, su stavy lm, n) vlastnymi stavmi operatorov
energie podsustavy S; a zvySku sustavy S, oznaceného ako S,. Pretoze energia
interakcie je nulova, bude vektor |y(f)) zavisiet od ¢asu nasledovne

ly(t)) = e 2 yrg))

kde H, H, s operdtory energie pre Sy, S,. Ak vyuZijeme hermitovost’ H, a H, a to,
ze H; a H, komutuj, dostaneme:

(m, nly(0))y = 7 Em+ B (o))

kde E,,, a E,,, su energie podsustav Sy, S, v stave Im, n). Po dosadeni tohto vyrazu
do (9) (ak nahradime |y) vektorom ly(¢)) dostaneme:

O (1) (12)

—E | il

pmm'(t) =¢
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Pre operator p je tito podmienka ekvivalentnd zapisu

—iH /i

p(t) =e " p(tp)e™" (13)

odkial’ derivovanim dostaneme:

d
inP =[H,,p] (14)
dr

Matica hustoty ako opis statistického siboru.

Najprv strucne opiSeme spdsob, ktorym v Statistickej fyzike opisujeme stav
sustavy. Stav makroskopickej stistavy je charakterizovany istymi makroskopickymi
veli¢inami, napriklad objemom a energiou alebo objemom a teplotou. Pre urcitost’
si mézme predstavit’ idedlny plyn v istom objeme a s istou celkovou (vnitornou)
energiou, alebo idedlny plyn v istom objeme a s istou teplotou udrziavanou rezer-
vodrom, s ktorym je plyn v tepelnom kontakte.

Pri vypocte termodynamickych veli¢in v takomto makroskopicky ur¢enom
stave (makrostave) priradime sustave najprv isty Statisticky sibor. Tento stibor sa
skladd z mnohych identickych sustav, pricom kazda z nich sa nachddza v ur¢itom
kvantovomechanickom stave (tzv. ,,mikrostave‘) opisanom vektorom Hilbertovho
priestoru. Pre idedlny plyn vektor ;) priradeny i-temu mikrostavu obsahuje tplnu
informéciu o stave sustavy castic, z ktorych sa plyn skladd. Na zaklade informa-
cie o makrostave priradime kazdému mikrostavu ;) zo Statistického suboru isti
pravdepodobnost’ p;. Strednd hodnotu A veli¢iny A v ur¢itom makrostave pocitame
potom podl'a vztahu

A=TpyilAly) (15)

kde na pravej strane scitujeme cez vSetky mikrostavy daného Statistického suboru.

Pre plyn uzavrety v izolovanej nddobe s objemom V a s vniitornou energiou
plynu E uvazujeme na pravej strane (15) vSetky mikrostavy s energiou z intervalu
(E, E + OF), kde JE je velmi malé OF <« E a kazdému mikrostavu priradime rov-
nakd pravdepodobnost’ p; = 1/N, kde N je pocet mikrostavov s energiou v intervale
(E, E + OF) (uvaZzujeme len mikrostavy s nulovou celkovou hybnostou). Toto
rozdelenie pravdepodobnosti v Statistickom subore nazyvame mikrokanonickym
rozdelenim.

Pre plyn v kontakte s rezervoarom udrZiavajicim konstantnu teplotu 7 plynu
uvazujeme na pravej strane (15) vSetky mikrostavy (s nulovou celkovou hybnostou
a momentom hybnosti) a mikrostavu s energiou E; priradime pravdepodobnost’
pi = Cexp(—E/kT), kde normovacia konStanta C zarucuje splnenie podmienky
¥p:=1a k je Boltzmannova konstanta. Toto rozdelenie pravdepodobnosti v Sta-
tistickom subore sa nazyva kanonickym rozdelenim.
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Z diskusie vidno, Ze stavy 1), ktoré vystupuji na pravej strane (15) nemusia
tvorit’ Uplnd bazu Hilbertovho priestoru. Pri kanonickom rozdeleni sme uvazovali
vSetky stavy, zatial ¢o v pripade mikrokanonického rozdelenia uvazujeme iba
stavy s celkovou energiou v tizkom intervale (E, E + JF).

Podl’a toho, ¢o sme hovorili vyssie, by sa mohlo zdat’, Ze vypocet strednych
hodndt pomocou (15) mozno pouZit’ len pre makroskopické sustavy. Nie je to ale
pravda. Pomocou statistickej fyziky niekedy opisujeme i mikroskopické sustavy.
Predstavme si napriklad atém vodika v dutine zahriatej na vysoku (aby kT bolo
rddové 10 eV) teplotu 7. V dutine bude elektromagnetické Ziarenie a atom vodika
s nim bude v tepelnej rovnovahe. Stredni hodnotu urcitej fyzikédlnej veliciny
charakterizujicej atém vodika budeme pocitat’ podl'a (15) priCom stavy ) na
pravej strane (15) budd stavy atému vodika s urcitou hodnotou energie E; a prav-
depodobnosti p; budii zas dané ako p; = Cexp(—E/kT).

Vseobecne vzt'ah (15) pouzivame vtedy, ak sa sustava s pravdepodobnostami
p; nachadza v stavoch |).

Takto opisany stav ststavy je podstatne odlisny od stavu opisaného vektorom
Hilbertovho priestoru

wy=>"p; 1w (16)
Skutocne, pre stredni hodnotu velic¢iny A v stave (16) mame

A= (yly)y = "\ pp, (pinlp) (17)
ik

Vyjadrenia A v (15) a (17) st rovnaké len vtedy ak { @ilAl ;) = 0 pre vSetky i # k.
Strednid hodnotu A v (15) mdZeme tieZ zapisat’ v tvare

A=X(plpAly) = Sp(PA) (18)
kde Statisticky operator p je definovany vztahom
P =Xyp (19)

Skutocne, ak (19) dosadime do (18) a vyuZijeme ortonormovanost’ stavov |1)
mame

A=Z (Wlp WA ) = 3 Sap  WilAlYG) = X p( Wil y)

a to je prave rovnica (15).
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Operatory 1) (wilvystupujice v (19) si projektormi na jednorozmerné pod-
priestory Hilbertovho priestoru tvorené ndsobkami vektorov 1y &islom. Statis-
ticky operdtor p dany rovnicou (19) je takto linedrnou superpoziciou projektorov.
V pripade, Ze pre p; v (19) plati p; = 0 pre i r6zne od istého pevného k a p, =1 mdme

P =1y (Wil (20)

strednd hodnota 'ubovolnej veli¢iny A je dand vyrazom

A= (wilAly) 21

Opis stavu ststavy pomocou Statistického operatora p daného rovnicou (20)
je teda ekvivalentny opisu sustavy vektorom |,).

Napokon eite uvedieme podmienky, ktoré musi operator p spiiiat, ak ma byt
opis stavu pomocou neho ekvivalentny opisu stavu vektorom z Hilbertovho pries-
toru.

Pre kazdy operator typu (19) plati

p=p" (22a)
Podmienka Xp; =1 implikuje
Sp(p) =1 (22b)
Pre druhti mocninu operatora p z (19) dostivame
PP = ZIypi ¥
av pripade p;= 0, i=1,2, 3, ..., k pevné, mame
pp=p (22c¢)
Podmienky (22a, b, ¢) st nutnymi podmienkami pre to, aby p mal tvar (20).
Mozno tiez ukdzat’, Ze st to aj postacujiice podmienky. Kazdy hermitovsky operator

mozno diagonalizovat’ a vo vhodnej baze zapisat’ v tvare (19), kde p; budi redlne
Cisla a |y sd vektory bazy. Podmienky (22b, ¢) potom vedi k p; = d, a tym k (20).

10.10 ZHRNUTIE

Zopakujeme tu stru¢ne logicku Struktiiru zdkladnych postuldtov kvantovej me-
chaniky. Pripominame opét’, Ze v rdmci pomerne znacnej ,,pedagogickej licencie*
nase zhrnutie bude len schematické, bez naroku na rigoréznost’. Podrobnosti mozno
ndjst’ bud’ v texte kapitoly alebo (CastejSie) v Specidlnych monografiach.
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1. Stavu fyzikdlnej sdstavy je priradeny vektor (presnejsie 1i¢) v Hilbertovom
priestore.

2. Fyzikdlnym veli¢indm su priradené hermitovské operatory v Hilbertovom
priestore. O (zovSeobecnenych) vlastnych vektoroch tychto operitorov predpokla-
dame, Ze tvoria Uplny ortonormovany systém.

Vlastny stav operatora A je definovany vzt'ahom (diskrétne spektrum)

Ald,) =A,lP,)
Podmienka ortonormalnosti

(D] D) = O
Podmienka tplnosti

ZIP, Pl =1

3. Pri merani veli¢iny A v stave |{) je mozné namerat’ iba niektord z hodnot
A, (t. j. niektort z vlastnych hodndt operatora A) a to s pravdepodobnost'ou

P, =K, Iyl
Pre strednt hodnotu veli¢iny A plati

A= (yIAiy)

4. Pri merani nastane zmena stavu; po merani veliiny A, pri ktorom sa ziskala
hodnota A; sa sdstava bude nachadzat’ v stave

1
Wy=—— P,y
V= T MY

kde ly) je stav pred meranim a P4, je projekény operdtor na podpriestor vlastnych
stavov operatora A prislichajiicich hodnote A;.
V nedegenerovanom pripade

Py, =1®P,) (Pl =11 (nescitovat cez i)

Stav ststavy je jednozna¢ne urceny zadanim hodndt veli¢in, ktorym prislicha
uplny systém komutujiicich operatorov.

5. Ak pozndme stav I®) v okamihu ¢ = #;, potom (v Schrodingerovom obraze)
bude stav stistavy v 'ubovol'nom neskorSom case (az do d’alSieho merania!) uréeny
rieSenim Schrodingerovej rovnice

d
ih—ly (1)) =Hy (1))
dr

so zaciatocnou podmienkou | y(z = 1)) = D).
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6. Pri praktickom vypocte je niekedy uZito¢né prejst’ k urcitej reprezentdcii
vektorov v Hilbertovom priestore. Vyberieme najprv bazu reprezentacie — uplny
ortonormovany systém stavov {ly,)}. Cubovolny stav ly) bude v tejto baze
reprezentovany koeficientmi rozvoja

ly) = Xealpw
teda
) o {c.}  c=ly
Operétor A bude reprezentovany (nekone¢norozmernou) maticou
Ao A Ay =EnlAL)
Vzt'ahu
ly") =Aly)
potom zodpovedd maticovy vzt'ah

= ;Amncm

pri¢om c, reprezentuju stav 1Y), t. j. ¢, = (LlW').

Ro6znym vyberom bdz mozno dostat’ rdzne (ekvivalentné) reprezenticie. Sivis
medzi stradnicami toho istého vektora v dvoch reprezentdciich je dany (nekonec-
norozmernou) unitarnou maticou U, = (¥l ¥m)

W) = S XXl W)

kde {ly.>} a {l x.)} sd dve bazy.

7. Doteraz sme sa obmedzili na pripad diskrétnych spektier. V pripade spojitého
spektra mozno v podstate pouzit’ analogicky formalizmus s tym, Ze v prislusnych
vztahoch nahradime sumovanie integraciou a podmienky uplnosti a ortonormal-
nosti budd mat’ tvar

llaydalal = 1
(ala"y = &(a - a’)

10.11 PRIKLADY A PROBLEMY

1. Stcet diagonédlnych ¢lenov matice voldme jej stopou (spurom) a znadime SpA. Dokdzte, Ze
stopa matice nezavisi od vol'by bazy, v ktorej je matica vyjadrena.
2. Dokazte, Ze absolitna hodnota vlastnych hodndt unitarneho operatora sa rovna jednej.
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10.
11.

12.

. Uvazujte pre jednoduchost’ trojrozmerny vektorovy priestor s bazou le,), le,), les). Skonstruujte

projekény operator, ktory zodpovedéd projekcii do ,,smeru“ le;). Aka matica mu zodpoveda
v tejto baze? Podobne urobte pre projekciu do ,,roviny* le,), les).

. UvaZujte n-rozmerny vektorovy priestor s bazou le), ..., le,). Nech A je n x n nesinguldrna (t. j.

existuje A™") hermitovsk4 matica. UkaZte, 7e vhodnym vyberom bdzy modZeme maticu A diago-
nalizovat’.

Navod: Ukézte najprv, Ze matica ma n vlastnych vektorov, overte ich ortogonalnost’ a vyuzite
ich pri konstrukcii novej bazy.

. Nech A je n x n rozmernd hermitovskd matica. Ukdzte, Ze plati

det(eA) =exp(SpA)

Ndvod: Ukdzte, Ze tvrdenie nezavisi od zvolenej reprezentdcie a dokaZte ho pre pripad diago-
nélnej matice.

. Dokézte platnost’ formélnej identity

2
B =B+ 1A, B] + % [A, [A, B]]

Niévod: Derivujte rovnost’ podla parametra A, poloZte vo vysledku 4 = 0 a porovnajte obe
strany. Derivujte rovnost’ dvakrat podl'a parametra A. a polozte 4= 0 atd’.

. Pre linedrny harmonicky oscildtor néjdite stredné hodnoty (nIx’ln) a (nlp*in). PouZite formaliz-

mus krea¢nych a anihila¢nych operatorov.

. Pre trojrozmerny izotropny harmonicky oscildtor ndjdite kreacny operdtor, ktory posobenim na

zdkladny stav dd stav s kvantovymi ¢islami E = (1 +% Yaw, [=1,m=1.

Navod: Uvedomte si, Ze vo formalizme vinovych funkcii sa bezCasova SchR dala riesit’ sepa-
raciou premennych v sférickych i v kartezidnskych suradniciach. Vyjadrite potom hladany
operdtor ako vhodnd kombinaciu kreaénych operatorov zodpovedajiicich exciticidm v smere
suradnicovych osi.

. Ozna¢me staciondrne stavy harmonického oscildtora ako In). UkaZte, Ze vektor

@)=L in)

1

je normalizovatel'ny. Urcte strednd hodnotu energie oscilatora v stave I®). Prediskutujte vyznam
vysledku. Uvedomte si, Ze tazkosti vznikaju preto, Ze hamiltonian je neohranic¢eny (hoci ma
diskrétne spektrum).

Napiste Schrodingerovu rovnicu pre pohyb Castice v poli potencidlu V(r) v p-reprezenticii!
Ukézte (pre jednoduchost’ v jednorozmernom pripade), Ze pre operatory stradnice a hybnosti
v Heisenbergovom obraze platia pohybové rovnice

" dr " ox )y

kde m je hmotnost Castice a V je potencidl. Najdite prislu$né rovnice pre linedrny harmonicky
oscilator a porovnajte ich s rovnicami klasickej mechaniky. Bude uzdver z takéhoto porovnania
rovnaky i pre iné sistavy ako je harmonicky oscildtor?

Ukazte, Ze ak matica hustoty zodpoveda Statistickému siboru (vzdjomne neintegrujicich) ststav,
potom v Schrodingerovom obraze operator p spiiia tieZ pohybovii rovnicu (9.9). (Treba si uve-
domit’, Ze operdtor P nezodpoveda veliCine ale stavu, preto nie je prekvapujice, Ze zdvisi od
Case v Schrodingerovom obraze.)
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13. Uvazujte atém vodika v termodynamickej rovnovahe so Ziarenim v dutine s teplotou 7 nasledu-
jucimi spésobmi:
a) atom je opisany kanonickym rozdelenim pri teplote 7.
b) zloZena sustava (atém plus Ziarenie) je opisana mikrokanonickym rozdelenim.
Napokon
¢) zloZenu ststavu opisujeme (teoreticky je to mozné) stavom Hilbertovho priestoru s ostrou
hodnotou energie. Prediskutujte, ¢i je atom vodika vo vsetkych troch pripadoch opisany rovna-
kym Statistickym operatorom. Pripominame, Ze pre makroskopicku sdstavu s teplotou 7 plati

? |
) =L
or "B =g

kde n(E) je pocet stavov s energiou mensou ako E.
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