9 NESTACIONARNA PORUCHOVA METODA

9.1 UVOD

Typickou tlohou, ktord riesi nestaciondrna poruchova metdda, je interakcia
atému s pulzom Ziarenia. Pred dopadom Ziarenia je atom v ur¢itom, povedzme
m-tom, staciondrnom stave a zaujimame sa o to, s akou pravdepodobnostou ho
po prechode pulzu Ziarenia ndjdeme v k-tom staciondrnom stave. Staciondrne
stavy atomu pred dopadom Ziarenia i po prechode pulzu okolo atému su vlastnymi
stavmi hamiltonidnu H,. Interakcia Ziarenia s atdmom je opisand ,,poruchou‘
H'(¢) a celkovy hamiltonidn pocas interakcie je

H() =H, + H'() (1)

Nestaciondrna poruchova metdda je postupom pre urcenie prislusného rieSenia
Casovej Schrodingerovej rovnice s hamiltonidnom tvaru (1) v situdcidch, ked’ ¢len
H'(f) moZno povaZovat’ v istom zmysle za mali korekciu k Hy.

9.2 FORMALIZMUS NESTACIONARNEJ PORUCHOVEJ METODY

Riesenie ¢asovej Schrédingerovej rovnice
ihwzH(Z)y/(r,t) (1)
t

s hamiltonidnom (1.1) budeme hl'adat’ v takom tvare, aby porucha H'(f) mohla
opisovat’ priamo odchylky od rieSenia ¢asovej SchR v nepritomnosti poruchy.
O rovnici

iha%(r,z) _

o Hol//o (r,t) (2)
uz vieme, Ze jej rieSenie mozno pisat’ vSeobecne v tvare
—iE, it
lr//()(r’t) = Zane et q)n (r) (3)
n

kde koeficienty a, nezévisia od Casu a E,,, ®,(r) st vlastné hodnoty a vlastné funkcie
hamiltonidnu Hy:

H()q)n(r) = Enq)n(r) (4)
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Nestaciondrna poruchova metdéda vychadza z toho, Ze rieSenie rovnice (1)
hl'addme v tvare

p(r.) =Y a,(ne ", (r) (5)

pricom koeficienty a,(f) uz moézu zavisiet’ od casu. Takyto postup je z matematic-
kého hl'adiska umozneny tym, Ze funkcie {®,(r)} tvoria Gplny systém a ,,kazdd*
funkciu w(r, ) v danom ¢ase t mdZeme rozloZit’ do radu

w(r.0=>Y b,"O®,r)

Hr'adanie rieSenia v tvare (5) ma vSak td vyhodu, Ze za ¢asovu zavislost’ koefi-
cientov a,(f) je zodpovedna iba porucha: ak ju ,,vypneme*, prechddza €asova
SchR (2) na rovnicu (3) a koeficienty a,(f) prestanu zavisiet’ od casu.

Fyzikélna interpretdcia (5) je tieZ jednoduchd, vyrazy

P,(0) = la, (1) € = la, () (©6)

odpovedaju pravdepodobnostiam ndjst’ v Case ¢ sistavu v stave @,

Poznamenajme este, Ze zdpis rieSenia vo vSeobecnom tvare (5) mdZeme pouZit
vZdy, teda aj vtedy, ak porucha nie je mald. Jedinou podmienkou moZnosti zépisu
rieSenia v tvare (5) je Uplnost’ systému funkcii ®,(r), a ti predpokladdme. Ak vSak
porucha nie je mald, rovnice pre koeficienty a,(f) nemozZno riesit’ jednoduchymi
poruchovymi metédami. V pripade malej poruchy su koeficienty a,(r) tieZ vhod-
nymi zédkladnymi pojmami pre fenomenologicky opis sustavy. Ak napriklad uva-
Zujeme atém v poli elektromagnetickej viny a v danom &ase ¢ plati lay(H)* = 0,9;
la,(£) = 0,1 potom hovorime, Ze s pravdepodobnostou 90 % sa atém nachadza
v zakladnom a s pravdepodobnost'ou 10 % v prvom excitovanom stave.

Budeme teraz hl'adat’ rieSenie rovnice (1) spiiiajice zagiatoéni podmienku

YA, 1o) = B(r) (7
V d’alSom, pre jednoduchost, zvolime 7y = 0. Treba si pritom uvedomit,, Ze

funkcie ®,(r) tvoria tplny systém, preto funkciu ®(r) udavajicu zaciato€ny stav
mozno rozvinit do radu

(r.0)= c,P,0r) ®)

Znamend to, Ze koeficienty a,() v rozvoji (5) musia spiiat’ zagiatoénd pod-
mienku
a,(t=0)=c, ©))

Rovnice pre a,(f) ndgjdeme I'ahko, ak rozvoj (5) dosadime do SchR (1). Potom
Standardnym spdsobom vynasobime ziskanu rovnicu funkciou ®j(r, t), preintegru-
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jeme cez r, vyuZijeme ortonormovanost’ systému {®,} a dostaneme

a, (t)=%Zn:H,Z”(t)an(t)ei“’"”, k=1,2, ... (10)
kde bodka oznacuje derivaciu podl'a ¢asu, pricom
O = (Ex— E,)lh

Hi,(0) = [0 (NHO®, (1) d'r (1D

Doteraz sme neurobili Ziadne pribliZenia a systém rovnic (10) je tplne ekvi-
valentny povodnej SchR (1).

Systém rovnic (10) spolu so zaciatoénymi podmienkami (9) je, ako sa 'ahko
mozno presvedcCit’, ekvivalentny systému integralnych rovnic

_ 1 ¢ ’ ’ ’ ja)km[' ’
ak(t)—ck+E;J;)Hkm(t Ya, ()e' %" dt (12)

Pri rieSeni systému (12) poruchovou metédou postupujeme podobne ako
v Siestej kapitole. Namiesto (1.1) zapiSeme

H=Hy+ AH'(?) (13)
a rozvinieme koeficienty a,(f) do radu
alt) =al () + 2a)(0) + 2al(0).+... (14)

Tento rad dosadime do (12) (kde namiesto Hj, bude teraz AH},,), porovname
koeficienty pri jednotlivych mocnindch A4 a po skonéeni vypoétu poloZzime A = 1.
S vyuZitim (9) potom dostaneme

(1) =c
n 1 4 ’ ’ n— N 1
al (1) = EZL H,, ()a" ™ (t)e' " dt (15)

- 0 Lo y A .
Koeficient ai )(t) nezdvisi od Casu a argument r mdZeme vynechat. Ak je
e v s v . ~ . . 1
porucha ,,slaba*, staci sa Casto obmedzit’ len na prvy koeficient a,(c )(t) a zanedbat’
vyssie priblizenia. Dostaneme vyjadrenie

1 ! ’ ’ ia),(mt' ’
ak(t)=ck+E;J;)Hkm(t)cme dt (16)

9.3 PRECHODY POD VPLYVOM PERIODICKEJ PORUCHY

Z praktického hl'adiska dolezity pripad poruchy predstavuje hamiltoniian
H'(r) = H(e' + e (1
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kde H' na pravej strane uz nezévisi od ¢asu. Aby sme situdciu zbyto¢ne nekompli-
kovali, budeme najprv skimat’ sistavu, ktorej neporuseny hamiltonidn ma len dva
vlastné stavy ®,, Py, prislichajice k vlastnym hodnotam E, E,. Predpokladdme,
7e sustava sa v Case fy = 0 nachadza v stave @, a zaujimame sa o pravdepodobnost’
prechodu za ¢as ¢ do stavu ®,. Podl'a formalizmu z predchadzajiceho ¢lanku bude

amplitida pravdepodobnosti hl'adaného prechodu v prvom rade poruchovej teérie
dand vzt'ahom (2.16)

al(t) — i tHl,O (eia)t' +e—iwt')eia)1<]t’dt/ 2)
/R
kde
wo=(E, — Ep)lh 3)

je bohrovska kruhova frekvencia prechodu &y < ;.
Integracia v (2) je trividlna:

a\(1)= "—IHIO{ U —1)} )
h 0+, -0+ o,

Skor, ako budeme formdlne pokracovat’ d’alej, v§Simneme si kvalitativny cha-
rakter rieSenia. Ak sistava ma prejst’ zo zakladného do excitovaného stavu, musi
pohltit’ energiu AE = E; — Ey. Podl'a elementérnej kvantovej mechaniky (v analégii
s Bohrovymi postuldatmi) ofakdvame, Ze to bude mozné vtedy, ak frekvencia
poruchy @ bude rovna bohrovskej frekvencii @y. Vyraz (4) by preto mal mat
nejakid vyraznu Struktiru v okoli bodu @ = @y. Naozaj je to tak. Druhy z ¢lenov
v zloZenych zatvorkdch m4 pre malé Aw= @y — @ tvar
L(eiAwt _1) zL

Aw Aw
teda rastie linedrne s ¢asom, kym prvy ¢len pri l'ubovol'nom @ je rychlo oscilujicou
a v absolitnej hodnote ohrani¢enou funkciou ¢asu. V okoli @y = @, kde ocaka-
vame prechody ®, — &P;, druhy ¢len zjavne dominuje, obmedzime sa preto
v d’alSej diskusii iba nai. V tomto pribliZzeni pre pravdepodobnost’ prechodu za
Cas t dostaneme

(-iAwt—1)=—it

IH/,* sin*[(@,, — ®)1/2]

P, (t) =la, ()= 5
1()( ) 1( ) hz [(wlo_a))/2]2 ( )
Vsimnime si bliz§ie tlohu faktoru
.2
sin“(Aar/2)
Aw,t)=—————= 6
f@on==r ©)

vo vzt'ahu (5), ktory je ako funkcia A@ pri konStantnom ¢ znazorneny na obr. 9.1.
Na obrazku si treba v§imnut ostré maximum v okoli A@w= 0. S rasticim ¢ vyska
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2 v

tohto maxima rastie ako #* a jeho charakteristicka §frka kles4 ako 2m/7. Znamena
to, Ze vyznamné prechody &, — &P, nastand, iba ak plati

|Aw|:‘%—m{s% 7

2n/t

-2mit 2mit Aw
Obr. 9.1
Vidno teda, Ze bohrovskd podmienka prechodu @ = @i je splnend len

s presnostou IAal < 2n/t. Ak IA@l < 21t/t, potom pre pravdepodobnost’ prechodu
dostaneme priblizenie

IH,I?
Plo(t): hlg tz (®)

Tento vysledok bol ziskany v prvom rade poruchovej metédy, ktord ale mozno
pouzit’ len vtedy, ak koeficient a,(¢) je maly v porovnani s jednotkou. Preto vysle-
dok (8) moze platit’ len pre také hodnoty #, pre ktoré

\HioP P/ < 1
ateda
t < BI\H;ol 9)

Pri odvodeni (8) sme v (4) zanedbali prvy Clen na pravej strane v porovnani
s druhym. Velkost' prvého ¢lena je rddové 1/@yy (pri @ = @yy) a velkost’ druhého
¢lena je radovo t. Preto (8) plati len vtedy, ak 1/@;, < t. Takto dostaneme pre
platnost’ (8) podmienku

Al(E, — Ey) < t < h/lHjol (10)

Ak md vobec existovat’ nejaky Cas ¢, pri ktorom su pribliZenia veduce k (8)
pouzitel'né, potom z (10) dostaneme podmienku

Hij)l < Ey - Ej arn
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Porucha teda musi byt ,,dostatocne mald*. PodrobnejSie sa s otdzkami pouZi-
telnosti poruchovej metédy nebudeme zaoberat'.

V aplikéciach sa s idedlnou situdciou, s ktorou sme sa doteraz zaoberali,
nestretadvame. Uved’'me dva priklady realistickejsich situdcif.

Pulz Ziarenia dopadd na atém v zdkladnom stave a zaujimame sa o to, s akou
pravdepodobnost’ou prejde atém do istého excitovaného stavu. Vzhl'adom na to,
Ze pulz Ziarenia je reprezentovany istym vlnovym balikom s kone¢nymi rozmermi,
je priblizenie monochromatickej viny nerealistické. Musime teda zovseobecnit’
predchddzajice tvahy na pripad poruchy H'(¢), ktord nie je monochromaticka.
S touto otdzkou sa budeme podrobne zaoberat’ v nasledujicom ¢lanku.

1. Pulz Ziarenia dopadd na atém v zdkladnom stave a zaujimame sa o pravde-
podobnost’ ionizacie atému. Vyletujici elektrén je registrovany detektorom, ktory
urci energiu elektrénu s presnostou AE a priestorovy uhol, pod ktorym elektrén
vyleti, s presnostou AQ. Nezaujimame sa teda o prechod z daného zaciato¢ného
stavu do jediného koncového stavu, ale o prechod do istej skupiny stavov. V tomto
pripade odchylky poruchy od monochromati¢nosti obvykle nie su podstatné, preto
predchadzajici postup moéZeme pouzit' len s malymi modifikdciami. Jednotlivé
koncové stavy oznacime indexom k a skupinu koncovych stavov, Specifikovani
detektorom, oznacime S. Pravdepodobnost’ prechodu zo zaciato¢ného stavu 0 do
skupiny stavov S je dand si¢tom'? vyrazov typu (5).

Dostaneme tak

72 -2 _
Pso(f)zleml sin“[(w,, — @)t/2]

(12)
= (@, —w)/2)

kde
W= (Ex— Ep)/h

V sume (12) budi prispievat’ najmi stavy, pre ktoré hodnota @y — @ lezi
v oblasti maxima funkcie f(Aw, f). Ak rozdiely energii uvazovanych koncovych
stavov su ovela menSie ako 2m//t, potom v oblasti spominaného maxima leZ{
vel'mi vela uvaZovanych koncovych stavov a vo vyraze (12) je mozné sumaciu
nahradit’ integraciou.

Ak oznacime p(E;)dE; pocet stavov s energiou v intervale (E;, E; + dEj),
dostaneme

IH ) sin’[(@,, — 0)t/2]
o (@, -)/2)

Poo(®) = [ dE,p(E,) (13)

125 Aby sme tvahy zbytotne nekomplikovali, budeme predpokladat’, Ze koncové stavy elektrénu sii opi-

sané rovinnymi vlnami normovanymi na kone¢ny objem, takze energetické spektrum je diskrétne.
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Vo vztahu (13) sme symbolicky oznacili, Ze integrujeme cez energie stavov
uvaZovanej skupiny S. Oznacme energiu, pri ktorej nadobuda funkcia f(A@, ) vo
vzt'ahu (13) maximum ako E|, teda

E =Ey+hw (14)

Predpokladajme, Ze energia E; spadd do intervalu energii, cez ktoré v (13)
integrujeme. Ak cas 7 je dostatoéne velky, potom maximum funkcie f(A®, 1) je
velmi ostré. Vyraz p(Ek)IH{OI2 sa potom (ako funkcia energie) meni v oblasti
tohto maxima obvykle len velmi malo. Pri vypocte integralu ho preto mozno
nahradit’ konStantou — napriklad jeho hodnotou v bode E; a zostavajuci integral
sa potom dd metédami funkcii komplexnej premennej vypogitat” explicitne.'*
Dostaneme tak:

2 .2
Pso(t)=P(E1)|H10| J. dE, sin“[(@y —@)12] _

n? [(@,, — ®)/2] 15)
\H,I” ont |,
= p(E,) hlg 2mth == \H/,I* p(E,)

Naopak, ak energia E| nelezi v intervale, cez ktory v (13) integrujeme, mdZeme
v nasom pribliZeni polozit’ integrdl rovny nule.

Vsimnime si, Ze presne rovnaké vysledky dostaneme, ak vo vzt'ahu (13) v pod-
integrdlnom vyraze nahradime

sin*[(@,, — @)1/2]
lw,, — w)/2]

— 2Tt (W) — W) (16)

Zhrime teda: pravdepodobnost’ prechodu do niektorého zo stavov v okoli
hladiny E1, pre ktord je (s presnostou 27//t) splneny vzt'ah (14), je dand vztahom
(15); rastie teda linedrne s Casom. Zavadzame preto uzitocny pojem pravdepodob-
nosti prechodu za jednotku ¢asu, pre ktoru plati

2 ’
W, (£) =77t \H,,P p(E,) 17)

pricom p(E,) ma vyznam hustoty stavov v E-priestore v okoli hladiny E;.
Niekedy sa kvoli jednoduchosti zvykne formalne hovorit’ i v pripade kvazispo-

jitého alebo spojitého spektra o pravdepodobnosti prechodu za jednotku casu do

konkrétneho stavu a pouZiva sa formdlny vyraz (vyuZiva sa vzt'ah (16))

W, (1) = % \H/,? 6(E, — E, — hw) (18)

oo in2
126 Potrebujeme iba vysledok J Smizxdx =T
- x
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Samozrejme, tento vztah ma vyznam len po preintegrovani typu
2n .,
W, (1) = L dE, = \H,,>8(E, — E, —hw)p(E,)

¢im dostaneme vztah (17). Vztah (18) ma mimoriadne ¢asté pouzitie v aplikaciach.
Niekedy sa nazyva ,, Fermiho zlaté pravidlo“.

V doterajsich dvahach v tomto €ldnku sme sa zaoberali prechodom sustavy
z nizsej energetickej hladiny na vyssiu. Celkom analogické dvahy by sme vSak
mohli vykonat’ i pre prechod sustavy z vyssej hladiny na nizsiu. Po formdlnej
stranke by bol rozdiel iba v tom, Ze za také prechody by sa ukazal ,,zodpovedny*
prvy ¢len v hamiltonidne (1). Anal6g vztahu (18) by zodpovedal napriklad situdcii,
v ktorej uvazujeme prechod elektrénu v tuhej latke z vysSieho energetického pasa
do niz8ieho. Pdsovy charakter spektra (obr. 9.2) zapri¢iniuje, Ze koncovy stav
elektrénu nemoze byt experimentdlne jednoznacne vymedzeny. Pojde vzdy
o prechod do nejakej skupiny stavov, pre ktory by sme dostali formalny vztah

W, (1) =% \H; 1> 6(E, — E, — hw) (19)

Obr. 9.2

Fyzikdlna interpretacia vztahov (18) a (19) sa priam ,,ponika“. V pripade (18)
ide o absorpciu energetického kvanta 7z, kym v pripade (19) ide o jeho stimulo-
vanud emisiu.

Pravda, takéto interpretidcia nezodpovedd pouZitému formalizmu. VonkajSia
porucha je v tomto pristupe opisand klasicky. Prave vztahy (18) a (19) poukazuji
na nedodslednost’ takého pristupu a naznacuji potrebu pouzit’ kvantovy opis aj pre
,,vonkajsi Cinitel* (napriklad pre elektromagnetické pole).
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9.4 STIMULOVANA EMISIA A ABSORPCIA

V tomto ¢lanku uvedieme kvdziklasicky vypocet pravdepodobnosti emisie
a absorpcie foténu pod vplyvom vonkajSej elektromagnetickej viny. Aby sa zdo6-
raznil rozdiel od samovol'ného (spontdnneho) procesu (ako je spontanny prechod
z excitovanej hladiny na nizsiu emisiou foténu), budeme hovorit’ o stimulovanej
emisii resp. absorpcii. Fyzikdlna podstata problému bola uz vlastne objasnend
v predchéddzajicom c¢lanku.

Pravdepodobnost’ stimulovaného prechodu bude zrejme dmernd intenzite dopa-
dajicej viny a dobe pdsobenia. Skimanu sistavu potom lepSie charakterizuje
prislusny koeficient imernosti, ktory ma vyznam pravdepodobnosti prechodu za
jednotku casu pri jednotkovej intenzite stimulujicej viny. V d’alSom si preto
ukdzeme, ako prislusny prepocet urobit’.

V realistickej situacii sa vdcsinou jednd o prechody medzi diskrétnymi hladi-
nami (teda nie medzi hladinami kvazispojitého spektra).

V tomto pripade musime pocitat’ s realistickou elektromagnetickou vinou
s istym spektrdlnym rozloZenim (hoci tzkym).

Napriek tomu za¢neme so skiimanim monochromatickej poruchy, aby sme si
jednoducho ukazali, Ze v prvom pribliZeni staci uvazovat’ vplyv elektrickej zlozky.
Potom ndjdeme pravdepodobnost’ prechodu v realistickom pripade viny so spek-
tralnym rozloZenim a nakoniec urobime prepocet na jednotkovu intenzitu.

Majme teda monochromatickd vlnu, ktorej zodpoveda intenzita elektrického
pol'a opisané vzt'ahom

E(r, t) = Ee[exp(iaxt — ik.r) + exp(—iax + ik.r)] (D)

kde e je jednotkovy vektor polarizacie.

Obmedzme sa pre jednoduchost’ na pripad, ked’ vinové diZka Ziarenia je ovela
vicsia ako typicky rozmer atomu. Pre viditeI'né svetlo je tdto podmienka splnend
velmi dobre, typickd vlnova dizka je 5.107 m, zatial’ ¢o rozmery atémov st
riadovo 107" m. V takomto pripade sa intenzita pol’a v ramci atémovych vzdiale-
nosti meni len vel'mi mélo, a preto priestorovi zavislost vo vztahu (1) mozZno
zanedbat’. Staci uvazovat

E(¢) = Ee[exp(iax) + exp(—iax)] 2)

Priestorovd hustota energie elektrického pol'a (2) ustrednend v ¢ase je'*’

e E*(t)¢,

> =E’¢g, 3)

. — . 1
127 Pouzili sme znamy vzt'ah cos®(ar) = E .
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V pripade rovinnej elektromagnetickej viny je hustota energie pripadajica na
magnetické pole rovnakd a rovnd (ak magnetické pole zapiSeme v tvare analogic-
kom ku (2))

2
w=i— )
0

Hustota toku energie (mnoZstvo energie pretecené jednotkovou plochou za
jednotku ¢asu) zodpovedajica uvazovanej elektromagnetickej vine je teda

P =2wc =2FE*g¢ (5)

Zo vztahov (2) a (3) je tiez zrejmé, Ze vplyv magnetického pol'a mdzeme
v naSom pripade zanedbat’. Vidno to z jednoduchej klasickej tivahy. Na elektron
s ndbojom g pdsobi elektrické pole silou
qf
a magnetické pole silou
quB

B2
Hy

gE* =

kde v je typicka rychlost’ elektrénu. Z (2) — (4) vSak dostavame
B=FE,\/gu, = Elc

a teda pre silu od magnetického pol'a dostaneme
qEvlc < gE

v pripade nerelativistickych rychlosti.

Zhrnme teda, ¢o sme doteraz dostali.

Vplyv monochromatickej rovinnej viny o kruhovej frekvencii @, ktorej zodpo-
veda hustota pridu energie (4), sa dd v uvaZzovanom pribliZeni nahradit’ vplyvom
periodického elektrického pol'a (2).

Elektrické pole (2) mdZeme vyjadrit’ pomocou skaldarneho potencialu

Et)=-Vo(), kde o) =-r.eEE” +e"¥)

PretoZe interakciu s magnetickym pol'om zanedbdvame, moZeme vektorovy
potenciél dat’ rovny nule. Podl'a predchadzajiicej kapitoly mdZeme teda interakciu
s dopadajicou elektromagnetickou vlnou v pouZzitom pribliZeni opisat’ poruchovym
hamiltonidnom

H'(r) = —r. eqE(e'™ + ¢7'") (6)
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To je hamiltonién typu (3.1), s ktorym sme sa podrobne zaoberali v predchadza-
jucom clanku. V praktickych pripadoch vSak dopadajiica vina nebyva dostatocne
monochromatickd, aby sme mohli priamo pouZit’ postupy z predchadzajiceho
¢lanku. RealistickejSiemu pripadu odpoveda skor hamiltonian

H'(r) = —r. eqE(D) (7

kde funkcia E(f) opisujiica asovy priebeh pdla je ,,priblizne monochromaticka“.
Prakticky to znamen4, Ze ak ju vyjadrime v tvare Fourierovho integralu

L= = —iar
E(t):%_‘._mE(a))e dw (8)

potom jej Fourierov obraz (@) md vyrazné maximum v okoli istej kruhovej frek-
vencie ay. Poznamenajme, Ze vhodnym vyberom zaciatocného okamihu ¢ = 0
mozno vzdy dosiahnut’, aby funkcia E(@) bola redlna, ¢o v d’aliom budeme pred-
pokladat’.'*® Pretoze funkcia E(7) je redlna, plati E(®) = F(— ).

Aby sme technicky vypocet este zjednodusili, predpokladajme, Ze pole bolo
zapnuté iba po dobu T, t. j.

E)=0 pret<0 resp.t>T ®

.....

ay, tento dodatoény predpoklad neovplyvni podstatne charakter spektrdlneho
rozloZenia funkcie E(t).

Zaujimame sa teraz pre konkrétnost’ o absorpciu, t. j. prechod medzi hladinami
m — k, kde E; > E,,. Podl'a v§eobecného formalizmu z ¢lanku 9.2 bude amplitida
pravdepodobnosti prechodu pod vplyvom uvazovaného pulzu dana vztahom
(v prvom pribliZenf)

_ LT ity €y, T i@y, 1
= jOHkm(r)e dr=-=_ jOE(t)e dr (10)

kde
i = [q@3(r, Or D, (r, O dr (11)

je elektricky dip6lovy moment prechodu. Vzhl'adom na predpoklad (9) m6Zeme
pisat’

-1 oo A
yy = e.dy, L E(1)e'®'dt (12)

12 poznamenajme, 7e v literatire sa pouZivaji Gasto iné konvencie vo vyjadreni Fourierovho
integralu, liSiace sa od (8) faktormi typu 2, 27 a pod. V technickej praxi byva tieZ zvykom integrovat’
len cez kladné frekvencie. Ak vyuZijeme vztah E(w) = E(—w), dostaneme namiesto (8) vyjadrenie

E(H=1n J: E (w)cos wt dw. Rozliné konvencie sa potom prejavia aj v odliSnej definicii spektrélnej

hustoty pridu energie a tym aj vo vyslednych koeficientoch stimulovanej emisie a absorpcie.
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Z vlastnosti Fourierovych integrilov je zrejmé, Ze integral v (12) je prave rovny
E(@y,), ak spektralny rozklad piSeme v tvare danom rovnicou (8). V tomto pripade
totiz plati

E(w) = j E(t)e'®'dr (13)
Vidime teda, Ze dostdvame, ¢o sme Cakali: stimulovand absorpcia je moZnd

iba vtedy, ak v dopadajicej vine je nenulovd komponenta, zodpovedajica kruhovej
frekvencii @, danej vztahom

ha)km = Ek - Em (14)

Pravdepodobnost’ absorpcie pod vplyvy uvazovaného &pulzu ndjdeme 'ahko
1 -

P, =la,,I’ = 7 le.d,, |E* (@) (15)

Koeficient Py, uddva pravdepodobnost’ prechodu za cely ¢as trvania pulzu.
Casto viak treba poznat’ pravdepodobnost’ prechodu za jednotku ¢asu pri jednot-
kovej spektralnej hustote pridu energie Ziarenia dopadajiceho na atém. Upresnenie
»spektralny* je tu preto, Ze pre prechod z hladiny E; si zdvazné iba zlozky Ziarenia
s kruhovou frekvenciou @ = (E, — E,,)//i a spektrdlna hustota pridu je hustota pri-
padajica na jednotkovy interval Aw. Schematicky mdZeme pre spektrdlnu hustotu
prudu energie p(w) pisat

(16)

kde T je Cas trvania pulzu a AW je energia Ziarenia z intervalu (w,® + Aw), pripa-
dajica na cely pulz trvajici T a na jednotkovu plochu kolmii na smer viny.
Koeficientom absorpcie potom nazveme pravdepodobnost’ prechodu za jed-
notku casu pri jednotkovej spektralnej hustote pridu energie Ziarenia, teda vyraz
= i a7
Tp (a)km)

abs
km

Dalsi vypocet bude mat’ trochu technicky charakter, preto si najskor uved’me
jednoduchi rozmerovi tvahu. Ocakdvame, Ze spektrdlna intenzita bude imernd
kvadritu E( ). PretoZe rozmer intenzity pol'a E(w) je Vm™, podla (13) je rozmer
[E(w)] = Vsm™'. Bude teda

[E*(w)] = V’s"m™
Podla (16) rozmer'”
Tp(w) =Jsm™ =V’ Fsm™

12 Pripometime si, 7e energia kondenzétora je CU*/2, preto J = V°F.
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Ak teda akdme p(w)T = konst E* (@) musi mat’ uvedend konstanta rozmer
Fs™' =Fm™' ' m* s &o je préve rozmer konstanty &c'*". Bude teda (@) T ~ &cE*(w)
a podl'a (15) a (17) dostaneme

abs __ 2
B, = 2 le.d,,!

&,
kde sme uz uviedli aj spravnu bezrozmernd konStantu 27, ktord, pravda, z rozme-
rovych ivah nemo6Zeme odvodit.
Prejdime teraz k technickym podrobnostiam vypoctu spektrdlnej intenzity
Ziarenia.
Mnozstvo energie, ktoré pretecie za cas T jednotkovou plochou kolmou na smer
Sirenia viny, je
T
W =C80J.0 EX(1)dt
Ak sem dosadime vyjadrenie E(¢) podl'a (8) a pri vypocte vyuZijeme vztah
[ e do=2n5)

ktory uz pozname z kap. 7, postupne dostaneme

oo o oo ] -~ ) o dw ~ 0 L
W(z):gocj Ez(t)dtzgocj.dt j S doE@e j z—wE(a) Yeivt =
oo oo J—oo — 27T

_80J. J._m E(Q))E(a))j dt e—lt(w_w) o)
=80L3_:dz_wE(“’)E<w)2n5<w o) = 8°cf do B*(w)

Pritom sme opit’ podla predpokladu (9) integrovali v Case cez cely interval
(-0, o), hoci fakticka doba trvania pulzu je len (0, 7).
Spektralnu hustotu pridu energie iarenia p(®) definujeme vztahom'?’

W 00
== L, p(@)dw (20)

130 Rozmer &: UvaZzujme doskovy kondenzdtor s plochami dosdk S navzdjom vzdialenymi o d. Gaussova
veta dava (N = Q/&) ES = Q/&, E = Q/(&S). Potencial U = Ed = Qd/(&S). Kapacita C = Q/U = &S/d =
[&] =Fm™".

131 Porovnaj so (16)
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kde T je Cas trvania pulzu. Porovnanim (19) a (20) vidno, Ze plati

&€ 72
—F(w
o (o)

Tp(w)=
Teraz prejdeme od vyjadrenia pravdepodobnosti prechodu Py, daného vztahom

(15), ku koeficientu absorpcie B,f},’f definovanému v (18) a dostaneme

abs __ 21 2
km T 22 le'dkml
hg,c

21

Pripomefime eSte raz, Ze niekedy sa pouZivaju definicie p(w) odlisné faktorom
2 alebo 27 od definicie (20). Potom sa od vyjadrenia (21) prislusne liSi aj vyjadre-
nie koeficientu absorpcie.

PribliZeniu (21) sa hovori dip6lové pribliZenie, lebo vo vzt'ahu (21) sa objavuje
elektricky dipélovy moment prechodu. Svojou povahou (uhlovym rozloZenim,
polariziciou) emitované Ziarenie zodpovedd Ziareniu elektrického dipélu. Tieto
otazky vsak bliZSie rozoberat’ nebudeme. Pripomenme si len, Ze toto pribliZenie
sme dostali ako ddsledok dlhovinného pribliZzenia (prechod od (1) k (2)) a zaned-
bania efektov vyssich rddov vo v/c. V pripade, Ze dip6lovy elektricky moment (11)
je nulovy, potom elektricky dipélovy prechod nie je moZny. V takom pripade by
prvé nenulové pribliZenie k pravdepodobnosti prechodu mohlo byt dané az (tu
zanedbanym) vys§im multipélovym (resp. magnetickym) prechodom.

Otédzkou, kedy je maticovy element typu (11) nenulovy, sa tu podrobnejsie
zaoberat’ nebudeme. O podmienkach na kvantové ¢isla stavov m, k, ktoré musia byt
splnené, aby prechod typu (21) existoval, sa hovori ako o vyberovych pravidlach.
Ak by funkcie ®; aj ®,, v (11) mali rovnakud paritu, potom by integral (11) bol
zrejme nulovy (vzhl'adom na faktor r by totiZ celd podintegralna funkcia bola
neparna). Elektrické dip6lové prechody su teda mozné iba medzi stavmi, ktorych
vlnové funkcie majd roznu paritu (t. j. jedna musi byt parna a druhd neparna).

V atéme vodika parita vinovej funkcie je dand orbitdlnym kvantovym &islom /.
Plati totiZ

Wnlm(_r) = (_1)[ l/jnlm(r)

Plati teda vyberové pravidlo: Elektrické dipdlové prechody ,,si zakdzané*
v atome vodika medzi stavmi, ktorych orbitdlne kvantové €isla sa liSia o parne
¢islo. PodrobnejSou analyzou mozno vcelku jednoducho ndjst’ ovel'a silnejSie
vyberové pravidld. V atéme vodika si napriklad mozZné elektrické dipdlové pre-
chody iba medzi stavmi, ktorych kvantové ¢isla sa liSia o

Al=+l, Am=0 alebo*1
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Vyberové pravidla sa ziskaju 'ahko pomocou postupov, s ktorymi sa zoznami-
me v kapitole o momente hybnosti. Tieto postupy tiez vedu k jasnému fyzikdlnemu
pohladu na povahu vyberovych pravidiel. Zaoberat sa s nimi uz tu by bolo pred-
casné. Poznamenajme preto len to, Ze dy,, dané vyrazom (11) obsahuje vyraz

[Yim (8, @rY1 (8, 9) dQ (22)

kde Y}, sa tyka stavu ,,k* a Y}, stavu ,,m*. Jednotlivé zlozky polohového vektora,
t. j. x, y, z mdZeme vyjadrit’ pomocou gulovych funkcif Y}, a absoltitnej hodnoty
polohového vektora. Vyrazy typu (22) potom budi Specidlnymi pripadmi vSeobec-
nych vyrazov

(Y Y3 dQ (23)

a formalizmus momentu hybnosti ukazuje bez komplikovanych vypoctov, comu
sa takéto vyrazy rovnaju.

9.5 VZTAH NEURCITOSTI PRE ENERGIU A CAS

V predchéddzajicej diskusii sme videli, Ze v dosledku nestaciondrnej poruchy
»zapnutej“ po dobu At sistava mdZe prejst’ z jedného staciondrneho stavu (zodpo-
vedajiceho neporusenému hamiltonidnu) do iného, pricom presnost’ AE, s akou
je urCend energia tohto stavu, je priblizne dand vztahom (porovnaj (3.7))

AE.At ~ i (1

Vzt'ah (1) pripomina vzt'ah neurcitosti a skuto¢ne sa ukazuje, Ze existuju pren
,hlbsie dovody*, a teda nie je to iba ndhodna zvlastnost typickd pre poruchovi
metddu.

Na rozdiel od vzt'ahu neurcitosti pre veli¢iny x a p, vo vztahu (1) vystupujice
veli¢iny energia E a €as  nie si rovnocenné vo formalizme kvantovej mechaniky.
Energia je fyzikélna veli¢ina v obvyklom zmysle (t. j. zodpoveda jej urcity operator
— hamiltonian), zatial’ ¢o ¢as vystupuje vo formalizme nie ako veli¢ina, ale ako
parameter v Schrodingerovej rovnici. Formalne ,,odvodenie* vzt'ahu (1) naraza
na problémy"** rovnako ako aj rigorézna formuldcia vztahu neurcitosti typu (1).'*?
Nebudeme sa preto ani my pokisat’ o rigoréznejSie formulacie, namiesto toho
uved’'me niekol’ko prikladov.

132 Formdlne odvodenie vztahu typu (1) chdpaného v istom ziZenom zmysle podame v kapitole 10.
133 pozri napr. diskusiu v ¢lanku Y. Aharonov — D. Bohm: Physical Review, 122, 1949 (1961).
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Priklad 1. Ako nizornu ilustraciu ndjdeme Fourierov obraz funkcie
0 pre <0
)= <ei”’°t pre 0<t<7
0 pret>7T

(mame teda ,,monochromatické* kmity ,,zapnuté“ po dobu 7). Funkciu f(#) mozno
vyjadrit’ v tvare

1 = = ior
f0=>-] F@e"do
kde

= I = —iar T oy —iot 1 i(wy-w)T
t)y=— r)e dr=| e dt=——-[e"™ -1
Fo=o-f fo [ o ]

Pre druhd mocninu fourierovskej amplitidy potom plati

F (ol = — sin{wo _“’r}
[a)o—a)} 2
2

a to je presne tvar funkcie, s ktorym sme sa uz stretli v svislosti so vztahom (3.7).
Vidime teda, Ze v spektrdlnom rozklade funkcie f{¢) sa vyskytuji najma frekvencie
z intervalu A@z okolia @y, pricom plati (rddovo)

Aw.7~1

kde 7je doba zapnutia.
Priklad 2. UvaZujme ststavu, ktord sa mdZe nachadzat’ v dvoch stacionarnych

stavoch ¥ a ¥4 s energiami E; a E,. UvaZujme teraz superpoziciu
l//(r’[) = L v, (r)e—iElt/h + L v, (r)e—iEzt/h
V2 V2

Hustota pravdepodobnosti

Py(r) = ly(r, e B = Ly (P

resp.

Ll 2

Py(P) = ly(r, e = lya(PP

by bola staciondrna (nezavisld od Casu) v pripade, Ze by sa ststava nachddzala
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v niektorom zo staciondrnych stavov ¥, ¥,. V stave y(r, f) v§ak hustota pravde-
podobnosti bude

—i(E,~E,)ilh )

P(r,1) =I1//(r,t)|2=%Iy/1(r)I2 +% ly, (NI* +Re{y:y,e

Tato pravdepodobnost’ osciluje medzi dvoma hodnotami s periédou

n
T=—-
2MIE, - E,|

Cas 7 predstavuje istii charakteristickii dobu ¢asovych zmien v stistave. Plati
teda rddovo

AE.T~h

¢o modzeme precitat’ ako: charakteristickd doba zmien prebiehajicich v sistave,
ndsobend neurcitostou energie sustavy je imernd Planckovej konstante.

Priklad 3."** Zaoberali sme sa prechodmi medzi hladinami v désledku vonkajsej
poruchy (stimulovanou emisiou a absorpciou). V realistickom pripade je vSak
mozny i spontdnny prechod z excitovanej hladiny na nizSiu hladinu spojeny
s tzv. spontdnnou emisiou. Vys§ie hladiny, ktoré sa ndm javili ako staciondrne,
st v skutocnosti iba kvazistacionarne — s istou pravdepodobnostou prechadzaju
emisiou do nizSich stavov. Z formalizmu kvantovej teérie mozno dostat’ spon-
tdnne prechody az vtedy, ked’ do hamiltonidnu zahrnieme interakciu skimanej
sistavy s elektromagnetickym pol'om, ktoré vsak uz nechdpeme ako klasické
(vonkajsie) pole, ale povazujeme ho tieZ za kvantovand ststavu. Pravdepodobnost’
spontdnneho prechodu je najvhodnejsie charakterizovat’ pomocou doby Zivota'*
7, ktord je definovand tak, aby platilo: ak sa ststava nachddza v excitovanom
stave, potom pravdepodobnost’, Ze po Case ¢ bude stdle eSte v tomto stave, je
rovnd 1/e. PretoZe excitovany stav zrejme nie je striktne staciondrnym stavom
(dplného hamiltonidnu) je jeho energia urend iba s presnost'ou AE. Na zdklade
predchéddzajicej skusenosti s poruchovou metédou sa da ocakdvat, Ze Sirka

hladiny AE suvisi s dobou Zivota t vztahom

AE.T~h

3V tomto priklade sa obmedzime skor na sformulovanie istého tvrdenia ako na jeho striktné zdovod-
nenie.

13 Inokedy sa pouziva polcas rozpadu, ktory je rovny 71n2.
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9.6 BORNOVO PRIBLIZENIE ]
PRE ROZPTYL CASTICE NA POTENCIALI

Clanok s rovnakym nézvom bol uZ zaradeny do 7. kapitoly, kde sme pouZili
staciondrnu poruchovi metédu. Svojou povahou je vSak rozptyl problémom
Casového vyvoja. Staciondrnu poruchovi metédu sme mohli pouZit’ preto, Ze
rozptylovy potencidl, ktory sme chdpali ako poruchu, je nezavisly od Casu. Preto
mozno priblizne hl'adat’ Gplny systém stacionarnych stavov a problém casového
vyvoja vyrieSit’ rozvojom do tohto systému. V tomto ¢lanku budeme rozptylovd
tlohu riesit’ nestacionarnou poruchovou metédou. Hamiltonidn ma tvar

H=Hy+H’
kde
h2
H,=—A, H=v@) (D)
2m

anasou dlohou je vypocitat’ pravdepodobnost’ rozptylu zo stavu s hybnost'ou p; = 7iq
do stavu s hybnostou p, = k. Této formulécia nie je celkom presnd, preto sa vy-
jadrime presnejSie. PredovSetkym pri realistickom opise rozptylového problému
by sme stav dopadajicej i rozptylenej Castice museli opisat’ stavovou vinovou
funkciou v tvare vlnového balika. Situdciu si zjednodusime tym, Ze budeme pra-
covat’ s harmonickymi vinami typu e'*". Ak rozptylovy potencidl nie je d’alekodo-
sahovy'*°, potom v situdcii ked dopadajiica Castica je este d’aleko od rozptylového
centra, mdZeme ju povazovat’ za vol'nd — ako keby porucha bola ,,vypnuta“.

Predpokladajme teda, Ze porucha sa ,,zapne* v Case ¢ = 0, ked’ Castica je eSte
d’aleko od centra a nachddza sa v stave

1 .
o= e @

Podobne predpokladajme, Ze porucha sa ,,vypne“ v ¢ase T, ked’ Castica po roz-
ptyle je uz opit’ d’aleko od centra a nachadza sa v stave

r

Wy (k) = %e““ (3)

Prakticky sa v§ak nemdZeme zaujimat’ o rozptyl Castice zo stavu (2) presne do
stavu (3). R6zne moZné koncové stavy, ktoré sa liSia tym, Ze im prislichajice
vlnové vektory majd smer vnutri urcitého priestorového uhla dQ; a ktorych energie

138 Palekodosahovym potencidlom je napr. coulombovsky potencidl, s ktorym sa treba zaoberat’ osobitne.
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st v istom intervale (E, E + dE), su vzh'adom na konec¢ni rozliSovaciu schopnost’
experimentalnych zariadeni nerozoznatel'né.

Zhriime teda: uvaZzujeme poruchu, ktord je nenulova len v casovom intervale
(0, T) a pocas tohto intervalu je konStantnd a rovna H' = V(r). Zaujimame sa
o pravdepodobnost’ rozptylu Castice zo stavu (2) do skupiny stavov v okoli stavu
(3). Podobnym pripadom sme sa zaoberali podrobne v ¢lanku 9.3 a tam uvedeny
postup mozeme pouZit' s malymi modifikdciami. Pripad konstantnej poruchy je
vlastne limitny pripad poruchy (3.1) pre @ — 0. Analogickym postupom by sme
preto pre pravdepodobnost’ prechodu za jednotku ¢asu ,,zo stavu ¢ do stavu k£
dostali vyraz typu (3.18)

W, =% \H,,*8(E, —E,) (4)

q

kde
H,’( = JdSI' l//;(")l I’l// (r ——1 J.dSrei(q_k)‘r" (r (5)
q q 74

Vyraz (4) je pravda, formdlny, a nadobudne zmysel po preintegrovani cez
uvazované koncové stavy.

Zaujimajme sa teda o pravdepodobnost’ rozptylu za jednotku ¢asu do smero-
vého uhla d€;. Pocet koncovych stavov v prislusnom elemente k-priestoru je

Vv vV km

dN(k) = p(k)d’k = k*dkdQ, =——
( ) p( ) (27’[)3 k n)3 h2

dE,dQ,

ked sme pouzili vztah E, = A°k*/(2m). Hladan4 pravdepodobnost’ rozptylu za
jednotku casu bude

2n o,
W, = I AN (== \H,, I (E, — E,)
a po dosaden{ dostaneme

km

2
W, =———|| re v (r)| dQ
ka (2n)2Vh3j «

Diferencidlny ucinny prierez dostaneme, ak tento vyraz predelime hustotou
pridu dopadajucich Castic. V naSom pripade vzhl'adom na (3) je tato hustota pridu
rovnd

j = hkimV

a pre diferencidlny dcinny prierez dostaneme

2
2m (a0 r
475712 .[d3re o r)

do

- (5)

v siihlase so vzt'ahom (7.6.9).
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9.7 PRIKLADY A PROBLEMY

1. Linearny harmonicky oscilator je v zdkladnom stave vnitri kondenzatora. Pole v kondenzatore
postupne zapneme a potom zas vypneme, takze jeho intenzitu mdZeme opisat’ funkciou

E()= rj/% expl—(1/7)]

Najdite v prvom rade poruchovej metddy pravdepodobnost’ toho, Ze v Case + — oo ndjdeme
oscilator v jednom z excitovanych stavov. Prediskutujte otdzku zachovania energie pri tomto
procese.

2.Elektron sa pohybuje po dlhej organickej molekule, ktora je vnitri kondenzatora postavend
v smere kolmom na dosky. Elektrén modelujeme Casticou viazanou na tsecku. V kondenzitore
sa objavi pole s ¢asovou zavislost'ou

E=0 pret<0
E = Eyexp(—t/7) pret>0

Najdite pravdepodobnosti (v prvom rade poruchovej tedrie) toho, Ze pre t — oo ndjdeme elektrén
v danom excitovanom stave.

3. Prediskutujte kvalitativne, ¢o by sa stalo v pripade atému vodika v rovnakej situdcii. UvdZzte, do
ktorych zo stavov 2p sa elektron mdze takto dostat’ zo zakladného stavu.

4.Nech systém je v Case t < 0 vo vlastnom stave Y hamiltonidnu Hy. V Case t = 0 zapneme
»poruchu V(x) nezdvisiacu od Casu a nechame ju uz zapnuti pre vsetky casy ¢t > 0. Pre t > 0
bude hamiltonidnom sustavy H = Hy + V a vlastnymi stavmi hamiltonidnu budd funkcie &,
spifiajice H®, = (Hy + V)®, = §®,. Néjdite pravdepodobnost’ toho, Ze v &ase ¢ > 0 ndjdeme
sustavu v stave ®,. Prediskutujte otdzku zachovania energie pri takomto ,,okamzitom" zapinani
interakcie.

5.Jadro atomu vodika s hmotnostnym ¢islom 3 (tzv. tritium) je nestabilné a rozpada sa na jadro
§He podl'a schémy

'H—oHe+e +7v

Z hladiska elektrénu, ktory obieha okolo jadra, ide o vel'mi rychly proces, pri ktorom sa ndhle
zmeni naboj jadra o jednotku. Predpokladajme, Ze atém ;H bol pred rozpadom v zakladnom
stave. S akymi pravdepodobnostami bude vznikajici atém gHe v zdkladnom alebo v niektorom
z excitovanych stavov?

6. Niekedy sa stdva, Ze ,,dodatocnd interakcia® je zapnutd na ovela krat3f Cas, ako su typické Casy

pre zmeny prebiehajice vnitri sustavy. Stava sa to napriklad vtedy, ak Castica, ktord sa pohy-
buje rychlostou len o médlo menSou ako je rychlost svetla, leti okolo sdstavy (ako atém vodika),
v ktorej st typické rychlosti nerelativistické.
NapiSte zdkladné rovnice pre ¢asovi zdvislost’ koeficientov a,(f) a rieste ich za predpokladu, Ze
porucha pdsobi len kratky ¢asovy okamih O < < T a Ze v ramci tohto kratkeho intervalu mdéZeme
a,(t) rozvindt’ do Taylorovho radu a,(f) = a,(0) + 1d,(0) + ... Obmedzte sa na prvy ¢len v rozvoji
a spocitajte koeficient a,(7), za zjednodusujiceho predpokladu, Ze ,,dodato¢nad interakcia“ vnutri
intervalu 0 < f < T'uZ nezavisi od ¢asu. Prediskutujte opravnenost’ pribliZzenia.
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