7 PORUCHOVA METODA PRE ROZPTYLOVE STAVY.
ROZPTYL CASTIC NA STATICKOM SILOVOM POLI

7.1 UVOD

V tejto kapitole sa budeme venovat’ poruchovej metéde pre vypocet stacionar-
nych rozptylovych stavov. Budeme sa zaoberat’ Specidlnym pripadom rozptylu
Castic na statickom silovom poli opisanom potencidlnou energiou V(r). S touto
situdciou sa najCastejSie stretdvanie v aplikéciach.

Nas postup bude takyto: najprv sa pozrieme blizSie na fyzikdlnu formuléciu
ulohy a sformulujeme prislusné okrajové podmienky pre rieSenie bezCasovej
Schrédingerovej rovnice. Skor vSak, ako zacneme s rieSenim, urobime odbocku
matematického charakteru. Obozndmime sa s Diracovou &funkciou a zopaku-
jeme si niekol’ko poznatkov z teérie funkcii komplexnej premennej. AZ potom
prideme k vlastnej poruchovej metdde pre vypocet rozptylovych stavov, kde
vyuzijeme spominané matematické poznatky.

7.2 FYZIKALNA FORMULACIA ROZPTYLOVEHO PROBLEMU

Typicky pripad experimentu s rozptylom castic moZno opisat’ nasledujicim
spdsobom. Castice, ktoré hraji tilohu rozptylovych centier (pre uréitost’ si pod nimi
moZeme predstavit povedzme protény) sa nachddzajui v terc¢iku, oznacenom ako T
na obr. 7.1. Na tercik dopadd priblizne monoenergeticky zvizok cCastic typu B
(povedzme elektrony), ktoré sa na ter¢iku rozptylia, a po rozptyle si zachytené
detektormi R umiestnenymi okolo ter¢iku. Pri experimente pozndme tieto idaje:

J — hustotu pridu dopadajicich Castic
N — pocet Castic v terciku

dn — pocet Castic zaregistrovanych urcitym detektorom R za jednotku Casu

dQ — priestorovy uhol pokryty tymto detektorom.

Pocet Castic dn bude zrejme timerny hustote pridu dopadajucich castic, poctu Cas-
tic v terc¢iku a velkosti priestorového uhla pokrytého danym detektorom, takZe mame

dan=[49 | inda
a0

Vyraz v zatvorke je koeficient imernosti oznaceny tradi¢nym spdsobom.
Tento koeficient zavisi od uhlov 2%, ¢. Rozmer do/dQ je m” a preto ho nazyvame
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diferencidlnym dcinnym prierezom. O rozmere d o/dQ sa presved¢ime rychlo, ak
si uvedomime, 7e!™

[dn]l=s"", [[l=m7?s", [Nl=1, [dQ]=1

Vztah (1) plati za predpokladu, Ze pri rozptyle ide vZdy iba o interakciu jednej
Castice dopadajiceho zvézu s jednou Casticou terca. V praktickych pripadoch je
tento predpoklad zvi¢Sa dobre splneny.

Obr. 7.1

Pri teoretickom opise sa preto zaujimame o rozptyl Castic zvizku na jedinej
ter¢ikovej Castici. Vzdjomnu interakciu dopadajucej a terc¢ikovej Castice budeme
opisovat’ potencidlnou energiou V(r) a pre jednoduchost’ budeme predpokladat’,
Ze tercikova Castica je ovela taZzSia ako dopadajiica a pocas interakcie ostiva
fixovand v zaGiatku sdradnicovej sistavy. '

Pri adekvatnom kvantovomechanickom opise rozptylu Castice na silovom
centre by sme dopadajucu Casticu opisovali vinovym balikom a sledovali ¢asovy
vyvoj tohto balika rieSenim Casovej SchR. Pri takomto postupe sa vSak vSetky
formulky stdvajui neprehladnymi. Ako sme uZ spominali pri diskusii v ¢lanku 4.7,
moZeme sa obmedzit’ na hl'adanie vhodnych rieseni bezcasovej SchR. Takéto rie-
Senia v pripade prechodu Castice cez bariéru obsahovali (v oblasti mimo bariéry)
vlnu dopadajicu na bariéru z jednej strany, vlnu odrazenti od bariéry a vilnu, ktora
presla bariérou.

V pripade rozptylu Castice na silovom centre budeme hl'adat’ také rieSenia
bezfasovej SchR, ktoré vo vzdialenosti d’aleko od rozptylového centra obsahuji

1% Niekedy sa ako rozmer priestorového uhla d berie steradin a potom (d 67d€Q) mé rozmer m” (sterad) ™.

1% Tohto predpokladu sa mdzeme zbavit' prechodom do sdradnicovej sdstavy, v ktorej je nehybné t'azisko
dopadajucej a ter¢ikovej Castice. Po technickej stranke je to to isté, Co sme uZz urobili pri zavadzani
relativnej stradnice v ¢lanku 4.12 a podrobnejsie sa k tomu eSte vratime v kapitole o rozptyle.
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iba rovinni vlnu priradenud dopadajicej Castici a rozbiehavi gul'ovd vinu opisujicu
rozptylenu Cast’ dopadajuce;j viny.
Hamiltonov operétor pre Casticu v poli silového centra s danym V(r) je

hz
H=———A+V(r)
2m

Bez€asovui SchR potom piSeme v tvare
hz
{H =— A +v<r)}w<r) =Ey(r) 2)

a po zavedeni U(r) = 2m/R*)V(p), k* = (2m/h)E upravime (2) na tvar

(A +K)y(n) = Un) y(r) 3

Fyzikédlny vyznam veli¢iny K je jednoduchy. V rozptylovom experimente je
totiZ energia dopadajucej Castice rovnd tej energii, ktord jej udelilo urychl'ujice
zariadenie (elektrénové delo, urychl'ovaé atd’.). V oblasti d’aleko od teréika mo-
Jeme tito energiu pisat’ ako E = p’/2m a pri zavedeni vinového vektora p = fik
ako E = h*K/2m. Veli¢ina k v (3) je takto vinovym vektorom dopadajiicej astice
v oblasti mimo dosahu sil zodpovednym za interakciu.

RieSenie y(r) bezfasovej SchR, ktoré obsahuje dopadajicu rovinnd vinu
exp(ikz) a okrem nej pri velkych hodnotich r iba rozptylent vlnu, spifia pod-
mienku

eikr

y(r) —e* + f(8,9) r—oo “4)

r
Toto tvrdenie vyplyva z nasledujicej dvahy. RieSenie y(r) rovnice (2) je
vlastnou funkciou operatora energie. Casova zdvislost’ takéhoto rieSenia je, tak
ako pri vSetkych staciondrnych stavoch,
&(r, )= y(ne™™  w=Elh
Podl'a (4) pre ®(r, t) dostaneme

f@,9) gilkr—an)

r

D(r,1) > '™ 4 r— oo (5)

Prvy ¢len na pravej strane predstavuje dopadajicu rovinni vinu, druhy sférickd
rozbiehavu vinu, f( &, @) nazyvame amplitidou rozptylu.
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Hustotu priidu dopadajticej viny spocitame podl'a zndmeho vztahu

j= i [D*VP — DV D*] (©6)
2im
pricom za ® dosadime iba €len exp (ikz — @) opisujuci dopadajicu rovinnid vinu.
Lahko sa presved¢ime o tom, Ze

e

J. =] > Jx=Jy
m

Hustotu pridu rozbiehavej sférickej viny spocitame tak, zZe do (6) dosadime
za @ vyraz r'f(85, @) exp(ikr — ier). Ak V vyjadrime vo sférickych stradniciach,
dostaneme pre radidlnu zloZku hustoty pridu

, hk 1 < . -
J=—=If(, @) + &leny timerné r >
mr

Pocet cCastic dn dopadajucich za jednotku ¢asu do detektora pokryvajiceho
priestorovy uhol dQ je dany vzt'ahom

dn =j/r'dQ (7

kde dS = r°dQ je velkost' plochy detektora kolmej na smer pohybu astic rozpty-
lenych danych smerom. Vzhl'adom na to, Ze detektor je v skuto¢nych experimen-
toch vel'mi vzdialeny od rozptylového centra (r/A > 1, kde A = 2n/k, rla;> 1,
pricom a; je Bohrov polomer) mézeme v (7) urobit’ na pravej strane limitu r — o
a pre pocet Castic registrovanych za jednotku ¢asu detektorom dostdvame

dn =1£(8, p)PjdQ

Tento vzt'ah treba porovnat’ s (1) pri N =1 (lebo teraz sme uvazovali rozptyl
na jedinej castici).
Takto prichddzame k délezitému vysledku

do _ 2
) =1f (&, 9) ®)

Celkovym G¢innym prierezom nazyvame vyraz
do 2
o, —J.EdQ—J.If(zﬂ,(p)l do 9)
To, o sme doteraz povedali mozno zhrnit’ vel'mi jednoducho:

— vysledky rozptylového experimentu si charakterizované diferencidlnym
ucinnym prierezom do/dQ
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— teoretické predpovede pre tito veli¢inu dostaneme tak, Ze ndjdeme rieSenie
bezcasovej SchR (2) ¢i (3) s asymptotikou (4) a do/dQ dostaneme potom pomo-
cou (8).

Skor ako zacneme riesit’ tito dlohu, musime si v nasledujticich ¢lankoch uviest
niekol’ko nevyhnutnych poznatkov matematického charakteru. Nepojde vsak iba
o nejaké technické podrobnosti potrebné vylucne pre dany problém. Tento mate-
maticky apardt vyuZijeme podstatne i neskor pri d’alSom budovani formalizmu
kvantovej tedrie.

7.3 DIRACOVA DELTA-FUNKCIA

Delta funkciu &(r) zaviedol Dirac v tridsiatych rokoch vo svojich pracach
z kvantovej mechaniky a odvtedy sa vo fyzike beZne pouZiva. Z matematického
hradiska vSak J-funkcie neboli dlho dobre definovanymi objektami. Korektnd
tedriu J-funkcii formuloval neskor L. Schwartz v rdmci tedrie distribicii. Tu si
uvedieme len niekol’ko zdkladnych myslienok a tvrdeni tedrie distribicif,
podrobnejiiu tedriu a presné definicie mozno néjst’ v literatire. '

Zatneme vSak s jednoduchymi prikladmi, ktoré ndm ukdzu, ¢o to d-funkcia
je a kedy sa s fiou vo fyzike stretdvame.

Potencidlna energia rozloZenia ndboja s hustotou po(r) vo vonkajSom poli
s potencidlom ¢(r) je

U=lp(nond’r (D

Takisto je dobre zndme, Ze potencidlna energia bodového naboja Q v bode r
je

U= Q¢(ro) @)

Obe formulky zrejme hovoria o tej istej veci a tak sa intuitivne zdd, Ze (2)
je Specidlnym pripadom (1), lebo ,,bodovy ndboj*“ intuitivne odpovedd naboju
skoncentrovanému do vel'mi malého objemu. Ak sa ale pokiisime sformulovat
vec presnejSie, narazime na tazkosti. Staci ak sa spytame na to, aké rozloZenie
hustoty ndboja p(r) mdzeme priradit’ bodovému naboju v bode r,. Odpoved’ sa
dd formulovat dvoma spdsobmi, oznac¢ime ich ako 1 a 2 a v druhom pripade
uvedieme dva varianty.

19 Schwartz, L.: Matematické metédy ve fyzice. Praha 1972. Gel'fand, L M. — Silov, G. E.: Obob$¢ennyje
funkcii i dejstvija nad nimi. Moskva 1959.
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1. Predstavime si bodovy naboj Q ako limitu postupnosti priestorovych rozlo-
Zeni naboja. Napriklad takiito

a
< Oprelr—ryl>a, =—

P, (r)= 3

n
Q(4na’/3)™ prelr —r)l<a,

pri¢om « je istd veli¢ina s rozmerom dizky. Fyzikélne je jasné, ¢o robime. Kon-
Struujeme postupnost’ guli so stredom v bode ry a s polomermi a, = a/n, ktoré
postupne konverguji k nule. Pre dané n volime hustotu ndboja vnutri gule tak
vel’ku, aby vzdy platilo

Ipnd’r=0 “

pri¢om hustota ndboja mimo danej gule je nulova. Pre takiito postupnost’ plati
lim [p,(N@(nd’r= Qi) )

¢o by sme l'ahko dokdazali pomocou vety o strednej hodnote (predpokladdme
pritom spojitost’ potencidlu ¢(r)).
Bodovému naboju takto prisudzujeme postupnost’ funkcii podl'a schémy
bodovy naboj postupnost’ fukcif
© (6)
Q vboder, P, (ry)

Tato postupnost’ ma niektoré podivné vlastnosti. V kaZzdom bode r # ry plati
limp,(r=0 r#n (7)
n—yco

ale v bode r rastie p,(ry)nad vSetky hranice. Pritom ale pre kazdé n plati rovnica
(4). Odtial’ vidno, Ze limitu postupnosti g,(r) treba zavadzat’ vel'mi opatrne.

Podivné vlastnosti postupnosti p,(r) nds vel'mi neprekvapuju, pretoZe na otazku:
aké rozloZenie hustoty odpoveda bodovému naboju, sme ind odpoved’ ani ocaka-
vat’ nemohli. Této otdzka ani nemd priamy fyzikdlny zmysel, lebo hustotu bodo-
vého ndboja merat’ nemdZeme. Fyzikalny zmysel ma ale energia bodového naboja
v poli vonkajsieho potencidlu ¢(r) a tej podl'a predchiddzajiceho priradujeme
dobre definovany vyraz stojaci na l'avej strane rovnice (5). Takto sice bodovému
ndboju prirad'ujeme vztahom (6) postupnost’ funkcii p,(r), ale priradenie chapeme
tak, Ze zmysel budd mat’ iba vyrazy typu l'avej strany v (5).

Vo vel'mi vol'nom jazyku, ktory fyzici najCastejSie pouZivajd, hovorime, Ze
postupnost’ g,(r) konverguje k (trojrozmernej) d-funkcii ndsobenej ndbojom Q

£u(D) — Q8 (r—ry) (8)
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a tato o-funkcia mad nasledujicu vlastnost’:

[ &(r- mypnd’r= p(r) ©)

pre l'ubovolnd spojitd funkciu @(r).

Pritom ale treba zdoraznit’, Ze tito obrazna terminoldgia znamena len to, ¢o
uz bolo povedané vyssie; teda to, Ze plati rovnica (5).

2a. V tomto pristupe si od zaciatku uvedomime, Ze nemd zmysel hovorit’ po-
drobne o hustote bodového ndboja, preto mu priradime od zaciatku iba symbol,
ktory bude vyzerat formélne ako funkcia, ale nebude sa s nim dat’ robit’ vSetko
to, ¢o bezne s funkciami robit’ méZeme.

Jednotkovému bodovému néboju takto prisudzujeme symbol &°(r — ry), ktory
ma zmysel jedine vo vyrazoch typu l'avej strany v (9) a tieto vyrazy definujeme
rovnicou (9).

2b. Tento postup je zovSeobecnenim predchadzajiceho. Namiesto toho, aby
sme zavadzali symboly pripominajtce ,,vyzorom* funkciu, zavadzame rovno po-
jem funkciondlu. Pod funkciondlom rozumieme zobrazenie, ktoré kazdej funkcii
z istej mnoziny priradi urcité ¢islo. Bodovy ndboj Q umiestneny v bode ry by sme
takto opfisali funkciondlom, ktory kaZzdému potencidlu ¢(r) priradi ¢islo Q@(r,).

Tento postup je urdite najvSeobecnej$i a pomocou neho mozno O-funkcie
zaviest’ konzistentnym, elegantnym a vSeobecnym spdsobom.

Ukazuje sa vsak, Ze oba spOsoby definicie o-funkcie sd v istom zmysle ekvi-
valentné.

V d’alSom uvedieme niekol’ko prikladov na postupnosti funkcii konvergujicich
k o-funkcii, d’alej uvedieme niekol’ko ddleZitych aplikécii, potom urobime prehl'ad
niektorych vlastnosti d-funkcie a napokon vel'mi struéne spomenieme niektoré
z myslienok Schwartzove;j tedrie distribucii.

Budeme hovorit, Ze postupnost’ funkcii {f,(x)} konverguje k Diracovej J-funk-
cii ak plati

1im [ £,09(0) dx=[ 5()¢(x) dx = p(0) (10)

pre Pubovolnii spojiti funkciu @(x), ktora klesé rychlo'”” k nule pre |x| — co.

V rovniciach (10) treba stredny ¢len povaZovat’ iba za skrateny a zjednoduSeny
zapis prvého ¢lena. D4 sa ukazat’ (a intuitivne sa ndm to vidi byt’ prijatelnym, takze
sa nebudeme pokusat’ o dokaz), Ze poziadavka (10) je ekvivalentnd podmienkam

1imf f.(x)dx=1 (11a)

197 Presnejiie pre kazdd funkciu ¢(x) z mnoZiny & definovanej d’alej.
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lim [ f,()dx=0 ak Og (a,b) (11b)

n—oda

Uvedieme teraz niekol'ko prikladov
Priklad 1. Nech

0 prelxl > 1/(2n)

Fu@=( n prelxl <1/(2n)

Podmienky (11a) a (11b) su evidentne splnené.
Priklad 2. Nech

B =~ ©

(12)
Tx’+e?

a uvazujeme limitu £ — 0. O splneni (11a) sa l'ahko presved¢ime a (11b) je spl-
nené tiez, lebo hx) konverguje pre £ — 0 rovnomerne k nule v kazdom intervale
{(a, b) neobsahujicom zaciatok.

Priklad 3. Postupnost’

a 2.2
8.,(x)=—=exp(—a“x”) (13)
Jn
konverguje pre a — o k d(x). Pri dokaze (11a) sta¢i vyuzit’ Laplaceov integral
r’ exp(—x*)dx =1t
Prikiad 4. Definujme funkciu f,(x) vztahom
1 n lk)( 1 .
£, () =— j " dx = — sin(nx) (14)
27 J-n X

Pre n — o tdto postupnost’ konverguje k d(x). Podmienka (11a) je ekviva-
lentna tvrdeniu

= 8int
—dr=1
—oo Tt

a tento vysledok je dobre zndmy, dokazuje sa pomocou tedrie funkcii komplexnej
premennej.'®

1% Pozri napr. Fuchs, B. A. — Sabat, B. V.: Funkcii kompleksnogo peremennogo. Moskva, 1959.
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Podmienka (11 b) m4 v tomto pripade tvar

lim [ sin(u)dr =0 pre Og (a.b) (15)
n—eoda X
Toto tvrdenie je Specidlnym pripadom Riemannovej-Lebesgueovej vety z tedrie
funkcii redlnej premennej. Intuitivne ho mozno vysvetlit' tym, Ze s rasticim n
funkcia sin(nx) osciluje Coraz rychlejsie a kladné a zaporné hodnoty podintegral-
nej funkcie sa pri n — oo navzdjom zrusia.
Teraz si podrobnejSie vSimneme dve situdcie, v ktorych sa casto pouzivaju
delta funkcie.

Uplné systémy funkcii a d-funkcia
Nech {@.(x)}, n =1, 2, 3,... je Uplny ortonormovany systém funkcii na inter-
vale (a, b). Plati teda

b
[o.00.(0ax=3,
a kazda'” funkciu f(x) moZno zapisat’ v tvare
N
fl)= gg;;cnqo,, (x) (16)
kde koeficienty c, si dané vzt'ahom

e=[ o0 F 0y an

Ak dosadime (17) do (16) dostaneme

FG0 = lim [ Ky () f )y (18)
kde
N
Ky(x) =Y @:(0)@,(x) (19)
n=l

Rovnice (18) a (19) ukazuju, Ze plati

N
lim ;rp:(x)wn(x):&(x—y) (20)

19 Tiito , $pecifikdciu® by bolo treba pri podrobnejiej analyze upresnit’, ale nebudeme sa tym zaoberat’.

237



pri¢om symbol (x — y) je definovany vzt'ahom

o= [80c-»f )y e
Porovnanie (18) a (21) je ddvodom pre vztah (20).

Fourierove integrily
V ¢lanku 2.9 sme uz videli, Ze subor funkcii

1
@, (x) =—=¢exp(ik,x)
VL (22)

tvori Uplny systém funkcii na dsecke (-L/2, L/2). Interval medzi dvoma sused-
nymi povolenymi hodnotami v k-priestore je (27/L).

Ak zvitSujeme dizku tsecky, interval medzi susednymi hodnotami k klesa
a prichddzame k domnienke (spravnej), Ze Uplny systém funkcii na nekone¢nom
intervale (—oo, o) je tvoreny vSetkymi funkciami typu exp(ikx), pricom k mdze
byt Tubovol'né redlne ¢islo.

Zovseobecnenim rozkladu

f=)c,9,(x)

platnom na intervale (-L/2, L/2) je potom Fourierov integral

ikx dk
— 23
o (23)

fe=[" etke

kde vyraz 27 je iba otdazkou konvencie.
Nasou tlohou je teraz ndjst’ koeficienty c(k) v rozklade (23). Za tym ucelom
ndsobime obe strany rovnice funkciou exp(—igx) a integrujeme od —K po +K.
Dostaneme tak

J_if(x)e'iqxdxzz_itj': dk C(k)Jiei(k—q)xdx _

- 1 sin(k —q)K 9
:j dkc(k){_u}
e T (k—q)

Podl’a diskusie okolo rovnice (14) vSak vyraz v zloZenej zatvorke konverguje
pre K — oo k J-funkcii o(k — ¢) a pravd strana v (24) potom bude

[~ dketsk—g)=c(o)
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a toto je konecny vysledok. Koeficienty c(k) vystupujice v (24) st teda dané
vztahom

=] e fndr (25)
Predchadzajici argument vlastne ukazuje, Ze systém funkcii

e, gredlne

1
y,(x)= T

je uplny na intervale (—oo, o0) a ortonormovany v zmysle

[ viowmde=6g-k (26)

Niektoré vlastnosti 6-funkcii
Ak chdpeme J(x) ako limitu postupnosti

800 < (f,(0) 27
v zmysle
[sapdr = lim [ £, (g0 dx (28)

potom mdZeme zaviest' prirodzene aj d’al§ie symboly obsahujice J-funkciu,
napriklad symbolu ¢'(x) priradime postupnost’

5= dd(x)

& {f0)
a definujeme
[ ome@ar=lim [~ £l podr (29)

Integrdl na pravej strane upravime integriciou po Castiach; vyuZijeme to, Ze
Jfv(x) 1 @(x) idd rychlo k nule pre |x| — oo a dostaneme

[ fipmax=1f, o1 - [ fy(0¢xdx

a po dosadeni na pravu stranu (29) méme

[ sme(ndr=-¢'0)
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Podobnym postupom sa mdZeme presvedCit’ o tom, Ze J-funkcia md nasledu-
juce vlastnosti

[ stafmar=ro (302)
5(=x) = 8(x) (30b)
d(ax)= ﬁ5(x), az0 (30¢)
a
5(x2—a2)=i{5(x—a)+5(x+a)} (30d)
2lal

Nech £ (x) je rasticou funkciou x a nech h(xy) = 0, potom

1
O(h(x))= e O(x—xp) (30e)
0

dalej plati
f S(x—a)d(x —b)dx=S(a—b) (30f)

Napokon si v§imneme podrobnejSie Schwartzovo zavedenie distribucii, kvoli
jednoduchosti len v jednorozmernom pripade.''’

Nech .Z2 je mnozina funkcii. Ak ku kazdej funkcii f € .#4 priradime &islo,
oznacené ako T[f] hovorime, Ze na mnoZine . Z4 je definovany funkciondl T.

Ak zfi € A, f» € AL vyplyvacifi + crfs € 4 pre vietky Cisla ¢y, ¢, hovorime,
Ze /¢ je linedrny priestor. Funkciondl T definovany na linedrnom priestore sa
nazyva linedrny, ak plati T[c\f; + cofs] = o\ T1fi] + . T1f>] pre vSetky fi, f» € A
a vSetky cisla cy, c.

Nech f(x) je definovand na intervale (—o0, +00). Mnozinu vSetkych bodov, kde
Sfx) £ 0 (presnejSie uzaver tejto mnoziny) nazyvame nositel'om funkcie f.

Ak funkcia f(x), definovand na celej redlnej osi je nekoneéne mnohokrat dife-
rencovatel'nd a md koneény nositel’, hovorime, Ze f(x) patri do mnoziny &,

Napriklad funkcia

0, pre IxIZa>0
()= exp[— 21 2), pre Ixl<a

a —Xx

1% 7yygok &lanku mozno pri prvom &tani vynechat’.
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patri do mnoZiny & Definicia mnoZiny & aj priklad pochddzajd od L. Schwartza.
Mnozina & nie je takd chudobnd, ako by sa mohlo zdat. Napriklad ku kazdej
spojitej funkcii f{x) s ohrani¢enym nositelom a pre l'ubovolné £ >0 mozZno néjst’
funkciu g, € Ztakd, Ze Ifix) — gdx)l < epre vsetky x.

Konvergencia na mnoZine & je zavedend nasledovne. Hovorime, Ze postup-
nost’ funkcii @, @, ..., @, ..., z ktorych kazda patri do & konverguje k funkcii
pe Z, (¢, — ), ak nositele vSetkych funkcii ¢ lezia v istom intervale (k, k),
a ak (0,(1[) konverguje na tomto intervale pre n — o rovnomerne k (0(") pre
Tubovol'né pevné I. Symbol ¢ oznaluje I-tii derivaciu ¢, pricom ¢ = ¢.

Definicia: Funkciondl 7T¢] je spojity na mnoZine & ak z ¢, — ¢ vyplyva
@] — Tgl.

Schwartzova definicia distribiticie je nasledovna:

Distribticiou nazyvame kazdy linedrny spojity funkciondl na mnoZzine &,

Ako priklad uvedieme Diracovu J-funkciu, ktord sa teraz objavi ako funkcio-
ndl, ktory kazdej funkcii ¢ € Zpriradi jej hodnotu v bode x = 0

T ¢l = ¢(0)

Lahko sa mdZeme presvedcit’ o tom, Ze tento funkciondl je linedrny a spojity,
¢iZe je distribtciou.

Dalsi priklad moZno konstruovat takto. Nech f(x) je funkcia definovana na
intervale (—oo, +o0) a nech f(x) je integrovate'na na kazdom kone¢nom intervale.
MozZno dokéazat’, Ze

T, = fpxds 31)

je linedrnym spojitym funkciondlom, ¢iZe tieZ je distribiciou.

Distribuicie, ktoré mozno zapisat’ v tvare (31) sa nazyvaji regularnymi, vSetky
ostatné singuldrnymi. Vyraz (31) mé bezny tvar skaldrneho siéinu,''' namiesto
oznacenia T;[ ¢] sa preto Casto pouZiva

Tyl ol = (flp)

V priestore distribticii sa konvergencia definuje nasledovne. Ak pre kazdu
funkciu ¢ € P plati T,[¢] — T[¢], tak hovorime, Ze postupnost’ distribicii 7,
konverguje k distribucii 7.

"V tomto ¢ldnku uvazujeme len redlne funkcie.
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Ukazuje sa, Ze kazdu distribiciu mozZno vyjadrit’ ako limitu postupnosti regu-
larnych distribicii.'"? Ku kazdej distribiicii T moZno ndjst’ postupnost’ funkcii £,
tak, Ze pre kazdé ¢ plati

Tigl= lim (flg) (32)

Toto tvrdenie je vlastne ndvodom na to, ako sa priradenie J-funkcie istej
postupnosti dd urobit’ matematicky korektnym sposobom.

7.4 INTEGROVANIE V KOMPLEXNEJ ROVINE

V aplikacidch sa Casto pouZziva niekol’ko trikov s integrovanim v komplexnej
rovine. V tomto ¢lanku si ich vel'mi stru¢ne pripomenieme.

Komplexnu funkciu f(z) = u(z) + iv(z), kde u, v st redlne funkcie komplexne;j
premennej z = x + iy nazyvame holomorfnou v oblasti &, ak v kazdom bode tejto
oblasti existuje derivécia f'(z) definovand ako limita Af/Az pre Az — 0. Derivécia
f'(z) nezévisi od smeru Az a odtial’ (ak raz vyberieme Az = Ax a raz Az = iAy)
dostdvame

Au+iAv _ Au+iAv
Ax iAy

a po limite mdme Cauchyho-Riemannove podmienky

du Jv

>z 1

ox dy (12)
du = _ (1b)
dy ox

Zakladna vlastnost’ holomorfnej funkcie je obsiahnutd v Cauchyho vete, ktora
tvrdi, Ze integrdl z holomorfnej funkcie f(z) po uzavretej krivke C, ktord aj so
svojim vnitrajSkom lezi v oblasti holomorfnosti funkcie f, je rovny nule.

$ fiz)ydz=0 2)

Toto tvrdenie je ekvivalentné podmienkam (1). Skutocne, ak prepiSeme (2)
po dosadeni f = u + iv, dz = dx + idy dostaneme pre redlnu a imagindrnu Cast’ (2)

"2 Pozri napr. 2. diel monografie Gel'fanda a Silova, u citovanej v tomto &linku.
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. {u(x, y)dx — v(x, y)dy} = 0 (3a)
. {v(x, y)dx — u(x, y)dy} = 0 (3b)

PrepiSme prva rovnicu v oznaceni beznom pre fyzikov tak, Ze poloZime
Al(x, y) = u(x, y), Ayx, y)= —v(x, y). Mdme potom

$.(Adx + Ady) = $. A.dl = §,(VxA)..dS 4)

pri¢om sme vyuZili Stokesovu vetu pre funkcie redlnej premennej. Pre (VxA),
mame hned’

0A
(VxA), = — A, _ v _ou
dx  dy ox dy

a to sa rovna nule podl'a podmienky (1b).
Cauchyho veta (2) vedie priamo k Casto pouZivanej vete o po€itani integralov
pomocou rezidui. UvaZzujme najprv holomorfnu funkciu f(z) a integral

§ (z)

kde ¢ je kruznica s malickym polomerom a so stredom v zaciatku. Na tejto kruz-
nici z = re'?. Integral rychlo vy¢islime a dostaneme

§ L@y, —27if 0)

Jednoduchym zovSeobecnenim tohto vysledku dostaneme: Ak f(z) je holo-
morfnd v oblasti D, C je jednoduchd uzavreta krivka v tejto oblasti a bod a lezi
vnutri nej, potom

§ﬂdz 27 £ (a) (5)

Namiesto pokusu o ddkaz uved'me len to, Ze integrdl po celej krivke na
obr. 7.2 je nulovy, lebo vnitri nej je funkcia f(z)/(z — a) holomorfna. Preto
povodny integrél cez krivku C sa rovna integralu cez krivku C’, a vtedy mdZeme
pouzit’ predchddzajici argument.

Ak funkcia g(z) je holomorfnd v danej oblasti aZ na niekol’ko bodov ay, ay, ..., ay
v okoli ktorych plati

R,
g(z)=—— vokolig
Z—a
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potom zovSeobecnenim predchddzajiceho argumentu dostaneme
§‘g(z)dz =2mi) R,

a to je tvrdenie, ktoré sa najcastejSie pouziva v aplikdciach.

Obr. 7.2

7.5 GREENOVA FUNKCIA OPERATORA V2 + ¢

Pri rieSeni mnohych problémov suvisiacich s diferencidlnymi rovnicami je
Casto vyhodné pouzit’ formalizmus Greenovych funkcii. Tento formalizmus ndm
umozni vel'mi jednoducho vyjadrit’ poruchovy rozvoj rieSenia problému rozptylu.

Mnohé fyzikdlne problémy vedd ku Greenovym funkcidm vel'mi prirodzene.
Matematicky opis prislusnej fyzikalnej situdcie mé Casto schematicky tvar

Do =J

kde D je diferencidlny operator, veli¢ina F charakterizuje odozvu uvazovaného
systému na vonkajsi podnet, vyjadreny pravou stranou J. Greenovu funkciu do-
staneme potom v Specidlnom pripade ako odozvu siistavy na ,.bodovy* vonkajsi
podnet J. Nebudeme sa tu snazit’ rozvijat' tedriu v takomto vSeobecnom tvare,
namiesto toho si uvedieme jednoduchy konkrétny priklad.

Pripomenime si vSak najprv niektoré poznatky z elektrostatiky. Potencial ¢(r)

budeny bodovym ndbojom Q umiestnenym v bode r' je dany vztahom

0

r)=——— 1
P 4rey Ir—ri M
Potencidl spojitého rozloZenia ndboja s hustotou p(r') je potom
1 (rdr
pn=—r[£L @)

4re, Y Ir—ri
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a tento potencial splina Laplaceovu rovnicu

1
AQ(r)=—— p(r) (3)
€
ktord dostaneme hned’ zo vztahov V. E = p/g, E=-V.
Ak bodovému naboju Q v bode r' priradime hustotu opisand vyrazom
Q8V(r- r), potom pre bodovy néboj mame z (3) rovnicu

ap(n=—2 59— ) @)
0

. s 1z ~ . c 0113
a porovnanim s (1) vidime, Ze musi platit’

1
AN-——t=69r-r
{ 47t|r—r’|} (r=r)

kde A pOsobi iba na premennt r. Rovnicu (5) by sme teraz mali poctivo dokézat,,
ale nebudeme to robit’, lebo ju dostaneme ako Specidlny pripad nie¢oho, ¢o doka-
Zeme neskor — zatial budeme predpokladat’, Ze (5) skutocne plati. Ak oznacime

1
G(r,ry=—— 6
(r.r) 4it|r—r ©
prepiSeme (5) do tvaru
AG(r,r)=38%(r—r) (7)

a mame matematické vyjadrenie tvrdenia: Greenova funkcia G(r, r') je reakciou
na bodovy podnet. Riesenie (2) rovnice (3) potom piSeme ako

1
o(r =[G, r')(—— p(r')]d%' ®)
€

teda ako sucet reakcii na jednotlivé bodové podnety.
V d’alSom sa budeme zaujimat’ o rieSenie rovnice

V2 + D =40 )

e zrejmé, Ze vsetky vzt'ahy tohto typu treba chapat’ v zmysle distribucii, t. j. zjednodusene povedané
vyznam maju iba tvrdenia typu

1 N3y — [ S® N3
jA(w_”jf(r ' =[5V (r=r)f(1d’r

kde f(r") je l'ubovol'nd ,,dostato¢ne slusna* funkcia.
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ktord sa od Laplaceovej 1i§i iba pritomnostou ¢” na lavej strane. Pri rieSeni bu-
deme postupovat’ tak, ako v predchadzajicom pripade — najprv néjdenie W(r)
budené bodovym podnetom, potom ukaZeme, Ze pri nebodovom J(r) mdZeme
dostat’ rieSenie W(r) ako sucet rieSeni pri bodovych podnetoch a napokon dopo-
¢itame niektoré veci, ktoré si cestou odloZime na neskor.

Oznacme teda symbolom G(r, r') rieSenie rovnice s bodovym zdrojom

V+ G ) =8%r-r) (10)

Poznamenajme hned’, Ze rieSenie G(r, r’) nie je takto Specifikované (bez ur¢enia
okrajovych podmienok) jednoznacne. Riesenim rovnice (10) je i funkcia

G(r, r)+ w(D

kde wy(r) je l'ubovol'né rieSenie homogénnej rovnice

V+ P w(n=0 (11)

V dalSom budeme mat’ na mysli jedno l'ubovolné (ale fixované) rieSenie
rovnice (10). Jeho explicitny tvar uvedieme neskor.
Ukazeme si teraz, Ze l'ubovol'né rieSenie rovnice (9) méZeme zapisat’ v tvare

w(P) = (D +[G(r, P)r)&r (12)

kde wy(r) ma opit’ predchadzajici vyznam.
Skutocne, ak pdsobime operdtorom (V* + qz) na pravu stranu v (12), dostane-
me pri pdsobeni na y(r) nulu a pésobenim na druhy ¢len dostaneme

[V + G (r, ) )& r = [8(r— ) & = pn)

Vidime, Ze funkcia y(r) v tvare (12) je naozaj rieSenim rovnice (9). Pre line-
arne rovnice plati vo vSeobecnosti, Ze dve rozne rieSenia nehomogénnej rovnice
sa mo7u lisit’ nanajvys o rieSenie prislusnej homogénnej rovnice, preto vo vzt'ahu
(12) sd uz zahrnuté vsetky rieSenia rovnice (9) — navzdjom sa liSiace vol'bou
wo(n. To, aké y, treba zvolit, je v konkrétnom pripade Specifikované napriklad
okrajovymi podmienkami.''* Ostdva nam uZ len ndjst explicitny tvar rieSenia
rovnice (10). Urobime to dvoma sposobmi. Prvy je jednoduchy a predpokladd
platnost’ rovnice (5) zndmej z elektrostatiky. Druhy je zloZitejsi, ale Gplnejsi.

Ideme teda najprv dokazat’, Ze

iglr—r’l
e q

G+(rsr’):__

13
4 Ir—ri (13)

iy predchadzajicom priklade z elektrostatiky je rieSenie $pecifikované poZiadavkou, aby potencidl v nepri-
tomnosti ndbojov bol nulovy, alebo okrajovou podmienkou ¢(r) — O pre | | — .
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je rieSenim rovnice (10). Pre jednoduchost’ poloZime r' = 0 a budeme dokazovat

2 2 1 e? 3)
Vitg n————=0"(n (14)
4t r
Po rozpisani
2 1 igr igr 21 igr 1 1 2 _igr
Vo =€ |=e "V —+2(Ve'?)| V= |+—V"eY (15)
r r r) r

a pre jednotlivé ¢leny mame

vl ans®@),  ver ziglew
r r

VlZ—L, VZeiqr[ﬁ_q2jeiqr

3
r r r

(16)

pri¢om ostatny z nich dostaneme tak, 7e V> = A zapiSeme vo sférickych stiradni-
ciach a vyuzijeme to, Ze funkcia, ktord derivujeme, nezévisi od ¢ ¢. Po dosadeni
(16) do (15) a vyuziti exp(iqr)éﬁ)(r) = 6% sa presved¢ime o spravnosti (14).
Poznamenajme eSte, Ze na rovnici (10) sa ni¢ nezmeni, ak urobime zamenu
q——q.

QOdtial’ vidno, Ze spolu s (13) bude rieSenim rovnice (10) aj funkcia

—iglr-r

G (r,ry=——

17
4 lr—ri a7

O fyzikalnych rozdieloch medzi rieSeniami (13) a (17) budeme hovorit’ v na-
sledujicom ¢lanku.'"

Napokon ndjdeme eSte Greenove funkcie G,, G_ priamo ako rieSenie diferen-
cidlnej rovnice (10). Budeme pritom pouZivat’ techniku Fourierovych integralov
spominant v ¢lanku 2 a integrovanie v komplexnej rovine diskutované v ¢lanku 3.
Pouzitim (3.14) zapiS§eme J-funkciu na pravej strane (10) ako

SNr=r)=8(x-x)8(y-y)z-2z) =

1 3, ik(r—r)
= d’ke (18)
2m)’ I
a funkciu G(r - r’) zapisSeme ako
, 1 ik.(r-r’) 43
G(r-r)= (k)e d’k (19)
el

"5 Funkcie G, a G- predstavuji dva mozné (z hl'adiska praktickych aplikdcii uZito¢né) sposoby Specifikdcie
Greenovej funkcie. DalSie mozné tvary mozno dostat’ pridanim T'ubovol'ného riesenia homogénne;j
rovnice.
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Ak dosadime (19) a (18) do (10) a vyuZijeme VZexp(ik.r) = —k’exp(ik.r) do-
staneme porovnanim oboch stran

k). =g =1

U0 =-—— el k> #q°
a po dosadeni do (19) mame (formalne)
, 1 1 ik.(r-r’y 13
G(r-ry=——|——e d’k (20)
@nﬁjkz—qz

Pri integrovani by sme narazili na tazkosti pri k* = ¢>. Toto ani nie je prekva-
pujuce, lebo k rieseniu rovnice (10) moZno pridat’ rieSenie prislusnej homogénne;
rovnice a v parametrizacii (19) to odpoveda prave ¢lenom, v ktorych & = ¢, takze
funkcia g(k) nebude uréend pre tie k, pre ktoré plati k* = ¢*. Uréenie dosledkov
tejto nejednoznacnosti si nechdme az nakoniec, zatial’ tazkost,, na ktord sme na-
razili obideme trikom.

Budeme zatial’ ¢islo g povaZovat’ za komplexné s malou imaginarnou Cast'ou,
potom pri integracii v (20) uZ nenarazime na pol, ktory teraz lezZi mimo redlnej osi.

Oznac¢me v (20) p = (r— r'), vyberme os z v k-priestore v smere p a prejdime
v k-priestore k sférickym suradniciam. Integrdl cez uhol ¢ je trividlny, lebo
integrand od neho nezdvisi, integrél cez ¢} vypocitame s pouZitim

J-Ttelkpu)sﬁ sin 79(119:7[31@ —e 1kp]

0 1kp
a mame
GP) =g [ Kk [e® e W]
2m)* pido k k*-q

Integrél rozdelime na dva a v druhom z nich zamenime premenné k — —k.
Dostaneme tak
ikp

1 e
G(p) =~ k dk
© ip(2m)® L” k*-q°

Zatial’ je g stale komplexné. Zavedieme teraz dve Greenove funkcie tak, Ze
v prvom pripade poloZime g = g + i€ kde g na pravej strane uz chdpeme ako
redlne ¢islo a €> 0; v druhom pripade poloZime ¢ = g — i€ a napokon urobime
limitu £ — 0. Prvi z tychto funkcii ozna¢ime G.(r, r'), druhid G_(r, r').

Dostaneme
ikp

G(py=——s—[k c

7 - - dk (21)
4ncip *— (g +ie —k) (g +ie + k)
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Integrél na pravej strane vypocitanie pomocou vety o rezidudch z teérie funkcif
komplexnej premennej. Pravda, v integrali (21) nemame integraciu po uzavretej
krivke, iba po redlnej osi. MoZno si vSak predstavit’, Ze ide o redlnu os v kom-
plexnej rovine premennej k. Staéi si potom uvedomit’, Ze v hornej polovine je
Imk > 0 a teda exp(i(ilmk).p) = exp (—p.Imk) a to pre p > 0 je rychlo klesajiica
funkcia Imk. Ak teda doplnime integracnu drahu o polkruZnicu s velkym polome-
rom (v limite s nekone¢nym polomerom) v hornej polovine komplexnej premennej
k (obr. 7.3), dostaneme uzavretd krivku. Integrl po polkruZnici je vSak v limite
nulovy, preto integrdl po celej krivke je rovny integrdlu po redlnej osi, ktory
chceme spocitat’. Vndtri integracnej krivky leZ{ jeden pdl integrandu, a to v bode
k = g + i& Pomocou vety o reziduu 'ahko dostaneme (uz po limite € — 0, ktord
urobime az nakoniec):

, 1 e ,
G,@rr)y=—————,, p=Ilr-r (22)
4T p

Obr. 1.3

Tym istym spdsobom vypocitame Greenovu funkciu G_(r, r') a prichddzame
k vysledku

—igp
G(rr)=- ep . p=lr—r (23)

Fyzikalny rozdiel medzi G, a G_ vidno priamo zo vztahov (22) a (23). Funkcia
G, ma tvar rozbiehavych gulovych vin $iriacich sa z miesta ,,bodového podnetu*
a funkcia G_ zodpoveda zbiehavym vlndm Siriacim sa smerom do centra.

Vratme sa teraz k nejednoznac¢nosti, na ktord sme narazili pri rieSeni rovnice

gk).(K - g =-1 (24)

Pre k* = q2 sa ned4 ndjst’ funkcia (v obvyklom zmysle) g(k) tak, aby vzt'ah (24) bol

splneny. V skutocnosti vSak staci Ziadat’, aby vztah (24) bol splneny iba v zmysle
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distribtcii. Potom vsak distribicia g(k) nie je vztahom (24) definovana jednoznacne.
Ak si uvedomime, Ze

K —q*).60 - ) =0
zistime, Ze ak uréit4 distribicia g(k) spiia vzt'ah (24), potom ho spiia i distribiicia

gk + (k). 00K - q°) (25)

kde f(k) je Tubovolnd ,,slusna“ funkcia. Cahko sa dd presvedcit o tom, Ze tato
nejednoznacnost’ je presne td, ktord sme cakali: ku Greenovej funkcii mozno vzdy
pridat’ rieSenie homogénnej rovnice. Po troche ndmahy s integralmi v komplexnej
premennej je mozné presvedcit’ sa o tom, Ze dva rdzne spdsoby Specifikdcie dis-
tribicie g(k) vedidce k funkcidm G, a G_ sa presne odliSuju sposobom ukdzanym
vo vztahu (25).

Zhrime teda na zaver: Nejednoznacnosti v uréeni Greenovej funkcie vztahom
(10) vedu k nutnosti $pecifikovat’ ju inym vhodnym spdsobom. Nie je to v§ak na
zavadu, pretoZe vo vztahu (12), ktory ukazuje praktické pouZzitie Greenovej funkcie,
aj tak vystupuje nejednoznac¢nost’ rovnakého typu dand ¢lenom y4(r), ktory treba
ndjst’ z podmienok (napr. okrajovych) kladenych na rieSenie w(r). V praxi je
potom vyhodné Specifikovat Greenovu funkciu podla okrajovych podmienok
ulohy tak, aby ndjdenie y4(r) bolo jednoduché, pripadne aby stacilo yy(r) = 0.

7.6 BORNOVO PF}IBLl'zENIE PRE ROZPTYL CASTICE
NA POTENCIALI

Po troch prevazne technickych ¢lankoch sa zas vratime naspit k fyzike.
Budeme sa zaujimat’ o priblizny vypocet amplitidy rozptylu a diferencidlneho
ucinného prierezu pre rozptyl Castice na statickom potencidli V(r).

Podra ¢lanku 7.2 amplitidu rozptylu Gastice s energiou E = /*g*/2m na poten-
ciali V(r) dostaneme z toho rieSenia rovnice

(V2 + ) p(n = U w(n
(1)

U(r) =27mV(r)

ktoré ma asymptoticky tvar
eiqr

y(r) > e + f(5,9) 2)

r—o r

Takéto riesenie v pribliZznom tvare 'ahko dostaneme pomocou Greenovej funkcie

G+ (r, f):—i;eilﬂf—r’l 3)
47 Ir —rl
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ktora spifia rovnicu
(V2 + )G r) = 8(r—1) “)
Najprv ukdZeme, Ze diferencidlna rovnica (1) spolu s okrajovou podmienkou
(2) su ekvivalentné jedinej integralnej rovnici

w(p) = e+ [G,(r, YU w(rd r 5)

Skutoéne, ak na obe strany posobime operdtorom (V> + ¢*) na lavej strane
dostaneme lavi stranu rovnice (1), z pravého ¢lena na pravej strane (5) mame
nuly, lebo (V? + qz) exp (igz) = 0 a z posledného clena v (5) mdme

(V> + P)G(r, YU W) ¢ =[87(r - Ur) p(r)d’r

a s vyuZzitim zdkladnej vlastnosti o-funkcie mame pravd stranu v (1). Asymptoticka
podmienka je tieZ splnend. Pre r > r' totiZ mozno pisat’

r
lr—rl=r—n.r kde n=—, r=lrl
r
a pre funkciu G, dostaneme asymptoticky tvar pre
igr

G(r,r) —>—Le—e
4t r

ign.r’

pre r—oo

Po dosadeni do (5) dostaneme asymtoticky tvar pre y(r).
igz 1 eiqr ign.r’ ’, ’

w(r)—e ———je U w(r)dr (6)

F—yo00 475 r
kde n je jednotkovy vektor v smere (¢} ¢). Porovnanim so vztahom (2) vidime
nielen to, Ze (6) md spravnu asymptotiku, ale i to, Ze amplitida rozptylu je dand
vztahom

_12m

— ign.r’ 3
f@. == [V nd's ()

kde sme od U(r) presli naspét’ k V(r) a oznacili sme q' = gn, kde n je jednotkovy
vektor v smere, v ktorom sa pohybuje rozptylend Castica.

Aby formulka (7) bola skutocne uZitocna pre praktické vypocCty, musime eSte
najst’ poruchovi (alebo ini) metédu rieSenia rovnice (5). Poruchové rieSenie
nijdeme okamzite, ak zavedieme parameter A a namiesto U piSeme v (5) AU.
Zaroven s tym urobime rozvoj

WD = Wo+ Ay + Ly + ... ®)
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Po dosadeni do (5) a porovnani koeficientov pri jednotlivych mocnindch 4 mame
hned’

W, =e?

Wl :JG+(rvr’)l//()(r’)d3r’ '
: (€))
l//n+1 = JG+(r’ f’)l//”(r')d3r’

Najnizsie priblizenie pre amplitidu rozptylu dostaneme, ak do (7) dosadime
na pravu stranu za y(r) len

Yo(r) = '
kde q je vektor so smerom v osi z a | gl = g. Tak dostaneme
1 2m ¢ g o
do)=——""—|e""V(r -ig.r’ 43, 9
f@p=— 3 [ (re ©)

¢o je prva Bornova aproximdcia pre amplitidu rozptylu na potencidli. Pozname-
najme, Ze d’alSie pribliZzenia k vlnovej funkcii y(r) dostaneme, ak dosadime (8")
do (8) a polozime A= 1.
Takto médme
Y = wo(p) + [Gu(r, U wo(r)dr +

+[[G(r, UG, U wo(r)drdr” ... (10)

¢o niekedy zapisujeme symbolicky ako
v=y+ G Uy + G UG Uyy+ G UG UG, UWyp+ ... =

=2 (G.U)'y, (1)
0

Vyrazy (10) a (11) treba chapat’ len ako symbolické zdpisy radu (10).

Vo formadlnej tedrii rozptylu sa s jednotlivymi operatormi pracuje starostlivej-
Sie a potom chapeme U, G, ako operatory a rad v (11) méZeme formalne scitat’.
Tu sa s tym ale nebudeme podrobnejsie zaoberat’.

7.7 RUTHERFORDOVA FORMULA

V tomto ¢lanku spocitame amplitidu rozptylu v najnizSom pribliZeni pre rozptyl
nabitej Castice na potencidli budenom druhou nabitou ¢asticou nachddzajticou sa
v zaciatku sdradnicovej sustavy. Potencidlna energia interakcie oboch castic je
vtedy

ee, 1 e,

V(r)= e)

e, r v
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Pri vypocte sa na jednom mieste vyskytuju formdlne tazkosti, ktoré sa
nastastie dajui odstranit’ fyzikdlne dobre motivovanym spdsobom. V skuto¢nosti
aj v tom najdokonalejSom vdkuu je Coulombovskd interakcia dvoch ndbojov
tienend polarizdciou prostredia, takZe realisticky tvar potencidlnej energie je

V(=92 )
r

kde A4 > 0. Ak je vakuum naozaj dobré, potom mdZeme previest’ vypocty pre 4 >0
a v koneénych vztahoch urobit’ limitu 4 — 0. Potencidl typu (2) je v8ak sdm
osebe zaujimavy v kontexte jadrovej fyziky, kde sa V(r) v tvare

e

Vir)=g 3)

r
nazyva Yukawovym potencidlom, g sa nazyva vizbou konStantnou a r, = 1/u je
dosahom jadrovych sil.

Spocitame teda teraz Bornovu aproximaciu na potencidli (3) a potom v konec-
nych vysledkoch sa zdmenou g — ej.e; a limitou 4 — 0 dostaneme k vyrazu
platnému pre rozptyl Castice na Coulombovom potencidli. Ak vlnovy vektor
v smere dopadajicej Castice oznac¢ime ako g a v smere rozptylenej Castice ako g/,
mame podl'a predchidzajiceho ¢lanku

12

—i(g’'-q).r e_’”
f@)=— g e =y @)

Pri integrovani je uZito¢né oznacit’
k=q-4q
a pouzit’ sférické stradnice (®, P) v r-priestore s osou z v smere vektora x Inte-

gracia cez uhol @ je trividlna, lebo podintegrdlna funkcia od @ nezavisi. Pre
integral cez uhol ® mame

__gm « —pr T _ikrcos® —
f(H= _h2 J.o re er.O e sin ®dO
__ﬂ ” —pr ! —ikru —
== J;) re ere du
gm (= 1 . ) )
TR J.o re drim[em el

. 2m > _ i i
=i g J e HUr dr[e( UAHIK)T _e( y7 ll()r]
72K o

Tu sa objavuje spominand tazkost’. Pri gz = 0 uvedené integraly diverguju. Pri

253



4 # 0 integral vykoname 'ahko a mame

2gm 1
PR

f(@)= (6)

Mozno sa presvedcit’ o tom (staci si nakreslit’ obrazok), Ze uhol rozptylu ¢
suvisi s k=1q — q'l vztahom

kK =2gsin g @)

Stacf si totiz uvedomit’, Ze ¢ = Igl = 1q'l a uhol &je uhol medzi vektormi q, q'.
Po dosadeni (7) do (6) mame

2gm 1
n* u? +4q7sin?(¥2)

f@H= (8)

Coulombov pripad odtialto dostaneme zamenou g — eje; a limitou p — 0.
Ak navyse polozime ¢°h*/2m = E, kde E je energia dopadajiicej astice, mdme

s 7
e e, 1

J@O =7 )
Prislusny diferencidlny G¢inny prierez je

do , (€Y 1
o f (= 2 10
dQ F@ (415) sin*(¥2) (19)

¢o je prave zndma Rutherfordova formula pouZité pri klasickych experimentoch
s rozptylom ¢~Castic na jadrach zlata. Zhodou okolnosti Rutherfordova analyza
zaloZena na klasickom vypocte (ide o rok 1912) vedie v tomto pripade k rovna-
kému vysledku ako prvé pribliZenie v kvantovej mechanike.

Pre dplnost’ este uvedieme vysledok pre celkovy prierez rozptylu Castice na
Yukawovom potencidli. Podl’a ¢lanku 7.2 plati

o=IHPdQ = [ HPsindddde

Po dosadeni za f{( ¢} z rovnice (8) a integrovani cez d¢ mdme

2
2gm 1 T sin #d ¢
o=(2m) gz 2 J 2., .2 2
he 4g 0 [a” +sin” /2]
kde
2
LM
4q2
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Integral spocitame substitticiou sin (Z¥2) = ¢ a napokon dostaneme
2
0:4n[2g2m] S (11)
(4 +4q"u

Pre coulombovsky potencidl by sme mali urobit’ zimenu g — eje; a limitu
m — 0. Dostdvame tak nekonecny ucinny prierez, ¢o stvisi s pomalym poklesom
coulombovského potencidlu pre r — .

7.8 FORMFAKTOR

V predchadzajicom ¢lanku sme skimali rozptyl nabitej Castice na bodovom
naboji. Teraz sa budenie zaoberat’ s trocha zloZitejsim problémom — s rozptylom
nabitej Castice na potencidli budenom spojitym rozloZenim niboja e,p(r). Pritom
rozloZenie hustoty ndboja normujeme tak, aby platilo

Ip(pd’r=1 (1

Potencidlna energia interakcie dopadajicej Castice s ndbojom e; a daného
rozloZenia naboja bude

V(e = li’f’ )1 &

2)

Pre Bornovu aproximéciu dostaneme

— -i(q'-q).r’ 3
f@@=- h2 e vind’r=
2me 62 3 -i(q-q).r 3,
e jd p(r)j d’r

V druhom integréli na pravej strane prejdeme k novej premennej ¢ substiticiou

r=r+t
a dostaneme
-i(q'-q).t

f(q q) 2m61€2 Jd3 ’ —1(q —q). rp(r )J. d3t

Povodny dvojny integrél takto preSiel na sicin dvoch integrdlov. Predinteg-
rdlne faktory spolu s druhym z integralov davaju prave amplitidu rozptylu na
bodovom néboji, prvy z integrdlov nazyvame formfaktor.

F(g-q)=[dre """ p(r) 3)
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Amplitidu rozptylu mdZeme pisat’ ako sicin

fa,9=/q, dF(q-q) 4)

kde fy oznacuje amplitidu rozptylu na bodovom néboji dant rovnicou (6.9) a druhy
¢len je spominany formfaktor. Pre diferencidlny ucinny prierez mame analogicky

do do N
—=|—| IF(q-q) 5
19 [dﬂ]o (9-9) Q)

Pricom index 0 opit’ oznacuje veli¢inu vztahujicu sa na bodovy néboj.

Tato jednoduchd analyza ma viacero praktickych aplikacii. Prvou z nich je
moznost’ ziskania urcitych experimentdlnych informécii o rozdeleni naboja v taz-
kych atémoch. Ak totiz skimame takyto rozptyl, ndjdeme do/dQ2 a predelime ho
vyrazom (do/dQ), dostaneme priamo druhii mocninu formfaktora. Rozdelenie
niboja v atéme sa skladd z dvoch ¢asti: prvou je jadro umiestnené v zaciatku
siradnicovej sdstavy a jeho hustota naboja je opisand vyrazom eZd”(r). Dalej
méame elektrénovy oblak atdmu s hustotou opisanou vyrazom —eZp(r), kde p(r)
je normované podl'a (1). Predchadzajicu analyzu moZeme teraz takmer doslova
zopakovat’ a prideme k vztahu (4) iba s tymito zmenami: Namiesto e; piSeme
—Ze' anamiesto F(q — q') daného rovnicou (3) dostaneme

F(q-q)=F(g-q)-1 (©6)

kde druhy ¢len je Fourierovym obrazom LX) opisujuicej rozloZenie naboja jadra.
Pre diferencidlny Gc¢inny prierez a amplitidu rozptylu stac¢i nahradit’ vo vzt'ahoch
(4) a (5) formfaktor F formfaktorom F. Zo $tidia rozptylu elektrénov na atdomoch
potom modzeme ziskat’ informaciu o veli¢ine

[ re™ p(r) - 11 (7

kde x= q — q' je zmena vlnového vektora pri rozptyle.
Informécia, ktord takto méZeme o rozloZeni ndboja ziskat’, zavisi podstatne
od vinovej dizky A dopadajicich elektrénov. Veli¢ina | &1 je totiZ aj pri velkych
uhloch rozptylu rddové rovnd I/4 a vyraz x.r' v exponente v (7) je potom radovo

rovny a/A, kde a je rozmer atému. Pri a/A < 1 moZno exponent rozvindt' a pri
zachovani prvych troch ¢lenov mame

jd3r e p(r) = jd3r[l+ix.r—%(x'.r)2]p(r) ~
~ 1 3 2 - _l 2y 2
~1—Ejd ()’ p(r) =1= ()%

kde sme pri prvom ¢lene vyuZili normovanie p(r), druhy €len v hranatej zdtvorke
dal nulu, lebo predpokladame sféricky symetrické rozloZenie naboja a pri trefom
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Clene sme opit’ vyuzili sférické rozloZenie ndboja a dostali sme
3 2 Y
d’r(x.r) p(r)—gk‘ d’rrp(r)

kde integral na pravej strane oznacuje stredny kvadraticky polomer rozlozZenia
naboja elektrénov. Pri rozptyle pomalych elektrénov na atéme teda meriame
formfaktor v pribliZzen{

Flx) = —éx2<r2> ®)

Na ziskanie podrobnejSej informécie preto potrebujeme elektrény s kratkou
vinovou dizkou.

Druhym a podstatnym predpokladom je to, aby atém po rozptyle ostal v za-
kladnom stave. Jedine v tomto pripade mdZeme totiZ povaZovat’ rozptyl elektrénu
za rozptyl na statickom rozloZeni naboja.''®

Na vel'mi podobnom principe boli zaloZend experimenty vykonané Hofstddte-
rovou skupinou v Stanforde zaciatkom Sest'desiatych rokov. Skupina Studovala
rozptyl rychlych elektrénov na atdémovych jadrach i na proténoch a neutrénoch
a ziskala informécie o tom, ako je v nich rozdeleny elektricky ndboj. Analyza bola,
samozrejme, o Cosi zloZitejsia, lebo elektron musel byt opisovany relativisticky,
ale princip bol rovnaky. Od tychto préc je zname, 7e ()" pre protén je okolo
0,7.10™"° m a toto bol jeden z prvych argumentov v prospech neelementérnosti
proténu.

Poznamenajme eSte, Ze analyzou inych experimentov s rozptylom elektrénov
na proténoch, t. j. Stddiom pripadov rozptylu, pri ktorom sa meni stav proténu
(nepruzny rozptyl) bola tiez v Stanforde koncom Sest'desiatych a zaciatkom
sedemdesiatych rokov ziskand informécia o tom, z ¢oho sa asi protén sklada.
Ale o tom tu hovorit’ nebudeme.

7.9 PRIKLADY A PROBLEMY

1. Vypocitajte integraly

Jm sin x.J[xz —%)dx, Jm x28(e* —2)dx

2. Néjdite J:w FEpE; integrovanim v komplexnej rovine.

"6 Aj vtedy zanedbdvame tzv. vymenné efekty spo&ivajiice, zhruba povedané, v tom, 7e dopadajici
elektrén si vymenti tlohu s jednym z elektrénov v atéme.
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3. Dokaézte, ze plati

lim — = Pl —imd(x)
=0+ x+1E X
kde limitu chapeme v zmysle distribicii, P ma vyznam hlavnej hodnoty integralu.
4. V tejto kapitole sme sa podrobne zaoberali rieSeniami rovnic

AGy(r, )= 8P(r-r)
(A+q)G(r, r)= 8r-r)
9> 9% 9?

kde A=—+—+— je Laplaceov operdtor v trojrozmernom priestore.
ox? oy 97°
Sformulujte analogicky pripad pre jednorozmernd a dvojrozmernd dlohu pre prvi z tychto rovnic
a ndjdite prislusné Greenove funkcie. Porozmyslajte aj o tom, ako by ste pristipili k rieSeniu
druhej z uvedenych rovnic v jedno- a dvojrozmernom pripade.
5. Néjdite amplitidu rozptylu v Bornovej aproximacii pre rozptyl na potencialovej jame

Vin=-V, prer<a
V(n=0 prer>a.

6. Najdite Bornovu aproximaciu pre amplitiidu rozptylu na Yukawovom potencidli v situdcii, ked” dizka
vlny dopadajicej Castice je ovela vicSia ako dosah potencidlu. Porovnajte vysledok s Bornovou
aplitddou pre rozptyl na potenciali V(r) = —B&?(r). Mozno v takychto situdcidch uréit tvar
potencidlu z experimentalnych tdajov o rozptyle — prediskutujte fyzikalnu stranku problému.

7. Néjdite formfaktory prislusné k nasledujicim trom rozloZeniam naboja
a)p(n=poprer<a; p(n=0 prer>a
b) p(P) = Ar”'exp(- k)
¢) p(r) = Bexp(~)

8. Predstavte si, Ze mdte navrhnit’ experiment, v ktorom by sa pomocou rozptylu elektrénu na
atémoch daného prvku urcoval priblizne polomer rozdelenia ndboja v atéme. K dispozicii mite
urychlovag elektrénov, ktory doddva zvizok s intenzitou 10" elektrénov za sekundu a energiu
zviizku moZete volit' Pubovolne, d’alej méte detektor v tvare valca o dizke 2 m a so zdkladiiou
s priemerom 20 cm. Detektor uréuje smer vyletujiceho elektrénu a tiez jeho energiu. Napokon
mate nddobu, v ktorej mdzZete mat’ atomy Studovaného plynu. Mate vhodne vybrat energiu
(pripadne energie) dopadajiceho zvizku, rozmery nadoby, v ktorej mate plyn; hustotu plynu
(tlak), uhly, pod ktorymi budete detegovat’ rozptylené elektrony a dobu, pocas ktorej budete
merat’ pocet Castic zachytenych detektorom za danych podmienok. Chyba v urceni poctu elek-
trénov registrovanych detektorom je VN, kde N je podet registrovangch Gastic (toto neplati vzdy,
ale je zvicSa dobrym odhadom). Urobte najprv rychle priblizné odhady a aZ potom rozmyslajte
o tom, ¢o vsetko ste zanedbali, a ¢o by bolo potrebné upresnit’ a domysliet. Zacnite z toho, Ze
nacrtnete ocakdvané G¢inné prierezy.
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