6 PRIBLIZNE METODY VYPOCTU ENERGII
A VLNOVYCH FUNKCIi VIAZANYCH STAVOV

6.1 UVOD

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ s pribliZnymi metédami vypoctu energii
a vlnovych funkcif viazanych stavov. Najviac pozornosti budeme venovat’ stacio-
ndrnej poruchovej metdde. Jej ndzov pochadza z toho, Ze pomocou nej pocitame
korekcie k staciondrnym viazanym stavom sposobené urcitou ,,poruchou®. Poru-
chové metédy sa pouzivali uz davnejsie v astrondmii. Typicky problém vyzeral asi
nasledovne. Draha planéty, povedzme Jupitera, je v prvom rade urcend gravitac-
nym pdsobenim Slnka. Pdsobenie ostatnych planét je zodpovedné len za malé
korekcie, ¢i poruchy, k drdhe, ktord dostaneme ak zanedbidme vSetko okrem
gravitacného pdsobenia Slnka.

V kvantovej mechanike je situdcia v niecom podobnd a v nieCom podstatne
odlisnd. Pre urcitost’ si predstavme atom vodika v zdkladnom stave. Typicka

hodnota intenzity elektrického pol’a je radovo

2
e

~5.10" Vm™ (1)
dmeyal
kde sme pre urcitost’ vzali za a; Bohrov polomer (pozri kap. 1, ¢lanky 1.4 a 1.15).

Energia atému vodika v zdkladnom stave je
4
me
g =———>-5=-13,6eV
boona?
a prislusné vlastna funkcia operatora energie je
Py(n) = (nai) " exp(-ria)

Ak takyto atém ddme do vonkajSieho elektrického pol'a, oCakdvame, Ze sa
zmeni aj energia zdkladného stavu aj vinova funkcia, t. j.

& — El =& + Agl (2)
Di(r) = yi(r) = Pi(r) + ADy(r)

Ocakavame tieZ, Ze tieto zmeny budd v redlnych experimentélnych situdciach
malé, pretoZe vonkajsie elektrické polia st ovel'a menSie ako vniitorné atomarne
pole (1). Podobne sa mdZeme zaujimat’ o zmeny energii excitovanych stavov atému
vodika pod vplyvom vonkajSieho elektrického pol'a. V tomto probléme ma zrejme
vonkajsie pole ulohu poruchy (analég vplyvu ostatnych planét) a vnitorné
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Coulombovské pole proténu tlohu podobnid tdlohe gravitatného pola Slnka
v astrondmii. Toto je ale tieZ jedina analdgia, lebo v kvantovej mechanike nemo-
Zeme hovorit’ o trajektdridch Castic.

Matematicka formulacia tlohy vyzera nasledovne. Mdme stistavu, napr. spo-
minany atém vodika a v pripade, Ze porucha nie je pritomnd, hamiltonidn sdstavy
je Ho. Predpokladame, Ze bez¢asovi SchR

Ho® = 6Py (3)

vieme presne rieSit’ a pozname hodnoty energif stacionarnych stavov & a vlnové
funkcie ®,(r). Ak je ,,porucha’ pritomn4, t. j. ak je vonkajSie pole nenulové, pri-
budne do hamiltonidnu ¢len H' opisujuci interakciu sdstavy s vonkaj$im pol'om
(napriklad interakciu elektronu s vonkajsim elektrostatickym pol'om) a celkovy
hamiltonidn bude

H=Ho+H' “)

To, ¢o chceme teraz poznat, si hodnoty energie a vlnové funkcie staciondr-
nych stavov, t. j. rieSenia tilohy

Hy.=(Ho+ HYw = Ecy )

Tieto hodnoty energii su experimentdlne vel'mi relevantné, lebo sa prejavia
napriklad v zmene frekvencii Ziarenia emitovaného atémom. Ak atém v nepri-
tomnosti vonkajSieho pola pri prechode z hladiny ,.2“ na hladinu ,,I* vysielal
ziarenie s uhlovou frekvenciou @ = (& — &)/% bude po zapnuti poruchy pri tom
istom prechode vysielat’ Ziarenie s @' = (E, — E1)/h. Vela takychto pozorovani
bolo urobenych este pred vznikom kvantovej mechaniky a poruchové metddy
vznikli prave pri snahe vysvetlit’ takyto experimentalny material.

Zakladna myslienka poruchovej metddy, a prave td ndm pri rieSeni rovnic (5)
umoziuje vyuzit' znalost’ neporuseného problému (3), spoc¢iva v predpoklade, Ze
vlnové funkcie a energie neporuseného problému (3) prechddzaji spojito na
rieSenia problému (5) pri zvid¢Sovani poruchy od nuly po H'.

Matematicky tuto spojitost’ formulujeme nasledovne. Namiesto problému (5)
sa zaujimame o rieSenie problému

(Ho + AH) Ya(D) = E(AD) yi(A) (6)

kde A je isty parameter a predpokladdme, Ze Ei (1), yi(A) st hladkymi funkciami
parametra A. To ndm umoziuje rozloZit’ Ex(A), wi(4) do mocninového radu v para-
metri A:

wD) =@ + A" + 2D + ... 7
EN)=E +AEV + PEV + ... (8)
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a pomocou rovnic (6) a (3) hl'adat’ postupne koeficienty v tychto rozvojoch. Samo-
zrejme vyrazy CID,((O), CID,(CI), ..., podobne ako ¥i(A) su aj funkciami sdradnice r, ale
tito zdvislost’ sme explicitne neuvadzali. RieSenie rovnic (5) napokon dostaneme
tak, Ze vo vztahoch (7), (8) poloZzime A = 1. V nasledujicich ¢ldnkoch sa budeme
zaoberat’ realizaciou naznaceného postupu v jednotlivych Specidlnych pripadoch.

Neskor si v tejto kapitole vSimneme aj iné metddy priblizného vypoctu stacio-
narnych stavov.

6.2 STACIONARNA PORUCHOVA METODA. ,
PRVE PRIBLIZENIE V NEDEGENEROVANOM PRIPADE

V tomto ¢lanku budeme postupovat priamo podla postupu naznaceného
v zavere ¢lanku 6.1. Dosadime (1.7) a (1.8) do (1.6) a dostaneme
(Ho + AH)[@ + A + 207 + .1 = [E + AE} +
+ LED + @ + 10" + 20D + ... (1)

Tento vzt'ah rozpiSeme a porovname koeficienty pri jednotlivych mocninach A.
Z porovnania koeficientov pri A°, A', A* postupne vyplyva

H()CI)]((O) — E;(())CI)I((O) (2)
Ho@ + H? = E"a) + £ 0
Hd? + H)" = EV0 + £ 0] + EPa” @

Prva z tychto rovnic sa zrejme zhoduje s (1.3) a pretoze pripad je nedegenero-
vany, mame (az na nepodstatny fazovy faktor)

o =@, E’=5 )

Z rovnice (3) mozeme ziskat’ korekciu Ef(l) k energii E;. Pre zjednodusenie
zapisu v d’alSom pouZijeme na niektorych miestach oznacenie

A = [01AD,dr= (@JAD,), [yrdd’r=(yld) (©6)

Vynasobime teraz (3) zlava funkciou ®% a preintegrujeme cez cely priestor.
Pouzitim symboliky (6) dostaneme:

(@H") = (@IHD)) = (@) + E} 1)

kde sme vyuzili predpokladani ortonormovanost’ systému funkcii {®;}, t. j.
vztahy (DP,) = I

Ak vyuZijeme hermitovost’ Hy a redlnost’ & — mdZeme prvy ¢len na l'avej strane
prepisat’ takto
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(@Hy®@}") = (Ho@iDy) = £(DiID")
Prvé €leny na oboch stranich (7) st rovnaké a pre E ,((l) dostavame vysledok:
E = Hj; = (@JH®,) = [0 HD, d'r ®)

Korekciu k vlnovej funkcii CID,((D a korekciu druhého radu E ,((2) k energii moZno
tiez odvodit’ z rovnic (3) a (4). Tymto otazkam venujeme 3. ¢lanok tejto kapitoly.

Poruchovi teériu mozno pouzit’ GspeSne len vtedy, ak operdtor H' je maly
v porovnani s operdtorom Hy. Pri podrobnejSom skiimani sa ukazuje, Ze termin
»~maly* znamen4 asi tol’ko, Ze vyrazy typu H,, si ovel'a mensie ako vzdialenosti
medzi energetickymi hladinami neporuseného systému. Tento predpoklad vSak
nie je splneny ak sa v naruSenom systéme vyskytuji degenerované hladiny (napr.
E,=E,, ale H,, # 0). S poruchovou tedriou pre pripad degenerovaného spektra
H, sa budeme zaoberat’ v ¢ldnku 6.4.

6.3 STACIONARNA PORUCHOVA METODA.
DRUHE PRIBLIZENIE K ENERGII

Pri vypocte korekcie druhého radu k energii budeme potrebovat’ znalost’ ko-
rekcie CID,((” prvého radu k vinovej funkcii @, Hl'adajme CIDZI) v tvare

Y =) a,P, (1)
kde sa s¢itava cez uplny systém vlastnych funkcii hamiltonidnu H,. Dosad’me
teraz rozvoj (1) do rovnice (2.3) a vyjadrime E,(cl) pomocou (2.8). Dostaneme tak

Ho—£)D ay®, =(H, —HD, )

Nasobme (2) zl'ava funkciou @}, a preintegrujme. Pre m # k dostaneme
(80— 8) ay, @y, = Hy m#k 3)

Pre m = k sa rovnica (2) po vyndsobeni ®% a integrovani zmeni na identitu.
Neziskame teda Ziadne informécie o koeficiente a&,) a tento ostdva lubovolny.
Pre korekciu prvého radu k vinovej funkcii takto dostavame vysledok

v H
o =afo,+ Y Moo, @
gk_gn

m 7

kde koeficient a';’ zatial nie je uréeny a v druhom ¢&lene na pravej strane ciarka
s
pri symbole pre sumu znaci, Ze vynechame ¢len s m = k.
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. ~ , 2 . . ) v
Korekciu druhého rddu E ,(c 'k energii k-teho staciondrneho stavu uré¢ime teraz

z rovnice (2.4). Najprv celd rovnicu ndsobime zl'ava funkciou @} a integrujeme.
Prvy ¢len na l'avej strane bude

[@H®d’r = [(He®) @ d’r = gD d’r

. v P, v . 0
a to je presne to, ¢o dostaneme z prvého ¢lena na pravej strane, lebo E,(c) = &.

Tieto dva ¢leny preto nemusime ani zapisovat’ a zvy$né nam daju vztah
(@IH D) = E(@ID") + E7(DDy) (5)

Koeficient nasobiaci E ,((2) je rovny jednej, lebo funkcia ®; je normovana na
jednotku a dostdvame

E = (@dH D) - E) (DD

Teraz za CID,((D dosadime (4) a prideme k

. H,
EP =al (@ H® )+ | & IH——a |-
k kk k k k gk _gm m

m

(6)

1 H,
—ELaR(@1®,)-) [q>k|—m’<q>mj
m gk _gm

, s w . P v 1 1
Prvy a treti ¢len na pravej strane sa navzdjom zrusia, lebo (d)kIH'd)i, )) = E,(C)

Stvrty &len je nulovy alebo Hj,/(& — &,) st &isla a nie operatory a cely ¢len
mdZeme preto prepisat’ ako

Ciarka nad sumou hovori, Ze m = k sa v stiéte nevyskytuje a pre vietky ostatné
m je (P,,/d;) = 0, lebo funkcie ®,, s réznymi indexmi sd navzijom ortogondlne.
Ostéva teda len druhy ¢len na pravej strane v rovnici (6) a ten, ako rychlo vidime,
moZno upravit’ na tvar

H, H’
E/E'Z) — km ™" mk (7)
Z gk - gm

m

Pre uplnost’ sa eSte vratime ku koeficientu a,i,l() v rovnici (4). Funkcia ¥ v pri-
blizeni do prvého radu
(1)
U =P + A, )

musi byt normovana tieZ s presnostou v prvom rade, t. j.

(Vi) =1+ 0(2) 9)
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kde druhy ¢len oznacuje velicina radu A%. Ak (8) dosadime do (9) mdme
(D + APV 1D, + ADL) = (DDy) + (DD, + (D 1Dp)] + 0(12)
Clen timerny A musi byt podl'a (9) nulovy. Ale z vyjadrenia <1>,((1) podla (4)
vidno, Ze
(@) = ayy), (@D = (ay)*
a nulovost’ ¢lenu umerného A v (9) znamena

1) (1)
Ay +(ay) =0

Podl’a toho musi byt a,(;,) ¢isto imaginérne ¢islo, t. j.

ay) =ia, aredlne (10)

Potom pre y; v prvom pribliZeni podla (8) a (4) mdme
CAH,

gk - 8m

@ (11)

m

v, =(+ia)®, +)
V prvom pribliZzeni v A plati aj 1 + iad = exp(iad) a (11) mdZeme prepisat’ ako

: [ ﬂ«H’ A
l//k :elaﬂq)k +Z mk b
m gk _gm

m

¢o s presnostou do 1. rddu v A mozno zapisat’ ako

v, :eial(q)k_i_Z' /?'Hmk (bm]

gk - gm

Nenulovost’ koeficientu a,(j() je teda ekvivalentnd zmene fizy funkcie ¥; a
takdto zmena nemad fyzikdlne dosledky. Preto mdZeme polozit a,i,l() =0.
Vlnovu funkciu dD,(cz) pocitame podobne ako dD,((l). Postup je v principe jedno-
duchy. ZapiSeme
@ _N\' @)
P =>""a®,

km
m

toto dosadime do (2.4) a vyslednud rovnicu ndsobime ®%* a integrujeme. Vysledok
nebudeme explicitne uvadzat'.

Poznamenajme na zdver, Ze systematickejsi, formélnejsi a matematicky korekt-
nejsi prehl’ad staciondrnej poruchovej metédy mozno najst’ v knihdch Messiaha
a Merzbachera [10], [25], citovanych v zozname odportcane;j literatury.
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6.4 STACIONARNA PORUCHOVA METODA PRE
DEGENEROVANE HLADINY

Hoci sme podrobnejsie nepreskiimali hranice pouZitel'nosti poruchovej met6-
dy, je intuitivne jasné, Ze metdda je pouzitel'na pokial’ porucha je malou korekciou
k neporusenym energidm a vlnovym funkciam.

Ak sa obmedzime na prvy rad, t. j.

E.'=Hj (1)
|l H/
q)(l) — mk 1) (2)
‘ ; gk _gm "

vidno, Ze korekcie k energii budd malé, ak Hy, je ovel'a menSie ako vzdialenost’
medzi k-tou a najbliZSou susednou hladinou a ak

H,l < lg - &l

pre vsetky m pri danom k.

Tieto podmienky urcite nie si splnené, ak hladina k je degenerovand pri
neporuS$enom hamiltonidne Hy, t. j. ak ku hladine s energiou & prislichaji dve
(alebo viac) nezavislych vlastnych funkcii. V d’alSom budeme predpokladat’, Ze
k-ta hladina je dvakrit degenerovand, t. j. Ze existuji dve funkcie @y, ®y,, pre
ktoré plati

Ho®Pu = 6uPr = &Pu
3)
Ho®w = 80P = &P

Budeme tiez predpokladat’, Ze ®;;, Py, st nielen normované na jednotku, ale
aj ortogondlne, t. j.
(PylPy2) = 0 “)

Keby sme teraz chceli pouzit’ vztah (2) pre korekciu k vlnovej funkcii @y,
dostali by sme sa do zlej situdcie, pretoze v (2) sCitujeme cez vSetky stavy okrem
k1 a teda stav k2 je do sumy zahrnuty. V tomto pripade je ale menovatel’ nulovy
a vyraz bud’ nema zmysel (pri Hy; , = 0), alebo je urcite chybny (pri Hy; 4> # 0).

Pre degenerovany pripad treba zacat’ s poruchovym rozvojom pozorne odznova.

Vrat'me sa preto zas k zaciatku ¢lanku 6.2 a v§imnime si, na ktorych miestach
sa vyskytnd zmeny.

Rovnica (2.1) sa formalne nezmeni a rovnako formalne vedie ku vzt'ahom
(2.2),(23)a(2.4).

V ¢lanku 6.2 sme ale z rovnice (2.2),t.j.z

H@, = E{®,” ®)
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hned’ usudili, Ze CIDE,O) je vlastnou funkciou Hy prislusnou ku k-tej hladine a pri tomto

tisudku bolo podstatné to, Ze Hy md nedegenerované spektrum, prinajmensom, Ze

k-ta hladina nie je degenerovand. Teraz to uz ale nemdZeme urobit’ a z rovnice (5)

mobZeme usudit’ len to, Ze <1>,((0) je linearnou kombindciou funkcii &y, Py,. Teda
méame

©) _
D =1 Pu + 2Pr (6)
Toto vyjadrenie dosadime do (2.3) a mame
1 \ 1 1
Ho®} + H(c1®u + :Pp) = 6@, + E;(c1®Pu + cxPp0) (7)

Pri vypocte energie E,((l) sme v ¢ldnku 6.2 ndsobili analogickd rovnicu ®; a
integrovali. Teraz mame k danej hodnote energie E; prislusné dve vlastné funkcie
hamiltonidnu H, a urobime to isté s obidvoma. Ndsobime (7) najprv @}, a integ-
rujeme. Prvé dva ¢leny na oboch strandch rovnice daju to isté ¢islo a vypadnu.
Zo zvys$nych ¢lenov mame

' ' [¢))
Hijci + Hhe = Ep ¢ (3)
Podobne po ndsobeni (7) funkciou @}, a integrovani mame
' ' [e))
Hyci+ Hpey = Ep ¢ &)

kde sme oznacili H{; = H;y 1, Hi» = Hjy 1o atd’. Rovnice (8), (9) mdZeme prepisat’

aj do tvaru
H, H,\c c
Hy Hy\c, (&)

Toto je vlastne rovnica urcujica vlastné hodnoty a vlastné vektory hermitov-
skej matice typu 2 x 2 oznacenej Hj. Vo vSeobecnosti md rovnica dva korene,
ktoré dostaneme z poZziadavky nulovosti determinantu

’ (1) ’
H11_ k H12

’ ’ 1) =0 (11)
H21 H22_Ek

a ku kazdému koreniu prislicha vlastna funkcia.

Tieto vlastné funkcie si navzdjom ortogondlne. Ak st korene rovnice (11)
rozne, potom hovorime, Ze porucha snima degenerédciu — pod vplyvom poruchy
sa hladina rozstiepi.

Podstatné je to, Ze tieto dve nové funkcie, oznac¢ime ich napriklad ako

0)
YV, =c1Pu+ e

Y(O) ’ ’
v =ci®Py + e
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maju td dolezitd vlastnost, Ze
J'l//]((o)kH vl//]:(o)d:;r - 0

Keby sme ich vybrali ako funkcie, z ktorych v nultom priblizeni vychddzame,
potom by Hj, bolo nulové a dal by sa realizovat’ bezny postup poruchovej metédy,
ktory by priviedol zas ku vztahom ako (2), len v stucte by bolo treba vynechat
vSetky stavy degenerované so stavom k.

Takze v istom zjednoduseni poruchovd metdda pre degenerovand hladinu
vlastne hovori: predtym ako zacne$ s poruchovou metédou vyber tak linedrne
kombinécie nezdvislych degenerovanych funkcii, aby nediagondlne maticové ele-
menty H' boli (pre tieto nové funkcie) nulové. Potom pokrac¢uj ako predtym.

Skdmanie poruchovej metédy pre degenerované stavy sme urobili na tom
najjednoduchsom pripade 2-ndsobnej degeneracie istej hladiny. ZovSeobecnenie na
pripad n-ndsobnej degeneracie je vel'mi jednoduché a prenechame ho Citatel'ovi.

6.5 VARIACNA METODA

Ak hamiltonian nemo6zZeme rozlozit’ na ,,velkd*, presne rieSitelnd Cast’ a na
,»mali* poruchu, nemozno na rieSenie pouZit metddy z predchadzajicich Casti.
V takychto pripadoch sa musi problém rieSit numericky. Varia¢nd metdda je
v podstate ndvodom, ako takéto numerické rieSenie mozno uskutocnit’. Je obzvlast
vhodna pre priblizny vypocet energie a vinovej funkcie zakladného stavu. V prin-
cipe mozno varia¢ni metédu pouzit’ aj na vypocet energie ostatnych viazanych
stavov, ale praktické uskutocnenie je komplikovanejSie a vysledky si menej presné.

Z numerického hl'adiska vyhoda tejto metddy je v tom, Ze problém rieSenia
SchR sa zmeni na Standardnd, hoci €asto komplikovant, dlohu minimalizovania
vypoctovych strediskdch. Pri vhodnej volbe skiSobnych funkcii mozno vSak
ziskat’ priblizné riesenie problému aj ,,na kolene™.

Zakladna myslienka variacnej metddy sa Casto pouziva pri konstruovani mode-
lov pre komplikované viaccasticové sustavy. V tejto Casti sa budeme zaoberat
touto metédou len v najjednoduchSom pripade. Smer, ktorym sa uberajd zovsSeo-
becnenia zlozitejSich situdcii, by mal byt aj tak zretelny.

Varia¢nad metdda je zaloZend na variacnom principe, sformulovanom v nasle-
dujicom tvrdeni.

Nech H je hamiltonidn sidstavy, a nech jeho vlastné funkcie tvoria Gplny
ortonormovany systém. Nech E| je najniz$ia vlastnd hodnota operétora H. Potom
pre 'ubovol'ni normovand vinovi funkciu plati

[®*H® d*r> E, (1)
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Dokaz: Vlastné funkcie hamiltonidnu H su rieSenim rovnice Hy; = E;y; a pred-
pokladdme, Ze tvoria tiplny ortonormovany systém.
Lubovol'né ® mozno teda vyjadrit’ v tvare

o=y,

n=0

PretoZe ® je normované, plati Z|Cn|2 =1. Skutocne
n=0

1= (PlP) = i ic;jcm(y/nw/m) = i ic;‘cmcsnm = iwnﬁ )

n=0m=0 n=0m=0 n=0

Vyraz na lavej strane (1) mozno upravit’ nasledovne

(DH®D) = iic:cm(l/lan w,)= iic;cmEm(y/nw/m) = iwnﬁEn 3)

n=0m=0 n=0m=0 n=0

Pretoze E, > E, pre vsetky n podl'a predpokladu, a pretoZe plati (2), bude vyraz

Pri pouZiti variacnej metédy postupujeme nasledovne. Na zdklade kvalitativ-
nej informdcie o ststave si vyberieme skisobnd vlnovi funkciu ®(r, ¢, ..., ),
ktora zavisi od niekol’kych volnych variacnych parametrov ¢. Potom utvorime
vyraz

1
E(a,a,,...a,) =—jd>*(al,a2, Lo )HO (@, ...a) dr
N “)
N? = [1oPd’r

Faktor N> vystupuje v (4) preto, Ze funkcia N™'®(r, @) je uz podl'a konstrukcie
normovand. Podl'a predchadzajiceho tvrdenia vieme, Ze E(ay, ..., &) > Ey. Najlep-
$i horny odhad energie E, dostaneme, ak ndjdeme minimum vyrazu E(a, ..., ;).
Ak oznacime hodnoty ¢, pri ktorych E(¢, ..., ¢,) dosahuje minimum ako &; tak
E(m, ..., o) a O(r, o, ..., ;) mozno povazovat’ za priblizné vyrazy pre energiu
a vlnovu funkciu zékladného stavu. Variaénd metéda déva niekedy aZ neocaka-
vane dobré vysledky.

Miernou modifikdciou predchddzajicej metédy moZno pomocou variacnej
metddy hl'adat’ aj vinové funkcie excitovanych stavov.

Pri rieSeni variacného problému minimalizujicu funkciu mézeme zvolit’ aj
v tvare

p=cifi+cf+..+cf, 6]
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pricom f; su dané funkcie a ¢; st variatné parametre. O funkcidch f; nemusime
predpokladat’ ani to, Ze si normované, ani to, Ze st navzajom ortogondlne. Ak
ziadame, aby funkcia ¢ bola normovana na jednotku, tak pre variatné parametre
¢; plati podmienka

)4
ZS,-kcfck =1 (6)
i,k=0
kde
Su=Ififd’r (7

O spravnosti (6) sa mozno l'ahko presvedc¢it’ jednoduchym dosadenim. Maticu
S s prvkami Sy nazyvame prekryvovou maticou (overlap matrix) a integraly Sy
prekryvovymi integralmi.

Stredni hodnotu operatora H v stave opisanom vlnovou funkciou (5) ndjdeme
teraz jednoducho. Podl'a definicie ® je zrejmé, Ze energia bude funkciou p varia¢-
nych parametrov

E(cy, 2y s ¢p) = [@*Hod’r ®)
Po dosadeni za ¢ a po elementdrnych dpravéach dostaneme:
P
E(cy, ¢3r o )= Y Hyclc, 9)
ik=1
kde
Hy = fHfid'r (10)

st maticové elementy operdtora H, utvorené pomocou funkcif f.

Ulohu teraz mozno formulovat’ takto: mame ndjst’ stibor koeficientov ¢; tak, aby
funkcia E(cy, c», ..., ¢,) mala minimum, a aby bola splnend vedl’ajSia podmienka (6).
Pri rieeni pouZijeme metédu Lagrangeovho multiplikdtora.'”' Utvorime vyraz

p
Eci, 20 )= Y (Hy —£S,)cic, (11)
i,k=1
kde ¢ je Lagrangeov multiplikdtor a hl'addime minimum W(cy, ¢, ..., ¢,). Pod-
mienky minima W su:
ow
oc}

l

101 Z4kladnd myslienku metédy Lagrangeovho multiplikétora si eSte struéne v§imneme na konci tohto &lanku.
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pre vSetky i, i = 1, 2, ..., p. Po dosadeni (11) z nich dostaneme systém rovnic

p

D (Hy —£S;)c, =0 (12)

ik=1
ktory je homogénnym linedrnym systémom na urcenie koeficientov ¢; a m4 netri-
vidlne rieSenie len vtedy, ak sa jeho determinant rovna nule. Z tejto podmienky
dostaneme rovnicu na urcenie Lagrangeovho multiplikdtora & Potom uZ vieme
vypocitat pomery koeficientov ¢, a s vyuzitim (6) aj samotné koeficienty c,. Za
predpokladu, Ze pozndme ¢, a & uré¢ime minimum energie E. Podmienkou minima
je (12). Ak tuto rovnicu nasobime c} a s¢itame, dostaneme:

» »
(Hy —€Sy)cci = ZHikaC;k _5ZSikaCi* =0

1 ik=1 ik=1

bl
{1

=V

Druhy ¢len sa podla (6) rovnd & kym prvy ¢len predstavuje prave energiu.

Inymi slovami: Lagrangeov multiplikétor je prave energia sistavy E = & Energiu
teda mozeme vypocitat’ rieSenim rovnice

H,-ES,, H,-ES, .. H,-ES,
H, —-ES, H,—-ES,, .. H, —ES,, 0 (13)
H,-ES, H,-ES, .. H,-ES,

Nulova hodnota determinantu (13) vedie pri ur¢ovani E na rovnicu p-teho
stupiia a vo vSeobecnosti md p koretlov. Energia zdkladného stavu sa rovna
najmensiemu z tychto koreiov. Vypocty sa podstatne zjednodusia, ak systém
funkcii f; v (5) je ortonormovany. Potom prekryvové integraly majd tvar Sy = .
Dal3ie zjednodusenia vznikaji vtedy, ak maticové elementy Hy st rozne od nuly
iba pre i blizke ku k, napriklad pre i = k a i = k + 1. Takéto pribliZenia sa pouZzivaju
Casto v kvantovej chémii.

Lagrangeov multiplikator.'” Tento velmi pekny trik sa pouZiva pri hf'adani
lokdlneho extrému funkcie v situdcidch, ked’ je dand aj istd vedl'ajSia podmienka.
Nebudeme sa tu snazit’ o vSeobecny vyklad metédy; uvedieme len jeden vel'mi
jednoduchy priklad, na ktorom vidno zdkladnd myslienku.

Majme jednoduchii funkciu dvoch premennych

1

Z:f(st)Zm (14)

102 Zvysok ¢lanku je len pre &itatelov, ktorf uz zabudli ako sa zavddza Lagrangeov multiplikétor, alebo

tych, ktori prave neboli v $kole, ked’ sa toto v teoretickej mechanike alebo inde preberalo.
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AKk si ju nakreslime, zistime I'ahko, Ze opisuje ,,kopec* s oblym vrcholom nad

bodom x =y = 0. Jej extrém ndjdeme l'ahko aj formalne. Staci Ziadat’, aby v bode
Xo, Yo, v ktorom nastdva extrém platilo:

dz=Vf.dr=0 Vf= a—fal (15)
ox dy

kde dr je diferenciél so zlozkami (dx, dy), priCom (15) musi byt splnené pre

l'ubovolny diferencidl dr. Dostaneme tak podmienky

Yoy Yo (16)

ox dy

Pre konkrétny priklad (14) vedd tieto podmienky, pravdaZe, k urceniu lokal-
neho extrému v bode xo = 0, yo = 0.
Pod’'me teraz hl'adat’ extrém funkcie f(x, y) za vedlajSej podmienky (napriklad)

ox,y)=ax+by+c=0 (17)

kde a, b, ¢ su urcité ¢isla. Geometricky je jasné, co h'addme. Je to lokélny extrém
Ciary, ktord vznikne rezom ,.kopca“ (14) rovinou (17) (odporicame citatel'ovi, aby
si predsa len nakreslil obrazok).

V nasom jednoduchom pripade mdZeme teraz priamo spocitat’ y = y(x) z rov-
nice (17), dosadit’ to do (14) a hl'adat maximum funkcie jednej premennej
Z = f(x,y(x)). V zlozitejsich pripadoch je to ale zdihavd a asto prakticky neusku-
toCnitel'nd cesta.

Druhou moznostou — a td vedie k Lagrangeovmu multiplikdtoru — je Ziadat,
aby podmienka (15) nebola splnend pre Fubovolné dr, ale iba pre také or, ktoré
nés ,,nevyvedie von* z krivky ¢@(x, y). Pre takéto or musi zrejme platit’

de=Ve@.or=0 (18)

Vztah (18) hovori, Ze zlozky Or = (Jx, Jy) nie st nezavislé, ale si viazané
podmienkou (18). Pre takéto Or potom Ziadame splnenie podmienky

0z=Vf.or=0 (19)

¢o je zrejme podmienka hl'adaného viazaného extrému.'® Teraz si sta¢f uvedomit’,
7e vektory Vf, Vpaj drlezia v rovine x, y, pricom V@ aj Vf st podla (18) a (19)

19 Dobré je uvedomit’ si geometricky vyznam vztahov (18) a (19). Vektor Vf md smer priemetu spad-
nice plochy z = f(x, y) do roviny x, y. Rovnice (18) a (19) hovoria, Ze krivka, ktori dostaneme rezom
plochy z = f(x, y) rovinou @(x, y) = 0 ma v bode extrému doty¢nicu, ktord je kolmd na spadnicu a ma
teda smer vrstevnice.
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kolmé na Jr, preto musia byt navzdjom rovnobezné. Znadi to, Ze v bode viazaného
extrému existuje ¢islo A, také, Ze plati:

Vf=AVe (20)
Rovnicu (20) mdZeme ale prepisat’ aj ako
V-9 =0 21

a to je formalne podmienka pre minimum funkcie

8 :f(-x’ )’) - 2’¢(-x’ y)

ale bez dodato¢nych podmienok. Rovnicu (21) este musime doplnit’ podmienkou
(17) a tymito tromi rovnicami (lebo (21) predstavuje dve rovnice) su urcené tri
Cisla X0, Yo, ﬂ

Tato dvaha sa d4 'ahko zovSeobecnit’ na funkcie N-premennych.

6.6 PRIKLADY A PROBLEMY

1. Elektrén je viazany na dsecku —% <x< % N4jdite korekcie k energii jednotlivych hladin spo-

sobené malou dodato¢nou poruchou
V(x) = o’

Ako sa zmeni energia foténu emitovaného pri prechode z prvého excitovaného stavu do zéklad-
ného?

2. Na linearny harmonicky oscilator s ndbojom e pdsobi elektrické pole s intenzitou E orientovanou
v smere osi x. Vypocitajte zmeny energetickych hladin v prvom i v druhom rdde poruchove;j tedrie.
Najdite aj presné riesenie tlohy a porovnajte priblizny vysledok s presnym.

3. Urcte v prvom pribliZeni poruchovej metddy korekciu k energii zdkladného stavu atému vodika,
pochddzajicu od nehodovosti jadra. Predpokladajte, Ze ndboj proténu je rozloZzeny rovnomerne
v guli o polomere R = 0,7.107"° m.

Ndavod: najprv najdite potencidl budeny takymto rozloZenim naboja.
Prediskutujte relativnu velkost’ korekcie pre tento pripad a pre tazky atém s p-mezénom na
K-hladine.

4.Z experimentdlnych tdajov o rozptyle neutrénu na proténe sa zistilo, Ze v stave s S =1, L = 0 je

potencidlna energia medzi neutrénom a proténom pribliZzne opisand funkciou

V(r) = -V, exp(-ria)

kde a = 2,2 fermi = 2,2.10™° m, V= 32 MeV.

Odhadnite variatnou metédou vidzbovid energiu deuterénu. (Jej experimentdlna hodnota je
—2,225 MeV).

Navod: Vyberte si skiSobni funkciu obsahujicu jeden volny parameter, najjednoduchsia je
snad’ ®(r) = Aexp(—ar), kde aje vol'ny parameter a A je ur¢ené normovanim: A = A(@).
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5. Dokazte nasledujice tvrdenie: Nech ¥4(x) je vinovou funkciou zdkladného stavu ststavy opisa-
nej hamiltonidnom H a nech ®(x) je ortogondlna na ¥;(x). Potom

jcb*(x)ch(x)dx
L T >E
j () D(x) dx

kde E| je energia najniZSieho excitovaného stavu.

6. Pomocou predchadzajiceho tvrdenia odhadnite vinovi funkciu prvého excitovaného stavu linear-
neho harmonického oscildtora. VInovi funkciu zdkladného stavu povazujte za zndmu.
Navod: Ak vlnova funkcia zakladného stavu ma tvar

Yo(x) = A exp (=x*/2x5)

potom vlnovi funkciu ¥; excitovaného stavu méZeme pre Ucely variatnej metddy hl'adat’ v tvare
Wi(x) = Bxexp (—ax?) o automaticky spiiia podmienku ortogondlnosti.

7.Castica sa pohybuje v jednom rozmere v poli s potencidlnou energiou V(x) < 0, pricom

V(-o) = V() = 0. Ukdzte, Ze v tejto situdcii existuje aspon jeden viazany stav.
Névod: Ukdzte najprv, Ze pri dvoch pot. energidch Vi(x) < V,(x) takych, ze V() = V,(0) =
= Vi(—o0) = Vy(—0)= 0 ma V,(x) aspon jeden viazany stav, ak V,(x) md aspon jeden viazany stav.
Potom si vSimnite, Ze jednorozmernd jama V,(x) = -V, pre a <x < b, V(x) = 0 pre x mimo tohto
intervalu, ma aspoii jeden viazany stav, a to nezdvisle od hibky jamy a od jej $irky.

8. UvaZujte Casticu pohybujicu sa po osi x v poli potencidlnej energie V(x). Predpokladajte, ze

potencidlna energia je takd, Ze existuje aspon jeden viazany stav. UkaZte, Ze vlnova funkcia
zakladného stavu nema uzol, t. j. vinova funkcia je v§ade nenulova.
Ndvod: Predpokladajte, Ze funkcia y;(x) md uzol v bode a. UvaZujte potom funkciu ys(x),
ktora je vSade kladnd a plati pre fiu ys(x) = [y;(x)l vSade s vynimkou malého okolia bodu a kde
funkcia je ,,vyhladend* tak, aby mala spojitd deriviciu. UkdZte potom (asponi kvalitativne), Ze
vhodnym ,,vyhladenim“ mozno docielit’ to, Ze strednd hodnota energie prislusnd k ys(x) bude
mensia ako stredna hodnota prislusnd k ;(x).
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