5 SPIN. SUSTAVY S DVOMA HLADINAMI

5.1 UVOD

Spin elektrénu je najjednoduchsi kvantovomechanicky objekt a jeho opis je
najcistejSou ukazkou formalizmu kvantovej mechaniky. Na prvy pohlad by sa
mohlo zdat’, Ze opis spinovych stavov elektrénu je celkom iny ako napriklad opis
stavov linearneho harmonického oscilatora, alebo stavov elektronu v atdme vodika.
Neskor sa ale ukaze, Ze opis spinu je vel'mi blizky vSeobecnému kvantovo-mecha-
nickému formalizmu a to je aj dovod, pre ktory sa so spinom budeme zaoberat’
podrobnejsie.

V tejto kapitole zacneme s opisom spinovych stavov a operatorov, ktoré na
tento stav pdsobia. Potom si vSimneme sprdvanie spinu v magnetickom poli
a v dalSom ukdzeme, Ze I'ubovolnd ,,dvojhladinova“ sistava, t. j. ststava, ktord
ma (presne, alebo v istom pribliZeni) iba dva linedrne nezavislé stavy, je opisand
tym istym formalizmom ako spin elektrénu. Napokon si ukdZeme zovseobecnenia
,»dvojhladinového* formalizmu na pripad sustav s N-hladinami a pri tej prileZi-
tosti sa nau¢ime o vlastnostiach matic typu N x N to, ¢o v kvantovej mechanike
Casto potrebujeme.

5.2 STAVY SPINU

Najkrajsie na kvantovomechanickom opise spinu je to, Ze tento opis je priamym
dosledkom vseobecného formalizmu kvantovej mechaniky (najmi principu
superpozicie) a experimentdlnych vysledkov. Podl'a toho, ¢o sme uZz hovorili
v ¢lanku 1.8, o prechode zvizku elektrénov®® cez Sternov-Gerlachov pristroj
s nehomogenitou pola v smere osi z, vieme, Ze zvizok sa rozstiepi na dve Casti.
V jednej z nich budd elektrény, ktoré maji priemet spinu na os z rovnd +#4/2
a priemet magnetického momentu —e/ /2m a v druhom budu elektrény s prieme-
tom spinu na os z rovaym —7%/2 a s priemetom magnetického momentu e#/2m
(v nasej konvencii e > 0 a ndboj elektrénu je —e).

8 Pripomefime, e experiment sa ned4 uskuto&nit’ s elektrénmi a preto si mdZeme predstavit' prechod atémov
Na alebo Ag v zdkladnom stave cez SG pristroj. V tejto situdcii si v atdome Na skompenzované vsetky
magnetické momenty, okrem prispevku od jediného valen¢ného elektronu a atém ako celok je neutrélny.
Druhou mozZnost'ou je predstavit’ si prechod zvizku neutrénov cez pristroj. Neutrony maju tiez spin 1/2
ako elektrony, maju tieZ magneticky moment imerny spinu, a ich elektricky naboj je nulovy.
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Experiment takto jednozna¢ne ukazuje na to, Ze existuji dva linedrne nezdvislé
spinové stavy elektronu, mdzeme ich zatial' oznacit’ celkom l'ubovolne, napriklad
ako ¥, ¥.

Upozornime tu vyslovne, Ze pod ¥ a ¥ tu nemdme na mysli vinové funkcie,
ani zatial’ bliZSie neSpecifikujeme, o aky druh matematickych objektov ide. Prosto
Wi a ¥ st oznacenia stavov. Ich vyznam je zrejmy: ak spinovy stav elektrénu je
Wi potom priemet jeho spinu na os z je +4/2 a elektrén sa s urcitostou vychyli
»hahor®, ak je v spinovom stave ¥, potom tento priemet spinu je —/4/2 a elektrén
sa urcite vychyli ,,nadol*.

Podl’a analégie s vinovymi funkciami o¢akdvame, Ze i pre spinové stavy plati
princip superpozicie. VSeobecny spinovy stav preto zapiSeme v tvare

Y=oy + ay, M

kde o a o, st komplexné Cisla. Vyraz (1) je zatial’ len symbolicky, pretoZe
charakter ¥, a ¥ nie je definovany. Napriek tomu zdpis (1) mé celkom urcity
fyzikdlny vyznam. Hodldme totiZ koeficienty ¢q a o interpretovat’ podobne ako
v pripade superpozicie vlnovych funkcii. Koeficient & by mal mat vyznam
amplitddy pravdepodobnosti pre ndjdenie spinu v stave ,hore“. Presnejsie:
pravdepodobnost’ toho, Ze pri prechode elektronu nachddzajiceho sa v stave ¥
pristrojom SG sa elektrén vychyli ,,nahor* by mala byt P, = |4 I>. A podobne pre
koeficient o.

Aby takato interpretacia bola moznd, musia byt — podl'a analdgie s vinovymi
funkciami — stavy ¥ a ¥, ,,normované“ a ,,navzdjom ortogondlne®. Pre vinové
funkcie bol pojem ortogonality definovany vztahom typu

[®(x)D(x)dx =0 2

Obdobny vztah pre stavy ¥ a ¥ zatial' definovany nemdme, ale fyzikélne
tieto stavy maju vsetky vlastnosti, ktoré prislichaji ortogonalnym stavom.

Napriklad ak prepustime zvdzok elektrénov (v I'ubovolnom stave) cez SG
pristroj a do zvidzku odchyleného ,,hore* postavime d’al§i rovnako orientovany
SG pristroj, potom tento druhy pristroj ndjde vzdy stav ;. Stavom ¥, a ¥, pri-
slichaji dva rézne (makroskopické) udaje SG pristroja (vychylenie nahor alebo
nadol). Podl'a nasej diskusie o merani v kvantovej mechanike teda su to dva vlastné
stavy veliciny, ktord SG pristroj meria (priemet spinu), pritom stavy prislichajtice
roznym vlastnym hodnotam, a teda (fyzikalne) ortogondlne. Zavedieme preto aj
formdlny symbol tejto ortogondlnosti®’

(pily2) =0 29

¢o je analdg vztahu (2).

¥ Graficky sa tento symbol podobd na v matematike pouZivany symbol oznadujiici skaldrmy st&in. Ozna-
Cenie nie je zvolené nahodne; ako uvidime neskdr, vyraz na l'avej strane je naozaj skalarnym stuc¢inom.
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Stavy ¥ a W, tvoria Gplny systém spinovych stavov, l'ubovolny stav sa dd vy-
jadrit’ ako ich linearna kombinacia (1). Ak by vo vztahu (1) iSlo o vinové funkcie,
potom by sme mohli koeficient ¢ (resp. &) vyjadrit’ v tvare (pozri (2.13.9))

o =] W) Yr(x)dx

Na pravej strane stoji vyraz rovnakého typu ako v podmienke ortogonality.
Preto i pre spinové stavy je uZito¢né definovat’ formalne

a=ly) =12 3)
resp.
o =(play + ey i=1,2 3)
Odtial’ v Specidlnom pripade dostaneme
(wily) =1 (3"

¢o je analdg podmienky normovanosti vinovych funkcii.
Domnievame sa, Ze v tomto $tadiu je uZz motivovana definicia®® formalneho
vyrazu (®ly) pre l'ubovolné spinové stavy

V=oy,+ wy,
4)
=Ly + s
v tvare®
(DY) = By + Bioy 5

Vztahy (2", (3), (3", (3%) st $pecidlnym pripadom vSeobecnej definicie (5).
Vsimnime si, Ze l'ubovolny stav ¥ je plne uréeny zadanim koeficientov g,
o, v rozvoji (1). Kazdému stavu ¥ je takto priradeny dvojkomponentny vyraz

Specidlne

88 Vyraz (®ly) ma vietky vlastnosti skaldrneho sicinu a nazyvame ho skuto¢ne skaldrny stcin stavov ya .
¥ Uzitognost’ komplexného zdruZenia koeficientov 3 vo vztahu (5) bude zrejmé aZ neskor.
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Dvojkomponentné vyrazy tohto typu nazyvame spinormi’". Lubovolny spi-
novy stav mozno teda reprezentovat’ dvojkomponentnym spinorom. Pre takto
spinormi reprezentované stavy nase doterajsie uvahy prestavaji mat’ iba formalny
vyznam a nadobudaji matematicky dobre definovany zmysel.

Tak napriklad linedrnej kombindcii = oq ¥, + o, ¥, priradime dvojkompo-
nentnu veliinu

ay +a a ! ta 0 _[a (6)
= — =
Wty =Y 1o 2 a,
Zavedieme tiez spinor ®* zdruZeny so spinorom ® a ozna&ime ho nasledovne
ﬁ 1 + 3 3
ak ® — , tak @ — (81, 5 (N
2

Sucin ®*y potom definujeme tak, ako si¢in dvoch matic typu 1,2)a@2,1),
pri¢om prvé Cislo v zatvorke uddva pocet riadkov a druhé pocet stlpcov. Mame teda

o

(@ly) =@ y=(4.5 )(a ]=</J’f‘ o+ Boa,) ®)

2

a tento symbol je prave rovny skaldrnemu sucinu (Ply) zavedenému vysSie.
Poznamenajme, Ze pre tento skalarny sucin plati

(@ly)* = (Y1)

ako l'ahko vidno zo vztahu (8). Predchadzajtiice m6Zeme zhrnit nasledovne:
Stavom spinu elektrénu su priradené dvojkomponentné veli€iny

o, 1 0

V= 2, =y, +oLy, =q 0 +a, |
3 1 3 0
v, = 0 v, = |

st dva stavy dané experimentdlne tym, Ze v prvom z nich v SG pristroji (s neho-
mogenitou pol'a v smere osi z) ndjdeme s urcitost'ou spin v smere ,,hore* a v dru-
hom ndjdeme s urcitostou spin ,,dolu®.

kde

% Poznamenajme, Ze nie kazd4 dvojkomponentnd matica typu (2,1) sa nazyva spinorom. V pojme spinoru
je zahrnuty aj predpis, podl'a ktorého sa zlozky spinoru transformuji pri rotacidch suradnicovej sustavy.
Tento predpis uvedieme podrobne v kap. 11.
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Skaldrny sticin dvoch spinovych stavov je definovany rovnicami (4) a (5)
a amplitidy pravdepodobnosti pre ndjdenie spinu ,,hore* resp. ,,dolu“ v stave ¥ sd
dané skaldrnymi sicinmi (1) resp. (¥l y).

5.3 OPERATORY POSOBIACE NA SPINOVE STAVY
A ICH ZAKLADNE VLASTNOSTI

V kvantovej mechanike fyzikalnym veli¢indm prirad’ujeme linearne hermitov-
ské operatory.

Pozrime sa teraz na to, ako vyzeraji vSeobecné linedrne a hermitovské opera-
tory posobiace na spinové stavy. Kazdy spinovy stav je charakterizovany dvoma
komplexnymi ¢islami ¢4, ¢ zapisanymi v tvare spinora. NajvSeobecnejsia linedrna
transformacia ma zrejme tvar

a o o =A,0 + A,
( IJ_)[ 1]’ 1’ 1141 1242 (1)

7
@, , o, =A0 + Ay,

kde ¢isla Ajy, Ay, Asy, Asy charakterizuji danu linedarnu transforméciu, t. j. dany
linedrny operator a nezavisia od ¢4, &. Operator definovany v (1) mdZeme zapisat’

aj takto
o o A, A,
a, a, Ay Ap )\,

kde na pravej strane v (2) mdme ndsobenie matice 2 X 2 a dvojkomponentného
spinora. Linedrnemu operatoru pdsobiacemu na spinové stavy je teda jednoznacne
priradena istd matica 2 x 2.

Stredni hodnotu daného operatora definujeme ako skaldrny siéin (YA ), kde
¥ je spinor, A je 2 x 2 matica, Ay je spinor, ktory dostaneme po pdsobeni opera-
tora A na spinor ¥ a skaldrny suéin je definovany v (2.8). Ak strednd hodnotu
oznacime A a vykondme naznaceny skaldrny sicin, dostaneme

A=(ylAy) = y'Ay=

= afAL + AfALG + ABAL 00+ ABARL, (3)

Hermitovskymi operatormi, alebo hermitovskymi maticami nazveme také 2 x 2
matice, pre ktoré je stredna hodnota v (3) redlna pri kazdej dvojici &4, . Z pod-
mienky A = (A)* dostaneme po dosadeni z (3)

OfA L) + AL, + CBA 00 + ABA» 06 =

= AL of + AL + A% O + A3 4)
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Ak vyberieme ¢4 # 0, & = 0 dostaneme odtial’ A, = A}, podobne pre o4 = 0,
o, # 0 obdrzime Ay, = A%, a z rovnice (4) ostane podmienka

ai(An - A3 + 5(Ar —AT) =0

Tato bude splnend pri 'ubovol'nom &, o len vtedy, ak plati A, = A%,
Ak ma teda matica
(All A12 J
Ay Ay
opisovat’ hermitovsky operator, potom musi platit’ A;; = A%, Ay = A%, Ap = A%
a mdZeme ju zapisat’ ako
a b+ic
A= ) ()
b—ic d
kde a, b, ¢, d su realne Cisla.
Maticou hermitovsky zdruZenou k matici

A=(All AIZJ
A21 A2

[N

nazyvame maticu

a pre elementy matic A, A" teda plati
(A+)ik =AL L k=12
Lahko sa presved¢ime o tom, Ze pre dva l'ubovol'né spinory plati

(@AY = (YIA'D)

Z podmienky (6) vidime tieZ, Ze matica je hermitovska ak

(6)

(7

A=A

Dokaz rovnice (7) dostaneme najjednoduchsie tak, Ze lavd i pravd stranu
explicitne rozpiSeme

(PIAY) = Zq’inka

i,k=1,2

WA D)= >y, (A", P,

i, k=1,2
a vyuzijeme vlastnost’ (6).
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Vlastnym spinorom, alebo vlastnym stavom matice A nazyvame spinor ¥
pre ktory plati

Ay =y ®)

kde A je ¢islo. Lahko moZno ukdzat, Ze pre hermitovskd maticu musi byt’ A redlne.
Staci totiz urobit’ skaldarny sicin

(VIAY) = Ayly)

kde nal'avo mame strednt hodnotu hermitovskej matice a td je vZdy redlnym cis-
lom, ako sme ukdzali uz vyssie, a na pravej strane je (Y1) tiezZ redlnym cislom,

lebo pre
al
l// =
o,

(Wiw) = iy + dban = gl + 1oyl

mame

Podobne I'ahko mozno ukézat’, Ze spinory prislusné k dvom ré6znym vlastnym
hodnotdm sd navzdjom ortogondlne. PresnejSie, nech pre hermitovskd maticu A
a spinory ¥, @ plati

Ay=y, ADP=Ay, A+ )
potom

(Y1P)* = (Ply) =0
Z rovnic (9) najprv vytvorime vyrazy

(PIAY) = A(P1y) (10)

(VIAD) = ' (yiD) (10)
V druhej z tychto rovnic prevedieme komplexné zdruZenie a vyuZijeme

(YD) = (@ly),  (YIAD)* = (PIAY)

pricom prva z rovnic plati v§eobecne a druhd podla (7) plati pre hermitovské
matice. Z rovnic (10) a (10) tak dostaneme

(PIAY) = A(Ply)
(@IAY) = 2@ p)
Ak odratame prvi od druhej mame a
0=(A-1)Ply)
apretoze A # A’ dostdvame (®1y) =0
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Dokazy tvrdeni o redlnosti vlastnych hodnot a o ortogondlnosti vlastnych funk-
cif prislusnych k ré6znym vlastnym hodnotam, ktoré sme prave urobili st presne
analogické ddokazom v ¢lanku 2.13. Urobili sme ich tu znova jednak ako opako-
vanie, jednak ako zdoraznenie toho, Ze s maticami moZno pracovat’ presne tak
ako s operdtormi a napokon aj preto, Ze abstraktne vyzerajice tvrdenie pouZzité
pre matice 2 x 2 a dvojkomponentné stavy je sympatické tym, Ze si kazdy krok
mdZeme overit’ ,,na prstoch”. NavySe ak si raz takito vec na maticiach 2 x 2
uvedomime podrobne, potom budi analogické tvrdenia vyzerat’ prirodzene aj
pre matice N x N, s ktorymi sa este bliZsie stretneme.

Pod’me si teda spocitat’ explicitne vlastné hodnoty vSeobecnej 2 x 2 hermitov-
skej matice (5). Pre vlastny spinor so zloZkami ¢, 0, musi platit’

[ a. b+ic][0{1]:/1(alJ (11
b-ic d \a, a,

kde A je vlastna hodnota. Rovnicu (11) m6Zeme hned’ prepisat’ na tvar
a-A1 b+ic\ o
. =0 (12)
b—ic d-A)\«,
Toto je homogénna sustava rovnic, ktord ma rieSenie len vtedy, ak jedna

z rovnic je dosledkom druhej a teda ak determinant sistavy je nulovy. Nulovost
determinantu ale znamend

a@a-Dd-D-b+ic)b-ic)=0
tj.
(a=Ad-2) - b +c)
Upravou mime
X —(a+d)A+ad-b - =0

a dostavame dva korene
/11,2=%{a+di\/5} (13)

kde
D=(a-d+40b* - >0

Pritom A;, A, st vlastnymi hodnotami hermitovskej matice (11) a ako vidno
obidve st redlne. Prislu§né vlastné spinory matice (11) si uréené podmienkami
(12) az na multiplika¢ny (komplexny) faktor a pri tejto volnosti ich méZeme
vybrat’ napriklad takto
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_2’ ) _2+c)
Q=N 4-a-JD Q,=Ny| q-d+JD (14)
b—ic b—ic

kde N, N, st zatial’ Tubovol'né konstanty.

Lahko vidno, Ze (®,I®,) = 0 a bez tazkosti by sme nasli aj konstanty N, N,
pre ktoré (d,1d,) = 1, (P,1P,) = 1. Vyber tychto konstant, prirodzene, nemeni
platnost’ vztahu ($,1d,) = 0.

Vzhl'adom na to, Ze kazdy operator posobiaci na spinové stavy musi byt’ opisany
hermitovskou maticou typu (5), jednoduchy vypocet, ktory viedol k (13) a (14) je
vlastne univerzalnou schémou pre ndjdenie vlastnych hodnét a vlastnych spinorov
operatora posobiaceho na spinové stavy. Ak teda meriame veli¢inu, ktorej odpo-
vedd matica (5), potom ako vysledok merania méZeme dostat’ iba hodnoty A4;, 4,
dané vztahmi (13) a po namerani A,, resp. A, bude sdstava v stave , resp. ¥
danom rovnicami (14). Pravdepodobnost’ namerat’ hodnotu A; v stave opisanom
spinorom @ je dana vyrazom

P; = (yid)P (15)

5.4 PAULIHO MATICE

V tomto ¢lanku ndjdeme operdtory odpovedajice priemetu spinu do sdradni-
covych osf x, y, z a potom ndjdenie aj operdtor odpovedajuci priemetu spinu do
smeru daného jednotkovym vektorom n. Pri diskusii je velmi uZitocné mat’ aj
konkrétnu predstavu o nejakom pristroji, ktorym tieto priemety meriame a budeme
si teda predstavovat’, Ze priemet do osi z meriame Sternovym a Gerlachovym
pristrojom s nehomogenitou magnetického pol'a v smere osi z. Takyto pristroj
oznac¢ime ako SG(z). Podobne pristroje na meranie priemetu spinu na osi x, y,
resp. n budeme oznacovat’ ako SG(x), SG(y), resp. SG(n), priCom je to vlastne
vzdy to isté zariadenie natocené tak, aby nehomogenita pol'a mala smer naznaceny
v zatvorke. Najprv ndjdeme operator priemeru spinu na os z. Ak si spinovym
stavom priradené dvojkomponentné spinory podla konvencie z ¢ldnku 5.2, potom
hl'adanym operatorom je matica 2 x 2 s vlastnymi hodnotami +%/2 a vlastnymi

1 0
spinormi [Oj resp. (1] . Takdto matica m4 tvar

s_h/2 0 ) a1 0
o -w2) 200 1

Teraz potrebujeme ndjst’ matice s,, s, odpovedajtice priemetom spinu na os x,
resp. y. Vzhl'adom na to, Ze tieto veli¢iny nemaju klasicky analdg, treba ich v istom
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%¢

zmysle ,,uhddnut™. Ak v$ak Ziadame, aby tieto matice spinali isté fyzikélne
nevyhnutné podmienky, je ich ,,uhddnutie prakticky jednoznac¢né. Podmienky,
ktoré majd s, sy, S, spiﬁat’, sd tieto”':
— kazda z nich musi byt hermitovskou maticou (lebo len takéto matice mdzu
opisovat’ fyzikalne veli¢iny),
— kazdé z nich musi mat’ vlastné hodnoty +#4/2, —#/2 (ako ukazuje experiment,
priemet spinu do 'ubovolného smeru mdze nadobuidat’ iba tieto dve hodnoty),
— musia spiiiat’ komutaéné vzt'ahy typické pre moment hybnosti (pozri &lanok 4.9),
t.j.
[s.. 8,] = iis,
[sy, 8] =i/s, (1)

[szs sx] = ihsy

Této poslednd poZiadavka vlastne hovori, Ze spinové matice S,, Sy, S; majd
spliat’ presne tie isté komutacné vzt'ahy ako operdtory priemetov momentu
hybnosti L,, L,, L.. Na tomto §tddiu” je to intuitivna fyzikdlna poZiadavka a jej
spravnost’ sa — ako vzdy v takychto pripadoch — potvrdzuje sihlasom dosledkov
s experimentom.

Pri hladani matic, ktoré spliaju tieto poZiadavky je uZitocné zaviest’ najprv
matice G,, Oy, O, vzt'ahmi

n n n
SX=§O'X, Sy=§0'y, Sz=§cz 2)

St to opit” hermitovské matice, ich vlastné hodnoty st +1, a spiiajii komutaéné

vztahy

o, 0,] =2i0, acykl. dalej 3)

Nebudeme sa tu pokusat’ ukazat, Ze spominané pozZiadavky urcuji matice o,,
0,, 0, prakticky jednoznacne, ale napiSeme rovno konecny vysledok (W. Pauli,

1925)
o (01 o [0 -i o [l 0 @
{1 o) ioo)S o -1

Vsimnime si, Ze z matic 0,, 0,, 0, je matica 0, vyznacnd: je diagondlna. Je to
tak preto, Ze uz pri preradeni spinorov spinovym stavom sme vybrali os z ako
vyznacnd. PresnejSie: spinory sme konStruovali pomocou vyjadrenia typu ¥ =
=y + oW, kde W a ¥, su (konvenciou vybraté) vlastné stavy priemetu spinu

°! V skutognosti tieto podmienky nie si nezavislé.
%2 Neskor, v kapitole venovanej momentu hybnosti ukdZeme, Ze tito poZiadavka vyplyva zo vieobecnych
vlastnost{ transformdcie stavov pri priestorovych rotaciich.
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na os z. Ak by sme boli vybrali ako vyzna¢nu ind os — napriklad x — bola by dia-
gondlna matica O, a spinové stavy by boli reprezentované inymi Spinormi.
Fyzikélne vysledky by vSak boli od zvolenej konvencie nezavislé.

Odporicame tiez Citatel'ovi, aby sa postupom z predchadzajiceho odseku pre-
svedcil explicitne o tom, Ze vlastné hodnoty kazdej z tychto matic si naozaj + 1
a naSiel prislusné vlastné spinory. Uvedieme tu iba vysledné vlastné spinory,
pricom prvy vzdy odpoveda vlastnej hodnote +1, druhy vlastnej hodnote —1.

w50} w0
= — a
2l J2U1
A
2 21+1 20 1+1

S

Ostdva nam eSte odpovedat’ na otdzku, aky operator odpovedd priemetu spinu
do smeru n; inak formulované: aki fyzikdlnu veli¢inu meria pristroj SG(n) (pozri
zaciatok tohto Clanku). Odpoved sa zase pokiisime ,,uhddnut*. VSimnime si
najprv, Ze kazdd z matic 0,, 0,, 0, mdZeme vlastne zapisat’ ako

o.n=0mn,+ o, + O.n, 6)

kde n je ur¢ity vhodne vybrany jednotkovy vektor. V oznaceni n(n,, n,, n;) dosta-
neme zo (6), maticu O, ak vyberieme n= n(1, 0, 0), maticu o, pre n=—- m(0, 1, 0)
a napokon maticu @, pre n = n5(0, 0, 1). Takto m&Zeme ocakdvat,, Ze matica pre
priemet spinu na os n sa rovnd prave & . n. Jednotkovy vektor n je najvhodnejsie
zapisat’ tak, Ze je zadany uhlami a ¢ vo sférickych siradniciach. Zlozky n v ta-
komto zapise sd

n(sindcos @, sindsing, cos )

o ¢om sa mozeme rychlo presvedcit’ ak si nakreslime prislusny obrazok. Pre sticin
G . n potom po jednoduchych dpravach dostaneme

. —ig
G.n = (cos % sin e J )

sin®e'? —cos

V tomto pripade sa tieZ rychlo presved¢ime o tom, Ze vlastné spinory odpove-
dajice vlastnym hodnotdm +1, —1 tejto matice su:
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Pri vypoéte staéi pouzit' trigonometrické vztahy cosa cosff — sina sinf =
= cos(a + f), sina cosf + sinf cosa = sin(a + f). Vidno tiez, ze vyrazy v (5) sd
len Specidlnymi pripadmi (8), priom kladnému smeru osi x odpovedaji uhly
¢=0, ¥=7/2 a kladnému smeru osi y uhly ¢ =7/2, &= /2.

Poznamenajme, Ze niekedy za vlastné spinory matice O, vyberdme

#ih )

ktoré sa od uvedenych v (5b) liSia iba multiplikativnymi faktormi, s absoldtnou
hodnotou rovnou jednej.

V predchadzajicom ¢lanku sme ukazali explicitnym vypoctom ako moZno néjst’
vlastné hodnoty a vlastné vektory I'ubovolnej hermitovskej matice typu 2 x 2,

t. j. matice
b+i
A a' ic
b-ic d

Naznacime tu eSte druhy pristup. Maticu mdZeme totiZ zapisat’ ako linedrnu
kombindciu jednotkovej matice, oznacenej ako 1 a Pauliho matic. Pre maticu A
mame

= a+d1+bax—cay+%az

A

Tento vyraz ale méZeme zapisat’ aj ako
A=l +pn.0 9)

kde @, 3 st redlne Cisla a n je jednotkovy vektor

) . (a_d)z 1/2
4

a:a+d’ ﬂ:{b2+c
2
n= ﬂ-l(b,—c,%j (10)

Vlastné hodnoty matice n.0 st +1, a preto vlastné hodnoty matice A budu
a+ f3 a vlastné spinory matice A si vlastnymi spinormi matice . n, pricom uhly
¥, ¢ vystupujice v (8) musime ur€it’ zo zloZiek vektora n danych v (10).
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Ak pozndme vlastné hodnoty a vlastné spinory Pauliho matic a tym aj opera-
torov spinu, vieme odpovedat’ na vela otdzok tykajicich sa merania priemetov
spinu. Otdzky tohto typu sud pritom najvhodnej$im spdsobom na ujasnenie si kvan-
tovomechanického opisu merania fyzikdlnych velicin.

Uvedieme tu iba jeden vel'mi jednoduchy priklad. Predpokladajme, Ze zvidzok
elektrénov prechddza cez pristroj SG(z) a pristroj prepusti iba elektrény s prieme-
tom spinu na os z rovnym +/4/2. Tieto elektrény nechdme dopadat’ na pristroj SG(x)
a pytame sa na to, s akou pravdepodobnostou ndjdeme pri tomto merani priemet
spinu na os x rovny +%/2. Odpoved je jednoducha. Elektrony, ktoré presli cez
SG(z) st vSetky v stave opisanom spinorom

o5

Pri merani v SG(x) ndjdeme priemet spinu na os x, rovny //2 s pravdepodob-
nostou

P=I(®yl =112

kde @ je prvy zo spinorov v riadku (5a).

Pri tomto merani nastdva zmena stavu a spinovy stav, ktory bol pred meranim
opisany spinorom y bude po merani opisany uvedenym spinorom P.

Pauliho matice o,, 0y, 0, (dalej oznac¢ované ako O, 0, O3) Spiflajﬁ viacero
dolezitych vztahov, Casto pouzivanych pri rieSeni praktickych dloh. Niektoré
z nich tu uvedieme a dokazy prenechdme Citatel'ovi.

[0‘,—, O'j] = 0',-O‘j - O'jO',- = 2i8ijk0k (1 1)

kde symbol & oznacuje tplne antisymetricky tenzor, &3 =1 a pouZivame (tzv.
Einsteinovu) konvenciu, podl'a ktorej cez index vyskytujuici sa dvakrat automaticky
sCitujeme.

{0, 0;} =0,0,+0,0,=25;1 (12)
Z predchadzajiceho
0.0, = 1;0x + 1 (13)
0,0,0;=i1 (14)
Spo;=0 (15)
pricom symbol Sp oznacuje stopu matice, t. j. sicet jej diagondlnych elementov.
Deto; =-1 (16)

Ak a, b st dva trojrozmerné vektory (nie matice), plati

(0.a)o.b)=(a.b)1 +io.(axb) (17)
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Ak n je jednotkovy vektor a k celé ¢islo, plati
(@.m*=1

=0.n (18)

(a.' n)2k +1

Symbol exp(A), kde A je matica, chapeme ako
! 2 ! 3 n
exP(A)=1+A+5A +§A +oo=S—A

Pomocou vztahov (18) mozZno potom ukdzat, Ze pre jednotkovy vektor n a
redlne ¢ plati

exp{—%(p(&.n)} =1cos(@/2)—i(0.n)sin(¢/2) (19)
a s vyuzitim tohto vztahu a komutac¢nych vztahov pre o, prideme k vzt'ahom ako
LU LU .
exp 13(7z o exp —13(7Z =0,cos¥-0, sind (20)
LU LU .
exp 13(7z O, exp —13(7z =0,sind+0, cost} 21

So vzt'ahmi tohto typu sa eSte stretneme v kapitole venovanej momentu hyb-
nosti.

5.5 VLNOVE FUNKCIE CASTICE SO SPINOM

Doteraz, pri skimani pohybu elektrénu v atéme vodika, alebo v situicii ked’
je elektrén viazany na dsecku, sme nehovorili o spine elektrénu. Bolo to moZzné
vd’aka tomu, Ze uvazované interakcie nezaviseli od spinoveho stavu elektrénu.
Pri podrobnejSom zistovani Struktiry spektrdlnych Ciar, alebo pri Stidiu atomu
vo vonkajSom magnetickom poli budeme musiet’ brat’ spinové stavy elektrénu
explicitne do dvahy.

Vyjadrenie stavu elektrénu musi teda zohladnit’ tak priestorovi zavislost
vlnovej funkcie ako aj spinovy stav. Je preto prirodzené pouzit na zobrazenie
stavu dvojkomponentnd (spinovi) vinova funkciu.

v, (r,t)j

1
y_(r.1n) W

Z(f,f)=[

Fyzikdlny vyznam ¥, a ¥ je jednoduchy: ly;(r, 1)I* uddva hustotu pravdepo-
dobnosti pre ndjdenie elektrénu s priemetom spinu na os z rovaym +/4/2 v okoli
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bodu rv €ase t a podobne |y (r, 1P ma vyznam hustoty pravdepodobnosti ndjdenia
elektrénu s priemetom spinu na os z rovinym —%/2 v ¢ase t v okoli miesta r.

Pre dobudovanie formalizmu je eSte potrebné priradit’ fyzikdlnym veli¢indm
operatory. V pripade spinorovych vlnovych funkcii operatory si zrejme 2 x 2
matice, ktorych prvky sd operdtory (posobiace uz aj na obyc¢ajné jednokompo-
nentné funkcie).

Tak napriklad ak h'addime hamiltonidn volnej Castice so spinom, potom vzhla-
dom na to, Ze spinové stavy su v takomto pripade nezdvislé od polohy elektrénu,
je prirodzené vyjadrenie®

/]
——A 0
0 A 2m (0 1
2m

Ak interakcia s pol'om, v ktorom sa elektrén nachddza, nezavisi od spinu, je
hamiltonidn opit’ imerny jednotkovej matici a vinové funkcie wi(r, 1) a y.(r, ¢) si
navzajom nezévislé. Ak je zaciatocny spinovy stav elektrénu rovnaky v celom
priestore, ¢o odpoveda zapisu vlnovej funkcie (1) v tvare

a+
x(r.ty) = q’(rsfo)[(l J

potom v rieseni prislusnej SchR sa komponenty spinora &, ¢ s ¢asom nebudi
menit. V takejto situdcii si moéZeme tlohu zjednodusit’ a zabudnit' na spin pri
hl'adani rieSeni SchR — ¢o sme aj doteraz robili.

Po skonceni vypoctov si ale treba uvedomit, Ze vSetky ndjdené stavy budu este
navySe dvakrit degenerované, pricom prislusné stavy elektrénu sa liSia priemetom
spinu na urcitd os.

Pre elektrén v magnetickom poli uz takéto pribliZenie nie je mozné, spinové
stavy elektronu treba explicitne uvazit' a SchR treba uz pisat’ pre vlnovi funkciu
v tvare (1).

5.6 SPIN ELEKTRONU V MAGNETICKOM POLI

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat’ Casovou zdvislostou spinového stavu
elektrénu v statickom homogénnom magnetickom poli. UvaZujme pre urcitost’

9B 1 P . -y . .
Diagonélna matica totiZ ,,nemieSa‘“ komponenty spinoru.
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atéom vodika v zdkladnom stave vloZeny do vonkajSieho homogénneho magnetic-
kého pol’a. V tomto pripade sa hamiltonidn elektrénu dé zapisat’ v tvare®

H=Hi p) + Ha(0) ey

kde F, p st operétory stradnice a hybnosti elektrénu a o si Paulino matice. Ope-
rator H, je dobre zndmy

52 2
a P __c
2m  4mer

Operdtor H, uhddneme jednoducho. Energia klasickej Castice s magnetickym
momentom M vo vonkajSom magnetickom poli s indukciou B je rovnd
-M.B=-uB, - uB, - 1B, )
Pre elektrén su podla ¢lanku 1.8 operdtory priemetu magnetického momentu
do smeru stdradnicovych osi dané vztahmi
n
M, = - s, = . o, atd. 3)

m 2m

Po dosadeni tychto vyrazov do (2) dostaneme

H2=ﬁ6.3=i(oxBx+ova+ozBZ) 4
2m 2m ’

Schrodingerova rovnica pre dvojkomponentny spinor y(r, t)

in 250 (1, 4 Hy) 2071 )
sa da separovat’ ak poloZime
x(r, 1) = &NP(1) (6)

kde ®(7) je dvojkomponentny spinor a &(r) zavisi iba od siradnice elektrénu. Po
dosadeni (6) do (5) dostaneme

ihf(r)% =P(OH,E(r) +E(rH,D (1)

% Zanedbdvame tu tzv. hyperjemnii interakciu medzi magnetickymi momentmi jadra a elektrénu (pozri
kap. 12).
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a odtial’

—Hgl)(t)} - %H@(r)

Lavé strana zdavisi iba od spinovych premennych, prava iba od stradnic elek-
trénu a preto sa obe musia rovnat’ urcitej konstante E,. Takto dostaneme dve
rovnice

1 {ih oD (1)
D(1) ot

H&(r) = Eié(n (7a)
in aqa)r(t) = (H, + E,)®(1) (7b)

Rovnica (7a) je bezcasovou SchR pre elektrén v atdme vodika. PretoZe
uvazujeme elektréon v zdkladnom stave atému vodika bude E, rovné energii
tohto zdkladného stavu. V rovnici (7b) je uzitocné poloZit

v, (t)]

B(1) = e Eolys(1) = o Eotlh
="y =e [w_a)

Pre dvojkomponentny spinor takto dostaneme rovnicu

" dy(t)

=H,p(t
o Y1)

ktord ma v dplnejSom rozpise tvar

50 (% (t)J _ehB o B[‘/ﬁ(t)J ®)
a\y 1)) 2m w (1)

Teraz sa budeme zaoberat’ rieSeniami rovnice (8). Poznamenajme, Ze pre sepa-
rdciu premennych bola podstatnd homogénnost’ pol'a B. V d’alSom sa zaoberdme
iba tymto pripadom.”

Zacnime s jednoduchym pripadom magnetického pol'a v smere osi z a ozna¢me
| Bl = B, = B. Rovnica (8) sa potom zjednodusi na

50 [m(t)]: eh_B[l 0}[%0)] ©)
or\y_ 1)) 2m\0 —-1\yw_ ()

%V pripade nehomogénneho magnetického pola je situdcia komplikovanejsia. Vtedy B zévisi od ra se-
paracia premennych sa neda naznacenym sposobom vykonat'. Fyzikalne to odpoveda napriklad SG
experimentom, kde magnetické pole priestorovo rozdeli spin ,.hore* a ,,dolu”. Vznikd tak koreldcia
medzi spinom a stradnicou a rieSenie nemozno pisat’ v separovanom tvare.
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a rozpadne sa na dve nezdvislé rovnice pre komponenty ¥.(0), y.(0). Prislusné
rieSenie je

V)= (% (z)J _ (% (0) exp(—%Eth/h)J 10)
y (1)) \w_(0)exp(-iE_t/h)
ehB
E, = -I_-E (1D

Hodnoty ¥4(0), y.(0) st dané zaciatoénymi podmienkami v Case ¢ = 0. Vyrazy
P, = ly, (), P_ = ly.(r)* uréuji pravdepodobnosti toho, Ze pri merani priemetu
spinu na os z ndjdeme hodnoty +#/2 resp. —4/2. Hodnoty E,, E_ su energie stacio-
narnych stavov, ¢o vidime l'ahko z toho, Ze hamiltonidn

enB(1 0
H,="— 12
2 Zm(O —J (12

ma dve vlastné hodnoty rovné prave E,, E_ a prislusné vlastné spinory su rovné
vlastnym spinorom matice 0, (pozri 4.5¢)). Teraz budeme hl'adat’ fyzikalnu inter-
pretéciu rieSenia W(f) daného rovnicou (10). Vzhl'adom na to, Ze plati

L (0) + 1y (0) = 1

mozeme vzdy ndjst’ taky uhol }a vybrat redlne ¢, [ tak, Ze plati
v, (0)= cosgei(“‘ﬁ) w_(0)= cosg Qi@h)

V d’alSom budeme predpokladat’, Ze o= =0, a prenechdme Citatel'ovi disku-
siu vS§eobecného pripadu. RieSenie y(f) dané rovnicou (10) potom mdZeme zapisat’
v tvare

o
cos E e it/ 2 B
y(t)= . o=— (13)

Cos_elwt/Z m
2

Ak toto porovname s vysledkom (4.8) vidime, Ze () opisuje spinor, ktory
ma priemet spinu +//2 na os dand vektorom ur¢enym uhlami
n=n(d ¢= ax) (14)

Pri nepresnom”®, ale nazornom vyjadrovani by sme povedali, Ze spinor ¥(r) ma
v Case ¢ ,,smer* dany jednotkovym vektorom n v (14). V tomto zmysle hovorime,

% Nepresnost’ je v tom, Ze o smere spinoru by sme mohli hovorit iba vtedy, keby vSetky tri priemety spinu
na jednotlivé osi mali ,,ostré* hodnoty. Ale to nie je mozné, lebo S,, S,, S;, navzdjom nekomutuja.
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Ze spin elektrénu vykonava precesny pohyb okolo osi z, priCom uhlova rychlost’
tohto pohybu je dana vzt'ahom
e e R
w=—B, —=1759.10"s"'T" (15)
m m
V pripade, Ze smer pol'a B je vieobecny, je rieSenie s vyuZitim spinorového
formalizmu opét’ jednoduché a, samozrejme, ma opit’ charakter precesie okolo
smeru vektora B. Podrobnosti prenechdvame ¢itatelovi.

5.7 SUSTAVY S DVOMA HLADINAMI

Matematika pouZita pri opise spravania sa spinu v homogénnom magnetickom
poli je vSeobecnym opisom sustav s dvoma hladinami. S takymito sdstavami sa
stretdvame pomerne Casto. Su to (zriedkavo) sdstavy, ktoré skutocne maji iba dva
stavy a jednak (ovel’a Castejsie) sustavy, ktoré maju sice vel'a hladin (staciondrnych
stavov), ale v istom kontexte sa mdZeme obmedzit’ iba na dva stavy. Typickou
situdciou je sustava, ktord ma vel’a energetickych hladin, ale dve z nich, povedzme
E1, E, st blizko pri sebe a d’aleko od vSetkych ostatnych, t.j.

|E1 - E2| < |E1 - Enl, |E2 - E,,l n=3,4,5, ..

NavySe musime mat’ fyzikalnu situéciu, v ktorej prechody z hladin E;, E; na
ostatné vzdialenejSie hladiny nehraju podstatni dlohu. UkdZeme teraz, v akom
zmysle je tato tloha ekvivalentna problému spinu vo vonkajSom magnetickom poli.

Nech A je uréity linedrny operdtor. Pri pésobeni A na stav ; dostaneme
linearnu kombindciu vSetkych moznych stavov y:

Ay, =Anpi +An Y + A s + .. (la)
a podobne

AV/2=A12W1+A22W2+A32V/3+... (lb)

Ako sme uZ povedali, uvazujeme iba tlohy, v ktorych majui doleziti ilohu iba
stavy ¥, ¥, a preto na pravych stranich zanedbdme vSetky stavy okrem 1, ¥».
Takto méme

Ay, =A,y + Ay,
2
Ay, =Apy +Any,
kde A su Cisla. VSeobecny stav dvojhladinovej ststavy je dany linedrnou kombi-
néciou

V=¥ +ay, (3)
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PretoZe A je linedrny operator pdsobenim na takyto stav dostaneme novy stav
v, pricom
v'=Ay=Alciy + ) = Ay + Ay, =
=ciAnyr +An ) + Ay +Anyn) =
=(Anci+Anc) ¥ + (Azict + Anca) ¥

Vysledok mézeme zase zapisat’ ako linedrnu kombinéciu stavov ¥, a >, ale
s inymi koeficientmi

W =ciy + s (3"

Z predchadzajicich vztahov vidime, Ze transforméacia
y—y'=Ay
je plne opisand zmenou koeficientov
(c1, €2) = (ci, ¢2)

pricom plati v maticovom oznacen{

(C;J=[A11 Alzj[clj (4)
C; Ay Ap o

V dvojhladinovej ststave je teda iplnd informdcia o stave obsiahnutd v dvojici
koeficientov ¢y, ¢, a kazdému operdtoru A je priradend istd matica A, ktord ndm
priamo uddva prechod ¥ — ¥’ = Ay pomocou vzt'ahov (4) platnych pre koefi-
cienty (cy, ¢2) a (c1, ¢z) urCujlce stavy i, a ¥, pomocou (3) a (3').

Pre dplnost’ eSte poznamenajme, Ze podla (2) koeficienty A; moéZeme pri
ortonormovanej sdstave funkcii ¥; dostat’ zo vztahov

A =lyi(n Ap(nd'r ®)

Opis stavu pomocou dvojice koeficientov ¢;, ¢, a opis operdtorov pomocou
2 x 2 matic je presne rovnaky ako opis spinu a spinovych operatorov.

Citatel’ sa 'ahko presvedéf o tom, Ze hermitovskému operétoru je vztahmi (5)
priradend hermitovskd matica. Ak si d’alej uvedomime, Ze kazda 2 x 2 hermitovska
matica sa da pisat’ ako linedrna kombinacia jednotkovej matice a Pauliho matic
(pozri diskusiu okolo rovnice (4.9)) vidime, Ze dostaneme pre l'ubovolny operator
energie zapisany ako 2 x 2 matica vyjadrenie

H=ol + fn.G (©6)

Pritom vyraz a1 je len aditivna konsStanta priddvand k energii vSetkych stavov

a druhy ¢len sa dd pisat’ pri zavedeni vhodného B podl'a B = e/iB/2m presne ako
(6.4).
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Vel'mi pekné a fyzikdlne relevantné priklady na dvojhladinové sistavy mozno
ndjst vo Feynmanovych predndskach z fyziky. Odporticame citatel'ovi, aby si tito
Cast’ Feynmanovych predndsok podrobne precital (a dobre urobi, ak si z nich
precita aj vsetko ostatné).

5.8 DALSIE VLASTNOSTI MATIC TYPU2x 2.
UNITARNE TRANSFORMACIE. DIAGONALIZACIA

O hermitovskych maticiach typu 2 x 2 uz vieme dve dolezité veci
— kaZdd takdto matica md dve vlastné redlne hodnoty,
— prislusné viastné spinory si navzdjom ortogondlne v zmysle skaldmeho sicinu,
zavedeného v rovnici (2.5).

Y.
. ‘ v Q B po rotacii \\ q/,///,/Q

---n-pm eI - /,/ SGiny)

oo 2>\ \ o

SG(ng) SG(np) SGing)

Obr. 5.1

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat’ s d’alsimi vlastnostami matic typu 2 x 2.
Zacéneme ale s jednoduchou fyzikdlnou udlohou, zndzornenou na obr. 5.1. Na
obr. 5.1a mame zdroj elektrénov, t. j. rozzhavené vlakno, dve mriezky urychl'ujice
elektrény a systém tienidiel. Zvizok elektréonov potom prechddza cez SG(n,),
pri¢om elektrény so spinom ,,pozdiz* n, si prepustené a elektrény so spinom
»proti‘ n, su pohltené. Elektrén, ktory prejde tymto SG(n,) je v spinovom stave
y,. Takyto zviazok elektréonov prechddza druhym pristrojom SG(n,) a v fiom
meriame pravdepodobnost’ toho, Ze ndjdeme spin v smere n,. Amplitida tejto

pravdepodobnosti je dand vyrazom
Aba=(y/h|y/a) (1)

kde w;, je spinor odpovedajici spinu v smere ny,.

Na obr. 5.1b je t4 istd situdcia, len vSetky zariadenia sd otocené o isty uhol
v priestore. Elektrony, ktoré prejdu cez pristroj SG(n,) budi v stave , a amplitida
pravdepodobnosti pre ndjdenie spinu v smere n; bude

Apa = (Wilya) 2)
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Ak je ststava izolovand, potom jej otoCenie nemdZze menit experimentdlne
vysledky a oCakdvame, Ze bude platit’ A,, = Aj,, t. j.
(Wilyo) = (Wl ye) 3)

Pri danom stave ¥ a danom pootoceni bude i stav ¥’ pootocenej sustavy dany
jednoznacne a teda bude funkciou stavu i a pootocenia. Formélne moZno pisat’

y'=Uy
kde U je linedrny operétor zavisly od charakteru otoCenia.
Oznacme teraz zlozky spinora yako a, a,, zlozky spinora ¥’ ako aj, a;. Vzt'ah
medzi ¥ a ¥’ potom piSeme pomocou matice U priradenej danému pootoceniu ako

a; U, Uy q
a, U, Uy)\a,

Matica U ale musi byt podl'a (3) takd, aby nemenila skaldrny sdcin.
Prislusné podmienky I'ahko ndjdeme. Zlozky spinoru ozna¢ime nasledovne

! _ by
Wa_ a2 ’ l//b_ b2
(@) [
o) wel)

Pritom plati

bi=Upby, ai=Uay (5)

kde cez opakované indexy sCitujeme. Pre skaldrne siciny vystupujice v (3) mame
(Wplye) = bi*ai = bE(Us)* Uya (6a)

(Wl ¥a) = biay (6b)

Ak ma byt’ prava strana v (6a) rovnd pravej strane v (6b) pre l'ubovolné a;, a,,
by, by, musi platit’

(U)*Uy= O @)

Rovnica (7) je teda nutnou podmienkou pre to, aby linearna transformécia
dand maticou U nemenila skaldrny siéin.

Podmienku (7) mdzeme prepisat’ aj do uzavretejSieho tvaru, ak zavedieme
maticu U* hermitovsky zdruZenud k U. Pre maticu U" plati podl'a definicie

Uy =Ug
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a podmienku (7) prepisujeme ako
(UMaU;y = U U= du 3)
ale to je prave
u'u=1 9)

kde na pravej strane mame jednotkovi maticu. Cahko sa dd ukazat, Ze zaroven
s (9) bude platit’ aj

uu=1 9

Matice U, ktoré maju vlastnost’ (9) sa nazyvaji unitrne.

Doteraz sme uvazovali ako vyzeraju stavy pootocenej fyzikdlnej sustavy. Pred-
pokladajme teraz, Ze spolu so sdstavou rovnako pootocime i meracie pristroje.
Nech pristroju je priradeny operétor A, oto¢enému pristroju operator A'. To, aky
bude operdtor A’ pri zndmom operétore A zistime ahko pomocou jednoduchej
uvahy. Ak totiZ oto¢ime meranu stistavu aj meraci pristroj, potom vysledky mera-
nia musia byt Statisticky rovnaké. Znaci to napriklad, Ze strednd hodnota veli¢iny
A v stave musi byt rovnaka ako stredna hodnota veli¢iny A’ v stave .

Strednd hodnota veli¢iny A je rovna skaldarnemu sdcinu (WlAyw), kde A je
prislusny operdtor (matica 2 x 2). Cahko sa mozZno presved¢it’ o tom, Ze tento
skaldrny si¢in mozno zapisat' v tvare’’ (pozri 2.8)

v Ay (10)
Stavu otocenej stistavy odpoved4 spinor
y'=Uy
pricom plat{
V/I+ — l//+U+

V pootocenej sustave na pristroji A’ nameriame strednd hodnotu
v'A'y =y'UAUy an
Podl’a toho, ¢o sme uviedli vysSie v§ak musi platit’ rovnost’
y Ay =y Ay

Tato rovnost’ musi platit’ pre 'ubovolny stav . Po dosadeni z(10)a(11)uz
l'ahko dostaneme

U'AU=A

7 Pripomenme si, Ze v nasledujicich vztahoch ide o ndsobenie matic typov (1, 2), (2,2) a (2, 1).
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a ak vyuZijeme unitdrnost’ matice U
A' =UAU" (12)

Nacrtnime si teraz jednoduchy priklad. Skisime ndjst’ maticu U, ktord odpoveda
rotécii fyzikdlnej sistavy okolo osi y 0 90°. Aby nedoslo k nedorozumeniu, zdo-
raznime, Ze ide o otoCenie v aktivhom zmysle, t.j. otocime fyzikdlny systém
(napriklad elektréonové delo), pricom stiradnicova sustava (osi x, y, z) ostane

1
nehybnd. Znamen4 to, Ze ak v pdvodnom systéme bol spinovy stav [0] (priemet
A/2 na os z), potom po pootoceni dostaneme stav, v ktorom priemet na os x je //2,

1 0
teda stav (pozri (4.5a))%[1]. Podobne stavu [1] bude odpovedat’ stav

1 -1
2 1
Lahko vidime, Ze matica U, ktord prislicha takejto rotdcii musi mat’ tvar
1 1
u=| V2 2 (13)
2 2

1 (1 1 1 (-1 0
V2 (1] (OJ V2 [ l] (J
Pozrime sa teraz, aky operator bude prislichat’ oto¢enému SG pristroju, ktory

v pdvodnom systéme meral priemet spinu v smere osi z. P6jde vlastne o jedno-
duché dosadenie do (12), pricom pdvodny operator je

Plati totiz

Dostaneme tak

A’=UAU" =
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Dostali sme vysledok, ktory sme o€akdvali. Ak totiz SG(z) pristroj oto¢ime
0 90° okolo osi y, potom z neho vlastne dostaneme pristroj SG(x), ktorému
prislicha operétor S,.

Na zdver si uved'me este jedno tvrdenie, ktoré ma hlboké fyzikalne dosledky.”®
Pre T'ubovolnii hermitovskd maticu A moZzno ndjst’ takd unitarnu maticu U, Ze
matica

A’ = UAU" (14)

je diagondlna.
Matica A' bude mat’ tvar

StH
0 4

Zrejme A; a 4, su vlastné hodnoty matice A’ prislichajice spinorom

i) ¢ el

Lahko v8ak moZno ukdzat, ze A, a A, sd aj vlastnymi hodnotami matice A,
prisliichajice spinorom ¥, = U*yi a w, = U 4. Uloha ndjst’ vlastné hodnoty
a vlastné spinory matice A je teda ekvivalentna diagonalizécii v zmysle (14) a (15).
Ak totiZ pozndme tieto vlastné stavy

Aa)-a) A5)-45)

B B
diagonalizuje maticu A v zmysle (14).
Overenie tychto tvrdeni prenechdvame Gitatel'ovi.”

potom matica

% Plny dosah takéhoto tvrdenia si Citatel' uvedomi pravdepodobne az v kapitole o v§eobecnom formalizme
kvantovej mechaniky.
% Pri dokazoch treba vyuZit, 7e rozne vlastné spinory st ortogondlne.
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5.9 SUSTAVY S N HLADINAMI. ) ]
VLASTNOSTI HERMITOVSKYCH MATIC TYPU N x N

V predchddzajicich €lankoch sme sa podrobne zaoberali s dvojhladinovou
sistavou a s vlastnostami matic typu 2 x 2. V tomto ¢lanku zovSeobecnime
uvahy o dvojhladinovej sustave na sdstavu s N-hladinami a potom uvedieme
niektoré zakladné vlastnosti hermitovskych matic typu N x N. Dokazy nebudeme
robit’, pretoZe su vZdy jednoduchym zovSeobecnenim postupov, ktoré mozno
urobit’ ,,na prstoch* v pripade matic typu 2 x 2.

Predstavme si teda, Ze mame sustavu, v ktorej je N-hladin relativne blizko seba
a ostatné su od tychto pomerne d’aleko a predpokladajme tiez, Ze sa zaoberame
iba s problémami, kde moZno vo vel'mi dobrom pribliZen{ brat’ do tivahy iba tychto
N-hladin. Vlnové funkcie prislusné k N uvaZovanym ortonormovanym stavom
oznac¢ime ako ¥i(r), ¥(D), ..., Wy(r). Cubovolny stav z uvaZzovanej mnoZiny stavov
je linedrnou kombinaciou'

N
w(r)= cyi(r (1)
i=1
Operétor A posobiaci na jednotlivé stavy w da
Ay, = ALy (2)

pri¢om koeficienty A,,; méZeme ,,vylipnut* ndsobenim rovnice (2) funkciou ¥ (r)
a integrovanim cez cely priestor. Dostaneme tak

A = (WA W) = Ty (DAL (D dr (3)

kde sme v druhom clene pouZili oznacenie typické pre skaldrny sicin, pretoZze
integral v (3) ma vlastne tu istd dlohu ako skaldrny stcin v pripade spinorov.
P6sobenim operatora A na linedrnu kombindciu (1) dostaneme

Ay; = iy
4)

’
¢t =Awci

Z uvedeného vidiet, ze kazdy stav z uvazovanej mnozZiny stavov moZzZno
jednoznacne zapisat’ pomocou stlpca obsahujiceho koeficienty c¢; a kazdému
operatoru mdZeme priradit’ maticu A ;

19 Cez dvakrat sa vyskytujiici index sumujeme v d’alSom od 1 po N.
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V- , A—| : : (5)

Toto priradenie ma nasledujiicu vlastnost. Ak je stavu ' priradeny stipec

¢&isel obsahujuci ¢y, c3, ..., cy, stavu ¥ stipec obsahujuci ¢y, ¢, ..., cy a ak plati
v' = Ay, potom
G AjpAigees Ay G
) A, Cy
2=l 15 (©)
Cy Ay Ay ) ey
MobzZeme sa tieZ presvedcit’ o tom, Ze pre ,,skaldrny* sicin dvoch stavov
4 by
v o JOR S
ay by
plati
[@ P y(pdr= (@ly) = bia; (7)

Presvedc¢ime sa o tom rychlo, ak za ®, ¥ do (7) dosadime rozklady

@ (n =aqy(n, YN =aydn

a vyuzijeme ortonormovanost’ systému { ¥}.
V tomto $tadiu moZeme zabudnit’ na systém funkcii { wi(r)} a pracovat uz
iba so stipcami a maticami podla tychto pravidiel:
— kazdému stavu je priradeny stipec ¢isel nazyvany vektorom
— skalarnym sicinom dvoch vektorov ¥(cy, ..., cy) a ©(by, ..., by) nazyvame
vyraz
(@ly) = bie, ®)

— kaZdej fyzikdlnej veliine A je priradend hermitovskd matica s prvkami Ay;
ik=1,2,...,N

— posobenim matice A na vektor s prvkami (ci, ..., cy) vznikd novy vektor s prv-
kami (cy, ..., cy) pricom vztah medzi povodnym a novym vektorom je dany
rovnicou (6)

— strednd hodnota fyzikédlnej veliéiny, ktorej odpovedd matica A v stave danom
vektorom (c, ..., cy) sarovna

(WAW) = cid ek 9)
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— pri merani fyzikélnej veli¢iny, ktorej odpovedd matica A, mézeme v jednotlivych
meraniach ndjst’ iba vlastné hodnoty matice A dané podmienkami

Ay =iy (10)

kde A je matica typu N x N, » je vektor s prvkami (cii), cg), wes c,f,i)

— amplitida pravdepodobnosti pre nameranie hodnoty /4; v stave ® sa rovnd ska-
ldrnemu sucinu ("I®), kde »” je vlastny vektor matice A normovany tak, Ze
(X(1)| X(I)) =1

— po ndjdeni hodnoty A; pri merani veli¢iny A v stave ® nastdva zmena stavu
a tesne po merani bude siistava v stave y

— Casova zavislost’ stavu je dand Casovou zavislostou koeficientov ¢,(f) opisujiicich
tento stav.

Thto Casovii zavislost’ dostaneme rieSenim Schrodingerovej rovnice, ktord ma tvar

¢ (1)
alen | [T M) (a®
ih& : =|: : I (1D
' Hy, ... Hy ) \cy®
ey ()

Toto je zhruba celd schéma kvantovej mechaniky pre N-hladinovi ststavu.
Jednotlivé body si zovSeobecnenim vysledkov, ktoré sme podrobne prediskutovali
pre pripad spinu. Implicitne sme vSak predpokladali, Ze matice typu N x N maju
niektoré vlastnosti, ktoré si priamym zovSeobecnenim vlastnosti 2 x 2. Teraz si
tieto vlastnosti uvedieme podrobnejsie.

Vlastnosti hermitovskych matic typu N x N

Matica s prvkami Ay je hermitovska ak plati

Ap=AL 1,k=1,2,..,N (12)
Maticu B* nazyvame hermitovsky zdruzenou k matici B, ak
(B+)ik = Bi; (13)

Matica A je hermitovska prave vtedy, ked” A = A",
Cislo A nazyvame vlastnou hodnotou matice, ak existuje vektor y taky, Ze

Ay =1y (14)

Vsetky vlastné hodnoty hermitovskej matice su redlne Cisla. Vlastné vektory
matice A prislu$né k dvom réznym vlastnym hodnotdm s navzdjom ortogonalne
v zmysle skaldrneho stucinu (8). Presnejsie: ak

A=y, A=Ay A#A
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potom
(xH=0

Vychédzajic z rovnic (14) zistime, Ze vlastné hodnoty matice A si koreiimi
rovnice

A=A A, Ay
Ay Ap-4 .. A

detf ~7 % ol=0 (15)
Ay Ay Ay -2

Tato rovnica je N-tého stupna a ma N korenov, ktoré su podl'a predchadzaji-
ceho redlne.

Ak sustavu vlastnych vektorov matice A ortonormujeme, prvKky tychto vekto-
rov ozna¢ime nasledovne
()

Z
2= ;(:é”
i)
Iy
a zostrojime maticu
1 2 N
oo v
1 2 N
T P2 R 24
1 2 N
woaw o
potom matica
A'=UAU" (16)

bude diagondlna a v diagonale budu vlastné hodnoty Ay tom istom poradi, v akom
idud vlastné vektory ako stlpce v (16).

5.10 ZHRNUTIE

Zopakujeme na zaver zakladné myslienky opisu spinu 1/2, zavislost’ od priesto-
rovych premennych si nebudeme vsimat'.
1. Spinovému stavu castice je priradeny dvojkomponentny spinor

)
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(44
o (%) ma vyznam amplitidy pravdepodobnosti, Ze v stave [ lj ma Castica
(49}
. . ( . .1 1
priemet vnitorného momentu hybnosti na os z rovny + Eh - Eh .

2. Fyzikdlnym veli¢indm su v tomto formalizme priradené 2 x 2 hermitovské
matice, splnajice vzt'ah A, = Af;.

3. Operitor spinu $= (S|, S,, S3) m4 tvar § = g& akde o st Pauliho matice

0 1 0 —i 1 0
O, = o, = o, =
1o 2lioo 210 -1

4. Pauliho matice spiiiaji dolezity komutaény zdkon
[0, 0] = 2ig;; 0, (sumdcia cez opakovany index)

Dalgie uZitoéné algebraické vzt'ahy pre o-matice st uvedené na str. 195.
5. Operator magnetického momentu elektrénu je

U ——ia e=—lel
2m

Operitor energie dip6lu v magnetickom poli je H = —u.B. Hodnota e#i/(2m) =
=0,9274.10_23 ! = 5,7884.10_23 eVT! sa nazyva Bohrov magnetén. Pre
kvalitativne odhady je dobré zapamitat’ si, Ze na ,,preklopenie® spinu elektréonu
v magnetickom poli s indukciou 1 T je potrebna energia ~10™* eV.

6. Nech stav [le je pripraveny istym pristrojom (napr. typu SG) a stav [Zij
2 2
je pripravovany rovnakym, ibaZe oto¢enym pristrojom. Potom plati
o =Uyo
kde Uy je unitdrna matica (ktorda je priradend uvazovanej roticii). Plat{
Ui .U = &

Ak ur¢itému meraciemu pristroju (veli€ine) odpovedd matica A ;, potom tomuto
pristroju oto€enému uvazovanym spdsobom prislicha matica s prvkami

Ajj=UsAuUj;
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10.

1 1
. Ndjdite spinory, ktoré su linedarnymi kombinaciami spinorov [J a [

5.11 PRIKLADY A PROBLEMY

. Kolimovany zvizok atémov sodika prechddza Sternovym-Gerlachovym magnetom. Nehomogénne

magnetické pole md smer osi z a

a_T
dz m

Di7ka magnetu je 0,5 m a rychlost’ atémov odpoveda tepelnému pohybu pri 500 K. Odhadnite
vychylku atémov s projekciami s, = //2, s, = —A/2 od povodného smeru.

. Priemet spinu elektrénu do smeru daného uhlami (&, ¢) je //2. Néjdite pravdepodobnost’ toho,

Ze v tomto stave ndjdeme elektron s priemetom spinu //2 do smeru daného uhlami (%, ¢).
Opiste fyzikdlne usporiadanie experimentu.

. Priemet spinu elektrénu na smer vonkajsieho magnetického pol'a mozZe nadobudat’ dve hodnoty

a tomu odpovedaju dve energetické hladiny. Ak na elektron, povedzme na nizsej hladine dopada
¢asovo premenné elektromagnetické pole s vhodnou kruhovou frekvenciou, méze ,,prehodit™
elektron na vysSiu hladinu. Vypocitajte tito kruhovi frekvenciu pre elektrén v poli 5 T.

. Protén sa pohybuje rychlostou rovnou jednej stotine rychlosti svetla v smere osi x a jeho spin

,»md smer* osi x. Tento protén prejde homogénnym magnetickym pérom s intenzitou 0,1 T.
Pole m4 smer osi z. Aky smer bude mat’ spin proténu po prechode pol'om, ak dizka jeho drahy
v poli je 0,1 m? Magneticky moment proténu je 4, = 2,79 eh/2M, kde M je hmotnost’ proténu.
Sformulujte korektné tvrdenie odpovedajice ndSmu ndzornému ,,spin ma smer osi x*.

. Dokézte pre Pauliho matice platnost’ vztahov (11), (12), (17), (19) uvedenych v ¢lanku 5.4.
. Ndjdite vlastné hodnoty a vlastné spinory matice

.

1 1
. Ndjdite maticu, ktord ma vlastné spinory [lj a[ J prislichajice vlastnym hodnotam +1 a —1.

J tak, aby nové spinory
i

boli ortonormélne.

. UvaZujme dvojhladinovy systém. Oznacme dva jeho nezdvislé (nie nevyhnutne staciondrne)

stavy ako ¥ a 5. Hamiltonidn systému nech je v zmysle rovnice (7.4) reprezentovany maticou

E A
A E

kde E;, E, a A su redlne ¢isla. RieSte Schrodingerovu (¢asovii) rovnicu so zac¢iatocnou podmienkou
w(t = 0) = y;. Z najdeného rieSenia urcte pravdepodobnost’ toho, Ze v Case t = 7sa ststava bude
nachadzat’ v stave y,. Néjdite tito pravdepodobnost’ pre limitny pripad malého za vSimnite si
vyznam nediagonalnych maticovych elementov v hamiltoniane.

N4djdite staciondrne stavy pre ststavu z predchddzajiceho prikladu a urcte ich energie.
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