4 JEDNODUCHE SUSTAVY

4.1 UVOD

V predchadzajicich kapitoldch sme videli, Ze spomedzi moznych stavov fyzi-
kélnej sdstavy majui vyznacnu ulohu vlastné stavy operatora energie. V tejto kapi-
tole sa preto budeme zaoberat’ rieSeniami bez€asovej Schrodingerovej rovnice pre
niekol’ko jednoduchych jednocasticovych stistav. Niektoré z tychto ststav si samé
osebe vel'mi dolezité (napr. atom vodika ¢i linedrny harmonicky oscildtor), iné su
uzito¢nym priblizenim dloh, ktoré sa vyskytuji v praxi (Castica v potencidlovej
jame, prechod cez pravouhld bariéru). Vsetky tieto priklady budui slizit’ ako
ilustracia ,,remesla“, t. j. metéd a techniky pouzivanych pri rieSeni zlozitejSich
problémov. Znalost’ ,,remesla® je vel'mi doleZitd, pretoZe fyzik predsa len trocha
,»mysli rukou® prave tak, ako maliar, ¢i sochdr a bez praktickej skiisenosti s rie-
Senim uloh a problémov sotva mozno skutoc¢ne rozumiet’ fyzikalnej tedrii.

4.2 VIAZANE A ROZPTYLOVE STAVY

Riesenia bez¢asovej SchR

2

I Ay Vi = B (D
2m

modZeme rozdelit do dvoch skupin. Prvd z nich odpovedd viazanym, druhd
rozptylovym stavom.

Tento rozdiel vystupuje aj v klasickej mechanike. UvaZujme napriklad
klasicky pohyb telesa v silovom poli s potencidlnou energiou V(r) (obr. 4.1).
(Nazorne si mdZeme predstavit’ napriklad pohyb telies v centrdlnom gravitacnom
poli Slnka). Potencidlna energia je vSade zdpornd a pre r — oo mame V(r) — 0.
Pre viazané stavy, alebo ako sa v klasickej mechanike hovori, pre finitny pohyb,
je celkova energia E telesa zdpornd E < 0. Takéto teleso sa pri svojom pohybe
nemdze vzdialit' od zaciatku do I'ubovolnej vzdialenosti. V kazdom bode drahy
telesa totiz plati

E=F;, + V(I') <0

ateleso sa nemoze dostat’ do tych oblasti v priestore, ktoré by zodpovedali zdporne;j
kinetickej energii. Na obr. 4.1 je znazornend vzdialenost’ ry, za ktord sa teleso
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s energiou E; < 0 uZ nemdZze dostat’. V pripade rozptylového stavu, v klasickej
mechanike €astejSie nazyvanom infinitnym pohybom, je celkova energia E > 0,
t. j. vdc¢sia ako hodnota V(r) pre r — oo. Takéto teleso sa mozZe vzdialit’ l'ubovolne
daleko od silového centra.

Vir)

Eq

Obr. 4.1

V kvantovej mechanike nemozno pouzit' predchadzajicu argumentéciu bez
zmeny, pretoZe pojem trajektorie sa neda aplikovat’ na kvantovomechanicky pohyb
Castic. Napriek tomu i v kvantovej mechanike ostdva kvalitativny rozdiel medzi
viazanymi a rozptylovymi stavmi. Viazanymi stavmi v kvantovej mechanike
nazyvame rieSenia bezc¢asovej SchR (1), zodpovedajice energii E < V(r — o0),
rozptylovymi stavmi nazyvame rieSenia zodpovedajice E > V(r — ).

Na zdklade analdgie s klasickym pripadom oCakavame, Ze stacionarny viazany
stav v ur¢itom zmysle zodpoveda finitnému pohybu, preto pre takyto stav mozno
pozadovat splnenie normovacej podmienky

[y(r, yp(r, nd’r=1 2
ktora hovori, Ze pravdepodobnost’ ndjst’ ¢asticu kdekol'vek v priestore sa rovna
jedne;j. )

Viazané stavy okrem (defini¢nej) podmienky E < V(r — o) spliiaji i d’alSiu
podmienku

E>minV(p) (3)

.....

Tvrdenie dokaZeme I'ahko. Nech (r, f) je normované rieSenie SchR

52
{ 5 +V(r)}v/<r> = Ep(r)

m
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Nésobme tito rovnicu funkciou ¥#(r) a integrujme cez cely priestor. Pri tiprave
prvého ¢lena vyuZijeme to, Ze p je hermitovsky operator a dostaneme

ﬁj{lpxwlz +ip,ypi® + Ipzwlz}d3r+Jw*V(r)y/d3r =E

ked’ sme zobrali do tvahy normovanost’ funkcie . Prvy ¢len na lavej strane je
zrejme kladny, druhy je vacsi ako minimum potencidlnej energie V(r). Odtial
vyplyva vzt'ah (3).

Pri opise rozptylovych stavov sa stretime s obdobnymi t'azkostami ako v pri-
pade vinovej funkcie volnej Castice, ktory sme diskutovali v ¢ldnku 2.2. Aj tu
mdZeme postupovat’ dvoma spésobmi. Pri prvom spdsobe sa obmedzime na velky,
no konec¢ny, objem priestoru a rozptylové stavy hl'addme ako superpozicie rovin-
nych vin, normovanych na koneény objem (2.2.5).

Pri druhom spdsobe pracujeme s nekonecnym objemom, potom ale rozptylo-
vym stavom zodpovedaji obvyklym sposobom nenormovatel'né vinové funkcie.
Znamena to, Ze takéto vlastné funkcie operatora energie nezodpovedaju realizova-
tel'nym stavom. Stacionarne rozptylové stavy nezodpovedaji teda moznym stavom
redlnej fyzikalnej sistavy. Napriek tomu je uZitocné po formalnej stranke skimat’
ich vlastnosti, pretoZe redlne rozptylové stavy (vinové baliky) mozno vyjadrit’ ako
ich superpoziciu. Casto moZno pomocou jednoduchého formalizmu stacionarnych
stavov ndjst’ intuitivnym sposobom rieSenie nejakého dynamického problému,
ktory by sme pri rigor6znom postupe museli riesit’ pomerne komplikovane vo
formalizme vlnovych balikov pomocou ¢asovej Schrodingerovej rovnice. S takymto
pripadom sa stretneme v tejto kapitole pri diskusii o tunelovom jave a neskor
v teorii rozptylu.

4.3 NIEKTORE VLASTNOSTI RIESENi BEZCASOVEJ
SCHRODINGEROVEJ ROVNICE

Potencidlna energia v redlne postavenej fyzikdlnej dlohe je vZdy spojitou
funkciou priestorovych stradnic. Casto viak pre zjednoduSenie matematickej
stranky udlohy je uzito¢né aproximovat’ potencidl nespojitou funkciou. Ako priklad
mozno uviest’ potencial jadrovych sil, ktoré si velké v oblasti radovo 107" m,
a potom rychlo klesaji k nule. Na obr. 4.2 je zndzorneny schematicky priebeh
takejto potencidlnej energie (spojitd €iara) aj s nespojitou aproximéciou (preruso-
vand Ciara). Podobne moZno v prvom pribliZzeni povaZovat’ potencidlnu energiu
elektronu viazaného v kove za nespojitd. Pre elektrén vniitri kovu potencidlna
energia ma konstantnd hodnotu V; a mimo kovu tiez konstantnd hodnotu V.

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat’ s nasledujicimi otdzkami:

— ako sa sprava rieSenie jednorozmernej bez¢asovej SchR v okoli bodu, kde je
potencidlna energia nespojita?
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— ak w(x) je rieSenim jednorozmernej bez€asovej SchR, aké podmienky pre
W(x) pri x — oo vyplyvaju z poziadavky

meum:l (1)

— ak y(r) je rieSenim trojrozmernej bezcasovej SchR, aké podmienky pre
spravanie W(r) pri lrl — o a pri lrl — 0 vyplyvajui z poZiadavky

e, PEr=1 2)
(integrujeme cez cely priestor)?

Vir)

Obr.4.2

Zacneme teda s tym, ako sa sprava rieSenie jednorozmernej bez€asovej SchR
v okoli bodu, kde je potencidlna energia nespojitd.
Jednorozmernu bez¢asovi SchR

2 2

o Vop = Ep 3
mozno prepisat’ na tvar
d’y) 2
d";ﬁ )=h—T[v<x>—E]v/<x> @)

Ak V(x) je spojitou funkciou, tak podl’a rovnice (4) existuje pre kazdé x konecna
druha derivécia y''(x). Preto ¥/(x) a V(x) budi spojité v kaZdom bode skiimaného
intervalu. Ak potencidl V(x) ma nespojitost’ v bode x, (pozri bod a na obr. 4.3)
potom by bolo potrebné presnejsie $pecifikovat’) ako chiapeme rovnicu (4) v bode

™ Ak rovnicu (4) chapeme v zmysle zovieobecnenych funkcii a derivacii, potom dokaz spojitosti
¥'(x) je jednoduchy. Ak by y’'(x) mala v bode x, nespojitost’, potom na l'avej strane rovnice (4)
by bola singularita typu &-funkcie, kym prava strana takiito singularitu nema.
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nespojitosti potencidlnej energie. Fyzikdlne v§ak mame na mysli zhruba toto:
Potencidlnu energiu V(x) si predstavime ako limitu postupnosti V,(x) dostatocne
hladkych funkcii a hl'adand funkciu y(x) ako limitu postupnosti rieSeni ¥, (x)
prislusnych k jednotlivym V,(x). Nazna¢ime teraz, ako by sa postupovalo pri
ddkaze toho, Ze W(x) je spojitd i so svojou prvou derivaciou v pripade, Ze V(x) je
v okoli bodu x, ohrani¢end a teda aj skok V(x) je konecny. Integraciou rovnice
(4) dostaneme pre funkciu ¥,(x)

, ’ 2m rote
Vo +O-Y, 5 —&)=—7 | V(D) =Ely, ()de ®)
Ak w(x) je ohranicend, potom vo vyraze (5) mdzeme urobit’ najprv limitu
n — oo, potom limitu € — 0. Na pravej strane dostaneme nulu, preto ¥'(x) musi
byt v bode xj spojitd. Tym skor bude spojitd aj funkcia (x).
Uvedeny argument neplati, ak skok V(x) v bode x, je nekonecne velky. Vtedy
w(x) v bode x, nemusi byt spojita, ale dd sa ukdzat’, Ze y(x) zostane spojitou.
Budeme preto vzdy poZadovat, aby pri nespojitom V(x) v pripade kone¢ného
,»skoku“ v bode x; bola spojitd samotna vinova funkcia y(x) aj jej prva derivécia
¥'(x). Pri nekone¢nom ,,skoku* budeme Ziadat’ len spojitost’ vinovej funkcie.
Podmienka normovatelnosti (1) kladie urcité obmedzenia na spravanie vlno-
vej funkcie v oblastiach x — o, x — —o0. Ak Ziadame, aby integral v rovnici (1)
konvergoval, tak, ako sa moZno I'ahko presved¢it’, w(x) musi spiiiat’ podmienku

xll//(x)lz—>0 pre Ix|— o0 (6)

V trojrozmernom pripade normovacia podmienka (2) vyzaduje
P W(r)l2 —0 pre Irl—>o® (7a)
Ply(pF -0 pre |rl—0 (7b)

4.4 JEDNOROZMERNA POTENCIALOVA JAMA

Budeme hl'adat’ staciondrne stavy Castice pohybujticej sa v poli s potencidlnou
energiou

0 pre lxl>a
V(x) ey
-V,<0 pre lxl<a
Ak sa zaujimame o viazané stavy, musime riesit’ SchR, ktord ma tvar
h2 dzl//(x)
-—— +Vi(x x)=Ey(x 2
{dez () |w(x) = Ep(x) )
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pri¢om hodnoty energie spiiiaji nerovnosti (&lanok 4.2)
E<V(x— +0)=0 3)
E > -V, = min V(x) (4)
Podl’a ¢lanku 4.3 poZadujeme pri rieSeni rovnice (2) s potencidlnou energiou
(1) spojitost’ w(x) a dy/dx v celom intervale (—o, +). Rozdel'me tento interval
na tri Casti: (-, —a), (-a, a), (a, +©) a ocislujme ich postupne ako I, II a III.

Intervaly spolu s tvarom V(x) st vyznacené na obr. 4.3. V oblastiach I a IIT m4
SchR tvar

R0)

2m
?—ﬂzy/(x)=0, B =—?E>0 6))
v oblasti II:
d? 2m
d‘:;x) +AY0=0. @ =TEV,+E)>0 (©)
= vir) E
1 E [ } ]
| i
a 0 +Q x
-Vo
Obr. 4.3

Riesenia tychto rovnic su :
vi(x) = De™ + D'e”
Wii(x) = Asin ax + Bcos ax
Yin() = Ce ™ + e (7

Funkcia q11(x) musi reprezentovat normovatelné rieSenie SchR v oblasti
(a, o). Ak C' # 0, tak yi;;(x) — o pre x — o a rieSenie nemozno normovat’
(prislusny integral by divergoval). Preto musime Ziadat, aby sa C' = 0. Z toho
istého dévodu D' = 0. PoloZme teda C'= D' = 0.

Z podmienok spojitosti vinovej funkcie W(x) a jej prvej derivacie dy/dx
v bodoch x = —a a x = a mozno odvodit’ dve dvojice rovnic

2Asin oa = (C - D)e™™ (8)

20A cos au = —3(C — D)e ™ (8"
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2Bcos au = (C + D)e ™ 9)
2aBsinaa = B(C + D)e ™ 9)

Z poslednych rovnic vidiet’, Ze existuju dva typy rieSeni:
1. Ked’A =0 a C=D. Rovnice (8) a (8') st splnené identicky a rovnice (9) a (9')
mozno splnit’ len vtedy, ak plati:

atgoa=pf (10)

2. Ked B=0a C=-D; rovnice (9) a (9') st splnené identicky a rovnice (8) a (8')
mozno splnit’ len vtedy, ak plati:

acotgou=-f8 (11)

Vsimnime si najprv rieSenie typu 1, t. j. pokisme sa vyrieSit rovnicu (10). Ide
zrejme o transcendentnd rovnicu, ktord sa najjednoduchsie riesi graficky. Polozme:

§=oa, n=pa (12)
Z vyjadreni aa S v rovniciach (5) a (6) vyplyva

2m
§2+ 7]22? V0a25R2 (129
a z rovnice (10) dostaneme:
Sgd=17 (13)
n
n=ttgf
b AN
Ny
|
L T En’=2mVya? b2
: N\
ST 3 3
Obr. 4.4

Na obr. 4.4 su znazornené krivky urcené rovnicami (12) a (13). Ststava kriviek
(13) je pevnd a nezavisi od parametrov potencidlnej energie Vy, a. Polomer kruz-
nice (12') je dany parametrami potencialnej energie

Yo
hz

2
2ma

R’ = (14)
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Kazdému prieseéniku kruznice (12") so sustavou kriviek (14) odpovedd urcité
rieSenie bez€asovej Schrodingerovej rovnice (2). V situdcii zndzornenej na obr. 4.4
mdame dve rieSenia typu 1, odpovedajice prieseénikom (&{, 17), (&3, 775). Diskrét-
nym hodnotdm 77, odpovedaji podl’a (5) a (12) diskrétne hodnoty E,

hz
E,=->——mn, (15)

n 2
2ma

Len pri tychto hodnotach energie md bez¢asova Schrodingerova rovnica (2)
rieSenie. K diskrétnym hodnotdm energie by sme prisli aj pri podrobnejSom
overovani rieSenf typu 2 (toto prenechdme Citatelovi).”"

Pri pohl'ade na vysledky rieseni typu 1 vznikaji hned’ dve fyzikdlne otazky:
a) Pre¢o je mierou poctu viazanych stavov prave parameter R? b) Preco pri kaZdej,
teda aj kratkej (malé a) a plytkej (malé V) potencidlovej jame typu (1) existuje
aspon jeden viazany stav? Za¢neme s prvou otdzkou. Odpoved’ na iiu je naznacena
uZ tvarom, v ktorom sme zapisali R* v (14). V ¢itateli mame velkost’ potencidlnej
energie, v menovateli mame kinetickd energiu cCastice, ktorej vlnova funkcia ma

neuréitost’ v polohe rovnd rdadové rozmeru jamy. Skutoéne, ak polozime x* = a”,
mame zo vztahu neur€itosti p° =(p—p)* =(Ap)® =’/a’ a prislusnd kinetickd
energia sa rovnd menovatel'ovi v (14).

Parameter R’ takto uddva pomer potencidlnej a kinetickej energie &astice, ktorej
vlnov4 funkcia je velkd prave v ,jame”. Ak je R® malé, potencidlovd jama viaZe
Casticu slabo, ak je R? velké, bude Castica viazand silnejSie a mo6Ze vzniknut’ viac
viazanych stavov.

Prejdime teraz ku kvalitativnej odpovedi na otdzku (b). UvaZujme vlnovid
funkciu ¥(x), ktord je vel’kd v intervale (L, L) a mald mimo neho. Vnitri tohto
intervalu, vd’aka podmienke normovania vlnovej funkcie, plati |y(x)* = 1/(2L).
Stredna hodnota potencidlnej energie v takomto stave je

E,.(L)= IIW(x)IZV(x)dx ~ - 0% pre L>a (16)

~ -V, pre L<a
Strednd hodnota kinetickej energie bude podla vztahu neurcitosti

2

E. (L)=
km( ) szz

' Podrobnejiiu analyzu viazanych stavov na potencidlovej jame (1) moZno najst v udebnici Formanek
J.: Uvod do kvantové tedrie, ¢ast’ 1, str. 67. SPN Praha 1973.
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a pre celkovi energiu mame

a h?
ElL)y=-V,—+—— reL>a 17a
D=V T+ p (17a)
a h?
=V —+—— prelL<a (17b)
L omI? P

Pre dostatocne vel'ké L je pravd strana v (17a) zdpornd a pre dostatoCne malé
L je prava strana v (17b) urcite kladnd. Funkcia E(L) mé preto minimum pri
nejakej hodnote L = Ly a pri tomto minime je E(Ly) < 0.
Pravé strana (17a) ma minimum pri
o2
=—a

L=1I. =
0 mVya R

a 'ahko sa presved¢ime o tom, Ze pri malom R je to skuto¢né minimum funkcie
E(L). Prislu$na hodnota energie pri L = L je

E(Ly) = —R*V, (18)

kde R® je dané vztahom (14). Tento vysledok je teda kvalitativnym a raddovym
odhadom energie zdkladného stavu pre jednorozmernd potencidlovi jamu.

Porovnajme teraz kvalitativny odhad (18) s tym, ¢o by sme dostali z presného
rieSenia pri R < 1. Pre toto presné riesenie platia rovnice (12') a (13). Z (12")
az obr. 4.4 vidno, Ze pri malom R budd aj & 77 malé. Pre £« 1 plati tg £= £ana-
miesto (13) mame 77 =~ &. Ak toto dosadime do (12'), dostaneme & + &* = R%.
Pri malom & odtial’ plynie fz =n= R a po dosadeni do (15) ndjdeme pre zakladny
stav

2 2
El == h 2 772 == h R4
2ma ma
Po malej dprave obdrzime
E =-V,R

Co je identické so vztahom (18), ziskanym kvalitativnym odhadom.

Kvalitativna analyza jasne ukazuje, pre€o vznikd viazany stav aj na plytkej
a krétkej jame. Ak postupne zviacSujeme rozmer L vinovej funkcie y(x), potom
strednd hodnota potencidlnej energie (prvy ¢len na pravej strane (17a)) klesd ako
L™ zatial’ ¢o kinetick4 energia klesd ako L™, Pri istej hodnote L musi byt celkova
energia zapornd. Tieto skuto¢nosti vyplyvajui zo vzt'ahu neurcitosti a pravdepodob-
nostnej interpretacie vinovej funkcie.

Viimnime si, 7e rieSenia typu 1 spiiaji podmienku Y(x) = W(—x) a rieSenia
typu 2 podmienku y(x) = —y(—x). V prvom pripade hovorime o rieSeniach
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s kladnou, v druhom so zdpornou priestorovou paritou. Existencia rieSeni s urcitou
paritou je dosledkom symetrie potencidlnej energie V(x), pre ktord plati V(x) =
= V(—x). S otdzkami symetrie rieSeni SchR sa budeme este zaoberat’ d’ale;.
Typické rozdiely medzi kvantovou a klasickou mechanikou pri opise viazanych
stavov. Podl'a zakonov klasickej mechaniky by sa Castica s energiou E < 0 nemohla
dostat’ von z potencidlovej jamy na obr. 4.3. V kvantovej mechanike pravdepodob-
nost’ vyskytu Castice aj v tychto ,klasicky zakdzanych* oblastiach je kone¢nd.
»Presakovanie* do oblasti, kde V(x) > E, je typickym kvantovomechanickym
javom a md mnohé vaZzne ddsledky (tunelovy jav). V uvaZovanom pripade
potencidlovej jamy vinova funkcia v oblasti | x | > a kles4 exponencidlne k nule:

wx) ~e? B=(-2mEm)"? (19)
Celkom analogickym postupom sa moZno presvedcit’ o tom, Ze pre potencidl

Vix)=0 prelxl<a

(20)
Vix)=Vy, prelxl>a
sa v oblasti |x| > a budu rieSenia spravat’ ako
x)~e ", y=[2m(V, -
) ~e 7! 2m(V, - E)K1" 21)

Mechanizmus kvantovania

Po matematickej stranke je jednorozmernd jama naozaj jednoduchy problém,
ale aj tu by sa mohlo stat’, Ze matematika trocha zatemni zdkladny mechanizmus,
ktorym prichddzame k diskrétnym staciondrnym stavom a tym i ku kvantovaniu
energie. Pozrime sa na tento problém este raz a predstavme si, Ze sme ho skusili
rieSit’ veI'mi hlipou metddou na pocitaci (aj hlipe metddy mdzu byt poucné).
Metdda by spocivala v nasledujicom. Zvolili by sme si ur€itd hodnotu energie £
zintervalu -V} < E < 0 a spocitali by sme podl'a (5) prislusni hodnotu parametra S.
Teraz by sme sa pozreli na tvar rieSenie v oblasti I, dany vztahom (7) a poloZili by
sme D' =0, aby sme v oblasti I, t. j. pre x < —a mali normovatel'nd vlnovi funkciu.
Takto by sme v oblasti I mali rieSenie

wi(x) ~ DeP* (22)

a pre zaciatok by sme mohli poloZit’ D =1s tym, Ze po skonceni vypoctu by sme
celd funkciu nésobili este konStantnou vybranou tak, aby rieSenie ¥1(x) bolo spradvne
normované. S tymto rieSenim by sme postupovali od x d’aleko nal’avo na Ciselnej
osi smerom k bodu x = —a. Tam by sme rieSenie (22) ,,zoSili* s oscilujicim rieSe-
nim

Wi(x) = A sin ax + B cos ax (23)
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pricom zo spojitosti ¥(x), ¥'(x) v bode x = —a by sme urcili hodnoty A, B (para-
meter a je dany vztahom (6)). Pocita¢ by postupoval d’alej doprava, az by priSiel
k bodu x = a, kde by zas ,,zosil* (23) s vyrazom typu

Yin(x) = Ce”" + Ce* (24)

Podstatné je tu to, Ze parametre C, C' zavisia (pri D = 1) iba od energie a su
jednoznacne urcené ,,zosivacimi* podmienkami, Pri ndhodne zvolenom E, s kto-
rym pocitame, je nanajvys pravdepodobné, Ze dostaneme C # 0, C' # 0, ale to
znamend, Ze ziskané rieSenie nie je mozné normovat’, lebo ¢ast’ C' exp (£x) v (24)
exponencidlne ,,vybuchuje* pre x — co. Postupne by sme mohli vybrat’ iné hodnoty
E, zopakovat cely postup znova a dufat, Ze niekedy ,trafime” do spravnej hod-
noty E, pri ktorej bude C' = 0, a dostaneme normovatelné rieSenie bezcasovej
SchR.

Dva netspesné (b, c) a jeden tspeSny pokus (a) si zndzornené na obr. 4.5.
Vidno teda, Ze vyber staciondrnych stavov je dany scasti samotnou Schrodinge-
rovou rovnicou a s¢asti podmienkami

Yix)—0 prex——o
(25)
Yix)—0 prex— +o

ktoré zaist'uji normovatel'nost’ funkcie. Keby sme nepozadovali splnenie (25),
mala by bez¢asovd Schrodingerova rovnica (2) riesenie pri l'ubovolnej hodnote
parametru E. Takéto rieSenia by vSak urcite nezodpovedali Castici viazanej vnttri
jamy, ¢o vidno najjednoduchsie z toho, ak si nakreslime hustotu pravdepodobnosti
| l//(x)l2 pre rieSenie odpovedajice (b), (c) na obr. 4.5. NavySe, z takychto rieSeni
sa ani superpoziciou neda vytvorit’ normovatel'ny vlnovy balik, ¢im sa odliSuju
napriklad od rieSeni zodpovedajicich rozptylovym stavom, ktoré samotné tieZ
nie st normovatelné, ale superpoziciou mdzu vytvorit’ realisticky vinovy balik.

Obr. 4.5

Priklady, s ktorymi sa stretneme v nasledujuicich ¢lankoch, su sice zloZitejsie,
ale tito vlastnost’ maju spolo¢nu s jednorozmernou jamou. V pripade jamy exis-
tovali dva ,,nebezpecné body“72 a sice x — oo, x — —oo. Nebezpecné boli preto,

2V dalsich ¢lankoch sa ,,nebezpecné body nazyvaji singuldrnymi bodmi.
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Ze v ich okoli existuje jedno ,,dobré* rieSenie typu exp{—fl x I} a jedno ,,z1é“
rieSenie typu exp{flxl}. Ak md mat’ vyslednd funkcia w(x) fyzikdlny zmysel,
potom koeficienty pred zlym rieSenim v oboch ,,nebezpe¢nych* bodoch musia byt
nulové. Tieto podmienky su prave tym, ¢o vyberd len diskrétnu mnoZinu stacio-
narnych stavov, teda tym, ¢o ,.kvantuje* energiu.

4.5 NEKONECNE HLBOKA POTENCIALOVA JAMA

V tejto ucebnici sme sa uz dvakrat zaoberali s pripadom castice v nekonecne
hlbokej potencidlovej jame, prvykrat pri kvalitativnej diskusii staciondrnych stavov
v kap. 1 a druhykrat v ¢lanku 2.6. V ¢lanku 2.6 sme riesili bezcasovi SchR pre
vol'nd Casticu na intervale 0 < x < L a ako okrajové podmienky pre rieSenia sme
ziadali w(x) = w(L) = 0. Teraz nebudeme tento priklad riesit’ znova, ale v§imneme
si iba povod tychto okrajovych podmienok.

Nekonecne hlboku potencidlovi jamu mdZeme chépat’ ako uZitocné pribliZe-
nie pre energie a vinové funkcie staciondrnych stavov nachadzajucich sa ,,blizko
dna“ jamy. PresnejSie to mdZeme sformulovat’ takto. Predstavme si Casticu pohy-
bujticu sa po priamke v poli sil opisanych potencidlnou energiou

Vix)y=Vy, prex<0 D
Vix)=0 pre0<x<L In
Vixy=V, prex>L Q1))

Podobne ako v predchddzajiicom ¢lanku sa l'ahko presved¢ime o tom, Ze vinové
funkcie staciondrnych stavov v oblasti (I) a (III) maju tvar

Vi) = D exp (-1 x 1)

Yn(x) = Cexp {-flx 1}
kde

172
2m
ﬁ = [h_z Vo—E )}
Ak Vj je vel'mi velké, potom wi(x) a wm(x) velmi rychlo klesaji s tym, ako sa
vzd’al'ujeme od jamy. V limite V, — oo prichddzame k situdcii, ked’
y(x) — 0 pre x mimo jamy

Z hladiska pohybu castice vniitri jamy to ale znamena, Ze

vix) >0  yml)—0

a toto st okrajové podmienky, ktoré sme pouzivali v ¢lanku 2.6.
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Nie je prekvapujuce, Ze tieto podmienky vedd ku kvantovaniu energie, lebo si
to vlastne dosledky okrajovych podmienok, ktoré sme pouZivali v pripade konec-
nej jamy, po limite Vy — oo.

Vlastné hodnoty operatora energie a vinové funkcie prislusné k tymto hodnotdm
boli uz uvedené v ¢lanku 2.6 a tu ich nebudeme opakovat'.

4.6 LINEARNY HARMONICKY OSCILATOR

Matematicky opis linedrneho harmonického oscildtora je pomerne jednodu-
chy a oblast’ aplikdcii neobycajne Sirokd. Pri linedrnom harmonickom oscilatore
je sila F priamo dmernd vychylke x a ma opacny smer. Plati F = —kx. PretoZe
F = —dV/dx, potencidlna energia V(x) je dand vyrazom V(x) = kx*/2. Konstantu
k je uzitoéné zapisat' v tvare mag, kde m je hmotnost’ a @, je (vlastna) kruhova
frekvencia oscildtora. Ak takéto V(x) dosadime do bez¢asovej SchR, dostaneme

n* d? me;
———VY(x)+—xY(x)=Ey(x 1
2mdx2W() 5 y(x)=Ey(x) ey

Pretoze min V(x) = 0, rovnica (1) bude mat’ len rieSenia s E > 0. Pre x — +o
plati V(x) — o a vSetky rieSenia (1) budd mat’ charakter viazanych stavov. Preto
budeme v d’alSom povazovat’ za fyzikalne prijateI'né len normovatel'né rieSenia,
ktoré zrejme musia spliiat’ podmienku

lim y(x)=0 (2

Ixl—00

Namiesto premennej x je uZitocné zaviest’ bezrozmernd premennu

p 17

X

§:_ xo :|: :|
Xy ma,

v ktorej (1) nadobudne tvar

')+ (A= EYpx)=0 A= 2E/(hay) )

Diferencidlna rovnica (4) patri k typu, ktory sa Casto vyskytuje v ulohach
matematickej fyziky. Ide o linedrnu homogénnu diferencidlnu rovnicu druhého
rddu s premennymi koeficientmi.

Pre rovnice tohto typu existuje postup rieSenia, spocivajiici v podstate v tom, Ze
najprv hl'addme tvar rieSeni v okoli singuldrnych bodov.” Tito &ast’ rieSenia mozno

 Tento postup je len o trocha komplikovanejsi ako ten, ktory sme pouZivali v predchddzajicom ¢lénku.
Singuldrne body su ,,nebezpecné body*, teda také, v okoli ktorych mdZeme dostat’ nenormovatel'né
tvary rieSenia. Ako bude vidno hned’ v rovnici (6), aj tu existuji v okoli sing. bodov dva typy rieSeni
a podmienka normovatelnosti vyZaduje, aby koeficient pri ,,zlom* rieSeni bol nulovy (c; = 0).
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oddelit’ v multiplikativnom tvare a zvy$nu Cast’ rieSenia hladdme v tvare mocni-
nového radu premennej x (alebo (x — a), kde a je vhodne zvolend konstanta).
Koeficienty pri jednotlivych mocnindch daného mocninového radu uré¢ime priamo
z diferenciélnej rovnice. Skiimajme najprv riesenie rovnice (4) pre velké & Nebu-
deme hladat’ presné riesenie, ale len asymptotické rieSenie. Pri tomto rieSeni sa
zaujimame len o hlavny ¢len skutoéného rieSenia, ¢iZe napr. v okoli bodu & = oo
zanedbdme 1/& vodi 1, & vo&i & a pod. V tomto zmysle mdZeme pre velké &
zanedbat’ A vo&i & a prepisat’ rovnicu (4) na tvar

y(&) - Ewe)=0 (5)

Asymptotickym rieSenim rovnice (5) je funkcia

2 2
w(é) = e + et ? 6)

Skutocne, po dosadeni do (5) dostaneme
2 2 2 2
w(E) = 52(016-5 2 4 e ) 4 (et — et P %)

Druhy ¢len vpravo je pre vel'ké & zanedbatelny v predtym uvedenom zmysle
voci prvému, a tak (6) je asymptotickym rieSenim rovnice (5). V ddsledku (2)
musime v rovnici (6) poloZit’ ¢, = 0. Podl'a naznacenej schémy rieSenia oddelime
asymptotické rieSenie exp(-&£%/2) a hladame (tentokrét uZ presné) rieSenie rovnice
(4) v tvare

w& =0 vé=Y a,é"
n=0

Po dosadeni (8) do (4) dostaneme pre v(&) diferencidlnu rovnicu

V() - 25V +(A-D v(§) =0 9)

Ak teraz dosadime rozvoj pre v(&) do rovnice (9) a porovname koeficienty
pri jednotlivych mocnindch &, dostaneme rekurentny vzt'ah

2n+1-A4

=——a, (10)
(n+D(n+2)

()

Podr’a (10) rad pre v(£) moZe patrit’ do jedného z troch (a len tychto) typov:

1l.ay#0,a, =0, =2k + 1, k je prirodzené a parne. V tomto pripade v(&) je
polyném stupiia k, obsahujtici len parne mocniny &

2.a9=0,a;#0, =2k + 1, k je prirodzené a nepédrne, v(¢) je opit’ polyném
stupiia k, ktory obsahuje len neparne mocniny &,

3. Rad pre v(&) obsahuje nekoneéne mnoho nenulovych koeficientov a,. Na
konci tejto asti ukdZeme, Ze rieSenia takéhoto typu sii nepripustné, lebo nespliaji
normovaciu podmienku.
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Vsimnime si blizsie hodnoty energie, ktoré zodpovedaju fyzikalne pripustnym
rieSeniam 1. a 2. typu. V obidvoch pripadoch plati:

A=2k+1, k=0,1,2,...

Podla (4) dostaneme odtial’ pripustné hodnoty energie pre linearny harmonicky
oscilator

Ek:ha)(k+%], k=0,1,2, ... (11)

VInové funkcie prislusné k tymto hodnotdm energie moéZeme priamo skonstru-
ovat’ z rovnice (8) a z rekurentnych vzt'ahov (10). Tieto rieSenia maju tvar

Wi(&) = NeH(E) €57

kde H,(&) st polynémy k-teho stuptia, pri parnom k obsahuji H, iba pirne mocniny
£ a pri neparnom k iba neparne mocniny. Konstanta N; v (12) je uréend normova-
cou podmienkou

[ worax=1 (13)

Napriklad pre rieSenie odpovedajiice zdkladnému stavu (k = 0) zvol'me a, = 1.
Je to riesenie typu 1, teda a; = 0 a z rekurentného vztahu (10) potom dostaneme
a; =0 pre i > 2. VInova funkcia zdkladného stavu ma teda tvar

o(&)=ClE P

kde C' je normalizacné konStanta.
Prvému excitovanému stavu (k = 1) odpoveda rieSenie typu 2, ap =0, a; = 1
(napriklad), a; = 0 pre i > 2 a dostaneme

() =Cg e
kde C’je opit’ normaliza¢nd konStanta.

I’ahko moZno ukazat’, Ze (pri vhodnej volbe normovania) polynémy Hy(&) si
totozné s Hermitovymi polynomami, ktorych vlastnosti si v matematike dobre
zname; najzdkladnejSia inform4cia o nich je uvedena v dodatku A2. S vyuzitim
vztahu (A2.4) by sme mohli uréit’ i v§eobecny tvar normovacej konstanty N, a
dostali by sme

1/4
_ ma)o 1 _62/2
- H
v, () (m] e

kde §=x,| %
T
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Pravda, normovacou podmienkou (13) je konStanta N urend aZ na fazovy
faktor typu e'“ Takyto faktor nemd fyzikalny vyznam, nasa konvencia (14)
odpoveda N, redlnemu kladnému.

Vratme sa teraz naspat’ k rieSeniam 3. typu. Ako sme uZ spominali, tieto
rieSenia treba zamietnut’, pretoZe nespliiaji normovaciu podmienku. Ak totiZ rad
pre 0(&) mé nekoneény pocet Elenov, tak V(&) — exp(fz) pre £ — o a funkcia
w () urcena rovnicou (8) sa zrejme nedd normovat. Bez podrobného ddkazu
uvedieme len jednoduchy argument, ktory robi tvrdenie prijate’nym. Taylorov
rozvoj funkcie exp (&2) je:

en | S E S
=y Ly =Z§—,= 3 bt
k=0 k! k=0 k! k=0
k pdrne
kde b, = 1/(k/2)!
Pre velké k plati

a to je ten isty pomer, aky maju pre velké k koeficienty rozvoja v(&) (pozri rov-
nicu (10)).

4.7 TUNELOVY JAV. ,
PRECHOD CASTICE CEZ BARIERU

V ¢lanku 4.4 sme uZ videli, Ze pri pohybe v jednorozmernej jame v oblasti,
kles4 exponencidlne ako exp{—# x |}, 7} = 2m/A*)(V = E). Takto, v istom zmysle
Castica ,,presakuje” do oblasti, ktord je pre niu podla klasickej mechaniky zaké-
zand. Toto ,,presakovanie* ma viaceré vyznamné dosledky. Ukazuje sa totiz, Ze
Castica dopadajica na potencidlovi bariéru vysSiu ako je energia Castice, mdZe
touto bariérou s istou pravdepodobnost'ou prejst.

Teraz si ukdZeme na vel'mi jednoduchom priklade ako k tomu dochadza.

Sledujme pohyb castice v poli potencidlnej energie V(x), zndzornenej na obr. 4.6.

V(x)=< 0 pre x<0, x>a )

Vo>0 pre 0<x<a

Budeme sa zaujimat o takiito fyzikélnu situdciu: Nech zl'ava smerom k bariére
sa pohybuje Castica s energiou 0 < E < V. V klasickej mechanike by sa takdto
Castica musela po ndraze na bariéru odrazit’ naspit’. V kvantovej mechanike vSak
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s nenulovou pravdepodobnostou prejde bariérou a bude sa pohybovat (opit
s energiou E) v oblasti III (obr. 4.6) smerom od bariéry. Nasou ulohou je ndjst’
prislusni pravdepodobnost’ prechodu.

V ix)

Vo

Obr. 4.6

UZ podla formulécie dlohy vidno, Ze ide o dynamicky nestaciondrny problém,
ktory by sme mali riesit’ pomocou ¢asovej SchR. Postup by bol nasledovny. Zvolili
by sme v nejakom case #, vhodnu vlnovd funkciu (normovany vlnovy balik)
reprezentujuici Casticu dostatocne lokalizovanu v oblasti I, pohybujicu sa smerom
k bariére. Potom by sme rieSili ¢asovid SchR s takouto vlnovou funkciou ako
zaciato¢nou podmienkou. Ziskali by sme tak tvar vinovej funkcie v (dostatocne)
neskorSom c¢ase ¢ a vypocitali by sme pomocou tejto vinovej funkcie pravdepodob-
nost’ ndjst’ v Case ¢ Casticu v oblasti III (za bariérou).

Opisany postup je pomerne komplikovany, moZzno vSak duifat’, Ze uz presku-
manie staciondrneho problému — t. j. bez€asovej SchR — naznaci spravnu odpoved’.
Realisticky vlinovy balik totiZ moZno vyjadrit' ako superpoziciu stacionarnych
vlnovych funkcii. Pri skdmani sa stac¢i obmedzit' na také staciondrne rieSenia,
o ktorych je mozné ocCakdvat, Ze v spominanej superpozicii budd vystupovat'.
Kvalitativne mozno l'ahko ,,uhddnut™, aké rieSenia to asi budi. Z tvaru potencial-
nej energie V(x) vidno, Ze v oblastiach d’aleko od bariéry budd mat’ rieSenia tvar
rieSeni pre volnu Casticu — budu to teda rovinné viny. (Z charakteru V(x) je zrejmé,
Ze ide o rozptylové stavy.) Z fyzikédlneho hl'adiska je zrejmé, Ze v superpozicii
vytvarajicej hladany vinovy balik budd vystupovat’ len také staciondrne rieSenia,
ktoré v oblasti III (obr. 4.6) budi mat’ charakter rovinnej viny $iriacej sa v smere
kladnej osi x — teda v smere od bariéry. Intuitivne je totiz zrejmé, Ze v relevant-
nych rieSeniach nevystupuje ni¢, ¢o ma charakter vin dopadajicich na bariéru
sprava.

Budeme sa zaujimat’ o rieSenia odpovedajtce energii E z intervalu 0 < E < V
(pre takéto hodnoty energie totiz klasicka Castica nemoze bariérou prejst). RieSenia
bez€asovej SchR

n* d*w(x)

o A +V )y (x) = Ey(x) (2)
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majui potom v intervaloch I, II a III nasledujici tvar
vix) = Ae* + Be™,  k=p/h=[2mEIn"
wu(x) = Fe ® + Ge**,  a=[2m(V,— E)h]" (3)
Yi(x) = Ce™ + D™

Ostdva urobit’ Standardnd procediiru — ,,zoSit™ rieSenia na hraniciach oblasti
I, IT a III. Pripomenime si vSak, Ze nas problém nie je néjst’ vSetky rieSenia rov-
nice (2), ale len také rieSenia, ktoré maju v oblasti III charakter viny Siriacej sa
v smere od bariéry. Vo vyjadreni ¥y vo vztahu (3) tieto viny zodpovedaju ¢lenu
Ce™ kym ¢&len De™™ reprezentuje viny dopadajtice na bariéru sprava. Této inter-
preticia je zrejma totiZ uZ z porovnania s tvarom de Broglieho rovinnych vin pre
volné &astice (2.2.1). Vlna typu e zodpoveda Castici s priemetom hybnosti na
0s x rovnym +7k, vlna typu e zodpovedd priemetu hybnosti —/ik, a teda astici
pohybujticej sa sprava dolava.

Pre naSu dlohu su teda relevantné iba také rieSenia, ktoré maji v oblasti III tvar

Vm(x) = C e 4)

teda pre ktoré D = 0. MdZeme ocakavat, Ze rieSenia, ktoré maju takyto tvar, by
vhodnou superpoziciou vytvorili vinu s charakterom vinového balika, zodpove-
dajiceho formul4cii nasej dlohy.

Koeficient C nechajme zadal l'ubovol'ny. Z poZiadavky spojitosti rieSenia a jeho
prvej derivacie v bodoch x = 0 a x = a potom l'ahko dostaneme pre koeficienty
A, B, F, G podmienky

A+B=F+G, Fe™+Ge™=Ce™ (5)
ik(A-B)= (G- F), Ge™ - Fe ™ =ikCe™ (5a)

Z rovnic (5) uz mozno l'ahko vyjadrit’ Styri z koeficientov A, B, C, F, G
pomocou jedného z nich, napriklad pomocou A, ktory bude vystupovat ako
multiplikativny faktor. SchR je linedrna homogénna rovnica, preto takyto l'ubo-
voI'ny multiplikativny parameter v rieSent je prirodzeny. Na jeho ur¢enie nemdzeme
vyuZit’ normovaciu podmienku, ako je to obvyklé v pripade viazanych stavov. Nase
rieSenie ma charakter rozptylového stavu. Preto, ako sme uz viackrat hovorili, sa
nedad normovat’ obvyklym sp6sobom.

Teraz by sme sa mohli pokusit pomocou ndjdenych rieSeni skonStruovat
vlnovy balik zodpovedajici zadaniu tlohy a ndjst hl'adanti pravdepodobnost’
prechodu. S trochou intuicie v§ak odpoved’ uz vidno priamo z charakteru néjde-
nych staciondrnych rieSeni. V spominanej superpozicii by totiZ zrejme ¢leny typu
Ae™ prispievali do balika reprezentujiiceho dopadajuicu casticu, ¢leny typu ce*
Zasticu prejdend bariérou. Cleny typu Be™ ktoré maji charakter viny §iriacej sa
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oblasti I v smere zdpornej osi x, budd prispievat’ do balika reprezentujiceho
Casticu odrazenu od bariéry.

O tejto interpretécii sved¢i aj vyraz pre hustotu pridu pravdepodobnosti. Ak
¥i(x) dané rovnicou (3) dosadime do (3.2.4) dostaneme

jo=Laar -y L=y
m m

kde v je rychlost’ ¢astice.
Mozno teda oCakdvat, Ze v zmysle pravdepodobnostnej interpreticie vinovej
funkcie veliCiny
[of§ |BI*
= —2 s R — _2
|Al |Al

budi mat’ vyznam pravdepodobnosti prechodu resp. pravdepodobnosti odrazu Cas-
tice od bariéry. Po dosadeni vyrazov pre C a B ziskanych z rovnic (5), dostaneme

r=— 1 Rei-r ©)
Vy sinh” oa
4E(Vy —E)

Podobne moZno vypocitat’ aj koeficient prechodu a odrazu pre E > V,. Vysledok
je (pozri napr. [8])

T {14— V, sinh? Ba

-1
, =[2m(V, — E)/n*]"? 7
4E(VO_E)} B=012m\V,—-E)/h~] (7

Zavislost’ koeficientu T od pomeru E/Vj je na obr. 4.7, kde sme prerusovanou
¢iarou naznacili aj koeficient prechodu Castice pddia klasickej mechaniky.

I ¢ Iz 10 =
A |
08 '
1 |
06 |
0.4 !
02 I
—J

0 1 2 4 6 8

Obr.4.7
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Vidime, Ze podla nej v pripade, ak E < V,, Castica nemdZe preniknit’ cez bariéru,
v pripade E >V, prenikne vzdy. DdleZity je najmé priebeh kvantovomechanickej
krivky pre E < V. PretoZe klasicka Castica sa v tomto pripade nemdze dostat’ cez
bariéru, dd sa obrazne povedat, Ze podla kvantovej mechaniky existuju akési
»tunely®, ktorymi Castica predsa len prenikne. Preto sa jav nazyva tunelovym
javom.

Prvykrét tento efekt pouzil G. Gamow na objasnenie energetickych spektier
a pravdepodobnosti arrozpadu jadier. Castica & je pomerne stabilny ttvar a moZno
sa domnievat, Ze v istom zmysle existuje v jadre uz predtym, neZ z neho pri roz-
pade vyleti. Existujd isté odhady potencidlu, ktorym posobi jadro na ¢ €asticu.
Znazornime schematicky tento potencidl ako funkciu vzdialenosti r od stredu jadra
na obr. 4.8. Energie Castic « opustajicich jadro, boli vSak ¢asto znacne menSie
ako maximum V(r), oznaCené V,. Z klasického hl'adiska nebolo mozné efekt
vysvetlit. Gamow v roku 1928 ukazal, Ze podl'a kvantovej mechaniky castice
mdzu preniknit’ cez potencidlovd bariéru a kvalitativne vysvetlil energetické
spektrum castic & pri rozpade jadier.

vir)

Vo

E

Obr. 4.8 Obr. 4.9

Tunelovy efekt sa prejavuje Casto aj v polovodicoch, kde mdzu na styku dvoch
materidlov vznikat' komplikované potencialové bariéry. Podrobnosti nebudeme
rozoberat’, spomenieme len nazov ,tunelova diéda®, ktory uz sim poukazuje na
suvislost’ s tunelovym javom.

V predchddzajicom sme skimali podrobne prechod €astice cez potencidlovi
bariéru toho najjednoduchs$ieho typu. Uved'me teraz eSte len vel'mi intuitivny
argument pre spravanie sa vlnovej funkcie pod bariérou vo vSeobecnejSom pripade
bariéry komplikovanejSieho tvaru.

Kvoli tomu sa vratime k diskusii ¢ldnku 4.4 a pripomenieme si, Ze pre Casticu
v oblasti s E < V vlnovd funkcia klesé ako
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m 12
exp{— [h_z V- E)} x}

Na useku dlhom Ax sa takto amplitida vinovej funkcie zmensi o

2 1/2
exp{— [h—’f (v, — E)} Ax}

Toto plati iba pri konStantnom potencidli. Ak sa ale potencidl meni vel'mi
pomaly (ale stdle plati E < Vj), potom ocakdvanie, Ze s rasticim x by vlnovd
funkcia klesala takto

m 172 m 172
epoh—zww—E)} Axl}eXpH?W(xz)—E)} sz}-- (®)

kde xi, x, ..., st body v strede intervalov Ax;, Ax,, ... na ktoré sme rozdelili
podbariérovu oblast’. Pretoze plati

[ Jexp(-a) = exp{z 04}

moéZeme sucin v (8) zapisat’ aj ako

" 2m 1/2
exp{— [ [h_z A —E)} dx} )

kde a, b si krajné body podbariérovej oblasti, t. j. oblasti, kde V(x) > E.
Ocakdvame teda, Ze vyraz (9) bude aspon hrubym kvalitativnym pribliZenim
pre zoslabenie amplitidy vlnovej funkcie pri bariére typu V(x) na obr. 4.9.
Podrobnejsia analyza, ktort tu vSak nebudeme robit, ukazuje, Ze (9) je sice
uzitoénym, ale Casto len vel'mi hrubym pribliZenim.

4.8 TROJROZMERNY HARMONICKY OSCILATOR.
METODA SEPARACIE PREMENNYCH

Ulohy, ktoré vedi k rieSeniu jednorozmernej SchR maji zna¢ne obmedzeni
oblast’ pouzitia. Castejsie sa stretdvame s trojrozmernymi tlohami. V mnohych
a pre aplikdcie najdodlezitejSich dlohdch mozno Casto previest’ rieSenie trojrozmer-
nej dlohy na rieSenie troch jednorozmernych uloh. Namiesto pokusu o vSeobecny
vyklad si ukdZeme tito metddu, tzv. metddu separacie premennych na jednodu-
chom priklade trojrozmerného harmonického oscilatora.

Jednorozmerny harmonicky oscildtor je opisany potencidlnou energiou
V(x) = maxx*/2. Prirodzenym zovsSeobecnenim tohto V(x) na trojrozmerny

159



pripad je
_m_ 5 2 2.2 2.2
V(x,y,z)—;(a)lx +w;y +@iz%) (1)
ktory nazyvame vSeobecne potencidlom trojrozmerného anizotropného oscilatora.
Ak plati @, = @, = w; = @, tak hovorime o izotropnom harmonickom oscilatore.

SchR pre pohyb castice v poli potencidlnej energie (1) bude:

n*(9* 9> 0’
_%(ax—z+ay—2+az—2}//(x,y,z)+

m
+5(w12x2 +@5y’ + 0,2 )W(x,y,2) =Ep(x, y,2)

@)

"adaj ieSenie v ,,separovanom tvare“ (odtial’ nazov metddy)

w(x,y, 2) = AWD(y, 2) 3

Ak (3) dosadime do (2) a vysledok delime sic¢inom A(x)D(y, z) po jednodu-
chej uprave dostaneme:

2m A(x) dx* 2

=—— —+— Dy, 0)+— (0, y +w
. D(y,z)(ayz azzj (,2) 2( 5y 527)

B 1 d*A(x) m 22 _

“

Podarilo sa ndm rozdelit’ rovnicu tak, Ze I'ava strana v (4) zavis{ len od premen-
nej x a prava strana len od y a z. Odtial’ v§ak vyplyva, Ze tak l'avd, ako aj prava
strana v (4) st konstantné. Ozna¢me tito konstantu E a zapiSme dve takto ziskané
rovnice v tvare

n* d*A(x) m

EP oo x2A(x) = (E-E)A(x) (5)

w92 2 m —
—%(y +§)D(y, Z)+5(w§y2 +@;7°)D(y,2)=ED(y,z)  (6)

Riesenie (6) mo6Zeme opit’ hl'adat’ v tvare D(y, z) = B(y)C(z) a po zavedeni
vhodnych konstéant £}, E,, E5 nakoniec dostaneme riesenie rovnice (2) v separo-
vanom tvare

w(x,y, 2) = A) B(y) C(2) (N

kde funkcie A, B, C vyhovuju rovniciam
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B A m

YR 3a)fsz(x) = E,A(x) (8a)
n* d’B m
o dy(zy ) + 5@ B = E,B(Y) (8b)
h? d°C(z) m
- dzg )+Ea)32z2C(z)=E2C(z) (8¢)
pricom
E=E1+E2+E3 (8d)

Riesenie rovnic (8a, 8b, 8c) vSak pozname z ¢lanku 4.6. Su to rieSenia dife-
rencidlnej rovnice pre harmonicky oscilator. Kazdé z rieSeni zavisi od prirodze-
ného Cisla n a ma tvar dany rovnicou (6.15). RieSenie rovnice (2) moZno teda
zapisat’ v tvare

w(x,y,2) = W) yn®) v 9

Prislu$né hodnoty energie su:

E, s = h{a)l (nl + %) + a)z[n2 + %) +w; (n3 + %ﬂ (10)

Ostdva ndm este zistit, ¢i okrem najdenych rieSeni (v separovanom tvare)
neexistuju aj iné rieSenia bezcasovej SchR. Riesenia (9) vsak tvoria Gplny systém
funkcii, preto Ziadne d’alSie nezavislé rieSenia uZ neexistuju, a teda aj vztah (10)
uddva vsetky vlastné hodnoty operétora energie.

Trojrozmerny anizotropny oscildtor, s ktorym sme sa zaoberali, nema vel'a
uzitoénych aplikécii, ale metédu separdcie premennych na ilom mozno demon-
Strovat’ bez vel’kého pocitania. Ovela CastejSie sa vSak pouziva metdda separicie
premennych v inych, nez kartezidnskych sdradnicovych systémoch, predovsetkym
vo sférickych sdradniciach.

4.9 VLASTNE HODNOTY A VLASTNE FUNKCIE
OPERATOROV MOMENTU HYBNOSTI

V d’alSom sa budeme zaoberat’ rieSeniami SchR v trojrozmernom pripade so
sféricky symetrickym potencidlom. Pri tom budeme pouZivat metédu separacie
premennych vo sférickych sdradniciach. Prv nez prideme k tymto otizkam, je
uzito¢né preskimat’ vlastné funkcie a vlastné hodnoty operatorov momentu hyb-
nosti. UkaZe sa totiz, Ze tieto vlastné funkcie budd udédvat’ uhlovu zéavislost’ rieSeni
zapisanych v separovanom tvare R(r) Y(J, ¢), kde Y(J, ¢) su vlastné funkcie
operatorov momentu hybnosti.
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Podrla vztahov (2.12.2) su jednotlivym zlozkdm momentu hybnosti priradené
operatory

L.=y.p.—p.y
Ly=z.p.—p.z (1)
L. =x.p, — p,-x

Ak si uvedomime, Ze podla (2.12.5) tieto operatory pri vyjadreni vo sférickych
stradniciach r, ¢, @ posobia len na uhlové premenné ¢a @, potom je zrejmé, Ze
pri hl'adani ich vlastnych funkcif sa sta¢i obmedzit’ na funkcie zavislé len od
tychto premennych typu (&, ¢).

Ak skonStruujeme eSte operator druhej mocniny momentu hybnosti

=L+ +L2 (2)
potom po jednoduchych vypoctoch, ktoré prenechdvame Eitatel'ovi, moZno zo
vztahov (1) a (2) odvodit komutaéné vztahy

L., L] =inL,

[L,, L] =1AL,

[L. LJ]=iAL, 3)
[L% L] =[L%L]=[L% L]=0

Z komutacnych vztahov (3) je zrejmé, Ze z operatorov L., L, L,, L?> moZno
vybrat’ najviac dva, ktoré navzdjom komutuju. Nech s to napriklad operatory L
a L. Podrl'a diskusie v ¢ldnku 2.16 je potom zrejmé, Ze sa mozno pokusit’ ndjst’
spolo¢ny systém vlastnych funkcii tychto dvoch operatorov.

V sférickych suradniciach podla (2.12.5, 6) plati

d
L =—ifi— 4
Z 1 aq) ()

L =—h{ - ! i[sin 0ij+#i}
sin ¥ 98 08) sin’ ¥ d@?
Budeme teda hladat’ vlastné funkcie Y,,,(9, ¢) spifiajice vztahy
LY (8, @) = mhY,(, ¢) &)
L*Yi(& @) = BI(1 + DY,(S 9)

kde m, [ sd zatial’ Tubovol'né redlne &isla.’™

™ Poznamenajme, Ze vztahy (5) st obvyklé vztahy platné pre vlastné funkcie, ibaZe prisluiné vlastné hod-
noty su zapisané v nezvyklom tvare. Treba si uvedomit, Ze l'ubovol'né kladné ¢islo mozno zapisat’ napr.
v tvare 72l(l + 1), kde I je vhodné redlne &islo. Nezvykly tvar bude v d’alSom uZitotny.
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Riesenie rovnic (5) budeme hl'adat’ opit’ v separovanom tvare

Yi(8, @) = O(HP(9)

ked’ sme na pravej strane zavislost’ od I, m explicitne nevypisovali. Po dosaden{
do (5) dostaneme rovnice

9o —imd (©)
dr
2
! i[sinzsijﬂ(lﬂ)—# ©=0 )
sin ¢ d ¢} do sin” &4
RieSenie rovnice (6) ma tvar
® = Ce"? ®)

Funkcia ®( @) vsak musi byt takd, aby platilo
D(p+2m) = D(9) ©))

lebo fyzikalne dva body, ktorych siradnica ¢ sa 1iSi o 27 st totoZné (rotdcia o 2).
Z podmienky (9) a vztahu (8) je zrejmé, Ze pre vlastné hodnoty musi platit’:

m je celé Cislo (10)

Ostéva teda riesit’ rovnicu (7) s obmedzenim sa na celé Cisla m a ngjst’ funkcie
O(?) ako aj vlastné hodnoty I(/ + 1). Neuvedieme si tu detailne cely postup, len
naznacime spdsob rieSenia.

V rovnici (7) je uzitocné urobit’ substitiiciu x = cos?} Po jednoduchych
Upravach dostaneme
2 2
d—2—2xi+l(l+1)— L
dx dx 1

(1-x%) ®=0

Hl'addme regularne rieSenie tejto rovnice na intervale (-1, 1) (¢o odpoveda
B (0, m)). Postupom v zdsade podobnym ako pri harmonickom oscilatore” by
sme zistili, Ze fyzikdlne prijatelné rieSenie existuje iba v pripade, Ze [ je celé
nezdporné Cislo, pricom plati

[>1ml (12)

V takomto pripade ma potom rieSenie tvar

®= (1 _x2)Im/2I @(.X)

75 . T P P p ) P
Odfaktorizovanie rieSenia v okoli singuldarnych bodov 1 a -1 a ndsledné hl'adanie rieSenia v tvare
mocninového radu.
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kde ®(x) je polyném stupiia [ — Im|. RieSenia rovnice (11) tohto typu si dobre

. p ARV . iml N . 2
zndme, st to pridruZzené Legendrove funkcie P,”(x). Ich definicia a niektoré

vlastnosti su uvedené v dodatku A3.

Zrekapitulujeme ziskané vysledky:

Vlastné funkcie ¥,,(2% @) operatorov L a L, spiiajiice vztahy (5) zodpovedajii
hodnotam

[=0,1,2,... amecelé (13)

a st dané vzt'ahom

Yin = CP)"(cos29) "¢ (14)

kde P)"' sii pridruzené Legendrove funkcie.
Vlastné hodnoty operitorov L* a L. zodpovedajice spoloénym vlastnym
funkcidm teda st

K+ 1), [celé (15)
hm, me (-, 1), mcelé (16)

Normovaci koeficient volime konvencne tak, aby funkcie Y;,(% ¢) boli
normované na gul'ovej ploche jednotkového polomeru, t. j. aby platilo

[do] sinvdvy,y, =1

V obvyklej fazovej konvencii potom plati:

1/2
1\ 2[+1 (l_m)' Iml img
Y, (B.0) = (~1) [—M (Hm)!} P (cos e (17)
Y, (8 @)= (=1)"Yi,(8, ¢) pre-m<0 (18)

Tato pomerne komplikovand fazova konvencia je motivovana poZiadavkou, aby
Y10(0, 0) bolo redlne a kladné (19)
a aby bol splneny dolezity’® rekurentny vzt'ah

LYy, = AL+ 1) = m(m £ D] Y sy (20)

76 Dolezitost’ tohto vztahu bude zrejma az v kapitole 11.
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kde L, a L_ st operatory definované vztahom
L.=L,+iL, 21

Uvedieme eSte bez dokazov niekolko d’alSich vlastnosti funkcii Y,,(9, ¢),
ktorym sa tieZ hovori sférické funkcie.

1. Sférické funkcie tvoria na jednotkovej guli tiplny systém ortonormovanych
funkcii. Vzt'ah ortonormovanosti je

(19’ ¢)YI',m’ = 511'5

,
mm

(22)

21 T «
[[do] sinvdoy,,
Vzhl'adom na tplnost’ tohto systému mdZeme kazdi regularnu funkciu defino-
vanud na jednotkovej guli rozvinit’ do radu podla sférickych funkcii. Z toho tiez
vyplyva, Ze 7iadne d’alsie nezavislé vlastné funkcie operdtorov L* a L. u neexis-
tujd.”’
2. Parita sférickych funkcif je (—1)’, to znamen4, Ze plati

Yi(m = 8 @+ 710) = (=1)'Y,,(9, 9) (23)
3. Yim=(=1)'Y} (24)

4. Niekol’ko najnizsich sférickych funkcii

1 [5(3 1
YOO(zﬂ,q)):ﬁ, Y, (8, 9) = 4—71:(5005219—5]

Yll(ﬁ, ¢) = 8_:3'[ sin ﬂei¢, Y21(19, ¢) =— g sin *cos ﬂei¢ (25)

Y, (D, 9) = % cos?, Y, (B¢)= % sin® 9e*?

Funkcie V(& @) pre [ <2 a pre m < 0 moZno ziskat’ z predchddzajicich
pomocou vztahu (24).

Poznamenajme na zéver, Ze tento ¢lanok bol pomerne technicky, hoci sme
nezachddzali do detailov. HIbsi fyzikdlny pohlad na tiito problematiku bude mozné
ziskat’ v kapitole venovanej v§eobecnému formalizmu momentu hybnosti. Niektoré
vysledky, ktoré sme tu ziskali pomerne naméahavo — ako napriklad vlastné hodnoty
(15), (16) — tam dostaneme vel'mi rychlo a navyse ovel'a nazornejsie.

7 A priori totiz nemusi byt pravdou, Ze metédou separdcie premennych ndjdeme vietky vlastné funkcie.
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4.10 SEPARACIA PREMENNYCH
V SFERICKYCH SURADNICIACH

Stérické sdradnice r, ¢, ¢ st viazané s Kartezianskymi x, y, z znamymi vzt'ahmi
x=rsindcos@
y=rsindsing
z=rcos?t

ktoré moZzno l'ahko obritit’ na

r= (x2 + y2 + zz) sinddcos@
Y= arccos (z/r)
@ = arctg (y/x)

pri¢om derivécie v jednych premennych moZno previest' na derivicie v druhych
podla vzt'ahov typu
0 dd dd 9 d

p— P + —_—

o oxor ox9d  oxog

a pod.
Laplaceov operator

2 2 2
Vz =A= a—z + a—z + a—z

ox” dy° 9dz

moZeme previest' do sférickych stradnic bud’ tazkopadnym a namdhavym sposo-
bom pomocou predchddzajicich vztahov, alebo jednoduchsie pomocou Lamého®
koeficientov. Obidvomi spdsobmi prideme k nasledujicemu vyjadreniu

19(,0) 1
v 2|2 | v 1
r? ar(r ar]ﬂ—r2 P 1
kde
1 9 ) 1 92
v2 = % lginpL 7 2
2e sinﬂaﬂ(sm 819)+sin2198(02 @

"8 Pozri napr. Stratton, J. A.: Teorie elektromagnetického pole. Praha, SNTL 1961.
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Schrédingerova rovnica pre sféricky symetricky potencidl potom bude:

(10 0) 1
—%{75[#5)+;Vé,¢}v/<r,a¢>+v<r>v/<r,zﬂ,¢>=Ev/<r,zx<o> 3)

Hr'adajme jej rieSenie v ,,separovanom‘ tvare

Y(r, ¥, ) = R(NY(3, 9) “)
Ked’ budeme postupovat’ podobne ako v ¢lanku 4.9, pre R a ¥ dostaneme”
1 d( ,dR(r) 2m A
——|rr——= |+ —(E-V(r))——R(r)=0 5
> dr(r b j {h2< (r) rz} (r) 5)
Vi Y8, )+ AV(B, 9) = 0 (6)

Ak porovname rovnicu (2) so vztahom (9.7), vidime Ze plati
L2 =-#V5,
a preto mdzeme (6) prepisat’ aj v tvare
LY(& 9) = AY(8, ) (7

Vidime, Ze funkcie Y(&, ¢), ktoré si rieSenim (7), budu sférickymi funkciami
Y (D, @) a ze A v rovnici (7) mdZe nadobidat’ len hodnoty

I=il+1), 1[=0,1,2,... (7

Po dosadeni zo (7') do (5) dostaneme:

10(,0RMN) [2m, 1A+ _
p ar(r = ]+{h2 (E-V()-=—3 }R(r) 0 (8)

Rovnica (8) sa nazyva radidlnou (Schrodingerovou) rovnicou alebo presnejsie
rovnicou pre radidlnu vlnovud funkciu R(r). Rovnica pre Y(&, ¢) vobec nezdvisi
od hodnoty E, ani od tvaru potencidlnej energie V(r). Ak pozndme vlastnosti
sférickych funkcii Y,,,(2 ¢), tak ich m6zeme pouzit pre kazdy sféricky symetricky
potencidl. Pri danom V(r) staci vyrieSit’ rovnicu (8), z ktorej uréujeme aj povolené
hodnoty energie (kvantové hladiny ststavy).

™ Postupujeme tak, Ze (4) dosadime do (3), vysledok predelime sicinom R(r) Y(&, ¢) a po malej Gprave sa
nam podar{ rovnicu zapisat’ tak, aby l'ava strana zdvisela iba od r a prava iba od premennych o, .
Preto sa obe strany musia rovnat’ konstante A, ktord nezavisi ani od r ani od Ja ¢@.
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Pri¢ina takejto univerzdlnosti spociva v tom, Ze v pripade sféricky symetrického
potencialu hamiltonidn komutuje s operatormi momentu hybnosti, teda Ze plati
(ako sa moZno presvedcit’ jednoduchym vypoctom):

[H,L]=[H,L]l=[H L]=[H,L]=0

Spolu s hamiltonidnom teda mame (podla predchddzajiceho ¢lanku) trojicu
komutujicich operatorov

H, L2 L

MozZno preto néjst’ ststavu vinovych funkcii, ktoré budud sicasne vlastnymi
funkciami vietkych troch operdtorov H, L%, L.. Z predchadzajiiceho je zrejmé, Ze
metdda, ktord vedie k takémuto systému vlastnych funkcii, je prave separicia
premennych vo sférickych siradniciach. Predtym, ako pristipime k rieseniu
rovnice (8) pre konkrétne pripady V(r), si eSte vS§imneme vyznam clena [(/ + W
v radidlnej rovnici a odvodime niektoré podmienky pre radidlnu funkciu R(r),
vyplyvajice z normovacej podmienky.

Fyzikdlny vyznam ¢lena I(I + 1)/r* v radidlnej rovnici. Rovnicu (8) moZno tieZ
zapisat’ v tvare

Z

10 oR 2
75(’2 —a(rr)] +—h’f (E-V(r)R(r)=0
kde
n* Il +1
V)=V (; ) ©)

Posledny ¢len v rovnici (9) moZno formalne interpretovat’” ako potencidlnu
energiu prislusnd ,,odstredivej* sile. V klasickej mechanike je odstredivd sila
(pre jednoduchost’ uvazujeme pohyb po kruhovej drdhe) dana ako F = mv*/r =
L*/mr’, kde L = rp = mor je moment hybnosti. Ak zavedieme potencial Voq(r)

pomocou vztahu F = — V 4(r)/dr, dostaneme:
2
Voa(r)=
¢ 2mr?

Druhy ¢len na pravej strane rovnice (9) ma prdave tento tvar, len namiesto
klasickej veli¢iny L* stoji vlastnd hodnota operétora L?, teda podl'a (9.5) vyraz
RII+ 1).

Podmienky normovania pre radidlnu vinovii funkciu R(r). Ak zapiSeme rieSe-
nie SchR v tvare (4) s tym, Ze za Y( 9, ¢) dosadime V(7% ¢), md6Zeme normovaciu
podmienku zapisat’ v tvare

00 5 5 (T . 2 «
jo dr P IR(r) jodﬂsmﬂjo doYY

Im™Im

=1 an
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Sférické funkcie spifiaji podmienku (9.22) a normovacia podmienka pre
radidlne funkcie bude

j( :OIR(r)Iz rdr=1 (12)

Podobne ako v (3.4) dostaneme pre priebeh funkcie R(r) v okoli bodov r — 0
a r — oo ohranicenia
limr?R(r)=0  limr’’R(r)=0 (13)
r—oo r—0
Rovnice (13) boli odvodené len z podmienky normovania, nezavisia teda vobec
od tvaru potencidlnej energie V(r). ViacSina V(r), vyskytujucich sa v praktickych
aplikéciach, aviak spiita podmienku r*V(r) — 0 pre r — 0 a pre takéto potencialy
mozno spravanie sa radidlnej funkcie v okoli zaciatku preskiimat’ blizsie. V rovnici
(8) mozno v malom okoli bodu r = 0 zanedbat’ ¢len [E — V(r)] voéi (I + 1)/r2 a
rovnica prejde na tvar

1 d9( ,0R) [(+1)
——|rr—1- R=0 14
r? ar[ arj r (9
Hladajme jej rieSenie v tvare
R(r)=r'(ag+air+...), ay#0 (15)

Ak dosadime (15) do (14) a porovname koeficienty pri najnizZ$ej mocnine 7,
dostaneme podmienku: n(n + 1) — [(I + 1) = 0. Posledna kvadraticka rovnica ma
dve rieSenia:

n=1 n=-(+1) (16)

Pre [ > 1 podmienka (13) vylucuje moznost' n = —(/ + 1) a pre tieto hodnoty
mame

R(r)~r prer—0 )

Podmienka (13) vSak nemdZe vylucit’ jednu z moznosti (16) pre / = 0. Pripad
R(r) ~ ' viak moZno vylicit' nasledujicou tvahou (pozri [2], VIIIL. kap.): pre
[ =0 plati Yyo(& @) =1/v4n , a preto W(r, I, ¢) = Ry(r)Y oo sa sprava pre malé r
ako 1/r. V SchR

2
{—h—vz +v<r>}w<r> - Ey(r)
2m

ma potom v dosledku rovnice

VX" =4nd(p (18)
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prvy ¢&len singularitu typu Sfunkcie, zatial’ o druhé dva ¢leny ju nemaji.*” Pre
potencialy, pre ktoré r*V(r) — 0 pre r — 0 plati teda (17) pre vietky L.

4.11 ATOM VODIKA

Atém vodika je sistava dost’ jednoducha na to, aby sa dala matematicky zvlad-
nut’ a dostato¢ne bohatd v tom zmysle, Ze obsahuje podstatné ¢rty kvantovo-me-
chanického opisu. E. Fermi raz vraj poznamenal, Ze tedria elementarnych Castic
by uz bola v ovel'a pokrocilejSom $tadiu, keby v tejto oblasti fyziky existoval
,atom vodika“.

V prvom pribliZeni moZno povaZovat’ protén v jadre atomu vodika za nehybny
a umiestneny v za&iatku stradnicovej sistavy.® Potencidlna energia elektrénu
v poli proténu je

2 ”
e e
V(r)=- =—— (D
4me,r r
kde sme zaviedli oznacenie
e'*=é4me,

Pre radidlnu vlnovu funkciu dostdvame potom z (10.8) rovnicu

1)R=O 2)

1 d drR) 2 2 I+
—— r— +—T E+% |R- ( -
r-dr dr h r r

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ len s viazanymi stavmi, ktoré vd’aka tomu, 7Ze
V(r) — 0 pre r — oo budii mat’ zaporné energie. Zavedieme bezrozmernd premennd

p=oar, a=[-8mE/R]" (3)
a rovnicu (2) méZeme prepisat’ na tvar

L df hdR) |1 B WD,
p’ dp(p dp]{ T }R 0 @

8 predchédzajiica rovnica je dobre zndma z elektrostatiky. Pre bodovy naboj v zagiatku siradnicovej sistavy
bude hustota ndboja p(r) imernd O(r). Potencidl budeny tymto ndbojom je 1/r. Staéi teraz dosadit’
takéto @(r) a p(r) do rovnice V2¢)= —4mp. S tym, Ze bodovému néboju odpoveda p(r) ~ 8(r), kde &(r) je
Diracova &funkcia, sa ete zozndmime podrobnejsie neskor. Prosime ¢itatel’a, aby tvrdeniu pred (18)
uveril aj bez zatial’ zrozumitel'ného argumentu.

sa budeme zaoberat’ v nasledujicom ¢lanku.

170



kde

e’ 1/2
=|- 4
p [ 2Eh2J )

Singuldrnymi bodmi rovnice (4) st p — o a p = 0. Preskiimame najprv sprava-
nie sa R(p) v okoli prvého z nich. Ak pre velké p zachovame v (4) len dominantné
¢leny, dostaneme asymptoticky tvar rovnice (4):

2
%—ize:o 5)
¥

Pri dprave sme rozpisali derivéacie v (4) a zanedbali ¢len obsahujuci faktor 1/p.
Vseobecné riesenie (5) je

R(p) = Cie™ + Ce™”
Aby R(p) bolo normovatel'né, musi sa C, = 0. Navyse, pddia (10.17) plati:
R(p)~p' pre p—0,1=0,1,2, ...
Riesenie rovnice (4) hl'addme preto v tvare
R(p)=p'e’L(p).  L(p)=) cp* a,#0 (6)
k=0
Ak dosadime (6) do (4), dostaneme pre L(p) diferencidlnu rovnicu

2
L aay-p1 s (B-1-1L=0 (7)
dp dp

Po dosadeni mocninového radu pre L(p) do (7) dostaneme rekurentny vzt'ah
medzi koeficientmi ¢,

_ k+l+1-p8 .
(k+D)(k+21+2) *

Cr+1

Z rovnice (8) okamzite vidiet, Ze pre 5 rozne od celého kladného éisla bude
cret/cy — 1k pre k — oo. Taky isty pomer koeficientov ma aj rozvoj

Ak teda rad pre L(p) obsahuje nekonecny pocet Clenov, tak pre p — ©
L(p) — exp (p) a radidlna vlnovd funkcia R(p) v tomto pripade nie je
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normovatelna.” Fyzikalne prijatelné rieSenia dostaneme vtedy, ak rad pre L(p)
sa redukuje na polyném kone¢ného stupiia. To sa stane len pre f=n, + [ + 1, kde
nezéporné celé &islo n, uréuje stupeii polynému L(p). Cislo n, nazyvame radidlnym
kvantovym ¢&islom. To, Ze pre £ si dovolené len uréité diskrétne hodnoty S = n,
implikuje podl'a (4') aj kvantovanie energie, ktord moZe nadobudat’ len hodnoty

74 4
En=—2':‘j =G ”;(Zth = on=n +l41=1,2,3,.. )
n TE, n

Tento vysledok je totozny so vzorcom, ktory odvodil N. Bohr uz v rdmci ,,starej*
kvantovej tedrie.

Ak za /3 dosadime do rovnice (7), zistime, Ze polynémy L(p) spiniajii diferen-
cidlnu rovnicu

2
{pd—2+[2(l+1)+1—p]i+(n—l—1)}L(p)=0
dp dp

Takéto polyndmy mozno pomocou rekurentnych vztahov (8) l'ahko skonstru-
ovat’, v matematike su dobre zname a volajui sa Laguerrove polynémy. Niektoré
ich vlastnosti si zhrnuté v dodatku A4.

V konvencii oznacenia podla (A4.2) maju rieSenia rovnice (10) tvar

L(p) =L (p)
a rieSenia uplnej SchR sd

l//nlm (r’ 19’ ¢)) = ane_p/zpllez]—*}l—l (p)Ylm (19’ ¢))

kde®
2 h’4ne
p=r—, a, = 20 (12)

na, me

Velicina a, sa nazyva Bohrov polomer.

Podla toho ¢o sme uz uviedli, kvantové ¢isla n, I, m m6zu nadobidat’ hodnoty
n=1,2,3, ...
[=0,1,2,....,n—-1 (13)

m=-l,-1+1,..,1-1,1

8 Tu sa opakuje podobn4 situicia ako pri linedrnom harmonickom oscildtore. Ak rad neodtrhneme,
potom vyraz L(p)e"’/ 2 konverguje pre p — o zas k ,,zIému* rieSeniu exp(0/2).
8 Dosadili sme do (3) zo vztahu (9).
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Vo vztahu (11) je N,; normovacou konStantou. S vyuZitim vlastnosti Laguer-
rovych polyndmov a sférickych funkcii by sa 'ahko dalo ukazat, Ze normované
vlnové funkcie dostaneme pre

2 [m=1-1! _,
nl=F m'alm (14)

Vyraz

R, (=N, p'L"" (p) (15)

je (v terminoldgii podl'a predchadzajiceho odstavca) radidlnou vinovou funkciou,
normovanou podla (10.12). Niekolko najniz$ich radidlnych funkcii vypiSeme
explicitne.

Rio(r)=(1/a))** 2™

Ry (r)=(112a,)"* (2 —rla,)e”"*" (16)

r
R (r) — (1/2a )3/2 _e—r/2a1
21 1 \/g

a,

Pre viaceré aplikacie je uZito¢né poznat’ stredné hodnoty mocnin r poéitané
podl'a vztahu

= W, B @) Won(r, 8 @)Pdr sindddde

Jednoduchymi ale zdihavymi vypoétami moZno ukazat, Ze plati

r =%[3n2 —1(I+1)]a,

= %[sn2 +1-31(1 + D]n’a?

T 17)
roon’q

1 2

[S]

P2 QI+ Dn'a?

Hustoty pravdepodobnosti pre niektoré stavy atému vodika si zndzornené na
obr. 4.10.

Zrekapitulujme:
Vinové funkcie W, (r, ¥ @) si sicasne vlastnymi funkciami troch operitorov
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1=0 @ s - ELEKTRONY

m=1 m=0 me-1 p - ELEKTRONY
Al ¥4
Z
t3
1z 2
m=2 m=1 m=0

d-ELEKTRONY
Z
z
m= -1 m= -2

X~
\
é\x ’ 1

Obr. 4.10. Druhé mocniny absoldtnych hodnét vinovych funkcii elektronov v s, p a d stavoch.
Pérne riadky naznacuju klasické analdgie a treba ich chapat’ ako pomocku na zapamétanie.
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H, L? a L.. Pritom plati:
4

H wim = L Wim E :_K
Vi = Ealm B ==
L2 Waim = hzl(l + 1) Waim (18)

LZ l//nlm = hm l//lzlm

Zadanie troch Cisiel n, [, m jednoznacne urcuje funkciu ¥,,. Ako vidno z rovnic
(18), hlavné kvantové &islo n uréuje energiu. Cislo [ nazyvame orbitdlnym kvanto-
vym ¢islom, uréuje vlastné hodnoty operétora druhej mocniny momentu hybnosti —
teda absoliitnu velkost momentu hybnosti. Cislo m, ktoré uréuje priemet momentu
hybnosti do smeru osi z, nazyvame magnetickym kvantovym ¢islom. Ak sa totiz
atém nachddza vo vonkajSom magnetickom poli, a ak vyberieme os z v smere
tohto vonkajSieho pdla, tak kvantové ¢islo m bude uréovat’ interakciu elektrénu
na danej hladine s vonkaj$im pol'om.

Pauliho nerelativistickd teériu spinu, aplikovand na atém vodika, opiSeme
neskor.

Stuvis medzi ,,starou” a ,,novou* kvantovou teériou je ilustrovany nasleduji-
cim prikladom. V Bohrovom modeli atému vodika sa elektrén v stave s najnizSou
energiou pohybuje po kruhovej drihe s polomerom a,. V ,,novej* kvantovej
mechanike je tento stav elektrénu opisany vinovou funkciou

1 - —=rla
Yior, & @) = Yoo(B, @) Ryo(r) =ﬁ<al) 32 e

Pri integrovani vo sférickych siradniciach objemovy element je dV = 4nt/* dr
resnejSie: objemovy element, integrovany cez uhlové premenné #a ¢). Stcin
(presnejie: objemovy element, integrovany cez uhlové premenné da ). S
P =41y i0(r, B, OF = 4%a e (19)

interpretujeme ako hustotu pravdepodobnosti pre vyskyt elektronu vo vzdialenosti
r od zaciatku suradnicovej sdstavy. Graficky je zdvislost p(r) zndzornend na
obr. 4.11. Z obrazka, prave tak ako z analytického tvaru (19) vidno, Ze p(r) dosa-
huje maximum prave pre r = a,.

pird

e ———

Obr.4.11
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Degenerdcia hladin energie. Ak k jednej a tej istej hodnote energie prislicha
niekol’ko r6znych vinovych funkcii, hovorime o degeneracii hladin energie. Typic-
kym prikladom pre degeneréciu su rieSenia SchR pre atém vodika. VInova funkcia
w(r) je jednoznacne urcend troma celymi Cislami: n, [, m. Hodnoty n, I, m st
viazané nerovnost'ami

Iml<l, 0<l<n-1 (20)

Energia prislichajica danej vinovej funkcii je vSak urcend podla (18) len hlav-
nym kvantovym ¢islom n. Ku kazdej hodnote energie prislicha teda tol’ko vino-
vych funkcii ¥, kolko celych &isiel spiia nerovnosti (20) pri pevnom n. Ku
kazdému [ moZno néjst’ 2/ + 1 &isiel m, spiiajicich (20); povolené hodnoty m sii
m=-l, = +1, ..., [. Podl'a druhej nerovnosti (20) k danému n mdZeme teda ndjst’

N,=1+3+...+2n—-1=n 21)

rdznych dvojic I, m.

Vo vseobecnom pripade centrdlne symetrického pol'a bude kazda energeticka
hladina (2! + 1)-krat degenerovana. Tvrdenie vyplyva z tvaru rovnice pre radidlnu
Cast’ vinovej funkcie (10.8), ktord zavisi len od [ a od radidlneho kvantového cisla
n,, ktoré sa zavddza v priebehu rieSenia. PretoZe hodnota energie vystupuje len
v rovnici pre R(r) a nie v rovnici pre Y(&}, ¢), E nezdvisi od magnetického kvan-
tového ¢isla m. Ku kazdej dvojici n,, [ moZzno vSak najst’ 2/ + 1 hodnot m, a teda
rieSenia budd (2/ + I)-krat degenerované. Neskor eSte ukazeme, Ze degeneracia
uzko sdvisi s vlastnostami symetrie V(r) a Laplaceovho operatora. Tak napr.
(21 + 1)-ndsobnd degenerécia v sféricky symetrickom poli je prave dosledkom
sférickej symetrie. Operator energie pre coulombovsky potencidl, imerny 1/r, ma
Specidlne vlastnosti symetrie,84 ktoré sposobuji n’-ndsobni degeneréciu. Pri viac-
elektronovych atémoch sa elektrény pohybuju v strednom poli jadra a ostatnych
elektrénov, potencial uZ nie je presne coulombovsky a n*-ndsobnd degeneracia
sa straca.

Poznamenajme este na zdver, Ze tedriu atému vodika moZno priamo aplikovat’
na i6ny podobné vodiku (ktoré obsahuji jediny elektrén) ako He*, Li*™ atd’. Staci
viade nahradit’ e” vyrazom Ze ? kde Z je naboj jadra, a urobit’ korekciu na pohyb
jadra, o ktorej budeme hovorit’ v nasledujicom ¢lanku.

4.12 KOREKCIA NA POHYB JADRA

Doteraz sme povazovali protén za fixovany v zaciatku suradnej sustavy a elek-
trén sa pohyboval v silovom poli tohto statického protdnu. Takéto pribliZenie by

8 Pozri napr. Baz, A. I. — ZeMovig, J. B. — Perelomov, A. M.: Rassejanije, reakcii i raspady v nereljati-
vistskoj kvantovo] mechanike, Moskva 1971.
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bolo celkom korektné iba pre nekonecne tazky prot(’)n.85 V skuto€nosti ma protén
kone¢nd hmotnost’ m,, hoci v porovnani s hmotnostou elektrénu m = m, vel'mi
velkd; me/m, = 1/1840. MoZeme teda oc¢akdvat’, Ze vyrazy, ktoré sme odvodili pre
energiu atomu vodika v predchadzajicom c¢lanku, bude treba poopravit’ zapoci-
tanim dosledkov konecnej hmotnosti proténu. V klasickej fyzike je tento problém
jednoduchy. Vieme, Ze taZisko izolovanej ststavy je v kl'ude a dve Castice sa
pohybuju tak, Ze obiehaji okolo tohto taZiska. V kvantovej mechanike problém
nie je ovel’a komplikovanejsi. Pre dvojcasticovu ststavu treba zase zaviest’ surad-
nicu t'aziska a relativnu suradnicu a rieSit’ prislusni SchR. Ukazuje sa, Ze tuto
rovnicu mozno separovat’ a ako vysledok dostaneme pre relativny pohyb rovnicu
vel'mi blizku tej SchR, ktord opisuje pohyb Castice v silovom poli nehybnej a neko-
necne t'azkej Castice.

Teraz to ideme previest’ podrobnejsie. Uvazujeme sustavu skladajicu sa z dvoch
Castic; ich suradnice oznacime r; a .. Nech ich vzdjomné silové pdsobenie opisuje
potencidlna energia V(r; — r,). Operétor celkovej energie sistavy sa bude skladat’
z operatorov kinetickej energie prvej Castice, kinetickej energie druhej Castice
a potencidlnej energie vzdjomného pdsobenia. Mame teda

h? n*
H=———V]———V;+V(r,—n) (1)
2m, m,
kde
9> 9% 07
vi

R
a analogicky vyznam ma4 aj V%. Zaved’'me teraz relativnu sidradnicu r a sdiradnicu
hmotného stredu R vztahmi

r=rn-n
_mh+mr,
M

Po elementarnych vypoctoch mdZeme operator H vyjadrit’ v siradniciach ra R.
Dostaneme:

R M=my+m,

2 2
O —%Vz +V(r)

2u

H=

kde gje redukovand hmotnost’

p=— 4)

m +m2

8 Pre neurcitost’ polohy a hybnosti plati podla vztahu neurditosti AxAp, ~ k. Ak polozime Ap, = mAv, mdme
Ax Avy ~ hilmy,. V limite m, — co mdZeme povazovat’ protén za lokalizovany v zaciatku (Ax ~ 0) a ne-
hybny (Av, ~ 0).
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a Laplaceove operétory vV’ a V2si:
2 2 2 2 2 2
V2=8_2+8_2+8_2 V2=82+82+82
ox” dy° 0z oX*° dY°- 97

Vlastné funkcie operatora H mozno zrejme hladat’ v separovanom tvare
¥(r)®(R). Druhd z nich opisuje pohyb sustavy ako celku. Funkcia y(r) opisuje
relativny pohyb dvoch Gastic a spiiia zvy&ajni Schrodingerovu rovnicu, len namiesto
hmotnosti jednej z Castic vystupuje v nej redukovand hmotnost’ sistavy (4). Ak
napr. Castica | je elektrén a 2 protén, tak

m, 1840

=m =m
# Ymi+m, 1841

a /= m,. Zahrnutie korekcii na pohyb jadra sa teda prejavi iba v tom, Ze vo vSet-
kych vztahoch predchddzajiceho ¢ldnku nahradime hmotnost’ elektrénu reduko-
vanou hmotnostou uréenou podl’a (5).

4.13 ZHRNUTIE

V tejto kapitole sme sa zaoberali s niektorymi exaktne rieSitelnymi problémami
pohybu jedinej Castice v poli vonkajsich sil. Niektoré zo Studovanych otdzok boli
viac fyzikdlnej, iné viac matematickej povahy. Naliehavo odporicame citatelovi,
aby sa snazil uvedomit’ si v kazdom probléme jeho fyzikdlnu podstatu, alebo —
snad’ presnejSie povedané — fyzikdlnu logiku problému. Technické podrobnosti
mozZe, v pripade ak ich bude potrebovat’, ndjst v monografiach o kvantovej mecha-
nike, alebo v odbornej literatdre o Specidlnych funkcidch matematickej fyziky.

V zavere¢nom ¢lanku upozornime na niektoré otazky, ktoré je zvlast’ potrebné
si premysliet’ a uvedieme niektoré vysledné vzt'ahy, ktoré Casto potrebujeme pri
rieSeni praktickych tdloh.

V prvom rade je ziaduce uvedomit’ si suvis medzi Glohami rieSenymi v tejto
kapitole a medzi kvalitativnou diskusiou v 1. kapitole. VécSina udloh, ktoré sme tu
riesili, boli ulohy na hl'adanie vlastnych hodn6t hamiltonidnu sistavy, a prislus-
nych vlastnych funkcii. Pomocou tychto energii a vlastnych funkcii mdZeme
okamZite zapisat’ staciondrne stavy sustavy odpovedajiice ¢istym harmonickym
kmitom diskutovanym v 1. kapitole.

Dalej si treba v§imnit na pripade potencidlovej jamy, harmonického oscila-
tora a atomu vodika samotny ,,mechanizmus kvantovania®, t. j. ilohu SchR a pod-
mienky normovatel'nosti vinovej funkcie. Tato podmienka sa vd’aka spravaniu
sa vlnovej funkcie v okoli singularnych bodov prejavi ako jednoduché okrajové
podmienky a tie spolu so SchR vyberu len diskrétne fyzikdlne interpretovatelné
stavy.
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Pri prechode cCastice cez potencidlovu bariéru sa treba podrobnejSie zamysliet
nad rozdielom medzi klasickou a kvantovou mechanikou a v§imnut’ si najmé vzt'ah

typu
2
W(x) ~ exp{— j,/—h’? [V(x)— E] dx}

dévajuci rychlost’ poklesu vlnovej funkcie v oblasti, kde energia Castice je mensia
ako potencidlna energia.

Teraz uvedieme vlastné funkcie a vlastné hodnoty operdtora energie pre
linedrny harmonicky oscildtor a pre atém vodika, ktoré sa Casto pouZivaju
v aplikéciéch.

Linedrny harmonicky oscildtor:

nt d*> me; ,
=————+—2x

2m dx? 2

Rovnica Hy = Eymé normovatel'né rieSenia len pri hodnotach energie

E, = ha)o(n + 1]
2
a prislusné vinové funkcie sd

1/4
_ mwo) 1 H (&)exp(—&?
- n p( é /2)
\V2"n!

kde

E=xlxy, X0 = (Wiman)"”

Moment hybnosti ma v kvantovej mechanike vynimoc¢ne ddlezitd tulohu.
Komutacné vztahy zloZiek operdtora momentu hybnosti si

L. L,]=iAL,
[L,. L] = iAL,
L., L] =iAL,

Operitor L* = L} + L) + L2 komutuje so vietkymi tromi operatormi L, L, L..
Zo $tvorice Ly, Ly, L, L% mdzeme vybrat’ dva komutujtice operatory, napr. L, L%
Ich spolocné vlastné funkcie sd sférické funkcie Y, (2, @) a plati

L*Yi(8, @) = B+ 1)Y,(8, @)
LzYlm( 72 ¢) = hmYlm( 7}7 ¢)
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kde [=0, 1,2, ... a pri danom / méZe m nadobudat hodnoty m = -, = + 1, ...,
e I =1, 1L

Gul'ové funkcie tvoria dplny ortonormovany systém na povrchu jednotkovej
gule a plati

IdQYT'm'(& ¢)Ylm(19’ ¢) = él'amm'

vy

Gul'ové funkcie s niekol’kymi najniz§imi hodnotami /, m su

1 [5(3 1
Yo()(ﬂ’?’):m» Yy (0,9) = Etzcosz 19—5j

Y, (8, 9) = 8—:; singde'?, Y, (8,¢)= —1/5 sin ¢¥cos e'?

Vo(@.p) = mcost, Yn(Dg)= |- sin? 9e*

a d’alSie funkcie s [ = 2, [ = 1 mozZno ziskat’ z predchadzajicich pomocou vztahu
Yl, —m(ﬂ’ ¢) = (_l)mYTm(ﬂ’ ¢)

Atém vodika
Vo sférickych suradniciach

”[19(,0 1, e?
He—et =222 oy -
Zm{r2 ar[r E)rj r? lw} r

2
1 ) e

V3 =——|? e =
e g2 4me,

kde

Rovnica Hy = Eymé normovatel'né rieSenia iba pri hodnotach

’4
e

n=

2h%n?

. vz < : +86
a prislusné vlastné funkcie st

l//nlm(rs 193 w) = RnIYlm(d ¢)

8 Vzhradom na degenericiu energetickych hladin v atéme vodika je Fubovolna linedrna kombindcia
Z c vlastnou funkciou hamiltonidnu prislusnou k vlastnej hodnote E,.
¥ nim
Im
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kde n = n, + I + 1 a radidlne kvantové ¢islo nadobida hodnoty n, = 0, 1, 2, ...
Najnizsie radidlne vlnové funkcie su:

Rio(r)=(1/a))** 2e™™

Ryo(r) = (1/2a,)* (2 = rla;)e™™"

R21(r)=(1/2a1)3/2Le_r/2a1

a3

kde a, = #*/me".

4.14 PRIKLADY APROBLEMY

1. Aké su energetické hladiny elektrénu viazaného
a) vnutri tenkej kovovej vrstvy,

b) vniitri dlhého tenkého kvédra s dizkou L a so $tvorcovou zakladiiou dlhou a, L> a.
Aproximujte v oboch pripadoch situdciu potencidlovymi jamami s nekonecne vysokymi stenami.
Ktoré excitacie budud délezité pri nizsich teplotach?

2. Porovnajte ,,tunelovacie* schopnosti elektrénov a proténov. Podmienky ,,stitaze* st takéto: obe
Castice maju kinetickd energiu 1 eV a dopadaji na potencidlovi bariéru s vySkou 2 eV a Sirkou
rovnou priemeru atému vodika. Porovnat’ treba prislusné koeficienty prechodu.

3. Zvizok elektronov s kinetickou energiou 80 eV leti v kovovej trubici. Elektrony potom vletia do
druhej trubice, ktord md voci prvej potencidl =50 V.

a) Kol’ko elektrénov sa odrazi naspét™?
b) Odrazia sa niektoré elektrony naspit’ aj vtedy, ak trubica B ma potencial +50 V?

4. Pozitrén je Castica s rovnakou hmotnostou a opaénym nabojom ako elektron. Elektron a pozitron
mdZu vytvorit' nestabilny ,,atém* (pozitrénium), podobny atému vodika. Zabudnite na chvil'u na
otazky nestabilnosti a vypocitajte energie stacionarnych stavov pozitrénia. Porovnajte so spektrom
vodika. Bude nejakd spektrilna séria pozitrénia lezat’ v oblasti viditeI'ného svetla?

ako hmotnost’ elektrénu.
a) Néjdite energetické hladiny u-mezoatému vodika a Bohrov polomer tejto stistavy.
b) Ak sa v tazsich jadrach zachyti -mezén na jednu z hladin s nizkym hlavnym kvantovym ¢islom
n, potom sa pohybuje tak blizko pri jadre, Ze tienenie elektronmi moZno zanedbat’. Odhadnite
energiu ykvant pre K,-Ciaru v g~mezoatéme cinu (Sn, Z = 50). K, ¢iara odpoveda prechodu
z hladiny n =2 na hladinun = 1.

6. Néjdite vinové funkcie a vlastné hodnoty energie pre trojrozmerny harmonicky oscilator
a) separaciou premennych v kartezianskych sdradniciach,
b) separaciou premennych vo sférickych siradniciach.

7. Castica sa nachddza v potencidlovej jame V(r) = =V}, pre r < a(V,y > 0); V(r) = 0 pre r > a. Najdite
energiu a vinové funkcie viazanych stavov s momentom hybnosti /=0, /= 1.

8. Castica je viazand v guli s polomerom R. Formalne by sme mohli povedat’, Ze sa pohybuje v poli
potencidlu V(r) = 0 pre r < R, V(r) = o pre r > R. Ndjdite energie a vinové funkcie stavov s / =0
(s-stavy) as [ =1 (p-stavy).
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10.

11.
12.

13.

. Jadro deutéria sa sklada z proténu a z neutrénu. Celkovy spin je 1 (v jednotkach /), ¢o znamena,

Ze obidva spiny sd rovnobezné. Orbitdlny moment hybnosti je nulovy (s-stav). Interakciu
mozno priblizne opisat’ sféricky symetrickou potencialnou energiou

U(r) = Aexp(-ria)

Najdite vlnovi funkciu zakladného stavu.

Rovinny rotator si moéZeme predstavit’ ako ,,¢inku“, ktorej vonkajsie vizby dovol'uji rotovat’ iba
v istej rovine. Takato fyzikdlna ststava je potom charakterizovana jedinym parametrom — momen-
tom zotrvacnosti. Stav rovinného rotétora v klasickej mechanike je dany napriklad vhodnym uhlom
ako zovsSeobecnenou stradnicou a momentom hybnosti ako prislusnou kanonicky zdruZenou
veli¢inou.

a) Vyjadrite hamiltonidn volného rovinného rotatora,

b) najdite spektrum energie.

Aké bude rota¢né spektrum molekuly HCl, ak vzdialenost’ medzi jadrami H a Cl je okolo 0,1 nm?
Molekula CO absorbuje (v mikrovinnej oblasti) Ziarenie na Giare s frekvenciou v=1,153.10° MHz.
Tento prechod mozno pripisat’ prechodu z rotacnej hladiny s / = 1 na hladinu s / = 0. Urcte
odtial’ vzdialenost’ medzi jadrom C a jadrom O v molekule CO.

V ¢lanku 4.4 sme pomocou kvalitativnych argumentov ukdzali, Ze v jednorozmernej pravouhlej
pritazlivej potencidlovej jame existuje vZdy aspon jeden viazany stav. Zistite podobnym spdsobom,
¢i tvrdenie plati aj v 2- a 3-rozmernom pripade.
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