2 ZAKLADY VLNOVEJ MECHANIKY

2.1 UVOD. POJEM STAVU V KVANTOVEJ MECHANIKE

Uplny nadpis tejto kapitoly by vlastne mal byt ,Zdklady vlnovej mechaniky
jedinej bezspinovej Castice v silovom poli“. Vzhl'adom na to, Ze kvantova mecha-
nika je univerzalnou teériou javov v oblasti atémovej fyziky, je to téma pomerne
uzka, ale umoZznuje postupné budovanie matematického aparatu teérie i jeho
fyzikalnej interpretacie. V predchadzajicej kapitole sme sa sice zaoberali s jedno-
duchymi kvantovymi systémami, ale vyklad bol zaloZzeny na intuitivnych argu-
mentoch a na analdgidch. V tejto kapitole bude vyklad o Cosi systematicke;jsi
a viac pozornosti budeme venovat’ rozvoju formalizmu.

Zakladnou myslienkou, z ktorej budeme vychddzat je to, Ze stav Castice
v ur¢itom okamihu #, je uplne charakterizovany stavovou vlnovou funkciou
w(r, t,). Casova zavislost’ vinovej funkcie y(r, f) bude potom udavat’ Easovy vyvoj
stavu.

Uz v predchadzajicej kapitole sme sa — na intuitivnej Grovni — zaoberali sivisom
stavu kvantovomechanickej ststavy a vinovej funkcie. Ked’ teraz predpokladame,
7e stav cCastice je tplne charakterizovany vinovou funkciou, znamena to, Ze tieto dva
pojmy vlastne stotoziiujeme, Ze ,,zadat’ stav* znamena to isté, ¢o ,,zadat’ vlnovi
funkciu®, tak, ako v klasickej mechanike ,,zadat’ stav* znamenalo ,,zadat’ polohu
a hybnost’ &astice*.”

Aby takéto chapanie pojmu stav malo aj prakticky vyznam, musime si ukdzat’
ako na zdklade znalosti vinovej funkcie moZno predpovedat’ (v pravdepodobnost-
nom zmysle) vysledok merania 'ubovolnej fyzikélnej veli¢iny v danom okamihu.
Budeme tieZ musiet’ ndjst’ pre vinové funkcie prislusni pohybovi rovnicu, aby bolo
mozZné na zdklade zndmej vinovej funkcie v danom okamihu predpovedat’, aka
bude vinov4 funkcia — a teda stav systému — v budiicnosti.

Skor vSak, ako sa zacneme zaoberat' s takymito otdzkami, v§imneme si na
priklade vol'nej Castice niektoré suvislosti medzi tym, ako chapeme stav v kvan-
tovej mechanike a ako ho chapeme v klasickej mechanike. Intuitivne je jasné, Ze
stvislost’ tu musi byt’, inak by sme rychlo prisli k viZnym problémom. Vieme

totiz, Ze klasicka fyzika je vel'mi dobrou tedriou pre pohyb ,,Castic* s hmotnost'ou

* Odportc¢ame Eitatelovi obozndmit’ sa s ¢ldnkom W. Heisenberga, O vy§voji pojmu stavu v historii
kvantové teorie, publikovanom v ¢eskom preklade v Cs. Cas. fyz., ro¢nik A 25, rok 1975, str. 397.
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okolo 107 kg alebo vi¢Sou. V skutoénosti vieme i to, Ze je to dobra tedria pre
opis pohybu castic i s ovel'a menS$imi hmotnostami. Na druhej strane vieme, Ze
pre pohyb elektrénov s hmotnostou 9.107" kg uZ plati kvantovd mechanika. Ak
si teraz predstavime, Ze po rebricku hmotnosti postupujeme postupne dolu, py-
tame sa na to, kedy, t. j. pri ktorej hmotnosti prestane platit’ klasickd mechanika
a zacne platit’ kvantova mechanika. Akosi tazko uverit, Ze by existovala takato
striktnd hranica, nad ktorou by platila jedna tedria a pod nou druha tedria, Gplne
ind. V skutocnosti je tento prechod plynuly, klasickd mechanika sa stdva so
zmenSovanim sa hmotnosti a rozmerov ¢oraz hor§im a hor§im pribliZenim ku
skutoCnosti a zacina platit’ kvantovd mechanika. Naopak, ak za¢neme z oblasti
platnosti kvantovej mechaniky a postupujeme ,,smerom ku klasickej, vidime, Ze
klasicka mechanika sa postupne stdva lepsim a lepSim priblizenim a i opis stavov
sistavy postupne prechddza od kvantovomechanického ku klasickému. Tuto
skutoc¢nost, ktora je $pecidlnym pripadom Bohrovho principu kore$pondencie, si
podrobnejsie v§imneme na zaciatku tejto kapitoly. Potom sa budeme zaoberat
Schrédingerovou rovnicou a neskdr sa budeme venovat’ tomu, ako v kvantovej
mechanike opisujeme fyzikdlne veli¢iny.

2.2 VLNOVE FUNKCIE VOLNEJ CASTICE

Castici, ktord sa pohybuje vol'ne (nenachddza sa v silovom poli) a m4 uréiti
hybnost p, je podla de Broglicho hypotézy priradena vinova funkcia
Aexp (ik.r —iwt), kde k = p/h, w = E/h = p*/(2mh). V uréitom &ase f, je stav
Castice charakterizovany vlnovou funkciou

®,(r) = Cexp(ip.r'h) (D)

kde C je komplexnd konStanta (v predchddzajicom oznaceni C = Aexp (—i®tp)).
Casova zavislost’ stavu vol'nej Castice je charakterizovana vlnovou funkciou

D, (r, 1) = Aexpli(p.r— Et)/h] 2)

Cista rovinnd vlna (1) opisujiica stav volnej &astice s hybnostou p v celom
(nekone¢nom) priestore spiiia I®I° = ICI* a preto nemoZno vybrat C tak, aby
platilo

o, (mrav=1 (3)
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t. j. tak, aby vlnova funkcia bola normovana na jednotku v celom objeme.*® Tiito

formalnu tazkost’ mozno obist’ dvoma sposobmi. Pri prvom z nich pracujeme
s nekone¢nym objemom a vlnové funkcie potom normalizujeme tak, ako je to
obvyklé v tedrii Fourierovych integrélov, t. j. pouzivame funkcie

nh) [expip.ri] “4)

ktoré sd, ako fyzici vravia, ,,normované na Jfunkciu“. Takéto funkcie budeme
tieZ neskor pouZivat), ale predtym sa s &-funkciami budeme musiet’ obozndmit’.

Druhd moZnost’ je jednoduchsSia a spo¢iva v normovani ,,na konecny objem*.
Fyzikdlne je jasné, Ze keby sme si predstavili svet ako kone¢ny a uzavrety v kocke
s hranou, povedzme 10" svetelnych rokov, nezmenilo by to ni¢ na spravani sa
elektronu v atome vodika, alebo na vlastnostiach inych atomarnych objektov,
ktorych rozmery sd rdadovo 107" m. Stavové vinové funkcie volnych &astic
moZeme teda pisat’ ako

q)p (I') — ip.r/h (5)

1
—¢
N
kde V = L? je ns ,,normovaci objem* (kocka s hranou L).

Vo vyraze (5) hodnota hybnosti p sa moZe menit’ spojité a dostdvame tak
,,Spojito nekonecnu‘ mnoZzinu moznych stavov, liSiacich sa hodnotou p. Nie vsetky
z tychto stavov su vSak linedrne neza’wislé,31 niektoré z nich mdZeme dostat’ ako
linearne kombindcie ostatnych a moZnost’ vytvarania stavov linedrnymi kombi-
niciami je dand uz principom superpozicie. Pytame sa preto na to, ako by sme
mohli dostat’ systém linedrne nezavislych stavov typu (5). Odpoved’ na tito otdzku
je zndma z tedrie Fourierovych radov. Staci vybrat iba tie hodnoty p,, p,, p.,
pre ktoré je funkcia ®,(r) periodickd v kaZdej z premennych x, y, z na intervale
(0, L). Napriklad pre premennt x to znaci

eipA)(/h — eipx(x + L)h

* NemoZnost’ normovania sivisi s tym, Ze stav (1) je iba istou idealizdciou a nemoZno ho experi-
mentélne pripravit. Kazda elektronova vlna totiz v istom Case niekde vznika a je preto lokalizo-
vand v kazdom case v istej koneénej priestorovej oblasti (hoci obrovskej, ale kone¢nej). Skutocne
realizovatel'né su iba vlnové baliky. Ale rovinna vlna je tak uzito¢nou idealizaciou, Ze by nebolo
rozumné sa jej zrieknut’ kvoli formalnym tazkostiam.

Nasa terminoldgia nie je presna. Pojem linedrnej zavislosti byva obvykle vyhradeny pre ko-
necné linedrne kombindcie. My tu pripastame i superpozicie nekonecného poctu funkcii. Navyse
by sa Zziadalo precizovat’ defini¢né obory funkcii, o ktorych hovorime a zmysel konvergencie
prislusnych radov. Vyhybame sa tu tymto (z hl'adiska matematiky podstatnym) otdzkam, lebo
v danej situdcii pre pochopenie fyzikdlnej podstaty nie st nevyhnutné.

w
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Odtial’ dostdvame podmienku

pill/h=2nn, n;=0,+1, 42, ... (62)
a podobne pre ostatné dve zlozky hybnosti

DL/l =21y np=0, £1,£2, ... (6b)

p3L/h=2mn; n3=0,%1,+2, ... (6¢)

UZ sme pouZili oznacenie
Px=D1s pyEPZs P:=D3
ktoré podobne ako
XEX, Y=EX, I=Xx3

budeme casto pouZivat’ v d’alSom.
Aby sme sa vyhli stdlemu pisaniu symbolu 7 v menovateli exponentu v (5) je
uzitocné pouzivat radsej vinovy vektor a kruhovi frekvenciu

0= w(p) = E(p)/h;, ki=pih i=1,2,3

a pisat’ stavové vinové funkcie reprezentujiice systém stavov (5) v tvare

I
D) =D, 4, 4, (1) =—=e" (7a)
k ki ko, ks Vv
ki:_zztni, ni=0,1, %2, ... (7b)

Stavové vinové funkcie typu (7) prislusné k rdznym hodnotam (ki, k,, k3) sd
nielen linedrne nezdvislé, ale ak trojica (ki, k», k3) prebieha vSetky hodnoty (7b),
tvoria aj Uplny systém v zmysle tedrie Fourierovych radov; t. j. kazdd funkciu
fx, ¥, z) moZno vniitri ndSho normaliza¢ného objemu rozvinit’ do radu

[y, =D 6@ (r) ®)
k

kde s€itujeme cez vetky k(ki, k», k3) pripustné podmienkou (7).
Koeficienty ¢, vystupujice v rovnici (8) l'ahko uréime, ak si vSimneme, Ze
vInové funkcie ®,(r) spifiaji podmienku

IV¢:,(r)<bk(r)dV =8 ©)

kde na pravej strane mame Kroneckerov symbol, ktory je rovny jednej ak k = k'
arovny nule ak k # k'.
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Takto sta¢i rovnicu (8) nasobit’ vinovou funkciou CIDZ(r) a preintegrovat’ cez
normaliza¢ny objem V. Ak modZeme zamenit' poradie sumy a integrdlu (a to
budeme predpokladat’), dostaneme

[ @anfrav= ;J@:(r)dbk(r) v

Integrdl na pravej strane je ale rovny Kroneckerovmu symbolu & 4 to zna-
mend, Ze je nulovy pri vSetkych k, s vynimkou jedného jediného pripadu k = g
a vtedy je integrdl rovny jednej. Celd prava strana sa teda rovnd ¢4, a mame
konecny vysledok

¢ =jvc1>j;(r)f(r) av (10)

ktory ukazuje postup ako urcit’ koeficienty v rozklade (8) pri znamej funkcii f(r).

Postup, ktory sme tu pouZili, sa v kvantovej mechanike pouZiva tak casto, Ze
si zasluhuje niekol'’ko poznamok.

1. Rozklad funkcie f(r) do radu (8) nie je viazany na Specidlny tvar funkcii (7),
ale mdZeme ho pouzit’ vzdy, ak mame isty uplny systém funkcii {®,}. Moznost’
rozkladu (8) je vlastne vyjadrenim pojmu tplnosti systému {P,}. Koeficient c,
v takomto rozklade moZno uréit' pomocou rovnice typu (10), ak stbor funkcif
{®,} je ortonormovany, t. j. ak plati

jcbj;cbm av=4,,

kde na pravej strane je Kroneckerov symbol rovny 1 pre n = m a rovny nule pre
n+tm

2. Stavy povolené podmienkou (7b) si méZeme zndzornit' bodmi v abstrakt-
nom k-priestore. Je to trojrozmerny priestor, v ktorom na jednotlivé osi vynasame
zloZky vektora k, na prvi os k; na druht &, a na tretiu k3. Predstavme si teraz, Ze
cely k-priestor je zaplneny kockami s diZzkou hrany 27t/L. Vlnové funkcie povolené
podmienkou (7b) sd prave tie, pri ktorych hodnoty vektora k (zakreslené v k-pries-
tore) splyvaju s vrcholom niektorej kocky. Kocka md 8 vrcholov a kazdy vrchol
je spolocny 8 kockdm. Na jednu kocku s hranou 27/L pripada preto prave jedna
»povolend“ hodnota k. Pre vel'a aplikicii je uZitoéné zaviest' pojem hustoty
povolenych hodndt k v k-priestore. Tato hustota je rovnad poctu ,,povolenych*
vektorov k pripadajicich na objemovi jednotku v k-priestore. PretoZe na objem
(2m/L)’ pripadé prave jedno ,,povolené* k, dostaneme pre tito hustotu oznagent
symbolom p(k) vyraz

1 r __V
QenL?  @en® (@2n)’

pk) = (12)
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Niekedy sa stdva, Ze z fyzikdlneho postavenia problému je zrejmé, Ze koefi-
cienty ¢, v rovnici typu (8) si pomaly sa meniacimi funkciami vektora k. Vtedy je
uzito¢né prejst’ od sumy v (8) k integrilu. PretoZe na jednotkovy objem pripada
p(k) povolenych vektorov k, bude mat’ prepis rovnice (8) tvar

F@) = [elr®, (pod’k (13)

kde c(k) je pomaly sa meniaca hladka funkcia premennej k, ktord v
,povolenych* bodoch k-priestoru nadobuda hodnotu c,. Pre dostato¢ne velky
normovaci objem V je takéto nahradenie sumy integrdlom prakticky vZdy
dobrym priblizenim.

Po dosadeni za ®,(r) a p(k) mdZeme rovnicu (13) prepisat’ (zatial’ bez zrejme;j-
Sieho tcelu) ako

Vv 1 eik.r 3
= k — d’k
f(r) J|:C( ) (2703/2 \/V:| (27[)3/2

. - » A3
Ak vyraz v hranatej zatvorke oznacime ako a(k) mame

ik.
el r

G =ja(k>wd3k (14)

3. Normovaci objem V, ktory sme vysSie pouZivali je zna¢ne l'ubovolny.
Ziadali sme len to, aby bol obrovsky v porovnani s rozmermi atomarnych ststav.
Na zaklade intuicie mozno ocakavat, Ze fyzikdlne vysledky ziskané pri r6znych
volI'bach velkosti V od tohto V nebudu zavisiet. Ukazuje sa, Ze je to skutocne tak
a v d’alsich ¢lankoch sa eSte stretneme s ilustrdciami tohto tvrdenia.

— Vyber rovinnych vin ,;normovanych na objem V* tak, ako sme ho uviedli,
sa moZe zdat’ trocha T'ubovolny. Prisli sme k nemu tak, Ze sme hl'adali systém
funkcii: a) typu rovinnych vin; b) normovanych na jednotku v kone¢nom objeme
V; ¢) linearne nezdavislych. Tieto funkcie totiz opisuja stbor fyzikdlnych stavov
a na zdklade principu superpozicie vieme, Ze linedrnou kombinéciou vinovych
funkcii dostdvame vlnovu funkciu prislichajicu uréitému moznému stavu. Ako
stibor ,,bazickych* stavov ststavy potom prirodzene musime vybrat’ sibor linedarne
nezavislych vinovych funkcii. Toto by sme uz mohli urobit’ rdznymi spdsobmi, ale
vSetky by boli ekvivalentné v tom zmysle, Ze ,,bazické* funkcie nového systému
by boli linedrnymi kombinéciami systému (7). Systém (7) pouZivame preto, Ze je
pre praktické pouzitie najvhodne;jsi.

2 Poznamenajme, Ze vztah (14) je formédlne podobny rozkladu do rovinnych vin ,,normovanych na
Sfunkciu®, o ktorom budeme hovorit’ neskor.
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— Toto vlastne nie je pozndmka, ale ,rada do zivota“® pre Citatel'ov, ktor{

docitali aZ sem, ale doteraz sa s tedriou Fourierovych radov a integrdlov podrob-
nejSie nestretli. Pre d’alSie Citanie tejto knihy a pochopenie jej fyzikdlneho obsahu
tych niekol’ko pomerne povrchnych pozndmok, ktoré sme uviedli, je dostacujice.
Ak si Citatel' predchadzajiice trochu premysli, moze ¢itat’ d’alej. Dokonca sa mu
moZe stat, Ze s takymito znalostami vystaci i v inych praktickych fyzikédlnych
aplikaciach. MozZe to vSak lahko zviest’ na podcenenie rigoréznej matematiky,
a to by sme rozhodne nechceli. St situdcie, ked’ podrobnd a presnd znalost’ je
rozhodujica. Rozhodne si treba ndjst’ niekedy Cas a aspon raz v Zivote si precitat’
nieco z matematickej literatiry o Fourierovych radoch.™

2.3 VLNOVE BALIKY. GRUPOVA RYCHLOST
DE BROGLIEHO VLN A PRINCIP KORESPONDENCIE

Casovy vyvoj stavu ¢astice opisujeme v kvantovej mechanike vlnovou funk-
ciou y(r, t). Tento opis nema zdanlivo ni€ spolo¢né s opisom Castic v klasickej
mechanike. V tomto ¢lanku ukdZeme, Ze isty vzt'ah medzi klasickym a kvantovym
opisom predsa len existuje a Ze isté typy vlnovych procesov su v ur€itom zmysle
pribuzné pohybu klasickych Castic po trajektéridch. Najprv si vSak pripomenieme
niekol’ko pojmov stvisiacich s matematickym opisom vinovych javov.

Rovinnd vilnu $iriacu sa v smere vinového vektora k zapisujeme v tvare

O(r, 1) = Ce'*r= "

kde C je vo vseobecnosti komplexné Cislo. Vinoplochou nazyvame plochu, na
ktorej na faza konstantnd hodnotu, teda

k.r— ot = konst

Fdzovd rychlost je definovand ako rychlost, ktorou sa postva v priestore dana
vlnoplocha. Ak mame pre jednoduchost’ rovinni vinu pohybujicu sa v smere x,
potom rovnica vlnoplochy je kx — @ = konst a pre fazovi rychlost’ mame

I _o
k

v, = ™ H

¥ Vasei ddvat’ rady do Zivota je choroba, ktorej sa pedagdg, najmi v strednych a vyssich rokoch
tazko vyhne. Nech nam ¢itatel’ tito chorobu z povolania prepaci.

% Moze to byt napriklad kniha G. J. Silov: Matematick4 analyza, Alfa, Bratislava 1974. T4to kniha
je pre fyzika uZzitocna nielen kvoli Fourierovym radom.
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Rovinné viny st idealizaciou skuto€nych vlnovych procesov. Redlne viny si
vzdy lokalizované v istej oblasti priestoru a ich trvanie v Case je tieZ obmedzené.
Ak je priestorova oblast’, v ktorej je vinenie nenulovo mald, hovorime o vinovom
baliku. Kazdy takyto vinovy balik v§ak moZno zapisat’ ako superpoziciu (linearnu
kombindciu) rovinnych vin.*> Zaujimame sa teraz o to, ako sa takyto vinovy balik
pohybuje. Najprv uvedieme jednoduchy argument pre redlne klasické viny a potom
prediskutujeme realistickejsi pripad skladania komplexnych de Broglieho vin.
Predstavme si teda superpoziciu dvoch vin, ktorych vinové vektory a kruhové
frekvencie sa len o mélo odliSujd a amplitddy sd rovnaké.

Ui(x, 1) = Asin[(k — Ak)x — (w— Aw)t]
Us(x, 1) = Asin[(k + Ak)x — (0 + Aw)t]

Ak pouZijeme zndmy vztah sin(a + ) + sin(a— f) = 2 sina cosf, po lprave
dostaneme

U, + U, =2 sin(kx — wt) cos(Ak.x — Aw.r1)

Obr. 2.1

Prvy clen na pravej strane je pribliZne povodna vlna, druhy je modulacny
faktor, ktory vedie k vzniku vyraznych minim a maxim vlnenia, zndzornenych
na obr. 2.1. Rychlost’ §irenia sa tychto maxim, z ktorych kazdé vlastne odpoveda
vlnovému baliku, je dana ¢lenom cos(Ak.x — A@.t) a poloha maxima je dand
rovnicou

Ak.x—Aw.t=0

% Toto tvrdenie po matematickej stranke vyplyva z tplnosti ststavy rovinnych vin a v tomto kon-
texte sme o nom uz hovorili v predchddzajicom ¢lanku.
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Odtial’ mame pre rychlost’ $irenia sa maxima, nazyvanu tieZ grupovou rychlostou
dx Aw
’Z)g = — —
dr Ak
Pre malé Ak piSeme
_dw
£ dk
Teraz uvedieme realistickejsi priklad. UvaZzujme superpoziciu rovinnych vin,
Siriacich sa v smere osi x

(Y

o) = [ ey dk (4)
zavislost’ (a(k) vyberieme tak, aka prislicha volnej Castici (2.2), t. j.
2 2
oy =L = P K
o 2mh  2m
a c(k) zvolime napriklad v tvare
k—ky)?
c(k) = Aexp(—%} (6)
2K

UvaZujeme teda priklad superpozicie rovinnych vin, ktorych vinové vektory si
gaussovsky ,,rozmazané* v okoli hodnoty kq s neurcitostou Ak = k
Po dosadeni (S) a (6) do (4) a substitdcii k — ky = g dostaneme

D(x,1) = Ae'to " Ji exp[— 9’ [—2’1(2 + ;h—nij + iq[x - kinfl tﬂdq

ked’ sme oznaéili @y = w(ko).
Vyuzitim zndmeho Laplaceovho integralu dostaneme

( ik, T
2 1/2 | x——1
2K m } P m ol kox—ay1)
. 2 .
m+ihK’t 2( % N lhl‘j
K m

Vyraz (7) (ako aj cely nas priklad) je trosku technicky komplikovany, ale
vel'mi poucny. Vo vztahu (7) totiz l'ahko rozpozname exponencidlny fazovy fak-
tor exp [i(kox — axt)] predstavujici rovinnd vinu, avSak modulovand (komplexnym)
amplitidovym faktorom — vyrazom v zloZenych zatvorkach. Aby sme si urobili
lepsiu predstavu o charaktere vinového balika, ktory vyraz (7) predstavuje, uve-
domme si, Ze pre postdenie pravdepodobnosti vyskytu Castice je rozhodujica
absoliitna hodnota vinovej funkcie

D(x,1) = A{
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2

At m? 1/4 —[x—hkotJ
m m \
—} — (7)

[P(x,t)=1Al- ex
(1) |:m2+h21('4t2 P 2 +2(hnc)2

2

K m

Hlavnym ¢initel'om, ktory urcuje tvar vinového balika je zrejme exponencidlny
vyraz vo vztahu (7'). Je zrejmé, Ze poloha maxima vlnového balika je dana
vztahom

k k
x— h—‘)t =0 = x= ht (8)
m m
Teda vlnovy balik (jeho maximum) sa pohybuje rychlostou
hk
v, =—% )
m

¢o odpoveda vzt'ahu (3), ak don dosadime z (5)

_ 1(&}
ek, 9\ 2m
Z predchadzajiceho je zrejmé, Ze k Casticiam klasickej fyziky maji najblizsie
lokalizované vinové baliky a princip koreSpondencie Ziada, aby v klasickej limite
opis pomocou takychto balikov presiel na opis blizky k opisu pohybu castic po-
mocou klasickych trajektérii. Takto sme intuitivne vedeni k priradeniu
Castica v klasickej vlnovy balik
> .
de Broglieho vin

_do

. ik,
ST

k=ko

mechanike

V takom pripade ale rychlost’ Castice v klasickej mechanike musi byt rovnd
rychlosti pohybu maxima vlnového balika, teda

rychlost’ Castice grupova rychlost’
> ]
v klasickej mechanike de Broglieho vin

Zo vztahu (9) je hned zrejmé, Ze takéto priradenie je mozné. Plati totiz

ko _ Po
m m

8

Vyraz py/m je vSak prave rychlost’ klasickej castice s hybnostou p,.

Analdgia medzi vinovymi balikmi a Casticami klasickej fyziky mé vSak svoje
ohranicenia. Jedno z nich vidno napriklad z rozplyvania sa vlnovych balikov. Tuto
vlastnost’ vidno aj zo vztahu (7')- Je zrejmé, Ze tam uvedend amplitida pre x
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rozdielne od hodnoty (8) rychlo klesa k nule. Rychlost’ tohto poklesu je v prevaznej
miere dand menovatel'om v exponencidlnom faktore vo vyraze (7'). Rozmer vino-
vého balika teda moZno l'ahko odhadnit’ a dostaneme

1wkt

—+
2 2
X m

(Av)? =

Vidime, Ze rozmer balika s Casom neustdle rastie.

Nebudeme sa tu snaZit' o podrobnejSiu matematickd analyzu tohto javu, ale
uvedieme iba fyziku, ktora je za nim. Predstavme si, Ze v Case fy = 0 mame vinovy
balik s ,,rozmerom* (Ax),. Podl’a vztahu neurcitosti budd mat’ de Broglieho viny,
ktorych superpoziciou bol balik vyrobeny, hybnosti v intervale Ap ~ A/(Ax)o.
Prislusné rychlosti v = p/m budd mat’ takto neurcitost’

Ap h

Tieto neurcitosti v rychlosti povedd k zvid¢Sovaniu ,,rozmerov* balika s rastu-
cim ¢asom, priCom dodatocné rozplynutie bude priblizne

nt
m(Ax),

(Ax) ~ Av.t ~

PresnejSia analyza by ndm ukazala, Ze spravny vztah pre skladanie pdvodného
a dodato¢ného rozmazania je
(Ax)” = (A0 + (Av)”
Vyraz (10) ma skutocne presne takuto Struktiru.
Rozplyvanie vinovych balikov znemozZiuje chapat’ vinové funkcie priradené
stavom Ccastic ako hmotnostné viny v pévodnom Schrodingerovom zmysle. Po

dostatoc¢ne dlhom case sa totiZ vlnovy balik rozplynie do velkych rozmerov,
prestane byt lokalizovany a nemoZzno ho stotoZnit’ so samotnou Casticou.

2.4 CASOVY VYVOJ STAVU. SCHRODINGEROVA ROVNICA

Schrodingerova rovnica (d’alej zvicsa len SchR) je zakladnym pohybovym
zakonom kvantovej mechaniky. Ak pozndme stav ststavy v Case fy, dany vinovou
funkciou w(r, ty) Schrédingerova rovnica vedie k jednozna¢nému stavu w(r, f)
pre 'ubovol'né ¢ > t,. Jej dloha v schéme kvantovej mechaniky je teda analogicka
s tilohou Newtonovych pohybovych rovnic v klasickej mechanike.

Pre jednu casticu nachddzajicu sa v silovom poli s potencidlnou energiou
V(r) ma SchR tvar

2
A A G L R PR B (D
ot 2m
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kde A je Laplaceov operator

0> 9* 9°
A=—2+—2+—2
ox~ dy° 0oz

Vzhladom na ¢ je to diferencidlna rovnica prvého rddu a zadanim zaciato¢ného
stavu w(r, 1y) je jej rieSenie dané jednoznacne. SchR takto urcuje ¢asovy vyvoj
stavu ststavy. Na zdoOraznenie tejto skutoCnosti ju budenie nazyvat' niekedy
casovou Schrodingerovou rovnicou.

Této rovnica je zdkladnym zakonom kvantovej mechaniky. Nemo6Zeme ju preto
odvodit’ z klasickej fyziky prave tak, ako nemozZno odvodit’ Newtonove zdkony
z vysledkov prednewtonovskej fyziky. Zakladné zdkony novej tedrie treba vzdy
v istom zmysle ,,uhddnut™. Aby sme tiito skuto¢nost’ zddraznili uviedli sme tvar
SchR rovno, bez predbezného komentara. Pravda, vZdy moZno uviest dovody,
ktoré autora novej tedrie, v tomto pripade E. Schrodingera, viedli (r. 1926) k danej
formulécii zdkona. Reprodukovanie povodného Schrédingerovho heuristickeho
postupu®® by viak zabralo privel'a miesta. Uvedieme tu preto iba niekol’ko argu-
mentov, ktoré by mohli urobit’ SchR prijatel'nejSou.

Zagneme tym, Ze najdeme rovnicu, ktort spiia vinové funkcia volnej astice

i( p.r—Et)

w(r,t)=Ae" ()

kde A je konstanta a E = E(p) = p’2m.
Derivovanim tohto w(r, f) podl'a ¢asu dostaneme

., 0 ~(pr-En)
lha—‘;’ = AE(p)e" " = E(p)p(p)y(r, 1) 3)
Vdaka vztahu medzi energiou a hybnostou mozeme pravu stranu tieZ prepisat’
a mame

2
oY _ P

Jot  2m v

Ak sa ale pozrieme na y(r, t) dané rovnicou (2) vidime, Ze hybnosti mdZeme
dostat’ z exponentu pred vinovu funkciu aj tak, Ze budeme derivovat’ y podla
stradnic. Skuto¢ne, ak derivujeme w(r, f) podla stiradnice x a vysledok ndsobime
faktorom (#/1), dostaneme

o
Sy, )= py(r,1) 5)
iodx

36 Archimedes po objaveni svojho zdkona beZal vraj nahy ulicami Syrakiiz volajtic ,,Heuréka* (nasiel som).
Heuristicky postup je postup pre nachddzanie nie¢oho nového.
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Keby sme to isté urobili eSte raz, dostaneme

noY 9
[f—] w(r, ) =—h>—y(r,1)=ply(r1)
iox ox
Ak urobime to isté aj s ostatnymi sdradnicami, 'ahko sa presved¢ime o tom, Ze

n’* Lo, 2 o [

=—(p.+p,+ =—

- o (py+py+P)Y P 4
kde A na lavej strane je Laplaceov operdtor. Na pravej strane (6) mdme ale to
isté Co na pravej strane (4) a vidime, Ze pre rovinnd vinu plati

Low(r,t)  h?
2 = ——— Aw(r,t
! ox 2m wir.o

Koeficienty v tejto rovnici nezdvisia od hybnosti a energie danej rovinnej viny
a preto tejto rovnici vyhovuje kazd4 rovinnd vlna tvaru (2) za predpokladu, ze
vztah medzi energiou a hybnostou je taky, ako md byt t. j. E = p’/2m. Rovnica je
linedrna a preto ju spolu s kazdymi dvoma rieSeniami spiiia aj l'ubovolnd linedrna
kombindcia tychto rieSeni. Odtial'to prideme hned’ k zaveru, Ze rovnicu (7) spiiia
T'ubovolna kombindcia rovinnych de Broglieho vin a teda i vietky vlnové baliky.
Porovnanim (7) a (1) vidime, Ze (7) je SchR pre pripad nulovej potencidlnej
energie V(r). Podstatnym pre ziskanie tejto rovnice bol vztah E = p*/2m platny
pre energiu volnej Castice. Pre Casticu nachddzajicu sa v silovom poli s potencidl-
nou energiou V(r) moZno ocakéavat, Ze pre ziskanie spravnej rovnice bude treba
v niektorej z predchadzajuicich urobit’ zimenu vyrazu odpovedajiceho kinetickej
energii na vyraz odpovedajuci celkovej energii. V rovnici (7) madme na pravej
strane vyraz —(i*/2m)A, ktory podl'a (6) skutone odpovedd kinetickej energii.
Ak v (7) urobime na pravej strane zimenu

2 2
—h—A - —h—A+V(r)
2m 2m
a aplikujeme pravi stranu na y, dostaneme prave SchR (1).

Tomuto formalnemu argumentu mozno pridat’ isty fyzikalny zmysel ak si
predstavime pohyb castice v poli s velmi pomaly sa meniacou potencidlnou
energiou V(r) (V(r) sa meni len vel'mi malo na vzdialenosti priblizne rovnej
vinovej dizke de Broglicho vlny). Ak sa V(r) meni len pomaly znamena to, Ze
sily posobiace na Casticu st malé (sila je rovna —grad V(r)) a moZno ocakéavat’, Ze
vlnova funkcia bude pribliZne vyzerat’ ako

v~ exp{% (p(r).r— Er} (®)
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pri¢om p(r) zavisi od polohy tak, Ze plati

————+V(r)=E =konst 9

[p(N]?
2m

Pri derivovani pravej strany v (8) podl'a siradnic mdZeme zanedbat’ derivicie
p(r) podla x, y, z, pretoZe sa p(r) meni s polohou len vel'mi pomaly a vzhl'adom
na (9) bude vlnova funkcia (8) spiflat’ SchR (1).

Pripomenime eSte raz, Ze tieto argumenty nemali byt a ani neboli ,,d6kazom*
Schrodingerovej rovnice. Ich ucel bol skor pedagogicky; argumenty mali urobit’
SchR prijatelnou a trocha objasnit’ jej zmysel. V tedrii ale SchR vystupuje ako
postulat, ktorého spravnost’ sa dokazuje sihlasom tedrie s experimentom.

Na zaver ¢lanku eSte upozornime Citatel'a na niekol’ko postupov, s ktorymi sme
sa tu stretli, a s ktorymi sa stretneme eSte vel'akrat v d’alSom. V rovnici (5) vidime,
Ze pOsobenim vyrazu (%/i)0/0Ox na rovinnd vilnu dostdvame zas td istd rovinnd
vlnu, ale nasobend hodnotou p,. Vyraz (4/i)0/0x je Specidlnym pripadom opera-
tora, t. j. predpisu, ktorym istej funkcii f{x) prirad'ujeme funkciu g(x), v naSom
pripade

73 ()
i ox

Operator (#/1)0/0x zrejme suvisi s x-ovou komponentou hybnosti Castice, lebo
z rovinnej vlny v zmysle rovnice (5) ,,vylipne* prave hodnotu p,. Podobne
operitor —(i*/2m)A ,,vylipne“ z rovinnej viny kinetickii energiu Zastice, tak ako
to vidiet' z rovnice (6). V d’alSom uvidime, Ze toto je v kvantovej mechanike
vSeobecnym javom a kazdej fyzikdlnej veliCine je priradeny isty operator, ktory
pracuje podobne ako pracuji tie dva, Co sme prave spominali v sivislosti s rovni-
cami (5) a (6).

) —gx);  gx)=

2.5 STACIONARNE STAVY

Z kvalitativnych tvah v kapitole 1 sme prisli k tomu, Ze diskrétnym kvantovym
stavom s urcitymi hodnotami energie odpovedaju stojaté viny (harmonické kmity)
de Broglieho vin. Takéto stavy boli charakterizované tym, 7e ich &asovy vyvoj
bol dany jedinou frekvenciou tu, stojatd vina mala tvar

w(r, 1) = e '®(r) (1)

a energia stavu bola dand vztahom E = Ziw. Takéto stavy sa nazyvaju aj stacionar-
nymi stavmi. Ak vlnova funkcia (1) ma opisovat’ ¢asovy vyvoj stavu, potom musi
vyhovovat’ ¢asovej SchR. To zrejme nebude mozné pre 'ubovolni funkciu ®(r).
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Pokiisme sa teraz ndjst’ podmienky, ktoré musi spiiiat’ funkcia ®(r), aby vyraz
typu (1) bol riesenim SchR (4.1). Po dosadeni (1) do (4.1), dostaneme
. a —iwt hz —iax
ih—[e " P()]=|——A+V(r) 7" D(r)
ot 2m

Ak na lavej strane vykondme naznacenud deriviciu a obe strany vykratime
faktorom exp (—i@f) dostaneme podmienku

2

hod(r) = {—h—A+ V(r)}b(r)
2m
Vzhl'adom na to, Ze 7@ je prave energia stacionarneho stavu, mame
h2
{——A +V(r)}<b(r) =Ed(r) 2)
2m

Argument by sme mohli obratit’ nasledovne: Ak existuje ¢islo E a funkcia ®(r)
také, 7e je splnend podmienka (2) a ak ®(r) spiia Standardné podmienky pre to,
aby mohla reprezentovat’ stav uvazovanej stistavy’’, potom funkcia w(r, f) dand
vyrazom (1) je rieSenim Casovej SchR a opisuje Casovy vyvoj staciondrneho stavu
sustavy.

Podmienka (2) sa niekedy nazyva bez€asovou Schrédingerovou rovnicou.
Nazov ale nie je vel'mi S$tastne zvoleny, pretoZe 'ahko vedie k zamene dvoch
principidlne odlisnych rovnic: Schrodingerovej rovnice (4.1), ¢o je pohybova
rovnica, ktord musi spifiat’ kazda vlnova funkcia reprezentujtica ¢asovy vyvoj stavu
sustavy a bez€asovej Schrodingerovej rovnice (2), o je podmienka stacionarnosti
stavov. Nebezpecie zdmeny je tym vicSie, Ze v hovorovej reci sa aj o bez€asovej
Schrodingerovej rovnici zvicsa hovori iba ako o Schrodingerovej rovnici.

Zatial' sme bez€asovi Schrodingerovu rovnicu chdpali trocha v pasivnom
zmysle — ako kontrolu staciondrnosti uvazovaného stavu.

V praxi ju ale pouZzivame v aktivnom zmysle a uréujeme pomocou nej mozné
staciondrne stavy danej sistavy a mozné hodnoty energie tychto stavov. Ukazuje
sa totiZ, Ze rovnica (2) mé fyzikélne prijatel'né rieSenia iba pri istych hodnotach
parametra E. Tieto hodnoty su Casto diskrétne a vtedy urc¢uji mozné hodnoty
energie (diskrétnych) kvantovych stavov sustavy. Pod rieSenim bez¢asovej SchR
(2) rozumieme: a) najdenie moZnych hodnét energie, b) najdenie prislusnych
rieSeni. Takto sa v kvantovej mechanike urcujui hodnoty energie staciondrnych

*" Tieto podmienky st fyzikalnej povahy a zavisia do istej miery od toho, aky systém skiimame. Je to napriklad
normovatel'nost’ vinovej funkcie, jej jednoznacnost’ a pod. S takymito podmienkami sa stretneme este v d’alSom
pri diskusii rieSeni SchR v konkrétnych fyzikdlnych situdciach.
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stavov nielen pre jednoduché sustavy ako linearny harmonicky oscildtor a atém
vodika, ale i pre ovel’a komplikovanejSie ststavy.

2.6 CASTICA VIAZANA NA USECKU

Teraz si na vel'mi jednoduchom priklade ukdZeme ako bezcasova SchR vedie
k urceniu hodndt energie a vlnovych funkcii staciondarnych stavov. Budeme sa
zaoberat’ pripadom elektrénu, ktory sa mdze pohybovat iba v jednom smere a je
viazany na tsecku 0 <x < L. Tito situdciu si méZeme predstavit’ realistickejSie ako
elektrén pohybujtci sa v poli potencidlu V(x), pricom V(x) = 0 vnutri uvazovanej
usecky a mimo nej V(x) nadobida vel'mi vysokd hodnotu V;. Neskor sa podrob-
nejSou analyzou presved¢ime o tom, Ze tito situdcia vedie k tomu, Ze elektron
nemdZe preniknit’ mimo tsecky a jeho vinova funkcia je teda mimo uvaZovanej
usecky nulova. Ak vinova funkcia ma byt spojitd (podrobnejsiu diskusiu tejto
poziadavky zatial’ odloZime), potom musi byt nulovd aj v okrajovych bodoch
usecky.

Stavova vinovd funkcia staciondrneho stavu musi spifat’ vniitri dsecky bezéa-
sovi Schrodingerovu rovnicu

_ i o)
2m  dx?

= E®(x)

a podl'a predchadzajiceho aj okrajové podmienky
P(0)=0 (2a)
D(L)=0 (2b)

Pre £ > 0 (¢o odpovedd fyzikalnej poZiadavke kladenej na energiu volnej
Castice) mdzeme rovnicu (1) prepisat’ do tvaru

d’® [2mE
dx2=—a2<I>(x), a=\=s 3)

Vseobecnym riesenim (3) je funkcia

P(x) = Asin(ax) + Bcos(ax)
Okrajové podmienka (2a) je splnend len pri B =0 a mdme
D(x) = Asin(ax) @)
Ak toto rieSenie dosadime do (2b), mdme podmienku

®(L) = Asin(od) =0 (5)
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Keby platilo A = 0, mdme trividlne rieSenie ®(x) = 0, ktoré neopisuje Ziadny
stav. Fyzikélne prijatené rieSenia dostaneme teda len pre urcité hodnoty para-
metra ¢, menovite pre tie, pre ktoré

a=aq, ol=nxw, ncelé (6)

Parameter « je ale zviazany s energiou vzt'ahom (3). Ak toto vyjadrenie & po-
mocou E dosadime do (6), prideme k tomu, Ze (6) je splnené len pre hodnoty E,
dané podmienkou

2.2
Amt o,

E =0 o (7a)
m

n

a ku kazdej hodnote E, mame podl'a (4) stavovi vinovi funkciu stacionarneho
stavu

D, (x)= Asin(n—: x], pre 0<x<L
P,(x)=0 pre x mimo usecky (0, L)
Konstantu A uréujeme z normovacej podmienky

L
LIan(x)Izdle

ktord fyzikdlne odpovedd tomu, Ze pravdepodobnost pre nédjdenie Castice na
tsecke (0, L) je rovnd jednej. RieSenim tejto podmienky je napriklad

a= |2
L

a takto prichddzame k ststave stavovych vlnovych funkcii*®

@ ()= %sin(n—;x} n=12,... (7b)

* 'V rovnici (7b) uZ uvaZujeme iba kladné hodnoty n. Zmena n — —n by totiZ len zmenila znamienko
vlnovej funkcie a to je pri staciondrnom stave ekvivalentné len zmene fazy exp(—iar) — exp(-iax + in)
¢o z fyzikdlnych dovodov odpovedd tomu istému stavu. Takisto zdimena A — A pri redlnom /£ men{
len fazu, ale nemeni fyzikdlny stav.
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Hodnoty energie k nim prisluiné st dané vztahom (7a). Casova zavislost’
stacionarnych stavov potom bude

2 n
L) = —iE t/h),|— sin| — 8
v, (x,t) =exp(—iE,t/h) Lsm[ L xj (8)

Vysledky, ktoré sme tu dostali rieSenim bezcasovej SchR su presne rovnaké
ako tie, ktoré sme na zdklade analégie kvantovych stavov s urcitou energiou
a harmonickych kmitov klasickych strin ,,uh4dli*“ uz v predchéadzajiicej kapitole.

Je uZitocné vSimnit si podrobnejSie ,,mechanizmus kvantovania“. Samotnd
bezcasova SchR (3) ma rieSenie pri l'ubovolnej hodnote energie. Isté diskrétne
hodnoty energie su tu vlastne vybrané spolupracou okrajovych podmienok (2a)
a (2b). S analdgiami tejto jednoduchej situdcie sa eSte stretneme neskor pri zlo-
zZitejsich sustavach.

2.7 STREDNE HODNOTY FYZIKALNYCH VELICIN

Poznanie stavu stistavy umoziuje predpovedat’ pravdepodobnosti vysledkov
merania fyzikdlnych veliin. Uplnd predpoved vysledkov merania uréitej fyzikalnej
veli¢iny K v stave y obsahuje:

— stibor hodnot { K, }, ktoré mozu byt vysledkom merania veli¢iny K,

— stibor pravdepodobnosti {P,}, kde P, je pravdepodobnost’ namerat’ v stave
w hodnotu K.

PretoZe meranie vo vSeobecnosti menf stav sdstavy, musime uvedenud predpo-
ved’ verifikovat’ meranim veli¢iny K bud’ na viacerych ststavach, ktoré su vSetky
pred meranim v stave y, alebo musime jedind Studovanu sustavu pred kazdym
meranim uviest’ do stavu y.

Casto sa ale stdva, Ze nepotrebujeme tplnd informaciu o vysledkoch merania
danej veli¢iny a sta¢i nam poznat’ jej strednd hodnotu, pripadne i strednd kvad-
ratickd odchylku. V tomto ¢lanku sa budenie zaoberat’ tym, ako takéto veli¢iny
moZeme vypocitat’ pri danom stave a fyzikdlnej veli¢ine K. Najprv si pripome-
nieme niekol’ko pojmov zndmych z tedrie pravdepodobnosti a Statistiky.

Predpokladajme, Ze veli¢ina K moze nadobidat hodnoty K;, i =1, ..., n, a v stave
w ich nadobiida s pravdepodobnostami p;.

Strednd hodnotu veli¢iny K, oznaceni symbolom K, potom definujeme
vztahom

K=Y Kp, )
i=1
Strednd hodnota veli¢iny v danom stave je prirodzene definovana ako strednd

hodnota vysledkov merani tejto veli¢iny na velkom stbore identickych ststav
nachddzajucich sa v uvaZzovanom stave.
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Jednotlivé vysledky merani budd viac alebo menej rozptylené okolo strednej
hodnoty K. UZitocnou mierou takéhoto rozptylu je strednd kvadratickd odchylka
definovana vztahom

(AK)* =) (K, —=K)’p, )

i=1

Ak rozlozime vyraz (K; — K)* a vyuZijeme definiciu K, dostaneme vyjadrenie
uzitocnejSie pre praktické pouZitie

(AK)’ =K*-K* 3)
kde K je definované ako
K*= K'p, )
i=1

Ak pre skimany stav y veli¢ina K mdZe nadobudat’ iba jedind hodnotu® K,

potom K= K; a (AK )? = 0. Hovorime tieZ, 7e v tomto stave nadobuda veli¢ina K

ostrd hodnotu.
Prikladom na takdto situdciu su staciondrne stavy, v ktorych ma energia ostri

hodnotu. Castejéie sa viak stretdvame so situdciou, kde (AK)?> 0. Strednd
kvadratickd odchylka predstavuje mieru neurcitosti veli€iny K v danom stave.
V kvantovej mechanike sa Casto stretdvame so situdciami, ked’ skimand veli¢ina
moZe v danom stave nadobudat’ hodnoty spojito rozloZené na nejakom intervale.
Ak tuto veli¢inu oznacime ako k a zavedieme hustotu pravdepodobnosti p(k),
potom jednoduchym zovseobecnenim vztahov (1) a (2) dostaneme

k= j kp (k) dk (5)

(Ak)* = [ (k=k)? p(k) dk ©6)

Pritom p(k)dk je pravdepodobnost’ pre ndjdenie hodnoty k z intervalu (k, k + dk).

Pre mnohé aplikacie postaci, ak pozname iba stredné hodnoty a stredné kvad-
ratické odchylky niektorych veli¢in v uvaZovanom stave a na zaklade tejto infor-
madcie si vieme vytvorit’ dostatocnu predstavu o skimanom stave. V nasledujtcich
¢lankoch budeme preto systematickejSie Studovat’ vypocty strednych hodndt

¥ Vtedy sa p, =1a vietky ostatné p; sii rovné nule.
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a strednych kvadratickych odchylok fyzikdlnych veli¢in v stavoch danych stavo-
vymi vlnovymi funkciami.

Predtym ale uvedieme jednoduché priklady sivisiace s Casticou viazanou na
usecku. Predstavme si najprv, Ze elektron viazany na tsecku (0, L) je v zdkladnom
stave opisanom stavovou vlnovou funkciou

v, (x)= Esinﬂ
! L L

Jeho energia je vtedy presne E|, takZe plati

212
EzElz’t—h2
2mL

(AE)* =0

Hustota pravdepodobnosti pre ndjdenie elektrénu v okoli bodu x v intervale
(0,L) je

2 .
p(x) =y ()= Zsmz(%}

a podla vztahov (5) a (6) integrovanim per partes ndjdeme

L
x:j xZsin?| ™ |av=L
0L L 2

- L
x2=J. xzzsin2 g dx =17 l—L
o L L 3 2m?

— 2
— T —6

(Ax)’ =x*-x*=0L"—F
127

odtial’ podl'a (3)

®)

2.8 STREDNE HODNOTY VELICIN ZAVISIACICH
OD SURADNICE

V tomto a v nasledujicom ¢ldnku sa naucime vypocitat’ stredné hodnoty
veli¢in v stave, ktorého ¢asova zdvislost’ je opisand vinovou funkciou y(r, 7).

V klasickej mechanike jedinej Castice vo vonkajSom silovom poli méZeme
kazdd fyzikélnu veli¢inu vyjadrit’ pomocou stradnice r a hybnosti p. Ako priklad
uved’'me energiu

E=Lp2 +V(r)
2m
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alebo moment hybnosti
L=rxp

Najjednoduchsi priklad predstavujui veli€iny zavislé iba od stradnice; takou
veli¢inou je napriklad potencidlna energia V(r), samotnd poloha Castice r, alebo
jej druhd mocnina r” atd'.

Vypocet strednych hodndt takychto veli¢in v kvantovej mechanike nie je
problémom, pretoZe uZz vieme, Ze ly(r, i je hustotou pravdepodobnosti pre
najdenie Castice v okoli bodu r (v ¢ase f). Ak mame klasicku velic¢inu F zavisld
od sidradnice Castice vztahom F = F(r), potom prirodzene predpokladdme, Ze
v kvantovom pripade strednd hodnotu F vypocitame zo vzt'ahu

F(t)= J.F(r).l wr,) > d’r= Jl//*(r,t)F(r)l//(r, nd’r (1)

Vo vSeobecnosti bude stredna hodnota F zavisla od Casu, vd’aka tomu, Ze
w = w(r, t) obsahuje ¢asovu zavislost.

Specidlnym pripadom je samotny polohovy vektor &astice r. Strednd hodnota
polohy castice je dand vzt'ahom

r) = [ysr.orprnd’r @)

Fyzikdlne je r(¢) kvantovomechanickym analégom klasickej trajektorie Castice
a urCuje casovu zavislost’ polohy ,,stredu’ vinového balika.

2.9 VELICINY ZAVISLE OD HYBNOSTI

Zadanie stavovej vlnovej funkcie dplne urcuje stav sistavy a preto vlnova
funkcia musi obsahovat’ i informéciu o hybnosti Castice a o veli¢inach zavislych
od hybnosti. Pravda, ,,zakddovanie* tejto informacie do vlnovej funkcie nie je
také jednoduché ako v pripade veli¢in zavislych iba od suradnice.

Ak mame (v normalizécii na kone¢ny objem podl'a ¢lanku 2.2) ¢asticu v urci-
tom Case v stave opisanom stavovou vinovou funkciou (2.5)

L eip.r/h
W (M
ktord odpoveda de Broglieho vine s hybnostou p, potom je zrejmé, Ze pri merani

hybnosti v tomto stave nameriame urcite hybnost’ p. Predstavme si teraz, Ze mame
Casticu v stave

®,(r) =

w(n) = c1Ppi(r) + 2 Pp(r) 2
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kde pri splneni normovacej podmienky
[ weowrav

vd’aka ortogondlnosti a normovanosti (pozri ¢lanok 2.2) funkcii ®,;, ®p, plati
et +leof* =1 3)

Pytame sa teraz na to, aké hodnoty hybnosti méZeme namerat’ v stave (2), ak
urobime experiment, v ktorom meriame hybnost’. Intuitivne sa zd4, Ze v stave (2),
ktory je superpoziciou de Broglieho vin s hybnostami p;, p, mdZeme namerat’ iba
tieto hodnoty hybnosti. Tento ndzor je potvrdeny aj diskusiou procesu merania
v ¢lanku 1.14.

Podra tejto diskusie je tieZ zrejmé, Ze musime predpokladat’, Ze pravdepodob-
nosti P; a P, namerat hodnoty p;, resp. p, si dané vzt'ahom

Pi=leif,  Py=lef @)
pricom vd’aka platnosti vztahu (3) je splnend dolezita vlastnost’ pravdepodobnosti
P 1+ P = 1 (5)

Celé schéma kvantovej mechaniky ukazuje, Ze predpoklad (4) je spravny a jeho
zovSeobecnenie (stretneme sa s nim neskor) patri k zdkladnym postuldtom kvan-
tovej mechaniky.

Teraz je uz zrejmé, k ¢omu povedie meranie hybnosti v stave, ktory je
vieobecnou superpoziciou rovinnych vin

w(r) =Y c,®,(r) (6)
P

kde scitujeme iba cez hodnoty p povolené podmienkou (2.6). Vd’aka ortonormo-
vanosti systému @, normovanost’ y(r) zase Ziada

e, P=1 (N
P

Zovseobecnenim (4) prideme k tomu, Ze v stave (6) nameriame jednotlivé
hodnoty hybnosti s pravdepodobnostami

P, =lc,f 8)

Strednd hodnotu hybnosti potom pocitame Standardnym postupom

p=2 PP, =) plc,l’ ©)
P P
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Vdaka tomu, Ze rovinné viny (1) tvoria Gplny systém, mozno l'ubovolnu
funkciu pisat’ v tvare superpozicie (6) a teda pre l'ubovolny stav sustavy moZeme
takymto postupom ziskat’ dplnd informaciu o merani hybnosti.

Pre vypocet v realistickej situdcii by viak tdto schéma bola trocha prili§ zdihav4,
pretoZze vilnovd funkciu w(r) nemame od zaciatku dand ako superpoziciu (6)
de Broglieho vin. V principe to nie je problém, lebo (podla &lanku 2.2) mbZeme
koeficienty ¢, vypocitat podl'a vztahu

¢y = |, @5 (winav (10)

Zdihavost' procediry je v tom, Ze pri vypocte p musime podla predchadzaji-

ceho a) z daného w(r) spocitat’ podla (10) koeficienty c,; b) podla (8) urcit
pravdepodobnosti Pp; ¢) podla (9) spocitat’ p.

Nastastie celd schéma sa da podstatne zjednodusit’ a p méZeme dostat’ rovno

podla vzt'ahu
p=[ y/*(r)(zV]l//(r)dV (1)
1

Pod’me sa o tom presvedcit. Do (11) dosadime rozvoj funkcie w(r) zapisany
v (6) a mame

p=[ (X, V(T e, Jav

Cely trik je v tom, Ze operator (4/i)V ,,vylipne“ z kazdej de Broglieho viny
prislusnd hybnost’, lebo, ako sa 'ahko presved¢ime

?V@k(r) =kd,(r)
Ak toto dosadime do (12) a prehodime poradie sim a integrdlov, dostaneme
5=zchckkjcpj,cbkdv (13)
p k
Ako sme uZ spominali v ¢ldnku 2.2 funkcie ®, spiiiaji podmienku
[e,0,.dv=5,, (14)

kde dje Kroneckerov symbol. Po dosadeni (14) do (13) z dvojnej sumy vypadnud
vSetky Cleny s k # p a ostane nam

p= Zcpckpz Z:plcpl2
P P
a to je presne vzt'ah (9).
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Celkom analogicky moZno prist’ i k vztahom pre vypocet strednych hodndt
vys$§ich mocnin hybnosti.
Citatel’ sa napriklad 'ahko presvedci o tom, Ze

h d n .
(Ta_x] ©,(r)=(p,)" ®,(r)

1

a tento vysledok spolu s postupom medzi rovnicami (11) aZ (15) vedie rychlo
k tomu, ze

« h a ! _ n 2
J‘//[iaxj de—Zp)(m |

Pravd strana v tomto vzt'ahu je ale prave rovna (p )" . Takto mdme

o[22
(r)" =] "’(i ax} pdv (16)

V Specidlnom pripade n = 2 dostaneme

2 AN a ’ 2 82 '
p = N Bt dV =-h l *——ydV 16

Strednu kvadratickii odchylku x-ovej komponenty hybnosti potom mdZeme
spocitat’ podl'a vzt'ahu

(Ap,)*=(p,)* = P: (17)

Vsimnime si eSte, Ze podl'a predchddzajiiceho ¢lanku sme pre strednd hodnotu
stradnice mali vzt'ah

x:jy/*xy/dv (18)

Vyrazy (11) a (18) maji uz na prvy pohlad rovnakud Struktiru a podobnu
Struktiru majd i ostatné vyrazy pre stredné hodnoty, ktoré sme uvadzali vysSie.
Skor, neZ urobime zovSeobecnenie tejto Struktiry na vypocet strednej hodnoty
I'ubovol'nej veli¢iny je vSak potrebné zaviest’ pojem operatora.

Na zdver tohto ¢lanku este splatime dva dlhy ¢itatel'ovi.

V ¢lanku 2.2 sme hovorili, Ze odpovede na fyzikédlne dobre postavené otdzky
nezdvisia od velkosti normovacieho objemu V. Uved'me teraz typicky priklad na
to, ako objem V vypadne z kone¢nych vysledkov. Nech w(r) je stavova vlnova
funkcia opisujuica stav sustavy v urCitom Case fy. Zaujimame sa o to, s akou
pravdepodobnostou nameriame hybnost’ astice v intervale I, kde

L PIE<peS<pi+A
P2EpySprt+ (19)
P3<p.<ps+A;
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.....

t. j. (podla 2.6)
A> —

Toto je dobre postavena otazka. Keby sme sa ale pytali na to, s akou pravdepo-
dobnost'ou nameriame dand hodnotu hybnosti, mali by sme priklad na fyzikdlne
zle postavenud otdzku (matematicky je otdzka korektnd). Dovod je v tom, Ze pri
velkom normovacom objeme V si stavy povolené podmienkou (2.6) tak tesne
pri sebe, Ze ziadny detektor neodliSi dva ,,susedné” stavy. Pravdepodobnost’ ndjst’
stav s danou presnou hodnotou hybnosti je podla (10) a (1)

2

P,=lc,I’ Py (rydV

vl
—|e
N7

V tejto pravdepodobnosti sa teda objavi faktor I/V, ktory zavisi od velkosti
normovacieho objemu. Pravdepodobnost’ najst’ ¢asticu v intervale I danom rov-
nicou (19) je rovna sictu vyrazov Ic,,l2 pre vSetky p z intervalu I. Pocet stavov
dovolenych podmienkou (2.6) je ale imerny normovaciemu objemu V; tento
pocet je totiZ imerny hustote povolenych stavov danej rovnicou (2.12). Z vyrazu
pre pravdepodobnost’ ndjdenia hybnosti Castice v istom intervale I teda normali-
zacny objem vypadne.

Druhym dlhom je diskusia o hybnosti Castice viazanej na tisecku, ktord sme
v ¢lanku 1.13 urobili iba kvalitativne. Ak sa Castica nachddza v stave

0, x<0
2 Tnx
xX)= —sin—, 0<x<L 20
¥, (x) \/: L (20)
0, x>0

potom pravdepodobnost’ namerat’ urcitd hybnost’ p je dand vztahom

Pp)=lep)f kde ¢, =[  —=e " y(x)dx

w24

kde A je ,,normovaci objem®. Predpokladdme A > L. Integral 'ahko vypocitame
a dostaneme

fi 1 —iL(p—p,)/ih 1 —iL(p+p,)/h
C(p):— —[e P=Pu —1]——[6 prpn _1]
\/2LA{p—p,, p+tp,

kde sme oznacili p, = nhn/L.

A2
Al2
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Graf funkcie lc(p) pre n = 1 a n = 5 je na obr. 2.2. Vypolet je poucny
preto,* lebo ukazuje, Ze hoci energia ¢astice je kvantovand, hybnost’ kvantovana
nie je. Len pre dostato¢ne velké hodnoty n si v rozdeleni pravdepodobnosti
vyrazné maxima v okoli bodov p = #p,.

P(p)
’ ‘ n=5
n=1
-0 -S 5 10 p

v jednotkach hn/L

Obr. 2.2

V diskusii v ¢lanku 1.13 sme v skutocnosti potrebovali iba neurCitost’ Ap,.
Pre stav (20) ju 'ahko zratame. Pre strednd hodnotu p, podla (11) a (20) mame

L
ﬁx=z£ sin nme isin nx dx=0
i LJo L )ox L

apre p_f dostaneme podl'a (16")

227 [nnxj 2> . [nnxj nnn®
- =—h"—|sin| — |—sin| — |[dx = ———
Px Lj L )ox’ L r

Strednu kvadratickd odchylku potom néjdeme podl'a (17)

— h2n2n2
(Ap,)’ =pi-D; =T

a pre neurcitost’ v hybnosti definovani ako

Ap=+/(Ap,)°

4 Podrobnejsiu diskusiu mozno najst v prispevku A. Lacinu, Poznamka k analdgii ,,stacionarni kvantovy stav —
stojatd vna na strun¢ “, v materidloch konferencie Pedagogicko-fyzikélni problematika kvantové fyziky,
Luhacovice, 12. — 14. 5. 1981, red. M. Cernohorsky, Brno 1981.
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mame

a toto spolu so vztahom (7.8) vedie k presnejSiemu odhadu stiéinu neurcitosti
Ap.Ax pre Casticu viazani na dseCku v zdkladnom stave.

2.10 OPERATORY

V tomto ¢lanku zavedieme pojem operatora, ktory hrd centrdlnu dlohu vo
formalizme kvantovej mechaniky.

Definicia: Nech D; a D, st dve mnoZiny funkcii. Predpis, ktorym kazdej funk-
cii z mnoziny D, prirad'ujeme funkciu z mnoZiny D,, nazyvame operatorom.

Priklad 1. Nech D je mnozina funkcii definovanych na intervale (0, 1).
Definujme operator ndsobenia konstantou ¢ tak, Ze kazdej funkcii priradime jej
c-nasobok: f(x) — cf(x).

Priklad 2. Nech D je mnoZina funkcii, ktoré st definované na (0, 1) a maji
v kaZzdom bode tohto intervalu prvi derivaciu. Potom mo6Zeme zaviest’ operitor,
ktory kazdej funkcii f(x) € D priradi jej derivaciu

LYW

f(x) ™

Operidtory spravidla budeme oznacovat’ groteskovymi pismenami, ¢ize A, B,
a, a a pod. Ak A je operdtor definovany na mnozine funkcii D, a ak f € D, tak
symbol Af oznacuje funkciu, ktord operétor A prirad’uje funkcii f. Casto pouZivany
symbol Af(x) znamend hodnotu funkcie Af v bode x, a nie pdsobenie operdtora A
na ¢islo f(x).

Dalej bude obor definicie operitora zvy&ajne zrejmy z kontextu. Vtedy ho
spravidla nebudeme explicitne uvadzat’.

V kvantovej mechanike sa najcastejSie stretdvanie s linedrnymi operatormi.

Definicia: Operétor A, definovany na mnoZine funkcii D, nazyvame linedr-
nym, ak pre lubovolné dve funkcie fi, f, € D a pre l'ubovolné dve komplexné
¢isla ay, a, plati:

Ala\fi + arfp) = alAfi + aAf

Obidva operdtory uvedené v predchéddzajicich prikladoch boli linedrnymi
operatormi. Siucin dvoch operdtorov je definovany nasledovne. Nech funkcia fj
patri do oboru definicie operdatora A a nech funkcia f;, = Af; patri do oboru
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definicie operdtora B. Operdtor C = BA je potom zobrazenie f; — f; = Cfj, kde
Cfi = B(Af)). Celkom analogicky definujeme mocninu operdtora.

2.11 PRIRADENIE OPERATOROV FYZIKALNYM VELICINAM

Vyrazy pre stredné hodnoty sdradnice (8.2), hybnosti (9.11) a pre d’alSie
veli¢iny, ktoré sme uz vyssie spominali, si konstruované podl'a formélne podob-
ného predpisu. Vo vSetkych pripadoch mal vyraz pre strednd hodnotu A veli¢iny
A v stave y(r) tvar

A= [y Ay d'r (1)

kde A bol ur¢ity operdtor sdvisiaci s veli¢inou A. Pozrime sa na tito schému
podrobnejSie.

Sturadnici x priradime operator X, ktory zavddzame ako jednoduché nasobenie
siradnicou. Ak f(x) je funkcia siradnice x, potom plati:

Xf(x) = xf(x) (2)
Zlozke hybnosti p, priradime operator
had hof
= — - — 3
Yoiox P.f i ox &)

Mocnindm hybnosti py, p,, p, priradime mocniny operatorov

(px)"fz[hi) f=(z) 9f a pod.

i0x i) ox"

Podobne mocnindm x priradime operdtory ndsobenia prisluSnou mocninou,
napriklad

X'f(x) = Xf(x)

Vztahy pre stredné hodnoty zloZiek hybnosti a pre stradnice (v urcitom
stave) potom piSeme v tvare

po= [y @p s “
x= J.y/* (r)x l//(r)d3r

Vidime, Ze vyrazy majd Struktdru typu (1) a mdZeme ocakdvat, Ze (1) je
vSeobecny typ vztahu pre vypocet strednych hodndt fyzikdlnych veli¢in. Postup,
ktory sme pouzili v predchidzajicich ¢ldnkoch by sme mohli rozsirit' aj na
veli¢iny ako xp, a pod. a tiez by sme prisli k vztahu typu (1). Ako vSeobecne
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platné tvrdenie by sme tento spdsob vypoctu strednej hodnoty museli postulovat’,
pricom postuldt by mal zhruba nasledujuci tvar:

V kvantovej mechanike je kaZzdej fyzikélnej veli¢ine A priradeny isty operator
A tak, Ze v stave y je strednd hodnota A dand vzt'ahom (1).

Tento postulat je povahy skor matematickej ako fyzikalnej a nehovori nam
ni¢ o tom, ¢o si v kvantovej mechanike mame (alebo mdzeme) pod fyzikdlnou
veli¢inou predstavovat’. Pozrime sa preto na tento problém podrobnejsie a za¢nime
tym, ako situdcia vyzerd v klasickej fyzike. Stav Castice je v klasickej fyzike dany
jej polohovym vektorom r a hybnostou p. Mechanické veli¢iny si funkciami ra p,
a preto zadanie stavu tu urcuje aj hodnoty vsetkych fyzikalnych veli¢in. Ak v istom
»stave* meriame povedzme hybnost’ dostaneme vzdy ten isty vysledok a ked’
meriame (stdle v danom stave) siradnicu, vZdy dostaneme tud istd hodnotu r (dant
zadanim klasického stavu).

V kvantovej mechanike je situdcia podstatne odli$nd. Zadanim stavu, t.j.
zadanim vlnovej funkcie urCujeme len moznosti vysledkov réznych merani. Ak
sa napriklad rozhodneme, Ze budeme merat’, povedzme, hybnost’ v danom stave
w, potom to znamend, Ze postupne pripravime vel'a sistav — pricom kazda je
v stave i — a u kazdej z nich meriame hybnost. Ako vysledok dostaneme rad
¢isel — vysledkov merania hybnosti.

pla sz p33"'9 pna"' (5)

Ak sa rozhodneme pre meranie siradnice, postavime celkom iny experiment,
v ktorom ako vysledky merania dostaneme rad nameranych hodndt suradnice, t. j.
nieco ako

X1y X2y eny Xpyeos (6)

Strednd hodnota hybnosti p je strednou hodnotou cisel v postupnosti (5)
a strednd hodnota sdradnice x je strednou hodnotou ¢isel v rade (6). Vidiet takto,
7e x a p, a tym aj operdtory X a p, vystupujice v (4) odpovedaji inym fyzikdlnym
situdcidm. Operdtor X odpovedd experimentu, v ktorom meriame sdradnicu a p,
experimentu na meranie hybnosti.

Operétory priradené fyzikdlnym veli¢indm nie su teda spojené so stavom sus-
tavy, ale s procesom, v ktorom danu fyzikdlnu veli¢inu meriame. Ak si chceme
urobit’ istd predstavu o fyzikalnej veli¢ine v kvantovej mechanike, mdZeme si
predstavit’ isty pristroj, ktorym tito veli¢inu meriame. Na prvy pohl'ad by sa mohlo
zdat’ divné, Ze fyzikdlna veliCina tak tesne stvisi s meracim pristrojom a mohlo
by sa tiez zdat’, Ze sa tymto do interpretdcie vnasa subjektivny element. Ale nie je

to pravda. Vysledky pre ¥, (Ax)> a pod. nezévisia od toho, & sdradnicu meriame

scernenim na fotografickej platni, Geigerovym-Miillerovym pocitacom, mikrosko-
pom, drétovou komorou alebo inym spdsobom. Meraniu sdradnice vSetkymi
tymito spdsobmi je priradeny ten isty operator X. Mozno teda povedat’, Ze tento
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operétor je priradeny interakcii atomarneho objektu so vSetkymi makroskopic-
kymi pristrojmi, ktoré vedi k lokaliz4cii ¢astice.”'

Podobne operator priradeny istej veliCine F je priradeny vSetkym interakcidm
atomdrneho objektu s makroskopickym objektom, ktoré vedu k urcitej hodnote
veli€iny F. Zdbraznime eSte raz, Ze tu je podstatny rozdiel medzi kvantovou
a klasickou fyzikou, v ktorej su fyzikalne veli¢iny jednozna¢ne dané stavom
a to bez ohl'adu na akékol'vek interakcie sistavy s inymi objektmi.

Spravnost’ vyberu operatora priradeného k istej veli¢ine je zdvaznou otazkou
a neexistuje na fiu univerzdlny ndvod. V kone¢nom dosledku tento operdtor treba
»uhadnut™. V niektorych pripadoch je vSak toto ,,hddanie* velI'mi jednoduché.
Ak napriklad hl'addme operator priradeny veli¢ine, ktord m4 klasicky analdg,
potom podl’a principu koreSpondencie o¢akdvame, Ze vyjadrenie tohto operdtora
pomocou operatorov stradnice a hybnosti bude rovnaké ako vyjadrenie pri-
slusnej klasickej veli¢iny pomocou stradnice a hybnosti platné v klasickej
mechanike. V nasledujicom ¢ldnku si ukdzeme priklady takéhoto postupu.

Doteraz sme nehovorili o tom, ako mdZeme pri danej fyzikdlnej velic¢ine
K a danej ststave ndjst’ hodnoty Kj, ktoré moZeme pri merani K ndjst. S touto
otazkou sa budeme zaoberat’ podrobnejsie v ¢lanku 2.14. Zdoraznime ale uz na
tomto mieste, Ze subor K; nezdvisi od stavu sistavy, ale je uréeny samotnou
veli¢inou K a sdstavou, na ktorej K meriame.

2.12 OPERATORY ENERGIE A MOMENTU HYBNOSTI,
PRINCIP KORESPONDENCIE

Operdtor energie (Hamiltonov operdtor). V klasickej mechanike sa celkova
energia (oznacujeme ju H) Castice rovnd sictu kinetickej a potencidlnej energie

1
H=——(pi+p;+p)+V(r)
2m .
kde p je hybnost’, m hmotnost’ a r polohovy vektor ¢astice. Operator energie H
(Hamiltonov operdator alebo hamiltonidn) dostaneme tak, Ze p,, py, p, nahradime

prisluSnymi operatormi

2
He o (p2 +p2 D)+ V(1) =—— V2 +V(r) )
2m - 2m

4l Absoldtne stotoZnenie meracieho pristroja s operdtorom nie je mozné uZ i preto, Ze kazdy operator
musi pdsobit’ na urcité premenné a tieto premenné sa musia vyskytovat’ vo vlnovych funkciach
priradenych stavom, o ktoré sa zaujimame. Preto je sndd’ vhodnejsie priradovat’ operitor typu
interakcie ako priamo meraciemu pristroju. Napriklad Sternov a Gerlachov pristroj (¢lanok 1.8)
meria spin elektrénu, ale prave tak mdZe merat’ aj hodnoty magnetickych momentov iného pdvodu.
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Operator prislusny k funkcii V(r) sa redukuje podobne ako v rovniciach (8.1)
a (10.2) na jednoduché ndsobenie funkciou V(r).

Operdtor momentu hybnosti. V Klasickej mechanike je moment hybnosti
definovany vztahom L = r x p. Této vektorova rovnica predstavuje tri rovnice

Li=yp.—zpy, Ly=zpx—xp., L;=xp,—yp:

Operator momentu hybnosti dostaneme opit’ nahradenim sdradnic a zloZiek
hybnosti operatormi. Dostaneme

: d d
Le=yp.-2zp,= lh[y——z—j

dz Oy

0 0
L, = zp.—xp. = it s —x2 2
= 2P, — XP. 1(zax vaJ (2)

d 0
L. =xp,—ypx = il x——y—
= XPy—YPx =1 (xay yaxJ

Operator druhej mocniny momentu hybnosti je definovany vzt'ahom
=L+ +L2 (3)

Pomocou trochu zdihavych ale $tandardnych tprav (ktoré prenechdvame
citatel'ovi ako cvicenie) mozno operétory L, L,, L, a L? vyjadrit’ v sférickych
stradniciach r, ¥, @ zviazanych s x, y, z vztahmi

x=rsin dcos @, y=rsin dsin ¢, z=rcos ¥

r= (x2 + y2 + ZZ)I/Z’ V= arccos% , Q= arctg% 4)

Konecné vzorce su

L, = ih(sin q)% +cotg ¢¥cos q)ij

I
L. =ikl —cos i+cot Usin i 5)
y (/)819 g (/)E)(/)
Lx=—ihi
. P
2

L? =-n’ #i[sinﬂi} , 12 a_z (6)

sin ¢} 9t 0¥ sin” ¥ dg
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Podobnym spdsobom mozZno ndjst’ operatory prislusné k d’alsim veli¢indm,
ktoré maju klasicky analég. Tento postup vSak nie je vZdy jednoznaény. Ak sa vo
vyjadreni klasickej veliCiny vyskytuje sucin xp, alebo yp, a pod., potom nevieme,
¢i prislusny operator bude Xp, alebo p.X. Sucin klasickych veli¢in je totiz komu-
tativny xp, = p.x, zatial' ¢o sticin dvoch operdtorov v kvantovej mechanike vo
vSeobecnosti komutativny nie je. Cahko sa o tom presved¢ime na priklade opera-
torov X a p,. Pdsobenim operatora Xp, na 'ubovolni funkciu f(x) dostaneme

XPsx f(x) =—ihxai (7)
ox
zatial’ ¢o pdsobenim operatora p,X na td istd funkciu dostaneme funkciu
., 0 . ., of
P.Xf(x) = pX f(x)) =—ihi— (xf) = —ihf — ihx—— (8)
ox ox

Pravé strany v rovniciach (7) a (8) sd rozne. Vidime teda, Ze pdsobenie opera-
tora Xp, — pP,X na funkciu f da vysledok

(Xpx — PX)f=— ihxa—f - [— inf —ihxai] =ihf 9)
ox ox

Ked’Ze tento vzt'ah plati pre T'ubovolnd funkciu f (a dva operatory A, B sa
rovnaju, ak pre l'ubovolné f plati Af = Bf), moézeme (9) zapisat’ ako operatorovi
rovnost’

pr - pxx =ih (10)

Operatorové vyrazy tohto typu s natol’ko doleZité, Ze je pre ne zavedené
zvl4stne oznacenie

[A,B]=AB-BA (11)

Operétor [A, B] nazjvame komutatorom operatorov A, B.

Vratme sa teraz k problému priradenia ,,sprdvneho® operdtora klasickému
sucinu xp,. PretoZe operétory X, p, nekomutujd, je rozdiel, ¢i klasicky vyraz xp,
nahradime operatorom Xp,, alebo p,X, alebo (Xp, + p.X)/2 atd. Univerzdlny
predpis neexistuje, ale najcastejSie vedie k ciel'u poslednd z troch spominanych
moznosti. Tato nejednoznacnost nie je ,,chybou* kvantovej mechaniky, ukazuje
len obmedzenie pouZitelnosti principu koresSpondencie.

V istom zmysle sa toto obmedzenie vztahuje i na operator momentu hybnosti.
V rovniciach (2) sa sice nekomutujice operatory na pravych stranich nevyskytuju,
takZe vyjadrenia pre L,, L,, L, v (2) dostaneme jednoznacne z principu korespon-
dencie. Problém je v tom, Ze napr. pre elektron predstavuje orbitdlny moment
hybnosti dany rovnicami (2) iba cast’ celkového momentu hybnosti. Aby sme
dostali operdtor celkového momentu hybnosti, musime k (2) eSte pridat’ spinovy
moment hybnosti a jeho vyjadrenie nemozno ziskat’ z principu koreSpondencie.
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2.13 HERMITOVSKE OPERATORY, VLASTNE FUNKCIE,
VLASTNE HODNOTY

Videli sme, Ze operatory budd mat’ jednu z hlavnych udloh vo formalizme
kvantovej mechaniky. Uvedieme preto niekol’ko definicii a viet matematického
charakteru, ktoré budeme potrebovat’ pri d’alSom budovani formalizmu. Pritom si
budeme vsimat’ najmi tzv. hermitovské operatory, lebo prave tieto su priradené
fyzikalnym veli¢indm.

Linedrny operdtor A definovany na mnoZine funkcii D nazyvame linedrnym
hermitovskym operdtorom, ak pre l'ubovol'nd funkciu ®(x) € D plati

CID*(x)ACD(x)dx*= ®" (x)AP(x)dx (la)
I -]

Tidto definiciu moZno pomocou vyrazov pre stredné hodnoty preformulovat’
nasledovne:

Operitor A je linedrny hermitovsky operdtor, ak vSetky jeho stredné hodnoty
st redlne ¢isla.

Stredné hodnoty fyzikdlnych veli¢in musia byt v rozumnej teérii readlnymi
¢islami, a preto musime poZadovat, aby kazdy operdtor priradeny redlnej fyzikalnej
veli¢ine bol hermitovskym operdtorom. Z definicie (la) vyplyva dolezitd vlastnost’
hermitovskych operdtorov. Nech y; a y, st dve 'ubovolné funkcie z oboru defi-
nicie hermitovského operatora A.

Potom plati:

[viAp, dx=[(Ap) v, ax (1b)

Tento vztah dostaneme priamo z rovnice (la), ak za & raz dosadime (y; + )
araz (y; + iy). Pre vyrazy typu ) WAy dx pouZijeme priamo rovnicu (la) a vy-
tvorime vhodné linedrne kombindcie ziskanych rovnic.

Nech A je operdtor definovany na mnoZzine funkcii D. Ak operdtor A" je
definovany na tej istej mnoZine funkcii, a ak pre vsetky v, v, € D plati:

[Ty vy de= [y Ay, ar (1)

tak hovorime, ze A" je operdtor hermitovsky zdruZeny k operatoru A. Operator
hermitovsky zdruZeny s danym budeme oznacovat’ krizikom, tak ako v (1c). Na
zdklade vzt'ahu (1c) sa d4 Pahko dokdzat, Ze (AY)" = A a Ze (AB)" = B*A".
Z porovnania (1c) a (1b) vidno, Ze operator A je hermitovsky, ak plati A = A",
Na ilustriciu teraz ukdzeme, Ze operator hybnosti je hermitovskym operato-
rom na mnozine vlnovych balikov ®(r), ktoré dost’ rychlo klesaji k nule pre
| rl — oo. Pre zjednoduSenie uvazujeme len operator p, a jednorozmerny vlnovy
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balik ®(x). Podl'a (Ia) mdme dokazat’ platnost’ rovnice
[ @' @p.edr=[" [p, o] G(x)dr

alebo po dosadeni p, = —ih—
ox

J:@*(x) 0D (x) dx = _J‘_‘:{ai)(cx)} ®(x)dx

ox

Tento vysledok vSak vyplyva priamo z integrovania per partes, ak pod ,,dost’
rychlym* poklesom ®(x) pre | x | — co rozumieme splnenie podmienky

D*(x) D(x) >0 prelxl— oo
Podobne s vyuzitim vzt'ahu
VD — (V'R)*D =V . [P*VD — d*V D]

Gaussovej vety a predpokladu o dostato¢ne rychlom poklese ®(r) a V&(r) pre
| r| — o0 mozno ukazat’, Ze Hamiltonov operator H = (—1212m) V* + V(P je hermi-
tovskym operdtorom. Tak isto sa da I'ahko ukdzat, Ze zlozky operdtora momentu
hybnosti L,, L,, a L, si hermitovské operatory.

Pri zistovani toho, ¢i dany operdtor je hermitovsky, je ¢asto uZitocné nasledu-
juce tvrdenie.

Nech operdtory A, B st hermitovské a definované na mnozine funkcii D. Nech
A® € D, B® € D pre kazdé ® € D a nech napokon operétory A, B komutujd,
t. j. nech pre kazdé ® € D plati vztah A[B®] = B[A®P]. Potom operétor C = AB
je hermitovskym operatorom.

Pri dokaze staci verifikovat platnost’ rovnice

[Coyr@ d’r = [@,C0, d’r
pre 'ubovol'né &, ®,e D. Tiito rovnicu ziskame nasledovne:
jcp’;ocp1 &r= jqf;A[Bcpl]d% = I(A<1>2)"Bc1>1 &’r=
=I[B(A<I>2)]*<1>1 d’r =j(CcI>2)"cp1 d’r

kde sme vyuzili hermitovost’ a komutativnost’ operdtorov A, B. Teraz zavedieme
dolezité pojmy vlastnej hodnoty a vlastnej funkcie operatora.

Nech A je operdtor definovany na mnozine funkcii D. Ak funkcia f(x) € D
spliia rovnicu

A f(x) = Af(x) (2a)
kde A je cislo, hovorime, Ze f(x) je vlastnou funkciou a A vlastnou hodnotou
operatora A. Operétor A mdZe mat’ viacero vlastnych funkcif; ak ich je kone¢ny
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pocet (alebo spocitatelne vel'a), jednotlivé vlastné funkcie odliSujeme indexom
a pisSeme

Afu(x) = Afu(x) (2b)

AKk vlastné hodnoty operitora A nadobuidajd vSetky hodnoty z istého interva-
Iu, tak namiesto (2b) piSeme

Afa(x) = A(0)f o(x) (20)

Mnozinu vlastnych hodndt operitora nazyvame jeho spektrom. V pripade opi-
sanom rovnicou (2b) hovorime o diskrétnom, v pripade (2c) o spojitom spektre.
Ak jednej vlastnej hodnote patri viacero vlastnych funkcif, hovorime, Ze prislusna
vlastnd hodnota je degenerovana alebo strucne hovorime o degeneracii.

Priklad: Vlastnymi funkciami operdtora p, si de Brogliecho viny wy,(x) =
= exp(igx/h). Ak vyuzijeme definiciu operdtora p,, dostaneme:

pxl//q(x) = ql//q(x) (3)

Pouzity zapis odpoveda rovnici (2c), v ktorej plati A(@) = o. Plati dolezité tvrdenie:
Viastné hodnoty hermitovského operdtora, prislusné k normovatelnym vlast-
nym funkcidm, su redlne cisla.?
Dékaz: Nech A je hermitovsky operdtor, f(x) normovatel'nd vlastnd funkcia
a A prislu$na vlastnd hodnota. Podla (1a) sd stredné hodnoty hermitovského
operéatora redlne ¢isla. Teda

[ reconrede=[" rreafeode=A[" 1f (o ax

je redlne ¢islo. Ak funkcia f(x) je normovatelnd, integrdl vystupujtci na pravej
strane poslednej rovnice je kone¢ny a kladny, takZe vlastnd hodnota A bude
redlnym cislom.

Dolezita vlastnost’ vlastnych funkcii hermitovského operatora je dana
nasledujicim tvrdenim.

Vlastné funkcie, prislusné k roznym vlastnym hodnotdm hermitovského
operdtora, su navzdjom ortogondlne.

Dokaz: Nech A je hermitovsky operdtor, a nech podl'a predpokladu plati:

A%z(x) = An ¢,,()C)
Ap(x) = Aup(x)  Ar#A,

Nésobme prvd rovnicu funkciou ¢f(x), druhid funkciou @%(x)a integrujme
ziskané rovnice cez obor definicie vlastnych funkcii. Dostaneme:

[0 0Re, (dxr=A[ 9 (x)g, (x)dx

4)
[0:(0AQ (0dr = 4] g7 (0, () dx

2 Niekedy sa vlastngmi funkciami nazyvaji len normovatel'né rieSenia rovnice (2a).
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K druhej z tychto rovnic ndjdenie rovnicu komplexne zdruZend. VyuZijeme
(1b) a redlnost’ A;. Dostaneme

[i A, (0 dr= 4, [9; (09, (x)dx
Odcitanim tohto vztahu od prvej rovnice (4) dostaneme vysledok
(4, = 4,)[ 9; ()@, (x)dx =0

ktory dokazuje vetu.

Rovnica Ag@,(x) = A,@,(x) je linedarnou homogénnou rovnicou. Teda spolu
s funkciou ¢,(x) bude vlastnou funkciou operdtora A aj funkcia c@,(x) (c je I'ubo-
vol'nd konStanta). Tuto vlastnost mozno vyuZit' na to, aby vlastné funkcie boli
normované na jednotku.

Ak je istd vlastnd hodnota degenerovand, teda ak vlastnej hodnote A; patria dve
linedrne nezévislé funkcie ¢"(x) a ¢ (x):

ApV(x) = A0 (x)
Ap(x) = A,0P(x)

potom funkcie ¢{"(x) a ¢*(x) nemusia byt podla predchidzajiceho navzijom
ortogondlne. Mozno vsak zostrojit’ také linearne kombinacie®?

1
@51 = Cllfﬂ(s )

P = C21€0§1) + 022@2)

7e funkcie ¢, a @, budd normované a navzijom ortogondlne. Ndjdenie vhodnych
koeficientov ¢y, 31, €2 prenechdvame Citatel'ovi ako cviCenie.

To isté moZno urobit, ak vlastnd hodnota je N-ndsobne degenerovand, t. j. ak
vlastnej hodnote A, patri N linedrne nezavislych funkcii.

Ked’ zhrnieme predchadzajice vysledky, moZzeme povedat: Vlastné funkcie
hermitovského operdtora A uréené rovnicou A@, = A, @, tvoria ortonormovany
systém. Splhaji vztahy

&)

[oip, (0 dx=5, (©)

kde d, je Kroneckerov symbol. Ak vlastné hodnoty si degenerované, tak rovnica
(6) plati pre ortogonalizované funkcie, pricom réznym ortogonalizovanym funk-
cidm prirad’'ujeme rdzne indexy n.

# Napriklad Schmidtovym ortogonalizaénym postupom.
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Predpoklada sa, Ze systémy vlastnych funkcii prislusné k operatorom prirade-
nym doélezitym fyzikdlnym veli¢indm (energii, momentu hybnosti a pod.) tvoria
Uplné systémy, teda I'ubovolni funkciu ®(x) mozno rozlozit' do radu pomocou
vlastnych funkcii takéhoto operatora.**

13

Inymi slovami: pre ,,lubovolnd* funkciu plati:

D(x) = ¢, f,(x) (7

n=1

kde f,,(x) spifaji podmienku (6) a vyhovuji rovnici (2b). Koeficienty ¢, v tomto
rozklade uré&me jednoducho, ak vyuZijeme ortonormovanost™ systému funkcif
f»- Nasobme rovnicu (7) funkciou f,, a integrujme cez cely priestor. Dostaneme

Jf,;(r)fl>(r)d3r = J']‘,Z(r){z%fn(r)}d% =
=Y e[ fndr=Y s, =,
pricom sme vyuzili ortonormovanost’ sistavy {f;}:

[fafnd’r=3,, ®)

a predpokladali sme, Ze md6Zeme zamenit’ poradie sumy a integralu. Dostali sme
teda vyjadrenie

¢, = j i@ dr )

Predchadzajice vztahy sme pisali pre pripad diskrétneho spektra operatora
A. Pre spojité spektrum existuji podobné vzt'ahy, ale prideme k nim aZ neskor.

2.14 FYZIKALNE VELICINY - VSEOBECNY FORMALIZMUS

Teraz uZz mozeme prediskutovat’ podrobnejSie zdkladné myslienky kvantovej
mechaniky tykajice sa fyzikdlnych veli¢in a ich merania. Budeme sa teda zaoberat’
tym, ako je v stavovej vlnovej funkcii w(r) priradenej stavu sistavy v istom case
fo a v operatore A priradenom istej fyzikdlnej veli¢ine A zakédovand informécia
o vysledkoch merania tejto veli¢iny v danom stave.

“ Pre niektoré jednoduché sdstavy mozno tvrdenie dokdzat’. VSeobecne vak treba dplnost” systému
vlastnych funkcii predpokladat’ alebo postulovat’.
# Systém funkcif nazyvame ortonormovanym, ak sd splnené vzt'ahy (6).
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Ak ndm postaci neuplnd informdcia pozostdvajica v zadani strednej hodnoty
veli¢iny A a pripadne aj strednej kvadratickej odchylky, postup je jednoduchy.
Strednti hodnotu veliCiny A v stave w(r) ur¢ime zo vztahu

A=y WAy d'r (1)

a strednd kvadratickd odchylka bude

(A4) = [y (DA -2 () d’r @

Niekedy vSak potrebujeme poznat’ tplnd predpoved’ pozostavajicu

a) zo zadani vSetkych moZnych hodnét A, ktoré mdzu byt vysledkom jednot-
livych merani veliCiny A,

b) zo zadani pravdepodobnosti P, pre ndjdenie hodnoty A, pri merani A v stave
w(r).

Thto dlohu sme uZ riesili v ¢lanku 2.9 pre Specidlny pripad merania hybnosti
Castice. VSeobecnd metdda je celkom analogickd postupu pouZitému v ¢lanku
2.9 a podstatne vyuZiva vlastné funkcie operdtora A a ich fyzikdlnu interpretéciu,
ktoru si zaraz v§Simneme bliZSie.

Predpokladajme, pre jednoduchost’, Ze operdtor A ma diskrétne spektrum, jeho
vlastné funkcie oznac¢ime ako @, a prislusné vlastné hodnoty ako A,. Plati teda

Ad,=A,D, 3)

Strednd hodnota veli¢iny A v stave P, je

A= jcbj (DA, (r)d’r = fcbj (DA,®, (1 d’r =
4)
=4, [®,(N®,(Nd’r=4,

Pritom sme pouzili vztah (3) a normovanost’ funkcie ®,(r).

Stredna hodnota veli¢iny A v stave opisanom vlastnou funkciou™® &, je teda
rovna prislusnej vlastnej hodnote. Vypocitajme eSte stredni kvadraticki odchylku
veli¢iny A v jej vlastnom stave P,.

(A1) = [ @, (NA-A)"®,(Nd’r =
(%)
= Icpj;(r)(A—An)(A—An)cbn(r)d‘r

“ Takyto stav budeme nazyvat aj vlastnym stavom operdtora A, alebo vlastnym stavom veli¢iny A.
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PretoZe A je hermitovsky a vlastnd hodnota A, je redlne islo, bude aj (A - A,)
hermitovskym operdtorom a ostatny vzt'ah mdZeme prepisat’ do tvaru

(a4)* = [[(A=4,)®,(NT'[(A=A4,)°®,(N]1d’r =0

kde sme vyuzili napokon rovnicu (3).

Strednd kvadratickd odchylka veli¢iny A v jej vlastnom stave @, je teda
nulova, a to znaci, Ze pri merani A v jej vlastnom stave @, najdeme s urcitostou
vlastni hodnotu A,,.

Tvrdenie plati i obratene. Ak v nejakom stave ®, ma veli¢ina A ,,ostrid*
hodnotu A, (t. j. pri merani ndjdeme s urcitostou hodnotu A,), potom stav @, je
vlastnym stavom operatora A s vlastnou hodnotou A,. Dékaz je jednoduchy.

Ak v stave @, pri kazdom merani veli¢iny A nameriame hodnotu A, plati

A=A,, A2 = A2
QOdtial’ mdme

(AA)* =A*-A"=0
Podl'a predchddzajiceho
0=(A4) = [A- D)@, d'r = [(A-4,)®, > d'r
Preto musi platit’ (A - AP, =0, t.j.
Ad,=A,D,

Ostatnd rovnica hovori, 7Ze A(r) je vlastnou funkciou operdtora A a A, je
prislusnou vlastnou hodnotou.

Vlastné hodnoty A, operatora A priradeného k fyzikélnej veli¢ine A sd teda
urcite moZnymi vysledkami merania tejto fyzikalnej veliciny, lebo sme nasli stavy,
v ktorych urcite tieto hodnoty nameriame. Skusenost’ v§ak ukazuje, Ze su to jediné
mozné vysledky merania veliCiny A, a to bez ohl'adu na to, v akom stave sa merana
stistava nachddza. Ilustrujme to na jednoduchom priklade. Vzdy, ked’ sa merala
energia atbmu vodika, nasla sa jedna z hodno6t energii odpovedajticich stacionarnym
stavom. Podl'a ¢lanku 2.5 su ale staciondrne stavy opisané vlnovymi funkciami
(5.1), v ktorych vinova funkcia ®(r) je rieSenim rovnice (5.2), t. j.

2
{—h—A+V(r)}D(r) = E®(r) (6)
2m

Vyraz na l'avej strane je vSak podl'a predchddzajiceho ¢lanku operatorom
energie — hamiltonidnom H, takZe (6) mdZeme prepisat’ ako

H®(r) = ED(r) @)
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Vinové funkcie stacionalnych stavov su takto vlastnymi funkciami operatora
energie a energie staciondrnych stavov st vlastnymi hodnotami operdtora energie.
Pri merani energie moZeme, ako ukazuje experiment, ndjst’ len tie hodnoty E,,
pre ktoré ma (7) rieSenie, t. j.

H¢Il(r) = Eﬂ@ﬂ(r) (8)

K podobnym zdverom vedu aj poznatky ziskané z merani inych fyzikdlnych
veli¢in.

Vo vSeobecnosti toto tvrdenie zavadzame ako jeden zo zdkladnych postulatov
kvantovej mechaniky:

Pri merani fyzikdlnej veliciny A, opisanej operdtorom A, méZeme ako vysledok
Jjednotlivého merania ziskat' len jednu z viastnych hodnot operdtora A.

Existuje aj teoreticky argument, ktory ukazuje, Ze pri merani urcitej veli¢iny
A mdZeme namerat’ len jednu z vlastnych hodndt A,. Predpokladajme, Ze stistava
(napriklad atom vodika) je v Case fy v stave P(r, fy) a pri merani veliiny A (napri-
klad energie) v tomto Case ndjdeme hodnotu A'. Ak meranie veliiny opakujeme
po velmi kratkom ¢ase Jt, potom je rozumné predpokladat’, Ze musime namerat’
opit’ tud istd hodnotu A”. Toto ale znamend,"’ Ze tesne pred druhym meranim musela
byt’ sdstava v stave @', ktory je vlastnym stavom operdtora A (len v takychto
stavoch nameriame s istotou urcitd hodnotu veli¢iny A). Hodnota A’, ktord sme
nali pri opakovanom merani, je preto jednou z vlastnych hodnét operétora A.
Pretoze opakované meranie dalo rovnakud hodnotu ako prvé meranie, museli sme
uZ pri fiom ndjst’ jednu z vlastnych hodnot operatora A.

Poznamenajme este, Ze: 1. Pri merani zachovavajicej sa veliciny, napr. ener-
gie, nemusi byt’ Casovy tsek J7 vel'mi maly. 2. Pri diskusii sme predpokladali, Ze
pristroj pouZity pri merani veliiny A je dostatocne presny — jeho rozliSovacia
schopnost’ je dostatocna na rozliSenie dvoch susednych vlastnych hodnot.

Tymto je vyrieSend prva Cast’ otdzky — vieme aké hodnoty fyzikalnej veliCiny
moéZeme ndjst’ pri jednotlivych meraniach. Ostdva nam eSte odpovedat’ na druhd
z otdzok — ak meriame veli¢inu A v stave y(r), s akou pravdepodobnost’ou name-
riame hodnotu A,,.

Odpoved’ na tito otazku v Specidlnom pripade merania hybnosti sme nasli uz
v ¢lanku 2.9, tu len zopakujeme tamojSiu diskusiu vo vSeobecnejSom formalizme.

VyuZijeme to, Ze vlastné funkcie ®,(r) operdtora A tvoria dplny systém
a rozloZime vlnovi funkciu w(r) do systému {P,}

w(r=Y c,®,(r (10)

7 Pripomefime, Ze meranie vo vieobecnosti mdZe viest k zmene stavu meranej ststavy. Podrob-
nejSie pozri v nasledujicom ¢lanku.
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Ak ziadame, aby funkcia w(r) bola normovand na jednotku a vyuZijeme
ortonormovanost’ systému { @,(r)}, t. j.

jcp’;(r)cbm(r)d% =5 (11)

— Ymn

dostaneme
[v owindr=3,F =1 (12)
Tento vysledok naznacuje (pozri tiez diskusiu v €lanku 2.9), Ze vyrazy lc,?

mozZno interpretovat’ ako pravdepodobnosti P, namerania hodndt A,. Ak je to
pravdou, potom stredna hodnota veli¢iny A v stave y(r) musi byt dand vztahom

A=Y AP = Alc,l (13)

Na vypocet strednej hodnoty vSak mdme uz predpis (1), takze ak je nase
stotoznenie P, = Ic,I* spravne, potom predpis (1) musi viest' tieZ k vysledku (13).
Pozrime sa na to blizSie. Ak do vzt'ahu (1) dosadime rozklad (10), mame

A= {chcbn(r)}* A{Zc,.cp,.(r)}d%

i

Teraz prehodime poradie sictov a integralov a vyuZijeme to, ze AD; = AP,
¢im dostaneme

A=Y oA o, e mdr

Ak vyuZijeme eSte (10), prideme k

A= ZZC:CiAi5in :ZC:C”A,, = Z|C”|2A”

n

a to je presne vztah (13). Vidime teda, 7e priradenie P, = Ic,* je konzistentné
s vypoctom strednej hodnoty pomocou vztahu (1). Podobne by sme sa mohli
presvedcit’ o tom, Ze toto priradenie je konzistentné so vzt'ahom (2) pre vypocet
strednej kvadratickej odchylky.

Predchédzajicimi argumentmi sme chceli urobit’ priradenie P, = lc,* prija-
telnym. V rdmci vSeobecnej formulédcie kvantovej tedrie patri k jej zakladnym
postuldtom. Sformulujme ho preto este raz.

Ak v stave w(r) meriame veli¢inu A, potom pravdepodobnost’, Ze nameriame
vlastnd hodnotu A, je dané vyrazom

2
P,=1c,l

107



kde ¢, je koeficient v rozklade y(r) do ortonormovaného systému vlastnych funkcif
operdtora A

w(r)=) c®,(r)

2.15 ZMENA STAVU PRI MERANI

Predstavme si idealizovany mySlienkovy experiment zndzorneny na obr. 2.3,
, % . v . . . 8
ktory zhfiia a zjednodusuje vela redlnych experimentov.

e S N

Obr. 2.3

Riedky zvidzok atémov z A dopadd na meraci pristroj M. Predpokladdme, Ze
vSetky atémy vo zvédzku sa nachddzaji v stave y, ktory je superpoziciou dvoch
staciondrnych stavov @, ®, s energiami E}, E;:

l//=C1CD]+C2q>2 (1)

Z normovanosti funkcie y vyplyva, Ze IdP + Ic,* = 1 a vyrazy Py = Ie, P, Py = le,l
st pravdepodobnosti pre ndjdenie hodndt E;, E, pri merani energie. Pristroj M je
konstruovany tak, aby zmeral energiu atomu a prepustil atém d’alej k pristroju
M', ktory tieZ meria energiu atdmu. Vysledky merania energie sa zapisujui na
magnetickd pasku v tvare (E,, E;), kde E, je hodnota namerand pristrojom M, E,
to isté pre pristroj M Keby sme si potom precitali pasku, nasli by sme nieco
takéhoto

(Els El)a (EZ) E2)3 (E23 E2)7 (Ela Es)s (E29 E2)7 (Els El)a (Els El)7

pri¢om pravdepodobnosti dvojic (E;, E;) by boli imerné Ic/>. Vyskytovali by sa
teda len dvojice, v ktorych obidva pristroje namerali rovnakd energiu a nenasli
by sme Ziadne zdznamy typu E;, E, alebo E,, E;. Toto na prvy pohlad nie je
prekvapujice a zd4 sa ndm prirodzené, Ze pristroj M' nameria rovnaki energiu
ako pristroj M. Ak sa ale pytame na to, v akom stave je atdm po merani energie
v pristroji M, prideme nutne k zaveru:

Ak pristroj M nameria energiu E|, potom M' nameria vzdy energiu E, a teda,
pred meranim v M’ bol atém v stave ®,. Podobne prideme k tomu, Ze ak pristroj

* Tento myslienkovy experiment je podrobnou ilustrdciou vieobecného argumentu uvedeného
v predchadzajicom ¢lanku za tvrdenim 14.9.
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M’ naSiel energiu E,, atém sa nutne dostal do stavu &, a pristroj M’ potom nutne
nasiel tieZ energiu E,. Schematicky to méZeme znazornit takto

El ¢'1
P + e, < @
E D,

2

kde sSipka zndzorfiuje zmenu stavu pri merani.

Odporticame (naliehavo) Citatel'ovi, aby si z tohto hl'adiska premyslel meranie
spinu elektrénu v experimente s pristrojom typu Sterna a Gerlacha a meranie
polarizicie foténu pomocou polarizitorov (pozri diskusiu v ¢ldnku 1.14).

Po tomto maximalne zjednodusenom priklade mdzeme prejst’ k vSeobecnejsej
formulécii problému a povedat rovno, ¢o o fiom hovori kvantovd mechanika.
Predstavme si, Ze v stave y(r) meriame fyzikdlnu veli¢inu A, reprezentovanu
operdtorom A. Podl'a toho, ¢o sme hovorili v predchadzajicom ¢lanku, moZzeme
namerat’ iba jednu z vlastnych hodnét A; operdtora A:

Ad(r) = AD(r) 3)

a pravdepodobnost’ P; ndjst’ tiito hodnotu sa rovn4 Ie,*, kde ¢; je koeficient v rozvoji

pir) =Y c®.(r @

Pytame sa teraz na to, v akom stave bude stistava tesne po tom, ako sme
namerali istd hodnotu A,. Kvantovd mechanika postuluje, Ze ihned’ po merani
bude sustava v stave opisanom vlastnou funkciou ®,(r) prisluSnou k nameranej
vlastnej hodnote A,. Tento postuldt je motivovany mnohymi experimentmi po-
dobnymi tej zjednoduSene;j situdcii, ktord sme diskutovali vysSie. Jeden skuto¢ny
experiment vSak zohral pri rozvoji interpretacie kvantovej mechaniky vyznamnu
tlohu, a preto ho tu asponl stru¢ne spomenieme. Je to problém vysvetlenia toho,
ako vznikd ,,drdha* nabitej Castice v hmlovej komore. Predstavme si, Ze vo
Wilsonovej hmlovej komore je radioaktivne jadro, ktoré sa rozpadd a emituje
elektron. Tento elektrén je opisany vinovou funkciou w(r, t), ktord odpoveda
vlnovému baliku Siriacemu sa na vSetky strany, podobne ako by sa pohyboval
povrch nafukovaného gumeného balénika.* Pohybujtici sa elektrén ionizuje vSak
atémy a tieto hraju v komore tlohu kondenzaénych centier. Predpokladajme, Ze
jadro sa rozpadlo prave vtedy, ked’ bola komora ,,citlivd* a vtedy mdZeme vidiet
drédhu elektrénu ako viac-menej priamu Ciaru, skladajicu sa z mnohych kvapdcok,
ktoré sa vytvorili na kondenza¢nych centrach. Vznika prirodzene otdzka, ktorad

* Nebudeme sa tu snazit’ opisat’ takidto vlnovid funkciu podrobnejsie, ani nebudeme vysvetlovat,
preco je vlnova funkcia takouto sférickou vinou.
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trapila zakladatel'ov kvantovej mechaniky, ako je moZzné, Ze zo zaciatoCnej sfé-
rickej viny vznikne priama stopa Castice. Vysvetlenie je v zmene vinovej funkcie
stavu pri merani. Zaciato¢nd sférickd vinova funkcia vedie k istej pravdepodob-
nosti pre vytvorenie kondenza¢nych centier z jednotlivych atémov plynu. Hned’
ako takéto centrum vznikne, dochadza k zmene stavu elektronu. Povodnu sféricku
vlnu si totiZ mdZeme predstavit’ ako superpoziciu vlnovych balikov Siriacich sa
v rdznych smeroch. Ked’ elektrén vytvoril kondenzacné centrum v smere jednot-
kového vektora n, potom sa pdvodny stav zmenil na vinovy balik Siriaci sa v tomto
smere a vytvarajuci ,,drahu‘ Castice. Pritom kazdé vytvorenie kvapocky je vlastne
meranim polohy &astice a pri kaZdom takomto merani dochadza k zmene stavu.’ 0

Vratme sa teraz k diskusii v§eobecného pripadu. Ak pri merani fyzikélnej
veli¢iny A, opisanej operatorom A, ndjdeme vlastni hodnotu A,, vieme, Ze ihned’
po merani je ststava vo vlastnom stave ®,(r). Keby sme na tomto stave vykonali
opit’ meranie veli¢iny A (a keby Casovy rozdiel oboch merani bol taky maly, aby
sa stav pri vyvoji opisanom SchR nezmenil) dostali by sme ako vysledok opét’
hodnotu A,,.

Z diskusie v tomto ¢ldnku je zrejmé, Ze v rdmci kvantovej mechaniky existuji
dva rézne typy zmien stavu:

a) zmeny stavu dané vlastnou dynamikou atomérneho objektu a jeho interak-
ciou s inymi takymito objektami, alebo so Ziarenim. Takéto zmeny su opisané
Schrodingerovou rovnicou;

b) zmeny stavu, ku ktorym dochadza pri merant, t. j. pri interakcii kvantome-
chanického objektu s klasickym (makroskopickym) meracim pristrojom. Pritom
nastdva zmena stavu, t. j. prechod systému ,,skokom* do nového stavu, ktory je
vlastnym stavom operatora priradeného meranej fyzikalnej veli¢ine.

Zaklady takéhoto rozliSenia dvoch typov interakcii a dvoch typov zmien
vlnovej funkcie su uz implicitne obsiahnuté v Bornovej pravdepodobnostnej
interpretécii vinovej funkcie. Zmenu vlnového balika pri merani sme uz vlastne
opisali pri diskusii dvojstrbinového experimentu v ¢lanku 1.11. Ked' elektrén
prechadza cez exp. zariadenie, prislu$na funkcia I®(r)* ma tvar znizorneny na
obr. 2.4a. Skuto¢né scCernenie odpovedajice jedinému elektrénu bude ovel'a
»bodovejsie” a vlnova funkcia elektrénu po interakcii s fotoplatiiou bude silne
lokalizovan4, ako je to zndzornené na obr. 2.4b, resp. pre iny elektrén na obr. 2.4c.

Nezaoberali sme sa zatial’ otdzkou, ¢i postulovanie zmien stavu je skutocne
nevyhnutné, t. j. ¢i zmena stavu pri merani nie je dosledkom Schrodingerovej
rovnice pouZitej pre stistavu atomérny objekt plus makroskopicky meraci pristroj.
K tejto problematike sa vritime v poslednej kapitole.

%0 Struény komentdr k tomuto problému a jeho zdvaznosti v rozvoji interpretdcie kvantovej mecha-
niky ndjde ¢itatel’ v ¢lanku W. Heisenberga, citovanom v ¢lanku 2.1, podrobnejsia diskusia je vo
vynikajtco napisanej klasickej knihe Heisenberg, W.: The Physical Principles of the Quantum
Theory, Chicago, 1930.
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Obr. 2.4

Pripojme nakoniec eSte jednu pozndmku. Z toho, ¢o sme doteraz o merani
v kvantovej mechanike povedali, je zrejmé, Ze problém typu ,,Zistite (meranim),
v akom stave sa nachddza dana sudstava“ je nerieSitelny. Meranie 'ubovolnej
veli¢iny stav vo vSeobecnosti meni, preto, hoci vieme povedat’, v akom stave je
siistava po merani’', o stave pred meranim sa dozvieme menej. Jedine azda to, Ze
koeficient v rozvoji typu (4) zodpovedajuci zistenej hodnote veliCiny bol nenulovy.
AKk je k dispozicii len jedind ststava, potom niet inej moZnosti zistit’ jej stav ako
presledovat’ , histériu vzniku® tohto stavu aZ k poslednej interakcii tejto sustavy
s makroskopickym objektom, t. j. k poslednému meraniu. Tesne po tomto merani
je stav zndmy a jeho d’al$i vyvoj ur¢ime pomocou Schrodingerovej rovnice.

Ind situdcia je, ked mame k dispozicii velky subor identickych sustav,
o ktorych vieme, Ze sa vSetky nachddzaji v rovnakom (hoci nezndmom) stave.
Zmeranim vhodnych veli¢in na takomto sibore sdstav mozno ich stav pred
meranim urcit’.

2.16 VLASTNE FUNKCIE KOMUTUJUCICH OPERATOROV

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat’ otazkou, nakol’ko je stav ststavy uréeny
zadanim vlastnej hodnoty istého operatora. Z fyzikdlneho hradiska by sme otazku
formulovali takto: mame uréitd sustavu, ktord sa nachadza v nadm neznamom
stave. Ak zmeriame na nej veli¢inu F a ndjdenie vlastnd hodnotu F,, pozndme uz
presne stav sistavy po takomto merani?

Uved'me najprv niekol’ko prikladov.
— Uvazujme elektrén viazany na tsecku o dizke L. Pri merani energie sme
nasli hodnotu

222
nh
3= 232

2mL

3! Podrobnejsie pozri nasledujici ¢ldnok.
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Aky bude stav po merani? Vzhl'adom na to, Ze sistava nie je degenerovana
vieme, Ze stav po merani je dany vinovou funkciou

kde je redlne &islo a exp(ia) je fizovy faktor, ktory nemd fyzikalny vyznam.’ 2 Az
na nepodstatny fazovy faktor je teda y;(x) dané jednoznacne zadanim hodnoty Ej.

— Predstavme si teraz Casticu pohybujiicu sa volne v celom priestore a pred-
pokladajme, Ze pozndme presne aj hodnotu zlozky jej hybnosti p,. Pytame sa zas
na to, ¢i tato informdcia staci na jednozna¢né urcenie vlnovej funkcie. Odpoved’
je zaporna, pretoze kazda funkcia typu

eiplx/h ¢(y’ Z)

je vlastnou funkciou operatora p,, prislusnou k vlastnej hodnote p,. Vidno hned’,
Ze na to, aby sme vlnovd funkciu zadali jednoznacne, musime zadat sticasne
vlastné hodnoty p;, p,, p; troch operatorov p,, p,, P.. Vtedy vlnova funkcia musi
mat’ tvar

A exp {i(pix + poy + p32)/h}

kde A je konstanta.

MobzZeme si tieZ vSimnut, Ze operdtory, ktorych vlastné hodnoty sticasne
zaddvame, t. j. Py, Py, P, Nnavzdjom komutuju. PretoZe tieto operdtory navzdjom
komutuji a stcasné zadanie ich vlastnych hodnot jednoznacne urcuje vlnovid
funkciu, nazyvame ich uplnym systémom komutujiicich operdtorov. Prirodzene sa
mobZeme pytat’ na to, ¢i by mohol byt’ takyto tiplny systém tvoreny aj operdtormi,
ktoré nekomutujui (ukazuje sa, Ze to nie je mozné). Takymto otdzkam je venovany
zvySok tohto ¢lanku. Diskusia bude uZ robena vSeobecnejsie, ale Citatel’ si pri nej
moZe predstavit’ predchddzajice jednoduché priklady ako ilustracie.

Na zaciatok uvedieme niekol’ko tvrdeni povahy skor matematickej. Predovset-
kym plati tvrdenie:

Ak operétory A, B komutujd, t. j. [A, B] =0, a ich spektrd st nedegenerované,
potom kazdéd vlastnd funkcia operatora A je aj vlastnou funkciou operitora B
a naopak.

Skuto¢ne: ozna¢me vlastné funkcie a vlastné hodnoty operétorov A, B takto:

Al//n = Anl//n Bq)n = Bnq)n

** Fyzikdlny vyznam v kvantovej mechanike maju stredné hodnoty fyzikdlnych veliéin, t. j. vyrazy
typu A = Jy*Apdx a druhé mocniny absoliitnych hodndt koeficientov v rozklade vinovych funkcif,
t. j. vyrazy lc,l* v rozklade w = Zc,@,, kde @, je sistava vlastnych funkcif istého operatora. Ani
A ani Ic,| sa nemenia pri zdimene y — y exp(ia).
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Podra predpokladu [A, B] = 0, teda aj
AB®, = BAD,
VyuZijeme teraz to, Ze ®, je vlastnou funkciou operétora B a dostaneme
B(A®,) = A(B®,) = B,(Ad,) (1)

Funkcia A®, je takto vlastnou funkciou operétora B, prislusnou k vlastnej
hodnote B,. Podl'a predpokladu je vSak tito vlastna funkcia zadand (aZ na
multiplikativny faktor) jednoznacne (nedegenerované vlastné hodnoty). Musi
preto existovat’ &islo ¢, také, Ze plati:

Ad, = a,d, (2)

Potom je v8ak ¢, jednou z vlastnych hodnét operdtora A a prislu$nd vlastna
funkcia je jednoznacne uréend. Pri vhodnom vybere ¢islovania vlastnych hodnot
a vlastnych funkcif operdtora A mdZeme docielit’ to, Ze ¢, = A, a @, = y,.

Predstavme si teraz, Ze vlastnd hodnota B, je N-krit degenerovand, existuje
teda N linedrne nezavislych funkcii ®,;, k=1, 2, 3, ..., N takych, Ze plati:

B®,=BPi, k=1,2,3,.,N

ina¢ vsetky predpoklady zostali nezmenené. Ak budeme postupovat’ rovnako
ako v predchadzajiicom pripade, dostaneme rovnicu

B(A(bnk) = Bn(A(bnk) > k = 19 29 33 (XS] N
z ktorej teraz vyplyva:
N
A(bnk = chjq)nj
j=1

Pre hermitovsky operator A mo7no dokdzat™, e existuje prave N linedrnych
kombinécif funkcif @, k=1,2, ..., N

» Ide vlastne o diagonalizdciu hermitovskej matice typu N x N. Na tomto mieste sa uvedenym
tvrdenim nebudeme bliZ§ie zaoberat’, stane sa zrejmym aZ preberieme vSeobecny formalizmus
kvantovej mechaniky.
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takych, Ze bude platit
A/Ynk = Anank s k=1,2,3,..,.N (3)

¢ize g, budu vlastnymi funkciami operéatora A. Lahko sa moZno presvedcit’ tiez

0 tom, Ze Y, sd vlastnymi funkciami operatora B, prisluSnymi k vlastnej hodnote
Bll

Byu=B. 4w, k=1,2,3,.,N 4)

S tymto upresnenim mozno aj v pripade degenerovanych spektier povedat’, Ze
komutujice operatory maju spolocné vlastné funkcie.

Pre uplnost’ uvedieme eSte obratené tvrdenie, ktoré si Citatel moze dokdzat
sdm ako cvicenie. Plati:

Ak dva operdtory A, B majd spolo¢né vSetky vlastné funkcie a ak tieto tvoria
uplny systém, potom operéatory A, B komutuju.

Vratme sa teraz k problematike merania a zmeny stavu sustavy pri merani.
Skumajme pripad, ked’ zmeriame najprv veli¢inu A a vzdpiti za tym vykoname
meranie veli¢iny B. Predpokladdme pritom, Ze operdtory A, B komutuji a maji
diskrétne, nedegenerované spektrum. Ak sme pri prvom merani nasli hodnotu A;,
vieme, Ze sustava je po merani vo vlastnom stave y;, operdtora A. Podl'a pred-
chddzajiceho je tento stav zdroven vlastnym stavom operétora B a pri merani B
ndjdeme urcite hodnotu B,, ale stav sdstavy uz nezmenime. Pripad degenerova-
nych spektier je komplikovanejsi. Nech sa pred meranim sdstava nachddza v ne-
zndmom stave . Pri meran{ veliiny A dostaneme zas jednu z vlastnych hodnot
operdtora A, napriklad A;. Nech je tito hodnota N-krat degenerovand. Pri merani
nastane zmena stavu, ale vzhl'adom na to, Ze vlastnej hodnote A; odpoveda viacero
vlastnych funkcii ®; s k=1, 2, ..., N nepozname stav ani po merani presne; vieme
iba to, Ze mdZe byt iba linedrnou kombinéciou stavov ®; (s fixovanym i). Pre
vSetky tieto dy, totiz plati

Aq)ik =Aiq>ik 5 k = 1, 2, 3, veey N (5)

a bude to platit’ aj pre ich 'ubovolI'nid linedrnu kombindciu, teda

A[Zcik(bikj:Ai[zcik(bikJ ©)
P k

Ako sme uz ukézali, je mozné vybrat’ funkcie @y tak, aby boli vlastnymi
funkciami operdtora B, t. j. aby platilo™

B®, = B®y, k=1,2,3,..,N (7)

 Predpokladame stéle, Ze A, B komutuji a pouZivame tvrdenia dokdzané uZ vysie v tomto ¢lanku.
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Ak predpokladdme, Ze tieto hodnoty By si (pri danom i a meniacom sa k)

navzdjom rdzne, potom pri merani B v stave Z%Cb s+ hdjdeme jednu z vlastnych
3
hodndt Bj; a linedrna kombindcia ZcikQDik merani zmeni na stav ®;. StiCasnym
k
zadanim dvoch vlastnych hodnot A; a B;; takto jednoznacne Specifikujeme stav.

Ak by sa medzi hodnotami By, j = 1, 2, ..., N vyskytovali niektoré, ktoré by
neboli navzdjom rdzne, potom by stav eSte nebol jednoznacne urceny a na jeho
jednozna¢né uréenie by sme potrebovali ndjst’ d’alsi operétor C, ktory by komutoval
s A aj s B, a zopakovat’ predchddzajicu procediiru.

Takto postupujeme pripadne aj d’alej aZ prideme k takej sustave navzdjom
komutujdcich operdtorov A, B, C, D, ..., G, Ze stiéasné zadanie vlastnych hodnot
vSetkych tychto operdtorov uz urcuje jednoznacne ich spolo¢nu vlastnd funkciu.
Takuto sdstavu operatorov nazyvame Uplnou stistavou komutujicich operatorov.
To, Ze operitory navzdjom komutuju je podstatné, lebo ind¢ by podla predché-
dzajicich matematickych tvrdeni nemohli mat’ spolocné vSetky vlastné funkcie
a meranie d’alSieho by vo vSeobecnosti neupresnilo informdciu ziskani v predché-
dzajucich, ale ,,vyviedlo* by stav von z mnoZziny, do ktorej sa uz predchadzajicimi
meraniami dostal.

Vidime teda, Ze sicasné zadanie vlastnych hodndt tplnej ststavy komutuji-
cich operétorov charakterizuje stav sustavy prave tak, ako priame zadanie stavu
pomocou vinovej funkcie. Toto tvrdenie je podstatné pri vystavbe vSeobecného
formalizmu kvantovej mechaniky.

2.17 VZTAH NEURCITOSTI

V predchddzajicom clanku sme videli, Ze komutujice operatory maju spo-
lo¢ny systém vlastnych funkcii. Ak sa sustava nachddza v stave opisanom takouto
vlastnou funkciou, potom obidve veli¢iny v ilom maju ,,0ostré” hodnoty (rovné
prisluSnym vlastnym hodnotdm). Pre nekomutujiice operatory a im prislichajice
veliciny je situdcia ind. Ako priklad tu prediskutujeme podrobne stradnicu a priemet
hybnosti na prislu$ni os.

Komutacné vzt'ahy medzi operatormi stiradnic a hybnosti ndjdeme l'ahko.

V oznaceni

r=(Xl’ X2’ X3)
0 9 0
= _.h ~ s~ s~ = ) )
p l (axl ox, ax3J (P1, P2, P3)
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plati

[X;, X1 =0
[P, Pl =0 (1)
[xi, pj] =i,

UkédZeme si teraz, Ze dosledkom komutacnych vztahov (1) si vztahy neurci-
tosti pre dvojice velic¢in (x;, p;). Ako sme uz na kvalitativnej trovni diskutovali
v 1. kapitole, tieto vztahy podstatnym spdsobom obmedzuji moZnost’ sicasného
zadania sdradnice a prislusnej hybnosti ¢astice. Komutac¢ny vztah

[X, p.] =ih (1)

totiZ ukazuje, Ze operdtory X a p, nemaji spolo¢nu Ziadnu vlastnd funkciu. Naozaj,
ak by existovala funkcia & také, Ze by platilo

Xp=xp; pP=pP
potom by platilo tieZ
[X, Pl P = [XPs = PX]P = (XPs — PX)P =0
¢o je v spore so vztahom (1), podla ktorého musi platit’
[X, D =D #0

Pristipme teraz k formdlnemu odvodeniu vztahu neurcitosti. Nech je teda
stav Castice dany stavovou vinovou funkciou ®(x). Pre jednoduchost’ uvazujeme
iba jednorozmerny pripad a nevypisujeme ¢asovd premennd, lebo vSetky uvahy
sa tykajua jediného Casu .

Vlnova funkcia ®(x) reprezentuje isty vinovy balik. Ak vyberieme stradnico-
vu sustavu tak, aby jej zaciatok splyval so stredom vInového balika a tak, aby sa
sistava pohybovala spolu s tymto stredom, potom v tejto ststave bude platit

X = r " (x)xP(x)dx =0
(2)
= . hd
p=]_® 0T ew

V d’alsom budenie predpokladat’, Ze tieto dve podmienky su splnené. Predpo-
kladame d’alej, Ze vinova funkcia je normovana

r @ (x)®(x)dx =1 3)
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a stredné kvadratické odchylky

(AP =2 =7 = [T &' (1) dx =0 )

22 2 [Tatn 4 ’ _
(Ap)"=p~—p —LQ‘P ()C)(i dx] P(x)dx=0 (%)

st kone¢né. Vzhl'adom na (4) vinova funkcia ®(x) musi preto dost’ rychlo klesat’
pre x| — oo; musi platit’

lim x* 1®(x)*=0 (6)

x—>too

Utvorme teraz Cisto formdlne pre 'ubovol'né redlne & vyraz

1§ = |&d()+—2= dx20 ©

dd)(x)
dx

ktory musi byt evidentne nezdporny. Integral I(£) moZno okamZite zapisat’ v tvare

I(H=EA-EB+C=0 (8)
kde

A= r X2 1B () dx = (Ax)?

)
c=] " —dcp N —B=j°°x—dq’ o+ 2 |ax
oo - | dx dx
Upravime teraz vyraz B. Vidno, Ze
°° d *
-B=| x—(® P)dx
[ (@)
Po integrovani per partes dostaneme

~B=-| (@' ®)dx+[x® DI (10)
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V dosledku rovnice (6) sa druhy ¢len v (10) rovna nule, a teda B = 1. Podobne
integrujeme per partes vo vyraze C a dostaneme

_ @)

c 2

(11)

Podl'a definicie (7) vyrazu I(£) nemo6Ze byt diskriminant vyrazu (8) kladny.
Preto
B*—4AC<0
ak sem dosadime za A, B, C vyrazy, ktoré sme prave nasli, dostaneme:

- 2
(A0 (Ap) z% (12)

Nerovnost’ (12) je znama ako Heisenbergov vztah neurcitosti, ktory mal
vyznamnu ulohu v rozvoji kvantovej mechaniky. Postup, ktory sme pri jeho
odvodeni pouzili, pochddza od H. Weyla.

Z odvodenia nerovnosti (12) vidno, Ze rovnost’ I'avej a pravej strany moZe
nastat’ len pre pripad vlnového balika, ktory spiiia podmienku

m+cfx<I>()c)=0 (13)
dx
kde & je konstanta. RieSenim tejto diferencidlnej rovnice je funkcia™
d(x) = Cexp(—x*¢/2) (14)

¢ize podmienka (13) je splnend len pre baliky takého typu.

Vzt'ah neurcitosti (12) je priamym dosledkom zakladnych postulatov kvanto-
vej mechaniky tykajicich sa popisu stavu stistavy pomocou vlnovej funkcie,
interpretécie tejto funkcie ako hustoty pravdepodobnosti a predpisu pre pravde-
podobnosti namerania urcitych hodn6t hybnosti.

Je sice pravdou, Ze na prvy pohl'ad by sa ndim mohlo zdat’ — a to sa zd4 takmer
kazdému pri zoznamovani sa s kvantovou mechanikou — Ze ,,v skutoCnosti je
elektrén predsa len bodovou Casticou a ,,v skuto¢nosti“ md predsa len isti hodnotu
hybnosti a Ze teda ,,v principe” musi existovat’ experiment, ktory by zmeral strad-
nicu a hybnost’ elektrénu presnejSie ako je obmedzenie zadané vztahom (12).
Chyba v takomto argumente je v tom, Ze termin ,,v skutoCnosti“ chapeme ako
skuto¢nost’ klasickej fyziky. Ale takato ,,skutocnost™ by neviedla — ako sme dis-
kutovali podrobne v prvej kapitole — k vzniku kvantovych staciondrnych stavov
v atémoch, nevysvetlila by spektrd atomov ani experimenty Davissona a Germera,
ani dvojStrbinové experimenty, ani prechod foténov polarizitormi. V atémovej

% VInové baliky typu (14) nazyvame aj miniméalnymi ¢i minimalizujdcimi vinovymi balikmi.
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fyzike skuto¢nost’ nie je ,,skutocnostou” klasickej mechaniky. A ak raz opisujeme
stav elektrénu pomocou vinovej funkcie a ak tito interpretujeme pravdepodob-
nostne, potom sa vzt'ahu neurcitosti nevyhneme.

Vzt'ah neurcitosti teda nie je ani tak zakotveny v technickych podrobnostiach
konstrukcie meracich pristrojov, ale je dosledkom zédkladnych predstav kvantovej
mechaniky, menovite spdsobu, akym kvantova mechanika opisuje stavy suistavy.

Ak by sme sa teda chceli vyhnit' vztahu neurcitosti, museli by sme zacat
hlbsie a zmenit’ uz kvantovomechanicky opis stavov pomocou vinovych funkecii.
Takéto pokusy sa uZ robili, spravidla sa pri nich opis stavu pomocou vlnovej
funkcie povaZzuje za neuplny a zavadzaju sa ,,skryté parametre®. Tieto tedrie vSak
ni¢ uzito¢ného nedali: vel'mi pracne a neprirodzene reprodukuji niektoré jedno-
duché vysledky kvantovej mechaniky, majd svoje vnidtorné tazkosti, menovite
nelokdlnost interakcie®® a viade tam, kde sa dalo oc¢akavat’, Ze ich predpovede sa
budi odlisovat’ od kvantovej mechaniky, experiment potvrdil kvantovd mechaniku.
O tedridch so skrytymi parametrami sa eSte zmienime podrobnejSie v kapitole
venovanej procesu merania a otdzkam interpretacie. Priklaname sa preto k nizoru,
Ze vztah neurcitosti nie je dosledkom iba spdsobu opisu stavu v kvantovej me-
chanike, ale Ze je ,,schovany* vo fyzikdlnom stave samotnom.

Najhlbsiu analyzu otdzok sudvisiacich so vztahom neurcitosti previedli Niels
Bohr a Werner Heisenberg a vyslednii analyzu pochddzajiicu od Bohra tu uve-
dieme trocha podrobne;jsie.

Stanovisko Nielsa Bohra. Bohrova, dnes vSeobecne uzndvand, interpretacia
vzt'ahu neurcitosti je zaloZend na principe komplementarity. Pri jeho formulovani
Bohr vychadzal z analyzy moZnosti pojmovej Struktiry fyzikalnej tedrie. Podl’a
jeho ndzoru spdsob, akym je dany experiment postaveny a ziskané experimentalne
vysledky musia by: opisané jazykom, ktory umoziuje nedvojzmyselnd interpre-
taciu a reprodukovatelnost’ vysledkov. Takymto jazykom je prave jazyk klasickej
fyziky. Na druhej strane je vSak pojmovy aparat klasickej fyziky ziskany zo
skuisenosti s makroskopickymi predmetmi, a preto nemdzZeme ocakavat, Ze tento
jazyk sa hodi aj na opis javov z oblasti atdomovej fyziky. Preto nem6éZeme vylacit
moznost, Ze pojmy klasickej fyziky ako je stradnica, hybnost’ a pod., bude
mozZné aplikovat’ vo fyzike atému len s uréitymi obmedzeniami. Heisenbergov
vzt'ah neurcitosti sa potom chdpe ako obmedzenie sti¢asnej pouZitelnosti pojmov
klasickej fyziky v oblasti atémovej fyziky. Vo svojich prednaSkach o kvantovej
te6rii’’ Bohr neformuloval princip komplementarity vo forme matematickej vety
— takédto formulacia je nakoniec vylic¢end samotnym charakterom tohto principu.

%6V te6rii sa skrytymi parametrami elektrén v dvojstrbinovom experimente prechddza ,,v skutoénosti* iba
cez jednu Strbinu. Na to, aby sa ,,dozvedel”, Ze aj druhd je otvorend a spraval sa podla toho (vytvoril
interferencny obraz), potrebuje nelokdlne interakcie.

57 Bohr, N.: Atomtheorie und Naturbeschreibung. Berlin 1931 Bohr. N.: Atomphysik und menschliche
Erkenntnis, I, II. Braunschweig 1964, 1966. Podrobni diskusiu Bohrovych myslienok mozno ndjst’ aj
v kap. 6, 7, 8, 22 a 23 Bohmovej ucebnice (4).
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Princip komplementarity je totiZ skor principom z tedrie poznania ako principom
vylucne fyzikdlnym a — chdpany vSeobecne — hovori o aplikovatel'nosti pojmov
istej tedrie v ramci tedrie, ktord je jej d’alsim vyvojovym Stadiom. Pokusy aplikovat’
princip komplementarity v nefyzikalnych oblastiach mozno tieZ néjst’ v citovanych
Bohrovych pracach.

Pokus o ziizend formulé4ciu principu komplementarity by vyzeral asi nasle-
dovne:

Ak dany systém v ramci klasickej fyziky mozno tplne opisat’ pomocou dvojice
veli¢in napr. stradnice a hybnosti, potom na dplny opis toho istého systému
v ramci kvantovej mechaniky mozno pouZit td istd dvojicu premennych, ale kazda
z nich je presnejSie urcend len za cenu zvySenia nepresnosti druhej. Obidve pre-
menné sa takto doplinaji (komplementarita) pri opise ststavy, ale ich pouZitia
v zmysle klasickej fyziky sa navzdjom vylucuju.

PretoZe pojmy stiradnice a hybnosti nemozno v klasickom zmysle pouZit' na
opisanie pohybu Castice v oblasti kvantovej fyziky, nemozZno tu pouZivat' ani
pojem trajektorie.

Pod trajektériou v klasickej fyzike rozumieme zdvislost’ polohového vektora
rod Casu t. Ak vSak pozndme funkciu r(f), mdZeme v kaZzdom Case ¢ vypocitat’ aj
hybnost’ astice

P—m—r
dt

Pojem trajektorie v klasickom zmysle predpokladd, Ze Castica mdZe mat’ sicasne
presne dand aj siradnicu, aj hybnost, o v kvantovej teérii nie je mozné>®

Konzistentnost’ vzt'ahu neurditosti s experimentom. Vzt'ah neurcitosti bol
odvodeny z predpokladu, Ze Castica je opisand vlnovym balikom, a Ze hodnoty
stradnice a hybnosti a stredné kvadratické odchylky od tychto strednych hodndt
st dané vzt'ahmi (2), (4) a (5). Keby bolo experimentdlne mozné zmerat’ si¢asne
stradnicu a hybnost’ presnejsie, neZ predpisuje vzt'ah neurcitosti, sved¢ilo by to pre
mechanistickd interpretdciu principu neurcitosti a zéroven by to dokazovalo, Ze
kvantova mechanika nemdze byt uplnou tedriou. V sérii myslienkovych experi-
mentov (podla nemeckého origindlu sa dnes vieobecne nazyvaji ,,Gedankenex-
perimentami®) Heisenberg a Bohr™ ukdzali, 7e pri doslednej aplikacii zdkonov
kvantovej mechaniky nemoZno sdradnicu a hybnost’ merat’ sicasne presnejsie,
ako predpisuje vzt'ah neurcitosti.

Na ukézku takych Gedankenexperimentov uvedieme Heisenbergov priklad na
meranie polohy castice mikroskopom. Usporiadanie experimentu je zndzornené

% Ako sme videli, pouZitie pojmu trajektérie v klasickom zmysle vedie rychlo k tazkostiam pri
interpretdcii interferencnych pokusov (napr. v dvojStrbinovom experimente).

% Heisenberg, W.: The Physical Principles of the Quantum Theory. Chicago 1930. Bohrov ¢lanok v knihe
A. Einstein — Philosopher Scientist. New York 1951, s. 201-241.
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na obr. 2.5, kde pre jednoduchost’ je cely mikroskop reprezentovany $ofovkou S,
elektrdn je pre nazornost’ (hoci nespravne) zndzorneny bodom e v osi mikroskopu
a svetlo, ktorym elektrén pozorujeme, je naznacené prerusSovanou ciarou. Nech
svetlo, ktorym elektrén pozorujeme ma vlnovii dizku A. Podl'a zdkonov vinovej
optiky je rozliSovacia schopnost’ mikroskopu dand vztahom®

A

Ax ~ (15)

sin ¢

Obr. 2.5

Nepresnost’ hybnosti elektrénu bude spdsobena nepresnostou v uréeni hybnosti
odovzdanej elektrénu rozptylenym svetlom. Ak zanedbame zmenu vinovej dizky
svetla, uvdZime, Ze pri merani sa nepozoruje miesto SoSovky, ktorym prechidza
rozptyleny fotén, a ak podla foténovej hypotézy predpokladame, Ze hybnost’
foténu s dizkou viny A je

_2mh

|pl
P="

dostaneme pre nepresnost’ odovzdanej hybnosti v smere osi x vztah

Ap,. ~Ipl sin¢)=2—zhsin(p

% Tento vzt'ah je prirodzeny, mikroskop nemdZe mat’ lepsiu rozliSovaciu schopnost’ ako je dizka viny
pouzitého svetla, a zmensenim uhla ¢ (pozri obr. 2.5) straicame informéciu o tom, odkial prislo svetlo,
ktoré dopadlo do mikroskopu.
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Odtial
Ap, . Ax ~ 27t (16)

¢o je v silade s Heisenbergovym vztahom neur¢itosti. Niekedy sa tomuto
Gedankenexperimentu vycita, Ze je nerealisticky, pretoZe jeden fotén nestaci na
vytvorenie zobrazenia. Na argumente sa vSak ni¢ nezmeni, ak pristroj registruje len
pripady, ked elektrén rozptyli dva fotény dopadajiceho svetla. V kone¢nom
Podstatné pre Heisenbergovu diskusiu merania polohy Castice mikroskopom je to,
7e

1. svetlo pouzité pri merani ma vlastnosti, typické pre kvantovu tedriu. Mono-
chromatickému svetlu s vinovou dizkou zodpoved4 ,,roj foténov* s hybnostou
|pl=27th/A;

2. pokus je postaveny tak, Ze ,trajektdria“ rozptyleného svetla vnitri mikro-
skopu nie je sama merand d’al$im experimentdlnym zariadenim.

Bod 1 ukazuje, Ze kvantov4 tedria je vndtorne konzistentna len vtedy, ak je
aplikovana dosledne. V uvazovanom priklade sa moéZeme rychlo dostat’ do rozporu
so vztahom neurcitosti, ked’ budeme povaZovat svetlo pouZité pri merani polohy
za vlnovy proces v ramci klasickej fyziky. Vtedy sa totiZ odovzdana hybnost’ d4
l'ubovolne zmenSit' (zoslabenim intenzity svetla). Bod 2 sa Casto interpretoval
ako pritomnost’ ,,principidlne nekontrolovatelného kvanta“ v procese merania,
¢o poskytovalo dovod k tazkostiam filozofického charakteru, pretoZe ,,principidlna
nekontrolovatelnost™ interakcie je typicky agnosticisticky termin.’' PouZitie ter-
minu ,,nekontrolovatel'né kvantum* v uvazovanom pripade vSak predpoklada, Ze aj
pocas merania mozeme povazovat merany elektrén za izolovanu sdstavu a chapat’
ho stdle ,,ako taky*, a Ze podobne meraciu sustavu mdzeme chapat’ ako izolovant
sustavu. NavySe, ak chceme byt presni, v uvedenej situicii pojem ,.trajektorie
foténu* nemodZeme vobec pouZit'. Pri interakcii vedicej k meraniu polohy treba
elektrén, mikroskop, zdroj svetla a pripadne fotografickd platiiu, ktorou registru-
jeme vysledok pozorovania polohy elektronu, chapat’ ako jedinu sdstavu. Termin
,hekontrolovatelné kvantum® je najskor obraznym opisom procesu merania,
zaloZenom na pouZiti ndzornych, ale nie celkom korektne aplikovanych pojmov.

Vratme sa naspiat’ k meraniu polohy elektrénu. Ak pri merani pouZijeme
svetlo s velmi krétkou vlnovou dizkou, dostaneme ako vysledok merania velmi
malé hodnoty Ax, ale velké rozmazanie (vel'ké Ap,) v urceni hybnosti elektrénu.
Elektrén by sa javil v takychto meraniach ako pomerne lokalizovany objekt. Pri
merani polohy pomocou svetla s velkou vlnovou dizkou by sme naopak dostavali

81 Agnosticizmus — idealisticky smer vo filozofii, ktory tvrdi, Ze veci s poznatelné len po urditd
hranicu.
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velké hodnoty Ax a elektrén by vyzeral ako priestorovo rozmazany objekt s po-
merne dobre definovanou hybnostou.”*

Z uvedeného vidno, Ze elektrén sa sprava rozne v roznych interakciach, a ze
tvrdenie o elektréne ,,ako takom* (bez Specifikécie interakcie elektrénu s okolim)
moZzu lahko viest’ k chybnym zdverom. Toto plati $pecidlne o Casto diskutovanej
otdzke, Ci elektrdn je vina alebo Castica. V niektorych experimentoch (napr. inter-
ferencia) elektrén vyrazne prejavuje vinové vlastnosti, v inych (meranie polohy
svetlom s kritkou vlnovou dizkou) sa spréva ako lokalizovany objekt — &astica.
Vzt'ah neurditosti v tomto kontexte tvrdi, Ze v rdmci kvantovej mechaniky nie je
mozny taky experiment, v ktorom by sa elektrén spraval ako vina s vinovou dizkou
uréenou s chybou menSou ako AA (&iZe s hybnostou s chybou mensSou ako
dp

Ap ~ Y AA) a zéroven ako lokalizovand Castica s nepresnostou v uréeni polohy

mensou ako Ax. Tato nepresnost’ je uréend vztahom AxAp ~ A/2.

V klasickej fyzike bolo moZné predstavit’ si ststavu interagujuicich objektov
v podstate tak ako hodinovy stroj. Kazdu sdciastku mozno vybrat,, Studovat’ neza-
visle od ostatnych a opisat’ ju ,,ako taku‘. Po vloZeni do stroja suciastka zostdva
zo zaciatku takd, ako bola pred vloZenim, neskdr sa interakciou s ostatnymi
suciastkami sice moZe menit, ale stdle si zachovdva svoju individualitu, pretoZe
zmeny prebiehaji spojito.

V kvantovej mechanike dve sistavy, ktoré vstipia do interakcie, stivaji sa
Cast’'ou jednej zloZenej stistavy a o ich individualite ma zmysel hovorit’ len v tom
priblizeni, v akom plati klasicka fyzika.

Napokon si dovolime ako pozndmku dat’ ¢itatel'ovi ,,radu do Zivota®. Filozo-
fické otazky kvantovej mechaniky sd vel'mi peknd a zaujimava vec. V minulosti
sa o nich viedli burlivé diskusie, ale ako to uZ pri burlivych diskusidch byva,
nie vsetci Gcastnici diskutovali so znalostou veci. Ak sa fyzik na takejto diskusii
zhcastiuje alebo ak sa chce o takéto veci hlbsie zaujimat’, musi poznat’ kvantovi
mechaniku skutocne velmi dokladne. Odporicame preto Citatelovi, aby sa
k tymto otdzkam vratil aZ po ,trefom® Citani (a to nielen tejto, ale aj d’alSich
uéebnic), potom, ked’ bude mat’ precitané a premyslené prace citované v tomto
Clanku a prace citované d’alej v kapitole venovanej meraniu a interpretcii
kvantovej mechaniky a aZ potom, ked’ bude poznat’ ,,remeslo®.

62 Heisenbergov mikroskop nie je najjednoduchsou ilustraciou vztahu neur¢itosti. Jednoduchsim prikladom
je prechod castice cez Strbinu. Priklad pochddza tiezZ od Heisenberga [28] a moZno sa s nim obozndmit’ aj
v Bornovej ucebnici [3] alebo — spolu s viacerymi d’al§imi prikladmi — v Zbierke dloh [30].
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2.18 ZHRNUTIE

V tejto kapitole sme sa zozndmili so vSetkymi zdkladnymi postuldtmi kvanto-
vej mechaniky vo formalizme vinovych funkcii. Zopakujeme tu stru¢ne zakladné
mySslienky na pripade jednoduchej sdstavy — Castice v silovom poli opisanom
potencidlnou energiou V(r).

1. Stavu fyzikélnej sistavy v urcitom case £, je priradend stavova vlnova funkcia
w(r, to).

2. Pravdepodobnostn interpreticia stavovej vlnovej funkcie: ly(r, ) je hus-
tota pravdepodobnosti v r-priestore.

3. Znalost’ stavovej vlnovej funkcie y(r, t,) v istom Case t, umoZziuje predpo-
vedat’ stav sustavy w(r, to) v lubovolnom neskorSom Case z. Pohybovou rovnicou
je Schrodingerova rovnica

2

in L yrn =—1 Apr. +viwn
ot 2m

Vlnova funkcia v Case ¢ = £y vystupuje v prisluSnom rieSeni ako zaciato¢na pod-
mienka.

4. Fyzikdlnej veli¢ine A je priradeny hermitovsky operator A. Strednd hodnotu
a strednud kvadraticki odchylku veli¢iny A v Case f, ur¢ime zo vzt'ahu

A= J.l//*(r,to)A w(r,ty)dV

(BAY” = [ (ru1y (A= 2w (r.1,)dV

5. Vyznamnu dlohu pre meranie veliiny A maju stavy, ktorych stavové vinové
funkcie sd vlastnymi stavmi operatora A:

Ad,=A,P, (predpokladime diskrétne spektrum)

Stavy @, spravidla tvoria Gplny ortonormovany systém, t. j.
j ® (ND, (rNdV =45,
a l'ubovol'ni funkciu y(r) mozno rozvinit’ do radu

p(r) =Y c,®,(r

Fyzikalna interpretdcia: pri merani veliCiny A v stave w(r) moZe byt vysledkom
merania len niektora z hodndt A,, a to s pravdepodobnost'ou

2
P,=lc,l

124



6. Meranie v kvantovej mechanike predstavuje vo v§eobecnosti podstatny zdsah
do sustavy. Stav sdstavy sa pri merani vo vSeobecnosti zmeni. Po merani veli¢iny
A, pri ktorom sa ziskala hodnota A;, sa sistava bude nachadzat’ vo vlastnom stave
(pripadne v niektorom z vlastnych stavov — pri degenerovanom spektre) operitora
A prislichajicom hodnote A;.

7.V pripade degenerovanych spektier zmeranie jednej veli¢iny neurcuje jedno-
znacne stav sustavy po tomto merani. Stav bude ale ureny jednoznacne, ak
zmeriame vSetky veliiny patriace do niektorého stboru, ktorému v priestore
operatorov prislicha tplny systém komutujicich operatorov.

8. Opis stavu pomocou vilnovej funkcie a pravdepodobnostnd interpretacia tejto
funkcie vedd priamo k vztahu neurcitosti. Podl'a neho je strednd kvadraticka
odchylka suradnice Ax a hybnosti Ap viazand vztahom Ax . Ap > 7#/2. Analyza
myslienkovych (i redlnych) experimentov ukazuje, Ze vztah neurcitosti je konzis-
tentny s experimentalnymi moZnostami povolenymi kvantovymi zakonitostami.

2.19 PRIKLADY A PROBLEMY

1. Rovinna monochromaticka vlna dopada na tienidlo. V tienidle je otvor, ktory sa otvori na dobu
7. Ndjdite rozloZenie kruhovych frekvencii vo vlnovom baliku prepustenom uzdverom. UvdZzte
potom pripad s energiou elektrénov E = 400 eV a s uzdverom otvorenym na ¢as 7= 10% 5. Ako
sa bude menit’ s asom di7ka balika prepusteného uzaverom?

2. Castica s hmotnost'ou m sa pohybuje v poli potencidlu ma?x*2 (linedrny harmonicky oscildtor).
VlInova funkcia zdkladného stavu je

exp(—x*/2x0), Xy = M
mae

Wo(x)=(mxg) ™

Energia zdkladného stavu je E, = Zay2. N4jdite maximdlnu vzdialenost’ Castice s touto energiou
od rovnovéznej polohy, povolend klasickou mechanikou. S akou pravdepodobnostou ndjdeme
Casticu za touto vzdialenostou podl'a kvantovej mechaniky? Pri rieSen{ budete potrebovat’

j}” exp(—x?)dx =0,16.4/21

3. Elektron je viazany na tsecku dlhid L a opisany vlnovou funkciou Ax(x — L). Néjdite normaliza¢ni
konStantu A. Aké hodnoty energie méZeme namerat’ v tomto stave (pri merani energie)? S akymi
pravdepodobnostami nijdeme jednotlivé hodnoty E,?

4. Elektrén v zdkladnom stave atému vodika je opisany vinovou funkciou

h*4ne,
2

exp(—rla), kde a=
na’? me

V/o(r) =

a) Ndjdite strednu vzdialenost elektrénu od jadra.
b) Néjdite strednud potencidlnu energiu elektrénu v tomto stave. Porovnajte s hodnotou potenciélne;j
energie v strednej vzdialenosti.
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10.

11.

12.

. Ukdzte, 7e operdtor A= Lp=L,p, + L,p, + L3p; komutuje s operdtormi p,, py» P

c) Ukazte, ze stredny elektrostaticky potencidl budeny atomom vodika je

d(r)=—2 [1 +1)e*2"’"

dngg\a r

d) Najdite stredné hodnoty x> a p? v zékladnom stave atému vodika a vysvetlite vysledok z hl’a-
diska vztahu neurcitosti.

. Nech p = -i2d /dx. Ndjdite komutétory [X, p"] a [X", p].
. Ndjdite komutaéné vztahy operdtorov momentu hybnosti L; = L,, L, = L,, L; = L, s operdtormi

P1 = Pw P2 =Py, P3 = P a s operdtormi X; = x, X, =y, X3 = z.

z

. Ndjdite také linedrne kombindcie funkcii fi(x) = x, f(x) = x, ktoré budd ortonormélne na inter-

vale (0, 1).

. Operétor P nech je definovany vztahom

Py(n=-y(-n

Ndjdite jeho vlastné hodnoty. UkdZte, Ze vlastné funkcie prislichajice k réznym vlastnym hod-
notdm su ortogondlne.

Ukdzte, Ze exp (—x*/2) je vlastnou funkciou operétora (—d” /dx> + x) prislusnou k vlastnej hod-
note A, = 1. Podobne ukaZte, Ze xexp (—x*/2) je vlastnou funkciou toho istého operatora a najdite
vlastni hodnotu. UkéZte, Ze tieto dve funkcie su ortogondlne na intervale —oo < x < 0 a zdévod-
nite vysledok v§eobecnym tvrdenim.

Nech A je hermitovsky operator a nech B = A> = AA. Dokéte, Ze stredna hodnota operatora B
v T'ubovol'nom stave je nezdpornd a Ze vSetky vlastné hodnoty operétora B si nezdporné.

Stav Castice je opisany vlnovou funkciou y(r). Naznacte sposob, ktorym by ste pocitali pravde-
podobnost’ toho, Ze z-ovi stradnicu Castice ndjdeme v intervale (z;, zp) a y-ovd zlozku
hybnosti v intervale (py;, py) pri si¢asnom merani siradnice z a hybnosti p,.
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