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7.6 Piezoelektrický jev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
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7.9 Př́ıklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

8 Akustooptický jev 109
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Úvod

Tento studijńı text navazuje volně na skriptum Fyzika pevných látek [1] vydané prvńım autorem v roce
2012. Obsah byl poskládán tak, aby seznámil studenty př́ırodovědných obor̊u se základńımi metodami
popisu optických vlastnost́ı pevných látek. V prvńı části se probere potřebná teorie a ve druhé části
se potom aplikuje na popis tř́ı základńıch jev̊u: magnetooptického, elektrooptického a akustooptického.
V této vědńı oblasti byla publikována již celá řada velmi kvalitńıch knih, ale převážná většina publikaćı
je dnes dostupná pouze v anglickém jazyce. Snahou autor̊u bylo napsat skriptum, které by ulehčilo
student̊um náhled do problematiky optických vlastnost́ı pevných látek i t́ım, že je v českém jazyce.

Jako základńı text pro seznámeńı se s celou klasickou optikou lze doporučit knihu P. Malého: Optika
[2] nebo anglicky psanou knihu E. Hechta: Optics [3]. Velmi obsáhlý výklad klasické optiky je možné naj́ıt
např. v knize D.H. Goldsteina: Polarized Light [4], která je doplněná i o aplikace jako je elipsometrie. Jako
ucelený souhrn matematiky, která se v optice použ́ıvá, lze doporučit knihu Matematický aparát fyziky od
J. Kvasnicy [5]. Pro zopakováńı základ̊u kvantové mechaniky je vhodná např. kniha L. Skály [6].

Optika anizotropńıch krystal̊u je tématem publikaćı Polarization of Light (S. Huard) [7] nebo Optical
Waves in Crystals (A. Yariv, P. Yeh) [8]. Daľśı vybraná kniha – Handbook of Nonlinear Optical Crystals
[9] je typickým př́ıkladem velmi precizńı publikace ruských autor̊u s popisem optických parametr̊u všech
technicky významných a použ́ıvaných optických materiál̊u. Popisu jev̊u a aplikaćı z oblasti magnetooptiky,
elektrooptiky a akustooptiky se věnuj́ı již zmı́něné knihy [7, 8], ale také velmi obsáhlá kniha Fundamentals
of Photonics [10] autor̊u B.E.A. Saleha a M.C. Teicha. Starš́ı vydáńı této knihy je možné si přeč́ıst i ve
vynikaj́ıćım českém překladu Základy fotoniky [11], který byl vydán v Praze v roce 1996 ve čtyřech
svazćıch.

[1] [2] [3] [4] [5]

[6] [7] [8] [9] [10]

[11] [12] [13] [14] [15]

Knihy doporučené pro doplňuj́ıćı studium, přesné citace jsou uvedeny v kapitole Literatura na str. 175.
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Pokročileǰśımu čtenáři je možné doporučit knihy zabývaj́ıćı se optikou polovodič̊u jako Semiconductor
Optics [12] nebo knihu zaměřenou na kvantový popis optických vlastnost́ı polovodič̊u Quantum Theory of
the Optical and Electronic Properties of Semiconductors [13]. Na úplný závěr našeho výčtu jsme nechali
dvě kńıžky z oblasti nelineárńı optiky. Autorem prvńı z nich je Y.R. Shen (The Principles of Nonlinear
Optics) [14] a autorem druhé je R.W. Boyd (Nonlinear Optics) [15].

Seznam jmenovaných kńıžek, které se věnuj́ı problematice optických vlastnost́ı pevných látek, by mohl
být mnohem rozsáhleǰśı, ale daľśı hledáńı přenechme vlastńı iniciativě čtenáře. Nav́ıc mnoho zaj́ımavých
text̊u je i na internetových stránkách známých univerzit. Jak je známo, dlouhé vysvětlováńı může snadno
zastoupit jeden obrázek a dynamiku nějakého procesu je možné nejsnáze pochopit z reprezentativńı
animace. Neńı možné zde vypsat všechny zaj́ımavé internetové odkazy, ale bez obav:

”
Kdo hledá, najde.“

Ve druhém vydáńı byla skripta doplněna o kapitolu 10, která se věnuje nelineárńı optice. V této
kapitole je pak uvedena celá řada relevantńıch citaćı, které jsou ocitované v kapitole Literatura na str.
175.
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Kapitola 1

Optické materiálové konstanty

Obsah kapitoly
1.1 Popis interakce pevné látky se světlem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 Optické konstanty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2.1 Materiálové vztahy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2.2 Rozděleńı materiál̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3 Vlnová rovnice v absorbuj́ıćım prostřed́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3.1 Relace mezi komplexńımi parametry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3.2 Dynamika náboje v látce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4 Š́ı̌reńı energie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

Př. 1: Skin-efekt pro měd’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.5 Alternativńı možnosti zavedeńı komplexńıch veličin . . . . . . . . . . . . . 11

1.5.1 Vzájemné vztahy komplexńıch veličin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.5.2 Výpočet absorpčńıho koeficientu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.6 Shrnut́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.7 Př́ıklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1 Popis interakce pevné látky se světlem

Interakci látky s elektromagnetickým zářeńım můžeme použ́ıt předevš́ım pro studium vlastnost́ı látky.
Nebo také můžeme měnit vlastnosti světla pomoćı volby vhodného materiálu, který světlo požadovaným
zp̊usobem ovlivňuje. Pro popis interakce světla s pevnou látkou můžeme zvolit několik r̊uzných př́ıstup̊u.
Na úvod si ted’ některé vyjmenujme.

1) Maxwellova teorie
James Clerk Maxwell formuloval v roce 1865 ucelenou teorii, která dokáže popsat elektromagnetické
jevy pomoćı řešeńı čtyř diferenciálńıch rovnic. Ty se na jeho počest označuj́ı Maxwellovy rovnice. Pro
řešeńı š́ı̌reńı elektromagnetického pole látkou je třeba doplnit Maxwellovy rovnice o materiálové vztahy,
kde jsou zavedeny parametry jako je permitivita, permeabilita a vodivost (ε, µ, σ). Pomoćı nich se daj́ı
potom vyjádřit daľśı fenomenologické parametry látky, jako je index lomu, index absorpce, odrazivost,
propustnost atd.

2) Lorentzova-Drudeho mikroskopická teorie
Tato teorie se snaž́ı vysvětlit materiálové vztahy s použit́ım znalost́ı o složeńı pevné látky. Lokalizo-
vané elektrony vázané na dané atomy v látce se popisuj́ı jako klasické harmonické oscilátory. Naproti
tomu elektrony ve vodivostńım pásu kovu se mohou volně pohybovat a popisuj́ı se jako volné částice.
Elektromagnetické pole potom p̊usob́ı jako vněǰśı śıla, která nut́ı elektrony nebo mř́ıžku kmitat.

3) Semiklasický př́ıstup
Světlo, chápané jako elektromagnetická vlna s vlnovou délkou podstatně větš́ı než meziatomárńı vzdálenosti,
se popisuje klasicky. Naproti tomu pevnou látku kvantujeme a poṕı̌seme ji jako soubor kvantových částic
(kvazičástic).
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4) Kvantový popis interakce
V tomto př́ıpadě popisujeme jak pole, tak látku pomoćı kvantové teorie. Nejjednodušš́ım modelem tohoto
typu je Jaynes̊uv-Cummings̊uv model. Světlo se poṕı̌se jako jeden jediný mód elektromagnetického pole
v rezonátoru na frekvenci ωr. Pole tedy můžeme zapsat pomoćı kvantováńı počtu foton̊u tohoto módu.
Látku potom modelujeme jako dvouhladinový systém. Lze si to představit jako jeden atom, který se může
nacházet bud’ v základńım, nebo v excitovaném stavu, viz obr. 1.1.

|0

|1
a

Obr. 1.1: Jaynes̊uv-Cummings̊uv model interakce světla
s látkou. Pole reprezentuje jeden mód rezonátoru (ωr) a
látku jeden atom popsaný dvouhladinovým modelem s
energetickým rozd́ılem hladin ~ωa.

5) Spintronika
V současnosti se pro přenos a zpracováńı informace využ́ıvá elektrického náboje elektron̊u. Spintronika
je nové odvětv́ı elektroniky, která tuto oblast obohacuje využit́ım spinu elektron̊u.

Spin je kvantová vlastnost elementárńıch částic, jej́ıž ekvivalent klasická fyzika nezná. Jde o vlastńı
magnetický moment, jehož projekce do zvoleného směru nabývá u elektronu pouze dvou hodnot: ±~/2.
Dı́ky tomu jsou elektrony fermiony, což určuje jejich statistické chováńı. Spin elektronu zavedl v roce
1924 Wolfgang Pauli a formuloval známý Pauliho vylučovaćı princip. Každá energetická hladina může
být obsazena pouze dvěma elektrony s opačně orientovaným spinem.

Nové technologie využ́ıvaj́ıćı spin již nalezly své komerčńı uplatněńı. Využ́ıvaj́ı se ve čtećıch hlavách
pevných disk̊u a v magnetických pamětech. V nedávné době se ve spintronice začalo využ́ıvat také světlo.
Za běžných podmı́nek se vyskytuj́ı v látce obě orientace spinu elektron̊u se stejnou pravděpodobnost́ı.
Pokud ale dokážeme injektovat do materiálu pouze elektrony s jednou hodnotou spinu, tzv. polari-
zované elektrony, źıskává materiál speciálńı magnetické vlastnosti. Využit́ı interakce vhodně polarizo-
vaného světla se spinovou polarizaćı elektron̊u poskytuje nové možnosti daľśıho rozvoje rychlé elektroniky:
http://physics.mff.cuni.cz/kchfo/ooe/vyzkum/opto-spintronika.

V tomto skriptu se budeme držet popisu pomoćı Maxwellových rovnic (ad 1), př́ıpadně pomoćı
mikroskopické teorie (ad 2). I tyto klasické teorie dokáž́ı popsat základńı optické vlastnosti pevných látek
a jsou předpokladem pro studium pokročileǰśıch teoríı založených na kvantové fyzice. Pouze v posledńı
kapitole jsme použili semiklasický př́ıstup a pomoćı kvantové mechaniky popisujeme mezipásové optické
přechody elektron̊u mezi energetickými hladinami v pevné látce.

1.2 Optické konstanty

Vlastnosti pevných látek obvykle studujeme pomoćı elektromagnetického zářeńı v rozsahu vlnových délek
λ od 1 mm po 200 nm. Jelikož daný rozsah obsahuje i viditelnou část elektromagnetického spektra,
budeme bez újmy na obecnosti mluvit o elektromagnetickém zářeńı jako o světle. Dlouhovlnná hranice
mikrovlnného zářeńı je dána konvenčně, po tuto hranici lze světlo ještě rozkládat hranolem. Krátkovlnná
ultrafialová mez 200 nm je volena tak, aby vlnová délka λ byla mnohem větš́ı než meziatomárńı vzdálenosti
(desetiny až jednotky nanometru), a proto lze brát prostřed́ı jako spojité.

Pro popis spektra a daľśıch vlastnost́ı optického pole se použ́ıvaj́ı následuj́ıćı parametry:

rychlost ve vakuu c

fázová rychlost vf = c/n

index lomu n

vlnová délka λ

frekvence ν = c/λ

kruhová frekvence ω = 2πc/λ

směr š́ı̌reńı s⃗

vlnový vektor k⃗ = (2π/λ)s⃗

vlnočet ν̄ = 1
λ

energie fotonu E = ~ω = hν

E[eV]= 1.2398
λ[µm]

c = 299 792 458 m s−1

h = 6.626 07× 10−34 J s

~ = 1.054 57× 10−34 J s

~ = 6.582 12× 10−16 eV s

1 eV= 1.602 18× 10−19 J
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Úplný popis elektromagnetického pole je dán kvantovou elektrodynamikou. Ta je ale pro naše účely
zbytečně složitá. V následuj́ıćım textu si vystač́ıme s jednodušš́ım klasickým popisem, který je založený
na řešeńı Maxwellových rovnic (MR). Vektory popisuj́ıćı elektromagnetické pole muśı splňovat tyto čtyři
rovnice, které se někdy označuj́ı jako Faradaẙuv, Ampér̊uv a Gauss̊uv zákon. Posledńı z kvarteta bohužel
postrádá takový zvučný název, popisuje pouze fakt, že v př́ırodě nemáme magnetické monopóly.

(MR1) ∇× E⃗ = − ∂
∂t B⃗, (MR3) ∇ · D⃗ = ρ,

(MR2) ∇× H⃗ = j⃗ + ∂
∂tD⃗, (MR4) ∇ · B⃗ = 0.

(1.1)

Význam jednotlivých veličin je standardńı: E⃗ – intenzita elektrického pole, D⃗ – elektrická indukce, H⃗ –
intenzita magnetického pole, B⃗ – magnetická indukce, ρ – hustota náboje, j⃗ – hustota proudu. Maxwellovy
rovnice se podrobněji diskutuj́ı v dodatku C.1.

V rovnićıch (1.1) je př́ılǐs mnoho proměnných, pro řešeńı této soustavy diferenciálńıch rovnic muśıme
doplnit daľśı dodatečné podmı́nky. Prvńı doplňuj́ıćı podmı́nkou jsou tzv. materiálové vztahy. Ty popisuj́ı
parametry prostřed́ı, kterým se světlo š́ı̌ŕı. Pro řešeńı je dále nutné zadat ještě počátečńı a okrajové
podmı́nky.

V tomto textu se většinou omeźıme pouze na lineárńı prostřed́ı, tj. př́ıpad slabého optického pole.
V tom př́ıpadě elektromagnetické pole nemá dostatečnou intenzitu, aby v materiálu vyvolalo nelineárńı
odezvu. Materiálové vztahy jsou potom lineárńı

D⃗ = εE⃗, B⃗ = µH⃗, j⃗ = σE⃗. (1.2)

Dále budeme často předpokládat, že prostřed́ı je izotropńı. Za těchto podmı́nek jsou všechny tři ma-
teriálové parametry skaláry: ε – permitivita, µ – permeabilita a σ – vodivost. V kapitole 4 provedeme
zobecněńı materiálových vztah̊u i na anizotropńı prostřed́ı. Potom budou materiálové parametry tenzory
druhého řádu.

1.2.1 Materiálové vztahy

1) Prvńı materiálový vztah popisuje souvislost mezi elektrickými vektory, tj. vztah mezi vektorem elek-

trické indukce D⃗, elektrické intenzity E⃗ a polarizaćı P⃗

D⃗ = εE⃗ = ε0E⃗ + P⃗ (1.3)

= ε0E⃗ + ε0χeE⃗ = ε0(1 + χe)E⃗ = ε0εrE⃗,

kde χe znač́ı elektrickou susceptibilitu (někdy se označuje jako polarizovatelnost) a ε znač́ı permitivitu.
Relativńı permitivitu můžeme zapsat jako εr = 1 + χe.

2) Pro magnetické veličiny máme analogicky definovaný druhý materiálový vztah mezi magnetickou

indukćı B⃗, magnetickou intenzitou H⃗ a magnetizaćı M⃗

B⃗ = µH⃗ = µ0H⃗ + M⃗ (1.4)

= µ0H⃗ + µ0χmH⃗ = µ0(1 + χm)H⃗ = µ0µrH⃗,

kde χm je magnetická susceptibilita a µ permeabilita. Opět pro relativńı permeabilitu plat́ı µr = 1+χm.

3) Posledńı, a tedy třet́ı materiálový vztah, se nazývá Ohmův zákon. Ten definuje př́ımou úměru mezi

vodivost́ı materiálu σ a hustotou proudu j⃗, který materiálem poteče po přiložeńı elektrického pole E⃗:

j⃗ = σE⃗. (1.5)

V celém textu budeme striktně použ́ıvat soustavu jednotek SI. Pro úplnost uved’me hodnoty optických
konstant permitivity a permeability pro vakuum v jednotkách SI:

ε0 = 8.854× 10−12 F/m,

µ0 = 4π × 10−7 H/m,
c2 =

1

ε0µ0
. (1.6)
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1.2.2 Rozděleńı materiál̊u

Podrobněji se kritéríım na materiálové veličiny věnuje dodatek C.2. Různé materiály můžeme roztř́ıdit
do kategoríı podle hodnot jejich elektrických a magnetických parametr̊u.

Elektrické vodivosti: σ > 0 vodiče
σ = 0 dielektrika, jejich vlastnosti jsou popsány pouze parametry ε a µ

Magnetické vlastnosti: µr < 1 diamagnetika
µr > 1 paramagnetika
µr ≫ 1 feromagnetika

V tomto textu se budeme pohybovat ve viditelné oblasti spektra (400 nm až 800 nm), př́ıpadně v bĺızkém
UV a IČ. U většiny látek je v této oblasti hodnota relativńı permeability µr ≈ 1, tedy na rozhrańı
diamagnetika a paramagnetika. Magnetizace v látce se nest́ıhá měnit s frekvenćı optického pole řádu
1015 Hz. Naproti tomu magnetizace feromagnetik je konstanta nezávislá na frekvenci světla, je to tedy
fixńı parametr bez disperze.

Jak se dozv́ıme v této a následuj́ıćı kapitole, je pro popis látky možné zavést komplexńı veličiny.
Pevnou látku můžeme úplně popsat zadáńım komplexńı relativńı permitivity ε̃ = ε1+ıε2, protože vodivost
látky si lze dopoč́ıtat z imaginárńı složky permitivity ε2.

Pro optické frekvence řádu 1015 Hz a dielektrikum (σ = 0) plat́ı pro index lomu n2 = ε1. Z po-
hledu frekvence elektrického pole, které na látku p̊usob́ı, děĺıme optické konstanty na statické a vyso-
kofrekvenčńı. ε(0) je statická permitivita pro statické elektrické pole a ε(ω) označuje vysokofrekvenčńı
permitivitu pro elektrické pole světla s frekvenćı ω. Limita, ke které se permitivita bĺıž́ı pro velmi velké
frekvence (velmi krátké vlnové délky), je potom ε(∞).

1.3 Vlnová rovnice v absorbuj́ıćım prostřed́ı

Světlo je elektromagnetická vlna a jej́ı š́ı̌reńı je tedy popsáno diferenciálńı rovnićı, která se označuje
jako vlnová rovnice. Zcela obecnou vlnovou rovnici můžeme odvodit úpravou Maxwellových rovnic. Vl-
novou rovnici můžeme zapsat pro libovolný vektor pole (E⃗, D⃗, H⃗, B⃗), obvykle se ale odvozuje pro vektor

elektrické intenzity E⃗. Nejdř́ıv provedeme rotaci prvńı Maxwellovy rovnice a prohod́ıme pořad́ı derivaćı,

∇× E⃗ = − ∂

∂t
B⃗ ⇒ ∇× (∇× E⃗) = − ∂

∂t
∇× B⃗.

Dále použijeme identitu pro rozpis dvojité rotace ∇ × ∇× ≡ ∇(∇·) −△. Operátor △ znač́ı Laplace̊uv
operátor1. Daľśı odvozeńı provedeme za podmı́nky homogenńıho materiálu bez volných náboj̊u (ρ = 0 ⇒
∇ · E⃗ = 0). Za rotaci magnetické intenzity dosad́ıme z druhé Maxwellovy rovnice

−△E⃗ = − ∂

∂t
µ∇× H⃗ = − ∂

∂t
µ

(
j⃗ +

∂D⃗

∂t

)
= −µσ∂E⃗

∂t
− µε∂

2E⃗

∂t2
.

Výsledek zaṕı̌seme v obvyklém tvaru pro vlnovou rovnici pro vektor intenzity elektrického pole

∂2E⃗(r⃗, t)

∂t2
+
σ

ε

∂E⃗(r⃗, t)

∂t
− 1

εµ
△E⃗(r⃗, t) = 0. (1.7)

Tato rovnice se někdy označuje jako telegrafńı rovnice, od běžné vlnové rovnice se lǐśı t́ım, že má nav́ıc
člen s prvńı derivaćı podle času, který popisuje ztráty.

Řešeńı této vlnové rovnice se hledá obvykle ve tvaru monochromatické rovinné vlny s frekvenćı ω,

E⃗(r⃗, t) = E⃗0 e
ı(k⃗·r⃗−ωt). Exponenciálńı zápis je velmi výhodný pro zjednodušeńı matematických výpočt̊u.

Elektrické pole je zde zapsané pomoćı komplexńıho výrazu, pokud nás bude zaj́ımat měřitelná velikost,
muśıme spoč́ıtat reálnou část tohoto komplexńıho vektoru. Toto zjednodušeńı použ́ıváme v celém textu
tohoto skripta.

1 Laplace̊uv operátor: △ ≡ ∇ · ∇ = ∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2
. Vı́ce viz Dodatek A
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Systém rovinných vln tvoř́ı úplný systém funkćı, a proto je možné jakýkoliv tvar elektrického pole
rozepsat do řady rovinných vln. Pro rovinnou vlnu můžeme snadno napoč́ıtat derivace E⃗(r⃗, t) podle času
i podle prostorových souřadnic a dosadit do telegrafńı rovnice

∂
∂t → −ıω,

∂
∂x → ıkx

∂2

∂t2 → −ω
2, ∂2

∂x2 → −k2x

 ⇒ −ω2 − ıωσ
ε
+
k2

εµ
= 0.

Tento výraz můžeme upravit na rovnici

k2

ω2
= µε

(
1 +

ıσ

ωε

)
=
Ñ2

c2
. (1.8)

Řešeńım vlnové rovnice v bezztrátovém prostřed́ı vyjde, že pod́ıl vlnového vektoru a frekvence dává
převrácenou hodnotu rychlosti š́ı̌reńı, což se rovná pod́ılu indexu lomu a rychlosti světla ve vakuu, k/ω =

1/vf = n/c. Tento typický vztah pro pod́ıl vlnového vektoru k⃗ a frekvence ω můžeme źıskat i ze vztahu
(1.8) odvozeného z telegrafńı rovnice pro absorbuj́ıćı prostřed́ı, pokud zavedeme komplexńı index lomu a
komplexńı relativńı permitivitu následuj́ıćımi vztahy

Ñ2 = µr

(
εr +

ıσ

ωε0

)
= µrε̃, kde Ñ = n+ ıκ, ε̃ = εr + ı

σ

ωε0
. (1.9)

n je obvyklý index lomu a κ je index extinkce, který odpov́ıdá za tlumeńı neboli absorpci daného ma-
teriálu.

1.3.1 Relace mezi komplexńımi parametry

Pro nově definovaný komplexńı index lomu a komplexńı permitivitu si můžeme zapsat následuj́ıćı relace

n2 − κ2 = µrε1
2nκ = µrε2

}
⇒ µ2

r (ε
2
1 + ε22) = n4 + κ4 − 2n2κ2 + 4n2κ2 = n4 + κ4 + 2n2κ2 = (n2 + κ2)2

a tedy

n2 − κ2 = µrε1
n2 + κ2 = µr

√
ε21 + ε22

}
⇒

n2 = µr

2

(√
ε21 + ε22 + ε1

)
,

κ2 = µr

2

(√
ε21 + ε22 − ε1

)
.

V nemagnetickém prostřed́ı, kde je µr = 1, si můžeme odvodit vztah pro kvadrát komplexńıho
indexu lomu. Plat́ı Ñ2 = ε̃, kde ε̃ = ε1 + ıε2 je komplexńı relativńı permitivita. Mezi složkami komplexńı
permitivity a komplexńıho indexu lomu pak muśı platit následuj́ıćı vztahy

ε1 = εr = n2 − κ2, (1.10)

ε2 =
σ

ωε0
= 2nκ. (1.11)

1.3.2 Dynamika náboje v látce

Nyńı si ukážeme, proč je možné v odvozeńı vlnové rovnice pro homogenńı prostřed́ı zanedbat člen s
∇ · E⃗. Pro dielektrikum bez volných náboj̊u je to zřejmé z třet́ı Maxwellovy rovnice. Ideálńı dielektrika
maj́ı nulovou vodivost, σ = 0, takže náboje v látce se nepohybuj́ı. A dále koncentrace volných náboj̊u je
nulová.

V př́ıpadě kov̊u je situace složitěǰśı, muśıme zkoumat dynamiku náboje. Postupujeme tak, že zderi-
vujeme třet́ı MR podle času a dosad́ıme za elektrickou indukci z druhé MR (1.1).

∂ρ

∂t
= ∇ · ∂D⃗

∂t
= ∇ · (∇× H⃗ − j⃗) = −∇ · j⃗ = −∇ · σE⃗.

Využili jsme identitu ∇ · (∇× H⃗) = 0 a za proud jsme dosadili třet́ı materiálový vztah – Ohmův zákon
(1.5). Opětovným dosazeńım ze třet́ı MR dostaneme kinetickou rovnici pro časový vývoj hustoty volného
náboje ρ a jej́ı řešeńı

∂ρ

∂t
= −σ

ε
ρ ⇒ ρ = ρ0 e

−t/τD , τD = ε/σ.
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Zde jsme zavedli τD jako dielektrickou relaxačńı dobu. Pro kovy s vodivost́ı σ ≈ 108 S/m je relaxačńı čas
τD ≈ 10−19 s. V objemu kovového vodiče docháźı téměř okamžité k relaxaci volných náboj̊u. Kladné a
záporné náboje se dostanou velmi rychle do rovnovážného stavu. Koncentrace celkového náboje je tedy
nulová, ρ = 0. Relaxace výchylky nábojové hustoty v kovu se bude dále diskutovat v sekci 3.2.3.

1.4 Š́ı̌reńı energie

Komplexńı index lomu nyńı zavedeme i do exponenciály rovinné vlny. K tomu použijeme vztah pro
komplexńı vlnový vektor k⃗ = (Ñω/c)s⃗. Dostaneme komplexńı rovinnou vlnu

E⃗ = E⃗0 e
ı(nω

c s⃗·r⃗−ωt) e−κ
ω
c s⃗·r⃗. (1.12)

Prvńı exponenciála odpov́ıdá za harmonické š́ı̌reńı vlny stejně jako v neabsorbuj́ıćım prostřed́ı. Plat́ı, že
index lomu n měńı vlnovou délku světla na λn a určuje rychlost š́ı̌reńı uvnitř materiálu (n = λ/λn = c/v).

Druhá exponenciála je zodpovědná za tlumeńı, což si nyńı objasńıme. Energie, kterou s sebou světlo
nese, je dána velikost́ı Poyntingova vektoru S⃗. Ten je definován jako

S⃗ = E⃗ × H⃗ ∝ e−2κ
ω
c s⃗·r⃗. (1.13)

Zde jsme využili toho, že oba vektory E⃗ i H⃗ maj́ı stejný exponenciálńı tvar (1.12). V Poyntingově vektoru
je proto exponenciela v kvadrátu (na druhou). Při š́ı̌reńı světla v absorbuj́ıćım prostřed́ı ve směru osy z
bude klesat hustota energie w podle vztahu

w = w0 e
−αz.

Tento vztah nám definuje absorpčńı koeficient α, který vyjádř́ıme pomoćı (1.13)

α =
2ωκ
c

=
4πκ
λ

. (1.14)

Exponenciálńı pokles intenzity světla se správným absorpčńım koeficientem dostaneme stejně i pokud
použijeme jinou úvahu. Absorbovaná energie muśı být rovna Joulovým ztrátám, Z = j⃗ · E⃗ = σE2. I zde
vyjde po dosazeńı za elektrické pole tlumeńı s odvozeným koeficientem α. V neabsorbuj́ıćım prostřed́ı
pak samozřejmě muśı platit α = 0, κ = 0, σ = 0.

Př. 1.1: Skin-efekt pro měd’: Skin-efekt dostal sv̊uj název podle skutečnosti, že se vysokofrekvenčńı
elektromagnetické pole š́ı̌ŕı po povrchu vodivých předmět̊u. Hloubku, do které pole proniká, můžeme
popsat pomoćı parametru d. V této hloubce klesne intenzita dopadaj́ıćıho světla na hodnotu 1/e (jednu
étinu) p̊uvodńı energie, viz obr. 1.2. V kovech je typicky vodivost vysoká. Pro měd’ je jej́ı hodnota
σ = 6× 107 S/m.

d

-z/d λ d

0.1 µm 1.2 nm

1 µm 3.8 nm

10 cm 1.2 µm

1 km 120 µm

Obr. 1.2: Skin-efekt v mědi.

Uvažujme jednoduchou geometrii podle obr. 1.2. Lineárně polarizované světlo se š́ı̌ŕı jako rovinná
vlna podél osy z⃗, elektrické pole má směr osy x⃗ a magnetické pole má směr osy y⃗. Při řešeńı vyjdeme
z Maxwellových rovnic a materiálových vztah̊u,

∇× j⃗ = ∇× σE⃗ = −σ ∂
∂t
B⃗ = ıωσB⃗ = ıωσµH⃗.
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V naš́ı geometrii má elektrické pole směr osy x⃗ a tedy i proud má nenulovou pouze x-ovou složku, proto
můžeme přepsat předešlou vektorovou rovnici pouze pro jednu složku,

d

dz
jx = ıωσµHy. (1.15)

Dále využijeme toho, že ve vodiči je dominantńı proud volných náboj̊u a posuvný proud můžeme zanedbat,

j⃗ = ∇× H⃗ ⇒ jx = − d

dz
Hy.

Tento výraz dosad́ıme do rovnice (1.15), kterou zderivujeme podle z. Dostaneme diferenciálńı rovnici pro
proud,

d2

dz2
jx = −ıωσµjx.

Řešeńım této diferenciálńı rovnice je harmonická funkce násobená tlumı́ćı exponencielou e−z/d. Z dife-
renciálńı rovnice vyplývá velikost hloubky d pr̊unik̊u elektromagnetického pole,

d =

√
2

ωσµ
=

√
λ

πcσµ
. (1.16)

Tabulka spočtených hodnot d pro elektromagnetické pole s r̊uznou vlnovou délkou je spolu s nákresem
tlumené vlny zobrazena v obr. 1.2.

1.5 Alternativńı možnosti zavedeńı komplexńıch veličin

Existuj́ı r̊uzné zp̊usoby zavedeńı komplexńıch veličin.

1) Prvńı zp̊usob jsme si ukázali pro komplexńı permitivitu ε̃ = ε1 + ıε2, viz str. 9.

Uved’me si daľśı dva použ́ıvané zp̊usoby zavedeńı. Vyjdeme z druhé MR, kde za elektrickou indukci
dosad́ıme materiálový vztah D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ = ε0E⃗ + ε0χeE⃗.

∇× H⃗ = j⃗ +
∂D⃗

∂t
= j⃗ + ε0

∂E⃗

∂t
+ ε0χe

∂E⃗

∂t
. (1.17)

Všechny členy na pravé straně maj́ı význam hustoty proudu. Prvńı člen j⃗ popisuje hustotu proudu volných

náboj̊u, druhý člen ε0
∂E⃗
∂t představuje Maxwell̊uv proud, který je nenulový i ve vakuu. Posledńı člen na

pravé straně,

∂P⃗

∂t
= ε0χe

∂E⃗

∂t
,

znač́ı posuvný proud. Polarizace v látce vzniká vzájemným posunem vázaných náboj̊u. Rovnici (1.17)
uprav́ıme na tvar

∇× H⃗ − ε0
∂E⃗

∂t
= j⃗ + ε0χe

∂E⃗

∂t
= σE⃗ + ε0χe

∂E⃗

∂t
. (1.18)

Pro harmonické pole můžeme opět nahradit derivace podle času: ∂
∂t → −ıω.

2) Vztah (1.18) můžeme převést na jednoduchou MR, pokud zavedeme komplexńı vodivost σ̃:

∇× H⃗ − ε0
∂E⃗

∂t
= σE⃗ − ıωε0χeE⃗ = σ̃E.

Tato komplexńı vodivost má složky

σ̃ = σ1 + ıσ2, kde σ1 = σ,

σ2 = −ωε0χe.

11



3) Vztah (1.18) můžeme zjednodušit také zavedeńım komplexńı susceptibility χ̃e:

∇× H⃗ − ε0
∂E⃗

∂t
=

(
−σ
ıω

+ ε0χe

)
∂E⃗

∂t
= ε0

(
χe +

ıσ

ωε0

)
∂E⃗

∂t
= ε0χ̃e

∂E⃗

∂t
.

Komplexńı susceptibilita má tedy tvar

χ̃e = χe + ı
σ

ωε0
.

1.5.1 Vzájemné vztahy komplexńıch veličin

V předchoźım textu jsme si odvodili následuj́ıćı komplexńı optické veličiny:

index lomu Ñ = n+ ıκ
relativńı permitivita ε̃ = ε1 + ıε2
vodivost σ̃ = σ1 + ıσ2
elektrická susceptibilita χ̃e = χ1 + ıχ2

(polarizovatelnost prostřed́ı)

Vztahy pro výpočet složek komplexńı permitivity ze složek komplexńı vodivosti maj́ı tvar

ε1 = 1 + χe = 1 +
1

ωε0
(ωε0χe) = 1− σ2

ωε0
,

ε2 =
σ

ωε0
=

σ1
ωε0

. (1.19)

Z těchto relaćı vyplývaj́ı vztahy pro výpočet komplexńı vodivosti z komplexńı permitivity

σ2 = (1− ε1)ε0ω,
σ1 = ωε0ε2. (1.20)

Na závěr si uved’me vztahy, které nám umožńı přecházet mezi komplexńı susceptibilitou a komplexńı
vodivost́ı.

ε̃ = 1 + χ̃e = 1 + ı
σ̃

ε0ω
= 1 + ı

1

ε0ω
(σ1 + ıσ2).

1.5.2 Výpočet absorpčńıho koeficientu

Na závěr kapitoly si ukážeme jako př́ıklad, jak využ́ıt komplexńı veličiny pro výpočet absorpčńıho koefi-
cientu α. Ten si můžeme vyjádřit pomoćı složek tř́ı r̊uzných komplexńıch veličin:

imaginárńı složky indexu lomu α =
2ωκ
c
,

imaginárńı složky permitivity α =
2ω

c

µrε2
2n

=
ωµrε2
cn

, (1.21)

reálné části vodivosti α =
ωµr

nc

σ

ωε0
=

µrσ

ncε0
.

1.6 Shrnut́ı

• Vektory elektromagnetického pole muśı splňovat Maxwellovy rovnice, ze kterých je možné odvodit
vlnovou rovnici např. pro elektrickou intenzitu E⃗.

• V absorbuj́ıćım prostřed́ı budou materiálové parametry, jako je index lomu Ñ nebo permitivita ε̃,
komplexńı.

• Existuje několik možných zp̊usob̊u zavedeńı komplexńıch optických veličin. Všechny r̊uzné př́ıstupy
ale popisuj́ı stejnou realitu, a proto jsou vzájemně ekvivalentńı.

• Pokud známe např́ıklad komplexńı permitivitu, můžeme si všechny daľśı komplexńı veličiny dopoč́ıtat.
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1.7 Př́ıklady

Př. 1.2: Permitivita vakua: Ve vztahu

c2 =
1

ε0µ0

jsou rychlost světla ve vakuu c a permeabilita vakua µ0 tabelované veličiny. S jejich použit́ım dopoč́ıtejte
velikost permitivity vakua ε0.

Nápověda: Použijte seznam konstant na konci této knihy, str. 177.

Př. 1.3: Jednotky permitivity a permeability:
Proved’te rozměrovou analýzu a ukažte, že jednotka permitivity je A s/(Vm)
a jednotkou permeability je V s/(Am).

Př. 1.4: Parametry v SI:
Proved’te rozměrovou analýzu a ukažte, jakou velikost má výraz 1/(cε0).

Řešeńı: [377 Ω]

Př. 1.5: Vlnová rovnice se zdroji:
Odvod’te, jak by vypadala vlnová rovnice (1.7) v materiálu s volnými náboji, tedy ρ ̸= 0.

Nápověda:

Postupujte standardně výpočtem rotace z rotace vektoru E⃗ a dosad’te Maxwellovy rovnice.

Řešeńı:

∂2E⃗(r⃗, t)

∂t2
+
σ

ε

∂E⃗(r⃗, t)

∂t
− 1

εµ
△E⃗(r⃗, t) = − 1

εµ
∇
(ρ
ε

)
.

Př. 1.6: Dielektrická relaxačńı doba:
Vypočtěte dielektrickou relaxačńı dobu τD pro křemı́kový polovodič. Za jak dlouho klesne koncentrace
výchylky volného náboje na polovičńı hodnotu, ρ(t =?) = ρ0/2?

Nápověda: Využijte vztah̊u ze sekce 1.3.2, do kterých dosad́ıte hodnoty pro čistý křemı́k:
εSi = 1.04× 10−10 F/m, σSi = 4.35× 10−4 S/m.

Řešeńı: [τD = 2.4× 10−7 s, t = ln (2) τD]

Př. 1.7: Skin-efekt pro křemı́k:
Vypočtěte hloubku pr̊uniku elektromagnetického pole o vlnové délce 550 nm do materiálu křemı́ku (σSi =
1.56 · 10−3 S/m) a do skla (σsklo = 10−18 S/m).

Př. 1.8: Skin-efekt pro měd’:
V naš́ı rozvodné śıti se použ́ıvá frekvence f = 50 Hz. Jaká je hloubka vrstvy, kterou se š́ı̌ŕı elektrické pole
v měděném vodiči? Použijte parametry mědi uvedené v textu kapitoly nad vztahem (1.16). Diskutujte
ideálńı pr̊uřez vodiče pro minimalizaci odporu.
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Tento krystal je umı́stěn na zeměpisné pozici: 50◦04’44.755”N, 14◦25’50.506”E.
Jde o kubický krystal kuchyňské soli NaCl.
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Kapitola 2

Vztahy mezi optickými veličinami

Obsah kapitoly
2.1 Podmı́nky na materiálové vztahy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1.1 Pět vlastnost́ı materiálových vztah̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Př. 1: Ohmův zákon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Př. 2: Elektrický materiálový vztah . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2 Kramersovy-Kronigovy disperzńı relace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.1 Vlastnosti funkce komplexńı proměnné . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.2 Odvozeńı Kramersových-Kronigových relaćı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.3 Alternativńı tvar Kramersových-Kronigových relaćı . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.4 Př́ıklady Kramersových-Kronigových relaćı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.5 Fyzikálńı pohled na Kramersovy-Kronigovy relace . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3 Š́ı̌reńı zářeńı přes rozhrańı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3.1 Fresnelovy vztahy pro kolmý dopad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3.2 Kramersovy-Kronigovy relace pro reflektivitu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3.3 Vektorové vztahy elektromagnetického pole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.4 Shrnut́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.5 Př́ıklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

V této kapitole si podrobně probereme vlastnosti materiálových vztah̊u popsaných komplexńımi
veličinami.

2.1 Podmı́nky na materiálové vztahy

V literatuře se vyskytuje několik zp̊usob̊u zavedeńı Fourierovy transformace (FT), která dává do vztahu
časový vývoj nějaké funkce f(t) a jej́ı spektrum f(ω). V tomto textu se budeme striktně držet následuj́ıćı
definice FT:

f(ω) =

+∞∫
−∞

dtf(t) eıωt, f(t) =

+∞∫
−∞

dω

2π
f(ω) e−ıωt. (2.1)

Zopakujme si materiálové vztahy mezi jednotlivými složkami pole včetně Ohmova zákona:

P⃗ = ε0χeE⃗, M⃗ = µ0χmH⃗, j⃗ = σE⃗,

nebo-li D⃗ = ε0εrE⃗, B⃗ = µ0µrH⃗.

Tyto vztahy maj́ı na pravé straně intenzitu představuj́ıćı vněǰśı śılu a na levé straně je indukovaná odezva
materiálu reprezentovaná např. polarizaćı, magnetizaćı nebo proudem.

Mohli bychom očekávat, že indukovaná změna látky bude synchronńı s vněǰśı śılou. Toto plat́ı pouze
pro pomalu se měńıćı vněǰśı śıly. Pro optické frekvence budeme muset použ́ıt obecněǰśı vztah, který bere
v potaz konečnou dobu relaxace látky.
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2.1.1 Pět vlastnost́ı materiálových vztah̊u

Nyńı si shrneme pět základńıch kritéríı, které nás budou na materiálových vztaźıch zaj́ımat:

1. Nezávislost elektrických a magnetických složek – elektrická indukce D⃗ je funkćı elektrického
pole E⃗, ale neńı funkćı magnetického pole H⃗. Podobně magnetická indukce B⃗ je funkćı magnetické
intenzity H⃗, ale neńı funkćı elektrické intenzity E⃗.

2. Lokálnost – odezva materiálu je funkćı vněǰśı śıly jen v tom samém mı́stě, neńı třeba započ́ıtávat
př́ıspěvky z celého prostoru.

3. Linearita – jestliže je elektrická indukce závislá na elektrické intenzitě lineárně, tj. D⃗ = εE⃗,
považujeme daný proces za lineárńı. Pokud závislost již lineárńı neńı, muśıme započ́ıtat členy
druhého, popř́ıpadě vyšš́ıho řádu (např. Kerr̊uv jev). K nelineárńım efekt̊um docháźı typicky při
použit́ı silného optického pole, např. laseru, kdy se velikost elektrického pole světla zač́ıná bĺıžit
hodnotě elektrostatického pole mezi ionty v pevné látce.

4. Izotropńı × anizotropńı materiál – Materiál označujeme jako izotropńı, pokud má ve všech
směrech stejné vlastnosti. V tomto př́ıpadě má vektor odezvy materiálu stejný směr jako bud́ıćı pole.
Optické veličiny jako permitivita ε je pro izotropńı materiály skalár. Materiálové vztahy vyjadřuj́ı
souvislost dvou vektor̊u, což v obecném př́ıpadě popisuje tenzor. Prostřed́ı popsané tenzorem má
v r̊uzných směrech r̊uzné vlastnosti a označujeme ho jako anizotropńı (viz kap. 4).

5. Kauzalita – Pro pomalu se měńıćı pole by platila podmı́nka synchronnosti, kdy indukovaná změna
D⃗(t), P⃗ (t) nebo j⃗(t) je reakćı na př́ıčinu E⃗(t). Obdobně změny B⃗(t), M⃗(t) jsou reakćı na př́ıčinu

H⃗(t). Obecněǰśı podmı́nka kauzality popisuje to, že indukovaná změna záviśı na velikosti bud́ıćı śıly
nejen v čase t, ale i v časech předešlých. Označme si nyńı F (τ) funkci odezvy materiálu (response,

pamět’ová funkce, viz obr. 2.1) pro výpočet polarizace P⃗ indukované elektrickým polem podle vzorce

P⃗ (t) =

t∫
−∞

F (t− ξ)E⃗(ξ) dξ =

∞∫
0

F (τ)E⃗(t− τ) dτ. (2.2)

Integrál jsme upravili substitućı t − ξ = τ , −dξ = dτ . Dı́ky nulovosti funkce F pro t < 0 můžeme
integračńı meze od 0 do ∞ protáhnout od −∞ do +∞ a integrál přejde na konvoluci bud́ıćı śıly a
funkce odezvy materiálu.

Vněǰśı pole můžeme rozepsat do harmonických složek, E⃗ = E⃗0 e
ıωt, potom můžeme přej́ıt pomoćı

FT ke spektru všech veličin tohoto materiálového vztahu

P⃗ (ω) =

+∞∫
−∞

P⃗ (t) eıωt dt =

+∞∫∫
−∞

F (t− ξ)E⃗(ξ) eıωt dtdξ

=

+∞∫
−∞

E⃗(ξ) eıωξ dξ

+∞∫
−∞

F (t− ξ) eıω(t−ξ) dt

=

+∞∫
−∞

E⃗(ξ) eıωξ dξ

︸ ︷︷ ︸
E⃗(ω)

+∞∫
−∞

F (τ) eıωτ dτ

︸ ︷︷ ︸
F (ω)

⇒ P⃗ (ω) = F (ω)E⃗(ω). (2.3)

Pokud se vněǰśı śıla (E⃗) měńı pomalu a odezva materiálu je synchronńı, potom můžeme materiálový

vztah pro daný čas popsat takto: P⃗ (t) = F (t)E⃗(t). Pokud je ale frekvence vněǰśı śıly př́ılǐs vysoká, je
potřeba zapsat odezvu pomoćı podmı́nky kauzality (2.2) a dojdeme ke vztahu pro frekvenčńı složky.

Věta: Přechodem ke spektru pomoćı Fourierovy transformace zmiźı konvoluce. Materiálové
vztahy můžeme tedy zapsat zase jako prosté násobeńı (2.3) jen s t́ım rozd́ılem, že v tomto
př́ıpadě násob́ıme fourierovské (frekvenčńı, spektrálńı) komponenty poĺı!
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F( )
Obr. 2.1: Tvar funkce odezvy F (τ). Pro τ < 0
je nulová, látka neńı ovlivněna hodnotou vněǰśı śıly
v budoucnosti. Pro τ = 0 má maximum a s rostoućı hod-
notou τ klesá k nule. Látka je ovlivněna nejv́ıce aktuálńı
hodnotou vněǰśı śıly a hodnotami v časech předešlých
méně a méně.

Funkce F (ω) je obecně komplexńı, udává disperzi dané vlastnosti.

Př. 2.1: Ohmův zákon: Mějme harmonické elektrické pole s frekvenćı ω, které si zaṕı̌seme v exponen-
cielńım tvaru E(t) = E0 e

−ıωt. Zaj́ımá nás vodivost a pr̊uběh hustoty proudu. Použijeme zápis kauzálńıho
materiálového vztahu podle (2.2).

j⃗(t) =

+∞∫
−∞

σ(τ)E⃗(t− τ) dτ =

+∞∫
−∞

σ(τ)E⃗0 e
−ıω(t−τ) dτ

= E⃗(t)

+∞∫
−∞

σ(τ) eıωτ dτ

︸ ︷︷ ︸
σ(ω)

= σ(ω)E⃗(t).

Z výsledku je patrné, že pokud na látku p̊usob́ı pouze monochromatické pole, tj. pole s jedinou frekvenćı,
potom je časová odezva úměrná odpov́ıdaj́ıćı spektrálńı složce funkce odezvy. V konkrétńım př́ıpadě
Ohmova zákona může být vodivost σ(ω) komplexńı a v tomto př́ıpadě je proud (odezva) fázově zpožděný
v̊uči bud́ıćımu elektrickému poli.

Př. 2.2: Elektrický materiálový vztah: Pokud budeme řešit kauzálńı materiálový vztah pro elek-
trické veličiny v soustavě SI, nesmı́me zapomenout na permitivitu vakua. Přechodem ke spektru Fourie-
rovou transformaćı dostaneme vztah pro spektrálńı složky polarizace a elektrické intenzity,

P⃗ (ω) = ε0χe(ω)E⃗(ω) = ε0[εr(ω)− 1]E⃗(ω).

2.2 Kramersovy-Kronigovy disperzńı relace

2.2.1 Vlastnosti funkce komplexńı proměnné

V následuj́ıćıch výpočtech budeme potřebovat znalost matematiky z oblasti funkce komplexńı proměnné.
Tato problematika je podrobně vysvětlena např. v učebnici Matematický aparát fyziky od J. Kvasnicy [5]
(kap. VI). Centrálńı vztah, ze kterého se vycháźı, je

Cauchẙuv teorém: Integrál po uzavřené křivce c v komplexńı rovině z funkce f(z), která
je analytická na a uvnitř této křivky, je nulový.

∮
c

f(z) dz = 0. (2.4)

Z tohoto teorému vyplývá ještě zaj́ımavěǰśı tvrzeńı, a to, že funkčńı hodnota v nějakém bodě uvnitř křivky
v komplexńı rovině se dá spoč́ıtat pomoćı integrálu po této křivce. Opět funkce muśı být analytická a
křivka muśı být alespoň po částech hladká a uzavřená, viz obr. 2.2. Tato Cauchyova formule se dá
matematicky zapsat takto:

f(ξ) =
1

2πı

∮
c

f(z) dz

z − ξ
. (2.5)
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Obr. 2.2: Zobrazeńı výpočtu integrálu podle Cauchyovy
formule (2.5). Červeně je naznačena integračńı křivka
c, kř́ıžek znač́ı bod ξ komplexńı roviny a modré tečky
představuj́ı mı́sta, kde neńı funkce f(z) analytická.

Pokud naše funkce f(z) neńı v nějakém bodě ξ analytická (má v tomto bodě singularitu), potom defi-
nujeme mı́ru, která charakterizuje chováńı funkce v tomto bodě. Cauchy nazval tuto mı́ru jako reziduum
funkce v tomto bodě. Vypoč́ıtá se pomoćı integrálu

Resf(ξ) =
1

2πı

∮
f(z) dz,

kde se integruje po kružnici se středem v bodě ξ a s dostatečně malým poloměrem. My budeme v našem
textu potřebovat vypoč́ıtat reziduum pouze nejjednodušš́ıch funkćı, např.

Res

(
1

z − ξ

)
= 1.

Pokud má nějaká funkce v komplexńı rovině singularity, použijeme pro výpočet křivkového integrálu
v této ploše matematickou formuli, která se vztahuje ke křivce C na obr. 2.2.

Reziduová věta: Mějme uzavřenou křivku C v oblasti, kde je funkce f(z) analytická kromě
izolovaných pól̊u této funkce. Integrál z funkce f(z) po této křivce je roven 2πı násobku sumy
rezidúı uzavřených uvnitř této křivky.

∮
C

f(z) dz = 2πı
∑
i

Resi[f(z)]. (2.6)

Abychom dostali naše reálné veličiny do komplexńı roviny, zavedeme formálně komplexńı frekvenci
ω̃ = ω1 + ıω2. Nyńı můžeme zapsat funkci odezvy jako funkci komplexńı proměnné a spoč́ıtat Fourierovu
transformaci podle vztahu (2.1)

F (ω̃) = F (ω1 + ıω2) =

+∞∫
−∞

F (τ) eıω̃τ dτ =

+∞∫
−∞

F (τ) eıω1τ e−ω2τ dτ.

Tato funkce osciluje s frekvenćı ω1 a exponenciálně klesá s parametrem ω2 → +∞.

Pokud chceme použ́ıt Cauchẙuv teorém na funkci odezvy, muśıme se ujistit, že plat́ı všechny nutné
předpoklady, které zde shrneme v pěti bodech:

1. funkce je integrovatelná,
∫
|F (τ)|dτ <∞;

2. spektrum pro reálnou frekvenci źıskáme jako limitu, F (ω) = lim
ω2→0+

F (ω1 + ıω2);

3. existuje derivace této funkce alespoň v horńı polorovině, tj. pro ω2 > 0;

4. limita v nekonečnu reálné osy je konečná hodnota, lim
ω1→∞

F (ω1 + ıω2) ≡ F (∞);

5. limita v nekonečnu imaginárńı osy je rovna nule, lim
ω2→∞

F (ω1 + ıω2) = 0.

2.2.2 Odvozeńı Kramersových-Kronigových relaćı

Kramersovy-Kronigovy relace (KKR) źıskáme tak, že si spoč́ıtáme integrál po křivce zobrazené na obr. 2.3
z funkce, která je uvnitř této křivky analytická. Podle (2.4) je tedy takový integrál nulový,∮

c

F (ω̃)

ω̃ − ω
dω̃ =

∫
1

+

∫
2

+

∫
3

+

∫
4

= 0, ω̃ = ω1 + ıω2. (2.7)
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c
Obr. 2.3: Integračńı křivka pro integrál (2.7) je zobrazena
červeně. Mı́sto, kde neńı integrovaná funkce analytická,
je ω na reálné ose. Tomuto mı́stu se integračńı křivka
vyhýbá.

Integrál lze rozepsat na součet čtyř př́ıspěvk̊u źıskaných integraćı podél čtyř hladkých část́ı křivky.
Druhý integrál dává hodnotu záporné poloviny rezidua integrované funkce, což se rovná −ıπF (ω). Polo-
viny proto, že se integruje po p̊ulkruhu kolem singulárńıho bodu a záporné znaménko odpov́ıdá opačné
orientaci pohybu kolem singulárńıho bodu. Posledńı, čtvrtý integrál se bude hodnotou bĺıžit k nule, jak se
bude zvětšovat poloměr velkého polokruhu k nekonečnu. Prvńı a třet́ı integrál nám daj́ı v součtu integrál
podél reálné osy. Dosazeńım do (2.7) źıskáme rovnost, která plat́ı ve smyslu hlavńı hodnoty

+∞∫
−∞

F (ω)

ω − ω
dω = ıπF (ω),

kde ω je reálná integračńı proměnná. S použit́ım tohoto vztahu si již můžeme zapsat prvńı ze dvou
použ́ıvaných tvar̊u KKR

ReF (ω) =
1

π

+∞∫
−∞

ImF (ω)

ω − ω
dω, ImF (ω) = − 1

π

+∞∫
−∞

ReF (ω)

ω − ω
dω. (2.8)

Jak se nám podařilo ukázat, z vlastnost́ı funkce komplexńı proměnné vyplývá, že reálná a imaginárńı
část funkce odezvy jsou integrálně závislé. Známe-li např́ıklad spektrum reálné části této veličiny, můžeme
dopoč́ıtat hodnotu imaginárńı části (např. pro známý index lomu můžeme dopoč́ıtat index extinkce nebo
absorpci).

Funkce odezvy např. χ(t) k sobě váže reálné veličiny E(t) a P (t), a proto je také reálnou funkćı času.
Fourierova transformace reálné funkce má některé zaj́ımavé vlastnosti, které vyplývaj́ı př́ımo z definičńıho
vztahu (2.1)

χ̃(ω) = χ1(ω) + ıχ2(ω) =

∞∫
−∞

dt χ(t) eıωt =

∞∫
−∞

dt χ(t) [cos (ωt) + ı sin (ωt)] .

Protože funkce sinus je lichá a kosinus je sudá, plat́ı pro spektrálńı složky následuj́ıćı symetrický vztah:
χ∗(ω) = χ(−ω). Pro jakoukoliv funkci odezvy tedy plat́ı, že reálná část je sudou funkćı a imaginárńı část
je lichou funkćı frekvence. To můžeme zapsat následovně

ReF (ω) = ReF (−ω)
ImF (ω) = −ImF (−ω)

}
⇒ F ∗(ω) = F (−ω). (2.9)

2.2.3 Alternativńı tvar Kramersových-Kronigových relaćı

V literatuře se můžeme setkat se dvěma verzemi těchto relaćı. Ze vztah̊u (2.8) si proto nyńı odvod́ıme
druhý tvar. Integrál rozděĺıme na kladnou a zápornou část, integračńı meze posuneme do kladné poloosy
a obě části sečteme. To provedeme nejprve pro reálnou část:

ReF (ω) =
1

π

0∫
−∞

ImF (ξ)

ξ − ω
dξ +

1

π

∞∫
0

ImF (ω)

ω − ω
dω

ξ = −ω | =
1

π

∞∫
0

ImF (ω)

ω + ω
dω +

1

π

∞∫
0

ImF (ω)

ω − ω
dω

=
1

π

∞∫
0

ImF (ω)[ω − ω + ω + ω]

(ω + ω)(ω − ω)
dω.
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Při odvozeńı jsme použili vztah (2.9). Reálnou část funkce můžeme tedy spoč́ıtat podle relace

ReF (ω) =
2

π

∞∫
0

ω ImF (ω)

ω2 − ω2
dω. (2.10)

Obdobně můžeme odvodit druhý tvar KKR pro výpočet imaginárńı složky komplexńı funkce.

ImF (ω) = − 1

π

0∫
−∞

ReF (ξ)

ξ − ω
dξ − 1

π

∞∫
0

ReF (ω)

ω − ω
dω

ξ = −ω | =
1

π

∞∫
0

ReF (ω)

ω + ω
dω − 1

π

∞∫
0

ReF (ω)

ω − ω
dω

=
1

π

∞∫
0

ReF (ω)[ω − ω − ω − ω]
(ω + ω)(ω − ω)

dω.

Pro imaginárńı část funkce dostaneme finálńı relaci

ImF (ω) = −2ω

π

∞∫
0

ReF (ω)

ω2 − ω2
dω. (2.11)

2.2.4 Př́ıklady Kramersových-Kronigových relaćı

KKR lze napsat pro r̊uzné funkce odezvy. Ukážeme si několik př́ıklad̊u pro komplexńı susceptibilitu χ̃(ω),

komplexńı permitivitu ε̃(ω) a pro komplexńı index lomu Ñ(ω).

Komplexńı susceptibilita:

χ1(ω) =
2

π

∞∫
0

ξ χ2(ξ)

ξ2 − ω2
dξ, χ2(ω) = −

2ω

π

∞∫
0

χ1(ξ)

ξ2 − ω2
dξ.

Komplexńı permitivita:

ε1(ω)− 1 =
2

π

∞∫
0

ξ ε2(ξ)

ξ2 − ω2
dξ, ε2(ω) = −

2ω

π

∞∫
0

ε1(ξ)− 1

ξ2 − ω2
dξ, (2.12)

kde jsme využili vztah ε̃ = 1 + χ̃.

Komplexńı index lomu:

n(ω)− 1 =
2

π

∞∫
0

ξ κ(ξ)
ξ2 − ω2

dξ, κ(ω) = −2ω

π

∞∫
0

n(ξ)− 1

ξ2 − ω2
dξ. (2.13)

Při výpočtu reálné složky z imaginárńı pomoćı KKR je nejd̊uležitěǰśı chováńı imaginárńı složky bĺızko
hledané frekvence ω. S rostoućı vzdálenost́ı od této frekvence je vliv př́ıspěvku imaginárńı složky do
integrálu utlumen s faktorem ξ/(ξ2 − ω2). Obdobně to plat́ı i pro výpočet imaginárńı složky z reálné.

Sumačńı pravidla na optické parametry

Uvažujme polovodič s š́ı̌rkou zakázaného pásu Eg = ~ωg. Vypoč́ıtáme hodnotu statické permitivity
nejprve podle vztahu (2.12) a potom podle vztahu (2.13). Využijeme toho, že světlo s energíı menš́ı než
š́ı̌rka zakázaného pásu neńı absorbováno. To znamená, že pro frekvence ω < ωg je ε2 = κ = 0. Proto
můžeme posunout počátek integrace z nuly na ωg.
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� (2.12) ⇒ ε1(0) = 1 + 2
π

∞∫
ωg

ε2(ξ)
ξ dξ,

� (2.13) ⇒
√
ε1(0) = n(0) = 1 + 2

π

∞∫
ωg

κ(ξ)
ξ dξ.

Pokud nám oba vztahy daj́ı stejné č́ıslo statické permitivity, potom je v integračńı oblasti zahrnuto vše
podstatné. Pokud jsou výsledky obou výpočt̊u r̊uzné, muśıme hledat zakopaného psa.

Empirické vztahy

U většiny opticky zaj́ımavých dielektrik potřebujeme znát profil indexu lomu v celé viditelné oblasti
spektra, ve které je ale absorpce velmi malá. Proto se v tabulkách uváděj́ı mocninné rozvoje, které
závislost popisuj́ı dobře v celém zkoumaném rozsahu, ε1(ω) = 1 + a1 + a2ω

2 + a4ω
4 + · · · . Často se

přecháźı od závislosti na frekvenci k závislosti na vlnové délce a tento vztah pro výpočet permitivity se
potom označuje jako Cauchyho rovnice.

2.2.5 Fyzikálńı pohled na Kramersovy-Kronigovy relace

Uvažujme nyńı pro jednoduchost interakci světla s látkou, která má velmi úzkou absorpčńı čáru na
frekvenci ωa. Pokud by látkou procházelo harmonické světlo s touto frekvenćı, bude docházet k ab-
sorbci úměrné tloušt’ce materiálu a lze to popsat pouhým sńıžeńım intenzity elektromagnetického pole na
výstupu. Světlo s jinou frekvenćı by se neabsorbovalo. Pokud ale na látku dopadne časově omezený pulz,
např. s gaussovským profilem, bude jeho spektrum popsané také gaussovskou funkćı s konečnou š́ı̌rkou.
Spektrum po pr̊uchodu látkou můžeme spoč́ıtat tak, že p̊uvodńı spektrum vynásob́ıme spektrem pro-
pustnosti látky, jak to ukazuje obr. 2.4. Pomoćı inverzńı Fourierovy transformace (IFT) můžeme spoč́ıtat
časový pr̊uběh prošlého pulzu. Na frekvenci odpov́ıdaj́ıćı rezonančńı absorpci látky bude d́ıky KKR silná
disperze. Dı́ky tomu se pr̊uchodem látkou konečné tloušt’ky jednotlivé spektrálńı složky světla v̊uči sobě
časově rozposunou. Abychom źıskali správný časový pr̊uběh, museli bychom započ́ıtat i tento efekt.

t t

Obr. 2.4: Absorpce pulzu látkou: zeleně je zakresleno spektrum světla a červeně časový pr̊uběh amplitudy elek-
trického pole. Modře je zakresleno spektrum propustnosti látky.

2.3 Š́ı̌reńı zářeńı přes rozhrańı

Optické pole může s pevnou látkou interagovat mnoha r̊uznými zp̊usoby. Různé interakce jsou typické
pro r̊uzné spektrálńı oblasti. Studium interakce látky s optickým polem dalo vzniknout celé řadě expe-
rimentálńıch metod, které se dnes rutinně použ́ıvaj́ı. Pro š́ı̌reńı rovinné vlny v prostřed́ı s absorpćı jsme
zavedli optické konstanty jako komplexńı veličiny závislé na frekvenci optického pole ω. Pro všechny za-
vedené komplexńı veličiny popisuj́ıćı optické vlastnosti látky muśı platit Kramersovy-Kronigovy relace.
Na tomto principu je založena také metoda studia pevných látek pomoćı měřeńı spekter odrazivosti. Pro
měřeńı tlouštěk a optických parametr̊u tenkých vrstev se často použ́ıvá elipsometrie, při které se sleduje
změna polarizace při odrazu. Dı́ky tomu se źıská komplexńı popis parametr̊u prostřed́ı, nebot’ se měř́ı
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současně amplituda i fáze. Často se použ́ıvá konfigurace kolmého dopadu světla na povrch studovaného
krystalu.

E

E
E

n

Obr. 2.5: Odraz a lom světla na rovinném rozhrańı vzdu-
chu a dielektrika s daným indexem lomu. Zobrazená ge-
ometrická konstrukce odpov́ıdá Snellovu zákonu lomu.

2.3.1 Fresnelovy vztahy pro kolmý dopad

V základńım kurzu optiky se odvozuj́ı vztahy pro amplitudovou odrazivost při dopadu zářeńı na rovinné
rozhrańı dvou materiál̊u, které se označuj́ı jako Fresnelovy vztahy. Odražená amplituda elektrického pole
E⃗r je úměrná dopadaj́ıćı amplitudě pole E⃗i, E⃗r = r(ω)E⃗i, kde amplitudová reflektivita (odrazivost) r(ω) je
určená pouze indexem lomu. Geometrie uspořádáńı je naznačena na obr. 2.5. V př́ıpadě kolmého dopadu
na absorbuj́ıćı prostřed́ı plat́ı zcela stejný Fresnel̊uv vztah, pouze použijeme komplexńı index lomu,

r(ω) =
Ñ(ω)− 1

Ñ(ω) + 1
.

Amplitudová odrazivost je komplexńı veličina. Popisuje jednak odrazivost rozhrańı, ale nav́ıc ještě
udává změnu fáze odražené vlny. Připomeňme, že pro intenzity plat́ı vztah Ir = |Er|2 = R(ω)Ii, kde
reálnou intenzitńı odrazivost R(ω) spoč́ıtáme jako kvadrát modulu amplitudové odrazivosti,

R(ω) = |r(ω)|2, r(ω) =
√
R(ω) eıφ(ω).

Nejprve si spoč́ıtáme amplitudovou odrazivost jako komplexńı č́ıslo

r(ω) =
n+ ıκ − 1

n+ ıκ + 1
=

(n− 1 + ıκ)(n+ 1− ıκ)
(n+ 1)2 + κ2

=
n2 − 1 + κ2 + 2ıκ
(n+ 1)2 + κ2

. (2.14)

Pro intenzitńı odrazivost bychom mohli vypoč́ıtat kvadrát modulu posledńıho výrazu. Tento zp̊usob
výpočtu je ale zbytečně komplikovaný a je snazš́ı použ́ıt matematickou rovnost pro kvadrát modulu
pod́ılu dvou komplexńıch č́ısel. Takto dostaneme rovnou finálńı vztah pro intenzitńı odrazivost

R(ω) =
(n− 1)2 + κ2

(n+ 1)2 + κ2
. (2.15)

Posledńı výraz ve vztahu (2.14) se nám bude nyńı hodit pro výpočet fázového posunu při odrazu na
rozhrańı. Tuto fázi spoč́ıtáme z pod́ılu imaginárńı a reálné části amplitudové odrazivosti,

tanφ(ω) =
Im
(
r(ω)

)
Re
(
r(ω)

) =
2κ

n2 + κ2 − 1
.

2.3.2 Kramersovy-Kronigovy relace pro reflektivitu

Při kolmém dopadu budeme sledovat komplexńı amplitudovou reflektivitu r(ω), která je definovaná vzta-
hem Er = r(ω)Ei. Komplexńı reflektivitu si můžeme zapsat v exponenciálńım tvaru pomoćı dvou reálných
veličin R(ω) a fáze φ(ω) následovně

r(ω) =
√
R(ω) eıφ(ω).

Pokud tento výraz zlogaritmujeme, odděĺıme reálnou a imaginárńı část standardńım zp̊usobem a dosta-
neme komplexńı funkci

˜ln r(ω) = ln
√
R(ω) + ıφ(ω) =

1

2
lnR(ω) + ıφ(ω).
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Pro tuto funkci můžeme nyńı zapsat vztah daný pomoćı KKR.

Komplexńı reflektivita:

φ(ω) = −ω
π

∞∫
0

lnR(ξ)

ξ2 − ω2
dξ. (2.16)

2.3.3 Vektorové vztahy elektromagnetického pole

Odvod́ıme si vztah pro fázi mezi vektory elektrického a magnetického pole pro rovinnou monochromatic-
kou elektromagnetickou vlnu. Vyjdeme z prvńı Maxwellovy rovnice,

∇× E⃗ +
∂B⃗

∂t
= 0.

S využit́ım komplexńıho zápisu rovinné monochromatické vlny snadno spoč́ıtáme derivace (∇ → ı⃗k,
∂
∂t → −ıω) a rovnice nabude tvar

ı⃗k × E⃗ − ıωB⃗ = 0.

Vlnový vektor si zaṕı̌seme pomoćı jednotkového směrového vektoru, k⃗ = ks⃗. Tak dostane výraz pro
magnetickou indukci, který dále uprav́ıme s pomoćı magnetického materiálového vztahu

B⃗ =
k

ω
(s⃗× E⃗) ⇒ µ0µrH⃗ =

Ñ

c
(s⃗× E⃗).

Zde jsme použili výraz (1.8) pro velikost vlnového vektoru (vlnové č́ıslo) k, k/ω = Ñ/c. To nám
umožnilo źıskat vztah mezi magnetickou a elektrickou intenzitou

H⃗ =
n+ ıκ
cµ0µr

(s⃗× E⃗) =
n+ ıκ
µr

√
ε0
µ0

(s⃗× E⃗).

Z tohoto vztahu můžeme dopoč́ıtat vzájemnou fázi ϕ mezi magnetickým a elektrickým polem,

tanϕ =
κ
n
.

Ve specifickém př́ıpadě, kdy se index lomu n bĺıž́ı k nule, dostaneme fázový posun ϕ = π
2 . K takovým

podmı́nkám docháźı při odrazu světla na kovu v oblasti plazmové hrany. Elektromagnetická vlna s takovou
fáźı mezi elektrickým a magnetickým polem nemůže v dané látce přenášet energii.

2.4 Shrnut́ı

• Odezva látky na optické frekvence nemůže být synchronńı, látka na tak rychlé frekvence nest́ıhá
reagovat. Při popisu kauzálńı odezvy prostřed́ı na rychlé vněǰśı pole je proto výhodněǰśı přej́ıt od složitých
integrálńıch časových závislost́ı k jednodušš́ım vztah̊um pro spektrálńı složky.

• Pro převod signál̊u z časové oblasti do oblasti spektrálńı (frekvenčńı) slouž́ı Fourierova transformace.

• Komplexńı optické veličiny, jako index lomu (Ñ = n + ıκ), muśı splňovat vztahy vyplývaj́ıćı z ma-
tematické analýzy funkce komplexńı proměnné. Tyto vztahy se v optice nazývaj́ı Kramersovy-Kronigovy
relace.

• Pokud známe např. imaginárńı složku indexu lomu κ v široké oblasti spektra, můžeme si pomoćı těchto
integrálńıch vztah̊u dopoč́ıtat reálnou složku n a obráceně. Tyto vztahy se použ́ıvaj́ı pro komplexńı index
lomu, permitivitu, susceptibilitu, vodivost, reflektivitu a daľśı.
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2.5 Př́ıklady

Př. 2.3: KKR pro komplexńı reflektivitu:
V textu této kapitoly byl odvozen pouze jeden vztah z KKR pro komplexńı reflektivitu (2.16). Odvod’te
i druhý symetrický vztah pro výpočet intenzitńı odrazivosti R(ω) ze spektra fáze φ(ω).

Př. 2.4: Derivace rovinné vlny:
Dokažte, že prostorové derivace komplexńı amplitudy elektrického pole ∇ × E⃗ resp. ∇ · E⃗ pro př́ıpad

rovinné vlny (E⃗(r⃗, t) = E⃗0(t) e
ık⃗·r⃗) lze zjednodušit na výraz ı⃗k × E⃗ resp. ı⃗k · E⃗.

Nápověda: Odvozeńı proved’te rozpisem do složek pole v kartézských souřadnićıch. Využijte vztah̊u pro
rozpis derivaćı z dodatku A.1.2.

Př. 2.5: Vektorové vztahy vektor̊u pole:
Dokažte transverzalitu elektromagnetického pole. Neboli to, že E⃗ ⊥ H⃗ ⊥ k⃗.

Nápověda: Vyjděte př́ımo z Maxwellových rovnic a použijte výsledk̊u předešlého př́ıkladu.

Př. 2.6: Vztah elektrické a magnetické složky optického pole:
Určete velikost konstanty, která se źıská jako pod́ıl elektrického pole a magnetické indukce E(t)/B(t)
elektromagnetické vlny.

Nápověda: Postupujte podle odvozeńı uvedeného v sekci 2.3.3.

Př. 2.7: Odraz na vodě:
Vypočtěte odrazivost a fázový posun při kolmém dopadu světla o vlnové délce 400 nm, 550 nm a 700 nm
na vodńı hladinu.

Nápověda: Využijte hodnot n a κ z následuj́ıćı tabulky:

λ [nm] n κ
400 1.339 1.86× 10−9

550 1.333 1.96× 10−9

700 1.331 3.35× 10−8
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Kapitola 3

Lorentz̊uv a Drudeho mikroskopický
model

Obsah kapitoly
3.1 Lorentz̊uv model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.1.1 Susceptibilita pro Lorentz̊uv model látky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.1.2 Susceptibilita v časové oblasti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Př. 1: Odezva na delta-pulz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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3.1.4 Mř́ıžková reflexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.1.5 Oblast záporné permitivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2 Drudeho model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2.1 Plazmová hrana na volných nosič́ıch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2.2 Absorpce v krátkovlnné oblasti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Př. 3: Absorpčńı koeficienty materiál̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2.3 Řešeńı dynamiky pohybu elektronové hustoty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.3 Shrnut́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.4 Př́ıklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Tato kapitola má za ćıl ukázat výpočet materiálových vztah̊u látky pomoćı nejjednodušš́ıho modelu,
který bere do úvahy znalosti o mikroskopické struktuře látky. Jevy, jako odraz světla, lom nebo absorpci
lze popsat pomoćı komplexńıho indexu lomu. Lorentzova a Drudeho mikroskopická teorie nám umožňuje
spoč́ıtat základńı vlastnosti komplexńıho indexu lomu.

3.1 Lorentz̊uv model

Lorentz̊uv model se snaž́ı vysvětlit materiálové vztahy pomoćı mikroskopického modelu, který využ́ıvá
znalosti o složeńı pevné látky. H.A. Lorentz uvažuje vázané elektrony v atomech jako klasické oscilátory.
Při vychýleńı elektronu z rovnovážné polohy se mezi záporně nabitým elektronem a kladně nabitým
jádrem atomu generuje dipólový moment. Celou pevnou látku považuje za soubor nezávislých harmo-
nických oscilátor̊u. Lorentz̊uv model zjednodušuje popis reálné pevné látky t́ım, že předpokládá pro
jednoduchost stejnou vlastńı frekvenci ω0 všech oscilátor̊u v látce.

Dopadaj́ıćı světlo může reagovat s látkou tak, že rozkmitá jeden z oscilátor̊u. Ve viditelné, bĺızké
infračervené a ultrafialové oblasti přisṕıvaj́ı nejv́ıce elektrony vázané v atomech, nebot’ fotony z těchto
spektrálńıch oblast́ı maj́ı odpov́ıdaj́ıćı energii pro stimulaci přechod̊u mezi elektronovými energetickými
hladinami. Podobně interaguj́ı také kmity opačně nabitých iont̊u v polárńı mř́ıžce, jejichž energie ale
spadá do infračervené oblasti1.

1 Tyto kmity mř́ıžky můžeme kvantovat pomoćı formalismu optických fonon̊u. Ty maj́ı typické frekvence 1012 Hz. Tyto
frekvence by pro světlo odpov́ıdaly vlnovým délkám deśıtek mikrometr̊u.
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Jeden tlumený harmonický oscilátor poṕı̌seme kinetickou rovnićı

mẍ+ 2mγẋ+mω2
0x = −eE. (3.1)

Vlastńı kmitáńı oscilátoru je tlumeno s časovou konstantou τ = 1/2γ. E znač́ı harmonické lokálńı pole,
které je úměrné e−ıωt. Můžeme předpokládat stejnou harmonickou závislost i u výchylky elektronu z jeho
rovnovážné polohy x = x0 e

−ıωt. Dosazeńım za časové derivace dostaneme rovnici pro amplitudy elek-
trického pole a výchylky, které jsou označeny nulou v indexu

−mω2x0 − ı2mωγx0 +mω2
0x0 = −eE0 (3.2)

Celkový vektor polarizace P⃗ je sumou všech generovaných dipólových moment̊u, P (ω) = −Nex(ω),
kde N znač́ı počet harmonických oscilátor̊u v jednotce objemu (objemová hustota). Z (3.2) si můžeme
vyjádřit amplitudu výchylky a tu dosadit do vztahu pro polarizaci

x0 =
e

m

E0

[ω2 − ω2
0 + ı2ωγ]

,

P (ω) =
Ne2

m

1

ω2
0 − ω2 − ı2ωγ

E0 e
−ıωt. (3.3)

T́ımto postupem jsme źıskali vztah pro komplexńı susceptibilitu, protože P (ω) = ε0χ̃eE(ω).

Pokud je tlumeńı jen velmi malé v̊uči frekvenci vlastńıch kmit̊u (γ ≪ ω0), potom má imaginárńı člen
ve jmenovateli (3.3) zanedbatelný vliv na fázi. Pro ω < ω0 je tedy jmenovatel kladný a polarizace kmitá
ve fázi s elektrickým polem. Naopak, pro ω > ω0, je jmenovatel záporný a polarizace kmitá v protifázi.
V př́ıpadě rovnosti frekvenćı, ω = ω0, docháźı k rezonanci harmonického oscilátoru. Ve jmenovateli
zlomku je nulová reálná část, zbude pouze imaginárńı část úměrná 1/− ı = ı, která nám dá fázi 90◦ mezi
polarizaćı a elektrickým polem.

3.1.1 Susceptibilita pro Lorentz̊uv model látky

Najděme singularity vyplývaj́ıćı z podmı́nky nulovosti jmenovatele, ω2
0 − ω2 − ı2ωγ = 0. Řešeńım této

kvadratické rovnice je frekvence

ω = −ıγ ±
√
ω2
0 − γ2 = −ıγ ± ω′0.

Vlivem tlumeńı, které je popsané koeficientem γ, dojde k posunut́ı rezonančńı frekvence. Nyńı bychom
měli provést renormalizaci, tedy ω0 → ω′0 =

√
ω2
0 − γ2. Pokud je ale tlumeńı malé, potom je i posun

rezonančńı frekvence zanedbatelný a nebudeme tedy dále čárku u vlastńı frekvence oscilátoru psát. T́ım se
dopoušt́ıme nepřesnost́ı řádu γ2, ale matematický zápis susceptibility bude trochu jednodušš́ı. Dostaneme

χ̃e(ω) = −
ω2
pl

(ω + ω0 + ıγ)(ω − ω0 + ıγ)
, kde ω2

pl =
Ne2

mε0
(3.4)

je konstanta, kterou jsme zavedli pro zjednodušeńı zápisu. N označuje hustotu oscilátor̊u, které maj́ı
rezonančńı frekvenci ω0. Naproti tomu u kov̊u, kde se mohou vodivostńı elektrony o koncentraci N
volně pohybovat v celém objemu, by volné elektrony kmitaly s frekvenćı ωpl. Pouze pro zaj́ımavost
poznamenejme, že susceptibilitu (3.4) lze zapsat i v alternativńım tvaru

χ̃(ω) = −
ω2
pl

2ω0

(
1

ω − ω0 + ıγ
− 1

ω + ω0 + ıγ

)
. (3.5)

3.1.2 Susceptibilita v časové oblasti

Zopakujme vztah pro Fourierovu transformaci, který nám umožńı źıskat z předchoźıho výrazu časovou
funkci susceptibility

χ(τ) =
1

2π

∞∫
−∞

χ(ω) e−ıωτ dω. (3.6)
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K výpočtu tohoto integrálu použijeme Cauchẙuv teorém. Opět protáhneme frekvenci jako komplexńı
veličinu, ω̃ = ω1 + ıω2, do celé komplexńı roviny. Budeme řešit odděleně dva př́ıpady.

Obr. 3.1: Integračńı křivka pro integrál (3.6) je zobra-
zena červeně pro τ < 0 a zeleně pro τ > 0. Mı́sta, kde
neńı integrovaná funkce analytická, jsou modré body pod
reálnou osou.

Př́ıpad τ < 0: Integrál z χ(ω) podél reálné osy uzavřeme do křivkového integrálu přes horńı kom-
plexńı polorovinu, jak je to znázorněno červenou křivkou na obr. 3.1. Pro záporný čas vyjde χ(τ) ∼
−
∫
2
e+ω2τdω → 0, a proto je zde χ(τ) = 0.

Př́ıpad τ > 0: nyńı muśıme integračńı křivku uzavř́ıt dolńı polorovinou, aby
∫
2′
→ 0. Jak ukazuje

obr. 3.1, jsou uvnitř zelené integračńı křivky dvě singularity. Podle reziduové věty źıskáme integrál podél
reálné osy jako záporně vzatý součet obou rezidúı,

χ(τ) = −2πı
2∑

n=1

Res

[
χ(ω) e−ıωτ

2π

]
= −ı

2∑
n=1

Res
[
χ(ω) e−ıωτ

]
.

Za χ(ω) dosad́ıme vztah (3.4). Prvńı reziduum vypočteme v bodě ω̃ = ω0−ıγ a druhé v bodě ω̃ = −ω0−ıγ.

χ(τ) = −ıω2
pl

[
e−γτ e−ıω0τ

−2ω0
+

e−γτ eıω0τ

2ω0

]
= −ı

ω2
pl e
−γτ

2ω0
[ı sin(ω0τ) + ı sin(ω0τ)]

=
ω2
pl

ω0
e−γτ sin (ω0τ).

Pro výpočet časové závislosti polarizace můžeme dosadit do vztahu (2.2)

P (t) = ε0

t∫
−∞

χ(t− ξ)E(ξ) dξ = ε0

t∫
−∞

ω2
pl

ω0
e−γ(t−ξ) sin [ω0(t− ξ)] E(ξ) dξ. (3.7)

Př. 3.1: Odezva na delta-pulz: Pokud na látku p̊usob́ı pouze časově velmi krátký pulz, můžeme ho
matematicky popsat jako δ-pulz, E(ξ) = E0δ(ξ). Dosazeńım do vzorce (3.7) se nám výraz pro polarizaci
zjednoduš́ı na tvar

P (t) = ε0
ω2
pl

ω0
e−γt sin (ω0t)E0 = ε0χ(t)E0, pro t > 0.

Pr̊uběh polarizace podle tohoto vzorce je zakreslen v obr. 3.2. Delta-pulz vyvolá v látce odezvu v podobě
polarizace, která začne kmitat s vlastńı frekvenćı ω0 a je tlumena s časovou konstantou 1/γ.

t

P(t)

Obr. 3.2: Časový pr̊uběh tlumeného kmitáńı polarizace v
čase je odezvou materiálu na dopad δ-pulzu.

Rychlost relaxace látky souviśı s neuspořádanost́ı, která také zvyšuje vodivost. To popisuje dielek-
trická relaxačńı doba odvozená v sekci 1.3.2, τD = ε/σ. Pro kovy s velkou vodivost́ı jsou relaxace velmi
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rychlé, jsou srovnatelné nebo rychleǰśı než optické frekvence. Naproti tomu u skla můžeme d́ıky podstatně
menš́ı vodivosti očekávat relaxačńı doby v řádu mikrosekund.

Př. 3.2: Spektrum permitivity: Nyńı budeme zkoumat chováńı reálné a imaginárńı složky permitivity
v oblasti rezonance ω = ω0 − ıγ. Přeṕı̌seme si výraz pro permitivitu s použit́ım (3.5). Druhý člen pro
zápornou frekvenci neńı v rezonanci a můžeme ho zanedbat,

ε̃(ω) = 1 + χ̃(ω) = 1−
ω2
pl

2ω0

1

ω − ω0 + ıγ

(ω − ω0)− ıγ
(ω − ω0)− ıγ

.

Po roznásobeńı źıskáme funkčńı tvar reálné a imaginárńı složky,

ε1(ω) = 1−
ω2
pl

2ω0

ω − ω0

(ω − ω0)2 + γ2
,

ε2(ω) =
ω2
pl

2ω0

γ

(ω − ω0)2 + γ2
. (3.8)

Reálná část se chová daleko od rezonance jako posunutá hyperbola ∼ 1 − 1
ω−ω0

. Rozd́ıl je v tom, že
zat́ımco hyperbola diverguje a má nespojitost v bodě ω = ω0, reálná část permitivity je všude spojitá
a konečná. To je zp̊usobené konečnou hodnotou tlumeńı (γ > 0). Imaginárńı část má tvar Lorentzovy
funkce, daleko od rezonance klesá k nule jako ∼ 1

(ω−ω0)2
. Toto chováńı je znázorněno na obr. 3.3. Dı́ky

tomu, že imaginárńı část permitivity má ve jmenovateli druhou mocninu, klesá k nule rychleji než reálná
část. Daleko od rezonančńı frekvence ω0 je již absorpce minimálńı, ale reálná část permitivity je stále
ještě ovlivněna.

Obr. 3.3: Permitivita podle Lorentzova modelu látky s
jedńım typem oscilátoru podle vztah̊u (3.8).

3.1.3 Sellmeierova rovnice

i bi λi [µm]

0 1

1 1.039 612 12 0.077 464 2

2 0.231 792 344 0.141 485

3 1.010 469 45 10.176 5

Obr. 3.4: Index lomu pro BK7 podle Sellmeierovy rovnice (3.9). Vlnové délky λ1 a λ2 od-
pov́ıdaj́ı mezipásové absorpci a λ3 souviśı s fonony.

Typickým př́ıkladem názorně ukazuj́ıćım použitelnost Lorentzova modelu je Sellmeierova rovnice pro
index lomu dielektrik ve viditelném spektru,

n2(λ) = ε1(λ) = b0 +

3∑
i=1

biλ
2

λ2 − λ2i
. (3.9)
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Vlnové délky λi odpov́ıdaj́ı absorpčńım pás̊um daného materiálu, které jsou dost daleko od oblasti, kterou
tento vztah popisuje. Wilhelm Sellmeier navrhl tuto rovnici již v roce 1871, a ta, přestože šlo o empirickou
rovnici, souhlaśı s teoretickým výpočtem podle KKR.

Obrázek 3.4 ukazuje index lomu korunového skla BK7, který můžeme podle Sellmeierovy rovnice (3.9)
popsat pomoćı tř́ı nezávislých oscilátor̊u. Rezonančńı frekvence těchto oscilátor̊u jsou dvě v UV oblasti
(λ < 150 nm) a jedna v IR oblasti (λ > 10 µm). Přestože je absorpce mimo viditelnou oblast, index
lomu to ovlivňuje v celém viditelném spektru. Index lomu je ve viditelném spektru větš́ı než jedna a je
klesaj́ıćı funkćı vlnové délky. Tato závislost indexu lomu na vlnové délce se označuje jako oblast normálńı
disperze.

3.1.4 Mř́ıžková reflexe

Problematika mř́ıžkové reflexe se řeš́ı ve fyzice pevných látek (např. [1], kap. 10). Sledujeme odezvu látky
na optické pole, které v polárńıch krystalech silně interaguje s fononovým systémem. Rezonančńı frekvence
se nacháźı v infračervené oblasti. Mezipásové přechody elektron̊u, ke kterým docháźı pro mnohem kratš́ı
vlnové délky v ultrafialové oblasti, zp̊usob́ı vertikálńı posun celé spektrálńı závislosti ε1. Bez detailńıho
výpočtu použijeme empirickou znalost látky, kdy v́ıme, že pro vysoké frekvence se má permitivita bĺıžit
k hodnotě ε(∞) známé z optických měřeńı této látky.

ε1(ω) = ε(∞)−
ω2
pl

2ω0

ω − ω0

(ω − ω0)2 + γ2
,

ε2(ω) =
ω2
pl

2ω0

γ

(ω − ω0)2 + γ2
. (3.10)

Tento posun lze chápat také tak, že při mikroskopickém popisu interakce látky s elektrickým polem
bychom měli brát v úvahu to, že lokálńı pole uvnitř látky se lǐśı od dopadaj́ıćıho elektrického pole.

Ukažme si, jak se tato permitivita projev́ı ve spektru reflektivity. Ta se spoč́ıtá z komplexńıho indexu
lomu, který źıskáme výpočtem z komplexńı permitivity, podle následuj́ıćıho schématu (ε̃⇒ Ñ ⇒ R). Pro
kolmý dopad můžeme využ́ıt dř́ıve odvozené vztahy mezi optickými parametry látky

n2 =
(√

ε21 + ε22 + ε1

)
/2

κ2 =
(√

ε21 + ε22 − ε1
)
/2

 ⇒ R(ω) =
(n− 1)2 + κ2

(n+ 1)2 + κ2
. (3.11)

Takto spoč́ıtaná reflektivita je znázorněna na obr. 3.5.

Obr. 3.5: Permitivita látky (nahoře) popisuj́ıćı mř́ıžkovou
reflexi podle vztah̊u (3.10) pro ε(∞) = 12 a ω0/γ = 500.
Frekvence ωmin odpov́ıdá mı́stu, kde je ε1 = 1 a ε2 ≈ 0.
Index lomu je tu n = 1 a reflektivita (dole) vyjde nulová.
Žlutá oblast je frekvenčńı pásmo, ve kterém je ε1 < 0.
Zde je index lomu n = 0, index extinkce κ =

√
−ε1 a

reflektivita se bĺıž́ı jedné.
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3.1.5 Oblast záporné permitivity

Fyzikové R.H. Lydanne, R.G. Sachs a E. Teller (LST) zkoumali oblast záporné reálné permitivity ε1 < 0.
V obr. 3.5 je tato oblast zobrazena žlutě. Podrobným výpočtem ze vztahu pro polarizaci (3.3) ukázali, že
spodńı hranice tohoto intervalu lež́ı prakticky na frekvenci vlastńıch kmit̊u oscilátoru a rovná se frekvenci
př́ıčných (transverzálńıch) optických kmit̊u mř́ıžky ω0 = ωTO. Dále ukázali, že horńı hranice tohoto
intervalu odpov́ıdá podmı́nce ω2 = ω2

0 + ω2
pl/ε(∞) a toto mı́sto je bĺızké frekvenci s nulovou reflex́ı

(ωmin). Z těchto úvah odvodili vztah pro pod́ıl vlastńıch frekvenćı podélných a př́ıčných optických vibraćı
mř́ıžky

ω2
min

ω2
0

=
ε(0)

ε(∞)
=
ω2
LO

ω2
TO

.

Tento výpočet neńı složitý, ale je nutné vyj́ıt z přesného vztahu pro susceptibilitu (3.4) a započ́ıtat
oba členy. My jsme při odvozeńı (3.10) druhý člen zanedbali.

3.2 Drudeho model

V kovech nejsou vodivostńı elektrony striktně lokalizované u jednoho atomu, ale mohou se volně pohybovat
ve vodivostńım pásu. V polovodič́ıch n-typu jsou takto volné elektrony ve vodivostńım pásu2. Při dopadu
světelné vlny tyto volné elektrony začnou kmitat vlivem elektrického pole světla. Řešeńı dynamiky tohoto
problému provedl jako prvńı P. Drude kolem roku 1900.

Kinetickou rovnici pro volné elektrony můžeme zapsat obdobně jako pro př́ıpad vázaných elektron̊u

mẍ+m
ẋ

τ
= −eE. (3.12)

Proti rovnici (3.1) se lǐśı t́ım, že chyb́ı člen zodpovědný za harmonický potenciál, a že rychlost tlumeńı
kmit̊u jsme si popsali pomoćı relaxačńı doby τ = 1/2γ. Opět uvažujeme monochromatické elektrické pole
E = E0 e

−ıωt a předpokládáme i harmonické řešeńı x = x0 e
−ıωt. Dosad́ıme do kinetické rovnice (3.12) a

vypoč́ıtáme si amplitudu výchylky

−mω2x0 − ımω
x0
τ

= −eE0 ⇒ x0 =
e
mE0

ω2 + ıωτ
.

Tato výchylka v poloze elektron̊u zp̊usob́ı, že v látce poteče stř́ıdavý elektrický proud s amplitudou
hustoty proudu

j0 = −eNẋ0 = ıω
Ne2

m E0

ω2 + ıωτ
=
Ne2

m

τ

1− ıωτ
E0 =

Ne2

m

τ + ıωτ2

1 + ω2τ2
E0,

kde N znač́ı středńı hustotu elektron̊u. Z tohoto výrazu, který je vlastně Ohmovým zákonem, můžeme
určit komplexńı vodivost

σ̃ =
Ne2

m

τ + ıωτ2

1 + ω2τ2
⇒

{
σ1 = Ne2

m
τ

1+ω2τ2

σ2 = Ne2

m
ωτ2

1+ω2τ2

. (3.13)

Pokud na látku p̊usob́ı velmi pomalé nebo statické pole, bude nás zaj́ımat velikost statické vodivosti,
kterou źıskáme jako limitu pro ω → 0. Statická vodivost je reálná a jej́ı hodnota je

σ(0) =
Ne2τ

m
.

Nyńı použijeme vzájemné vztahy komplexńıch veličin (1.19) odvozené na str. 12. Dı́ky vztahu ε̃ =
1 + ıσ̃/ωε0 můžeme spoč́ıtat permitivitu z komplexńı vodivosti.

ε1 = 1− σ2

ωε0
= 1− ω2

pl
τ2

1+ω2τ2

ε2 = σ1

ωε0
= ω2

pl
τ/ω

1+ω2τ2

. (3.14)

2Tyto elektrony v pásové struktuře polovodiče se někdy označuj́ı jako tzv. blochovské elektrony podle F. Blocha.
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Konstanta ωpl vystupuj́ıćı v předešlém vztahu se nazývá plazmová frekvence,

ω2
pl =

Ne2

mε0
.

Ta odpov́ıdá frekvenci vlastńıch kmit̊u elektronového plynu s danou hustotouN . U kov̊u znač́ım hmotnost
volného elektronum0. U polovodič̊u se muśı zadat efektivńı hmotnost elektronu pro vodivostńı pás tohoto
polovodiče. Jej́ı typické hodnoty jsou ≈ 0.1m0. Např. pro často použ́ıvaný polovodič GaAs je efektivńı
hmotnost elektronu ve vodivostńım pásu 0.067m0.

Pokud již máme spoč́ıtanou plazmovou frekvenci pro daný kov nebo polovodič, můžeme si snadno
dopoč́ıtat vlnovou délku této rezonance λpl.

3.2.1 Plazmová hrana na volných nosič́ıch

Nyńı budeme zkoumat, jak se projev́ı spektrálńı závislost permitivity (3.14) na optických vlastnostech
kov̊u a polovodič̊u. Zde budeme muset započ́ıtat vliv mezipásových přechod̊u v látce, což zp̊usob́ı to, že
muśıme k reálné části permitivity přič́ıst konstantu. Ta zajist́ı, že pro vysoké frekvence se bude permitivita
bĺıžit k experimentálně správné hodnotě ε(∞). Dále budeme předpokládat, že tlumeńı kmit̊u elektron̊u
je velmi slabé, ωτ ≫ 1. Proto můžeme zanedbat jedničku ve jmenovateli (3.14).

ε1 = ε(∞)− ω2
pl

ω2 = ε(∞)

[
1−

ω2
pl

ω2

]
, kde ωpl =

ωpl√
ε(∞)

,

ε2 =
ω2

pl

ω2
1
ωτ =

ω2
pl

ω2

ε(∞)

ωτ
. (3.15)

Pro optické frekvence, kde plat́ı ω < ωpl, docháźı k úplnému odrazu dopadaj́ıćıho zářeńı. V této oblasti
totiž podle (3.15) vycháźı, že je ε1(ω) < 0, což nedovoluje š́ı̌reńı optického pole látkou. Vezmeme-li si jako
typický př́ıklad alkalické kovy, můžeme z koncentrace elektron̊u spoč́ıtat plazmovou frekvenci a plazmovou
vlnovou délku, jak ukazuje tab. 3.1.

Tab. 3.1: Koncentrace elektron̊u, plazmová frekvence a odpov́ıdaj́ıćı energie a
plazmová vlnová délka pro alkalické kovy.

Prvek Li Na K Rb

N [1022 cm−3] 4.70 2.65 1.40 1.15

ωpl [10
15 s−1] 12.23 9.18 6.68 6.05

~ωpl [eV] 8.05 6.04 4.39 3.98

λpl [nm] 154 205 282 311

Experimentálńı hodnoty plazmových frekvenćı kov̊u je možné naj́ıt na webových stránkách Alexan-
dera Moroze z Amsterdamu: http://www.wave-scattering.com/drudefit.html. Uvád́ı zde hodnoty
pro typické kovy, které źıskal fitováńım Drudeho modelu na výsledky r̊uzných experiment̊u, proto maj́ı
tyto hodnoty docela velký rozptyl:

Prvek Na K Cu Au

λpl [nm] 209–217 333 142–168 137–157

Po započ́ıtáńı mezipásových přechod̊u se plazmová frekvence posune na hodnotu ωpl, což názorně
ilustruje obr. 3.6.

Na frekvenci plazmové hrany ωpl kmitaj́ı všechny volné náboje v látce jako celek. Jak jsme si odvodili

v odstavci 2.3.3, elektromagnetické pole s touto frekvenćı má v látce tu vlastnost, že fáze mezi E⃗ a H⃗
je ϕ = arctan(κ/n) = π/2. Poynting̊uv vektor je tedy nulový, energie se látkou neš́ı̌ŕı a reflektivita pro
zmenšuj́ıćı se frekvence roste bĺızko k hodnotě 100 %. Jak je vidět v obr. 3.6, skok z nuly na maximum
reflektivity na frekvenci ωpl neńı schodovitý. Rozmazáńı této hrany je zp̊usobeno t́ım, že jsou zde nenulové
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ztráty, ε2 > 0. Protože plazmová hrana je pro kovy typicky v ultrafialové oblasti, jsou kovy všeobecně
dobrá zrcadla pro celou viditelnou oblast spektra.

Obr. 3.6: Zelená křivka (nahoře) znázorňuje permitivitu
pouze pro elektronový plyn, proto prot́ıná nulu pro frek-
venci ωpl. Permitivita látky popisuj́ıćı reflexi na kovu
podle vztah̊u (3.15) pro ε(∞) = 3 a ωplτ = 50 je zobra-
zena modrou a červenou čarou. Frekvence ωmin odpov́ıdá
mı́stu, kde je ε1 = 1 a ε2 ≈ 0. Index lomu je tu n = 1
a reflektivita (dole) vyjde nulová. Žlutá oblast je frek-
venčńı pásmo, ve kterém je ε1 < 0. Zde je index lomu
n = 0, index extinkce κ =

√
−ε1 a reflektivita se bĺıž́ı

jedné. Hranici této oblasti tvoř́ı frekvence ωpl.

3.2.2 Absorpce v krátkovlnné oblasti

V tomto kontextu uvažujeme limitu: ω → ∞, λ → 0. Pro výpočet absorpčńıho koeficientu α použijeme
vztah (1.21), do kterého dosad́ıme spoč́ıtanou imaginárńı složku permitivity.

α =
ω

cn
ε2 =

1

cn

ω2
pl

ω2τ
=

1

cn

Ne2

mε0

τ

ω2τ2
=

σ(0)

cnε0ω2τ2

=
(377 Ω)

n

σ(0)

ω2τ2
.

Jak je zřejmé, absorbčńı koeficient je úměrný statické vodivosti a je úměrný druhé mocnině vlnové délky,
α ∝ λ2. Tato závislost plat́ı za plazmovou hranou, tj. v pravé části obr. 3.6.

Př. 3.3: Absorpčńı koeficienty materiál̊u:
Vypoč́ıtejme koeficient α na vlnové délce λ = 1 µm a) pro typický polovodič a b) pro typický kov.
a) Pro polovodič mějme τ = 2 × 10−13 s, n = 4, σ(0) = 102 (Ω cm)−1. Spoč́ıtáme si součin ωτ = 188.
Z toho źıskáme α ≈ 0.27 cm−1.
b) Pro kovy mějme σ(0) = 106 (Ω cm)−1. Po dosazeńı źıskáme hodnotu α ≈ 104 cm−1.

3.2.3 Řešeńı dynamiky pohybu elektronové hustoty

Nyńı si odvod́ıme frekvenci kmit̊u elektronového plynu se středńı hustotou N . Okamžitá hodnota elektro-
nové hustoty je rovna N +∆N . Vyjdeme z rovnice kontinuity pro hustotu elektron̊u, do které dosad́ıme
vztah pro hustotu proudu a využijeme nerovnost N ≫ ∆N ,

−e∂N∂t +∇ · j⃗ = 0

j⃗(r⃗, t) = −eN(r⃗, t) v⃗(r⃗, t)

}
⇒ ∂∆N

∂t
+N∇ · v⃗ = 0.

Tuto rovnici zderivujeme podle času, potom dosad́ıme za časovou derivaci rychlosti Newtonovu pohybovou
rovnici (m ∂v⃗/∂t = −eE), č́ımž se nám dostane do hry elektrické pole. Nakonec za divergenci elektrického
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pole dosad́ıme Maxwellovu rovnici MR3 (∇ · E⃗ = −e∆N/ε0).

∂2∆N

∂t2
= −N∇ · ∂v⃗

∂t
=
Ne

m
∇ · E⃗ = −Ne

2

mε0
∆N.

Výslednou diferenciálńı rovnici přeṕı̌seme do finálńıho tvaru

∂2∆N

∂t2
= −ω2

pl ∆N.

Řešeńım této rovnice je samozřejmě harmonická závislost oscilaćı hustoty elektron̊u ∆N = ∆N0 e
−ıωplt.

Pokud dojde v elektronovém plynu kovu k výchylce elektronové hustoty z rovnováhy, začne tato hustota
oscilovat s plazmovou frekvenćı ωpl.

t

N

Obr. 3.7: Drudeho model volých elektron̊u dává tento
časový pr̊uběh tlumeného kmitáńı hustoty elektron̊u s
frekvenćı ωpl.

Obrázek 3.7 ukazuje, jak bude s časem oscilovat hustota elektron̊u, pokud započ́ıtáme tlumeńı.
Kmitáńı nábojové hustoty bude tlumené s časovou konstantou τD. Vztah pro dielektrickou relaxačńı
dobu jsme si odvodili v sekci 1.3.2,

τD = ε/σ.

Jej́ı hodnota je určená permitivitou a vodivost́ı materiálu. Pro typické kovy je relaxačńı doba velmi
krátká, τD < 10−14 s. Naproti tomu u dielektrik můžeme d́ıky podstatně menš́ı vodivosti očekávat deľśı
relaxačńı doby.

3.3 Shrnut́ı

• Mikroskopický model látky umožňuje vysvětlit typické chováńı permitivity r̊uzných látek.

• V Lorentzově modelu světlo interaguje s elektronem, který je v dielektriku lokalizovaný, tj. vázaný
na jedno mı́sto v krystalové mř́ıžce. Dynamiku takového elektronu lze simulovat pomoćı harmonického
oscilátoru s vlastńı frekvenćı kmit̊u ω0.

• Pro dielektrika je typické, že maj́ı rezonančńı absorpčńı frekvence mimo viditelné spektrum. Proto ve
viditelné oblasti neabsorbuj́ı, ale d́ıky těmto rezonanćım vzniká v celé viditelné oblasti disperze indexu
lomu.

• Empirické závislosti index̊u lomu materiál̊u na vlnové délce jsou tabelizované a označuj́ı se jako
Sellmeierovy rovnice.

• V Drudeho modelu světlo interaguje s elektrony ve vodivostńım pásu kovu nebo polovodiče. Tyto
elektrony maj́ı rezonančńı frekvenci vlastńıch kmit̊u, která se nazývá plazmová frekvence ωpl, př́ıp. ωpl.

• Pro kovy je typicky plazmová frekvence v UV oblasti a pro deľśı vlnové délky kov světlo odráž́ı. Kovy
jsou proto dobrá zrcadla pro viditelné světlo.
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3.4 Př́ıklady

Př. 3.4: Použit́ı Sellmeierovy rovnice:
Vypočtěte přesné hodnoty index̊u lomu optického korunového skla BK7 pro vlnové délky 400 nm, 700
nm a 1550 nm.

Nápověda: Využijte Sellmeyerovy rovnice (3.9) a tabulky hodnot v obr. 3.4.

Řešeńı: [1.53085, 1.51306, 1.50065]

Př. 3.5: Reflektivita skla:
Jaká je odrazivost skla BK7 v př́ıpadě kolmého dopadu ze vzduchu pro vlnové délky 400 nm, 700 nm a
1550 nm? Jak se změńı hodnoty odrazivosti v př́ıpadě odrazu uvnitř materiálu (rozhrańı sklo/vzduch)?

Nápověda: Využijte hodnot index̊u lomu vypoč́ıtaných v předchoźım př́ıkladu.
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Napět́ı v pr̊uhledném materiálu můžeme zobrazit tak, že otáč́ıme polarizátorem v prošlém
světle a sledujeme vzniklé barevné proužky. Tato metoda se nazývá fotoelastometrie.

Zaznamenáno na pozici: 47◦22’07.698”N, 8◦33’20.364”E.
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Pro zjednodušeńı matematických výraz̊u budeme v následuj́ıćım textu použ́ıvat Einsteinovu sumačńı
konvenci. Podle této konvence, pokud se v rovnici vyskytuje některý index právě dvakrát, potom to
automaticky znamená sumaci přes tento index a symbol sumace (

∑
) se vynechá. Např́ıklad

εijEj ≡
∑
j

εijEj .

Použit́ı Einsteinovy sumačńı konvence umožňuje zkrácený a přehledněǰśı zápis tenzorových relaćı, ale
vždy si muśıme být jisti, že i po vynecháńı značky sumace je zapsaný výraz zcela jednoznačný.
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4.1 Typické tenzorové relace

4.1.1 Zápis tenzorových materiálových vztah̊u

Zopakujme si zavedeńı parametr̊u jako je permitivita ε, permeabilita µ a susceptibilita χ, jak jsme si je
uvedli v předešlých kapitolách pro izotropńı prostřed́ı,

D⃗ = ε0εrE⃗ = ε0E⃗ + P⃗ ,

B⃗ = µ0µrH⃗ = µ0H⃗ + M⃗.

V izotropńım prostřed́ı jsou všechny elektrické vektory uvedené v prvńım materiálovém vztahu rov-
noběžné a podobně je tomu i pro všechny magnetické vektory v druhém materiálovém vztahu. Protože
ale materiálové vztahy popisuj́ı závislost vektoru odezvy na vektoru vněǰśı śıly, mohou být parametry ε,
µ a χ v obecném př́ıpadě tenzory druhého řádu. A to je právě př́ıpad anizotropńıch prostřed́ı, kde vektor
odezvy materiálu neńı kolineárńı s vektorem vněǰśı śıly.

Materiálový vztah pro elektrickou indukci D⃗ v anizotropńım prostřed́ı lze zapsat pro jednotlivé složky
vektor̊u s využit́ım Kroneckerova symbolu δij následovně,

Di = ε0εijEj , Pi = ε0χijEj , εij = δij + χij ,

δij = 1 pro i = j, δij = 0 pro i ̸= j.

εij popř.
←→ε označuje relativńı permitivitu v anizotropńım prostřed́ı, kv̊uli přehlednosti u ńı už neuvád́ıme

index r. Druhý materiálový vztah pro složky vektor̊u magnetického pole je analogický a opět µij je
relativńı permeabilita,

Bi = µ0µijHj , Mi = µ0χ
m
ijHj , µij = δij + χm

ij .

Pro splněńı podmı́nek v př́ıpadě termodynamické rovnováhy je nutná určitá symetrie koeficient̊u
tenzor̊u permitivity ←→ε a permeability ←→µ . Tato symetrie vyplývá z toho, že ve výrazu pro hustotu
energie můžeme prohazovat pořad́ı derivaćı. Pro permitivitu i permeabilitu plat́ı symetrie εij = εji,
respektive µij = µji. V př́ıpadě komplexńıch veličin, které zahrnuj́ı i absorpci materiálu, plat́ı obecněǰśı
vztah ε̃ij = ε̃∗ji.

4.1.2 Tenzor mechanického napět́ı Σij

S tenzorovými veličinami je možné se setkat už v mechanice, kde se použ́ıvaj́ı pro popis napět́ı a deformaćı

tělesa. Uved’me si jako př́ıklad tenzor
←→
Σ popisuj́ıćı mechanické napět́ı, které vzniká v látce p̊usobeńım

vněǰśıch sil na studované těleso. Obecně nemuśı mı́t tento tenzor žádný vztah k symetrii tělesa, na které

vněǰśı śıly p̊usob́ı. Zapǐsme si pro názornost tvar tenzoru
←→
Σ pro typické p̊usob́ıćı śıly do přehledného

seznamu:

jednoosé napět́ı

 Σ 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

dvouosé napět́ı

 Σ 0 0

0 Σ 0

0 0 0

 ,

hydrostatický tlak

 −p 0 0

0 −p 0

0 0 −p

 ,

smyk v osách

 Σ 0 0

0 −Σ 0

0 0 0

 ,

smyk tečný

 0 Σ 0

Σ 0 0

0 0 0

 .
Obr. 4.1: Zobrazeńı významu složek tenzoru mecha-

nického napět́ı
↔
Σ.
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Kladná hodnota diagonálńı složky tenzoru napět́ı znač́ı roztahováńı tělesa ve směru dané osy, těleso
zvětšuje sv̊uj rozměr. Záporná hodnota diagonálńı složky tenzoru napět́ı znamená, že docháźı ke stlačováńı
tělesa. Mimodiagonálńı členy tenzoru napět́ı potom udávaj́ı velikost krutu (torze) nebo smyku studo-
vaného tělesa. Tenzory napět́ı jsou zde vždy vyjádřeny v osách, které jsou vlastńı p̊usob́ıćı śıle. Hydrosta-
tický tlak znamená př́ıpad, kdy je těleso ponořeno v kapalině a je vystaveno tlaku p. Tento tlak p̊usob́ı
ze všech směr̊u stejně a, jak je známo z mechaniky, p̊usob́ı vždy kolmo na stěnu. Z definice vyplývá, že
jednotkou tenzoru mechanického napět́ı v SI je Pascal (Pa = N/m2).

Pro zkráceńı zápisu matematických vztah̊u s tenzory je možné využ́ıt symetrie. Tenzor mechanického
napět́ı je symetrický, a proto má pouze šest nezávislých složek, které lze zapisovat do matice tenzoru
následovně

←→
Σ =

 Σ11 Σ12 Σ13

Σ21 Σ22 Σ23

Σ31 Σ32 Σ33

 =

 Σ1 Σ6 Σ5

Σ6 Σ2 Σ4

Σ5 Σ4 Σ3

 .

Těchto šest hodnot můžeme zapsat také do sloupcového vektoru Σ(6× 1).

4.1.3 Piezoelektrický jev

Př́ımý piezoelektrický jev popisuje fyzikálńı úkaz, kdy mechanické napět́ı vyvolá v látce odezvu ve formě
elektrické polarizace,

Pi = dTijkΣjk, jednotky ve vztahu
[
C/m2 = m/V · Pa

]
.

Složky piezoelektrického tenzoru třet́ıho řádu dTijk jsou tabelované parametry daného prostřed́ı. Piezoelek-
trický tenzor má v SI soustavě jednotky m/V. Naproti tomu u inverzńıho piezoelektrického jevu docháźı
k mechanické deformaci materiálu vlivem přiloženého elektrického pole,

uij = dijkEk, jednotky ve vztahu [1 = m/V ·V/m] .

Zde tenzor ←→u znač́ı tenzor malé deformace. Tento tenzor popisuje změnu polohy konkrétńıho atomu
v látce vlivem vněǰśı śıly. Změna polohy atomu je charakterizována vektorem posunut́ı ρ⃗, pomoćı něj lze
tenzor malých deformaćı definovat následuj́ıćım zp̊usobem:

uij =
1

2

(
∂ρi
∂xj

+
∂ρj
∂xi

)
. (4.1)

Piezoelektrický tenzor dijk představuje tenzor třet́ıho řádu. Zápis složek takového tenzoru třet́ıho
řádu si lze představit tak, že jednotlivé bloky představuj́ı vrstvy 3D tenzoru.

3↔
d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

111 112 113

121 122 123

131 132 133
. . . . . . . . . . . . . .

211 212 213

221 222 223

231 232 233
. . . . . . . . . . . . . .

311 312 313

321 322 323

331 332 333

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Tab. 4.1: Zjednodušeńı v indexováńı
symetrických tenzor̊u.

plně zkráceně

dvojice index̊u jeden multiindex

11 → 1

22 → 2

33 → 3

23 = 32 → 4

13 = 31 → 5

12 = 21 → 6

Takový zápis je ale značně nepřehledný. Dı́ky symetrii můžeme zavést zkrácený zápis pomoćı mul-
tiindex̊u. Podle předpisu z tab. 4.1 se zavád́ı mı́sto dvojice index̊u (i, j = 1, 2, 3) jeden multiindex
(n = 1, . . . 6).

Zkráceně lze tedy piezoelektrický jev popsat pomoćı rovnice Pi = dTijΣj , kde vektor polarizace má tři
složky, transponovaný piezoelektrický tenzor má rozměr (3×6) a posledńı sloupcový vektor mechanického
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napět́ı má šest složek:
Pi = dTij Σj .

(3× 1) (3× 6) (6× 1)

4.1.4 Vněǰśı vlivy

Vněǰśı vlivy p̊usob́ıćı na dané těleso mohou být

� skalárńı – např. teplota (T ),

� vektorové – např. elektromagnetické pole (E⃗, H⃗),

� tenzorové – např. mechanické napět́ı (
←→
Σ ).

Tyto vněǰśı śıly mohou zp̊usobovat (indukovat) změnu parametr̊u prostřed́ı, třeba i tenzorových para-
metr̊u, tij → tij +∆tij .

4.2 Exkurz do tenzorové matematiky

4.2.1 Transformace vektoru při změně báze

Abychom mohli plnohodnotně popsat změnu veličin pole při r̊uzných transformaćıch, muśıme si osvěžit
pravidla pro transformace vektor̊u a tenzor̊u. V př́ıpadě změny báze u vektor̊u je převodńım vztahem
matice složená ze směrových kosin̊u ←→a . Transformované složky vektor̊u se urč́ı z p̊uvodńıch složek podle
vztahu

x′i = aijxj ,

 x′1
x′2
x′3

 =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ·
 x1

x2
x3

 .

Uvažujme např́ıklad vektor polarizace, který se transformuje při přechodu od nečárkovaných souřadnic
k čárkovaným souřadnićım následovně

ve složkách: P ′i = aijPj , vektorově: P⃗ ′ =←→a P⃗ .

Inverzńı operace (tj. přechod od čárkovaných k nečárkovaným) má tvar Pj = aTijP
′
i přičemž plat́ı, že

inverzńı tenzor (matice inverzńı transformace) je roven transponovanému tenzoru, ←→a −1 =←→a T .

a

a

a

Obr. 4.2: Přechod od nečárkovaných souřadnic k
čárkovaným souřadnićım lze zadat pomoćı směrových ko-
sin̊u. Funkce kosinus se poč́ıtá z úhl̊u sevřených mezi
bázovými směry. Zakresleny jsou pouze tři úhly a jim
odpov́ıdaj́ıćı směrové kosiny.

4.2.2 Transformace tenzoru při změně báze

V př́ıpadě transformace tenzoru je situace složitěǰśı. Např́ıklad mějme funkčńı vztah mezi dvěma vektory

popsaný tenzorem druhého řádu následovně: p⃗ =
←→
T q⃗, neboli ve složkách: pi = Tijqj . Převed’me si oba
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vektory v této funkčńı závislosti do čárkovaných souřadnic pomoćı tenzoru transformace, p⃗′ = ←→a p⃗ a
q⃗′ =←→a q⃗. Pro vektor q⃗ budeme za chv́ıli potřebovat inverzńı relaci. Jak známo, inverzńı matice k matici
směrových kosin̊u je matice transponovaná, a tedy q⃗ = ←→a T q⃗′. Nyńı tyto výrazy použijeme pro úpravu
p̊uvodńıho funkčńıho vztahu,

p⃗′ =←→a p⃗ =←→a
←→
T q⃗ =←→a

←→
T ←→a T q⃗′ =

←→
T ′ q⃗′.

Takto jsme našli transformaci tenzoru do čárkovaných souřadnic. Transformace tenzoru mezi dvěma
soustavami lze zapsat pomoćı následuj́ıćıch vztah̊u

←→
T ′ =←→a

←→
T ←→a T ,

←→
T =←→a T

←→
T ′ ←→a .

Transformačńı vztahy zapsané pro tenzory můžeme zapsat pro jednotlivé složky tenzor̊u následovně:

T ′ij = aikTkla
T
lj = aikajlTkl.

Připomeňme, že využ́ıváme opět zkrácenou sumačńı konvenci, kdy se sč́ıtá přes indexy, které jsou ve
vztahu dvakrát. Obdobně lze odvodit transformačńı vztahy i pro tenzory vyšš́ıch řád̊u. Všechny tyto
vztahy pro transformace radiálńıch tenzor̊u jsou schematicky shrnuty v tab. 4.2.

Tab. 4.2: Transformace radiálńıch tenzor̊u nultého až třet́ıho řádu při otočeńı souřadnic.

skalár S′ = S

vektor v′i = aijvj
tenzor 2. řádu T ′ij = aikajlTkl
tenzor 3. řádu d′ijk = aimajnakodmno

Př. 4.1: Invariant transformace: Dokažme si jednoduché matematické pravidlo, které ř́ıká, že délka
vektoru se při změně souřadnic zachovává.
Řešeńı:

x′ix
′
i = aikailxkxl = δklxkxl = xkxk.

4.2.3 Operace bodové symetrie

Uvažujme změnu souřadnic, ke které dojde při aplikaci operace bodové symetrie. Operace bodové symetrie
tvoř́ı grupu, která muśı vždy obsahovat identitu, ale může obsahovat a obvykle obsahuje daľśı operace,
které děĺıme do dvou skupin podle znaménka determinantu matice transformace:

det (aij) = 1 vlastńı rotace (Cn)
det (aij) = −1 nevlastńı rotace, (zrcadleńı, rotace se zrcadleńım a inverze).

Ukažme si výpočet determinantu pro inverzi

det(←→a ) =

∣∣∣∣∣∣
−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = −1.
Nevlastńı rotace jako operace symetrie představuje změnu souřadnic, která je jiná pro tzv. axiálńı

tenzory (pseudotenzory). Uved’me si př́ıklady axiálńıch tenzor̊u:

� Axiálńı skalár – optická aktivita (OA), chiralita (stáčeńı roviny lineárńı polarizace v chirálńıch
roztoćıch např́ıklad v roztoćıch cukr̊u).

� Axiálńı vektor – vektory magnetického pole H⃗, magnetické indukce B⃗, magnetizace M⃗ .

� Axiálńı tenzor – tenzor gyrace gij .

Axiálńı tenzory jsou typicky tenzory popisuj́ıćı vliv magnetického pole. Jejich transformaci při změně
souřadnic popisuje vztah

pro axiálńı tenzor: T ′ij = det (aij) aikajlTkl.
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4.2.4 Rozklad tenzoru na symetrickou a antisymetrickou část

Na závěr této sekce o tenzorové matematice ještě připomeňme následuj́ıćı tvrzeńı. Jakýkoliv tenzor
druhého řádu můžeme zapsat jako součet symetrického a antisymetrického tenzoru. Tento rozklad je
jednoznačný a lze ho provést následovně:

Tij = T S
ij + TA

ij =
1

2
(Tij + Tji) +

1

2
(Tij − Tji) =

 11 12 13

12 22 23

13 23 33

S

+

 0 12 13

−12 0 23

−13 −23 0

A

.

4.2.5 Reprezentace tenzoru pomoćı kvadratických ploch

Ve fyzice je zvykem, že skalár je popsán č́ıslem a vektor můžeme znázornit jako šipku. Ale jak zobra-
zit tenzor? Tenzor můžeme zobrazit geometricky jako kvadratickou plochu, která má matematický tvar
T ′ijx

′
ix
′
j = 1. Prvńı, co můžeme obecně provést, je diagonalizace tenzoru, kterou provedeme přechodem

do vlastńıch os tenzoru pomoćı transformačńı matice aij , Tijaikajlxkxl = 1.

Ve vlastńıch osách má diagonalizovaný tenzor nenulové pouze diagonálńı členy, je tedy daný pouze
třemi č́ısly  T1 0 0

0 T2 0

0 0 T3

 .

Rovnice kvadratické plochy se ve vlastńıch osách zjednoduš́ı na
∑

i Tix
2
i = 1. Substitućı za diagonálńı

členy tenzoru (a = 1/
√
T1, b = 1/

√
T2 a c = 1/

√
T3) dostaneme typickou matematickou formuli

x21
a2

+
x22
b2

+
x23
c2

= 1,

což je rovnice elipsoidu v prostoru. Tento elipsoid má poloosy délky a, b a c.

4.3 Měřeńı tenzor̊u

4.3.1 Měřeńı tenzoru vodivosti

Jako prvńı př́ıklad tenzorové veličiny budeme uvažovat tenzor vodivosti, který vystupuje v Ohmově
zákonu: j⃗ =←→σ E⃗. V př́ıpadě anizotropńıho materiálu popisuje tento tenzor fakt, že vněǰśı elektrické pole
bud́ı v látce proud, jehož směr neńı kolineárńı s vněǰśım polem, což je znázorněno na obr. 4.3.

Pokud máme prostorově omezený vzorek, na který přikládáme elektrické napět́ı, dojde k tomu, že
vzorkem poteče proud pouze ve směru elektrického pole a jeho velikost bude rovna pr̊umětu proudu j⃗ do
směru elektrického pole. Tuto skalárńı hodnotu můžeme vypoč́ıtat jako

j∥ =
j⃗ · E⃗
|E|

= j⃗ · a⃗,

kde jsme si zavedli jednotkový vektor ve směru elektrického pole a⃗ = (a1, a2, a3). Poděleńım tohoto proudu
elektrickým polem dostaneme hodnotu měřené elektrické vodivosti pro danou geometrii experimentálńıho
uspořádáńı, σ = j∥/|E|.

Vektor elektrického pole lze zapsat také pomoćı směrového jednotkového vektoru E⃗ = Ea⃗ = E(a1, a2, a3).
Pokud si zvoĺıme vlastńı bázi tenzoru vodivosti, bude tento tenzor diagonálńı

←→σ =

 σ1 0 0

0 σ2 0

0 0 σ3

 .

Dosazeńım do Ohmova zákona dostaneme proud

j⃗ = E←→σ · a⃗ = E(σ1a1, σ2a2, σ3a3).
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a)

E

j

O

b)

1/
√

σ1

1/
√

σ2

1/
√

σ3

r =
1/
√ σ

Obr. 4.3: Zobrazeńı výpočtu Ohmova zákona v anizotropńım prostřed́ı. Vlevo 2D řez ukazuj́ıćı zeleně směr elek-
trického pole a fialově směr proudu, vpravo 3D zobrazeńı výpočtu vodivosti, která je pro daný směr elektrického
pole daná délkou úsečky r.

Pr̊umět do směru elektrického pole je potom roven

j∥ = E (σ1a
2
1 + σ2a

2
2 + σ3a

2
3)︸ ︷︷ ︸

σ

= σE,

kde σ je měřená hodnota vodivosti.

Pokud bychom neměli tenzor vodivosti v diagonálńım tvaru, dostali bychom hodnotu vodivosti pomoćı
obecného vztahu σ = σijaiaj = a⃗T ·←→σ · a⃗. Nyńı se vrat’me k obr. 4.3. Jak je již nyńı zřejmé, kvadratická
plocha popisuj́ıćı tenzor vodivosti je definovaná právě tak, že vodivost je pro danou geometrii experimentu
určená vztahem σ = 1/r2, kde parametr r označuje délku úsečky od středu elipsoidu k pr̊useč́ıku elipsoidu
s vektorem ve směru elektrického pole.

Z levého obrázku je patrná geometrická konstrukce Ohmova zákona. V bodě pr̊useč́ıku sestroj́ıme
tečnu k elipsoidu a normála k této tečné ploše udává směr vektoru proudu j⃗.

4.3.2 Měřeńı složek tenzoru teplotńı roztažnosti

Uvažujme monoklinický (jednoklonný) krystal. Pokud si označ́ıme fixńı krystalovou osu ve směru kartézské
osy x2, potom bude mı́t tenzor teplotńı roztažnosti αij následuj́ıćı tvar

←→α =

 α11 0 α31

0 α22 0

α31 0 α33

 .

Jak je zřejmé, čtyři nediagonálńı prvky jsou identicky nulové a daľśı dva, které jsou nenulové, maj́ı stejnou
hodnotu (α13 = α31). Pro tento krystal by i jiné matice tenzor̊u 2. řádu vypadaly podobně.

Projekce tenzoru do směru daného jednotkovým vektorem a⃗ bude rovna A = a⃗T · ←→α · a⃗. Uvažujme
nejprve symetrický směr ve směru optické osy krystalu, tj. a⃗ = (0, 1, 0). Projekce do tohoto směru nám
dá př́ımo jednu č́ıselnou hodnotu tenzoru

A(010) = (0, 1, 0) · ←→α ·

 0

1

0

 = α22.

Takže hodnotu α22 tenzoru teplotńı roztažnosti krystalu můžeme změřit př́ımo.

Trocha teorie ke zpracováńı výsledk̊u měřeńı

Při měřeńı v jiných směrech dostaneme výsledek závislý na kombinaci v́ıce složek tenzoru. Proto je třeba
provést v́ıce měřeńı a složky tenzoru určit nějakou tomografickou metodou. Jednou z možných metod je
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př́ımé řešeńı algebraických rovnic popisuj́ıćıch teoretickou závislost. Ve směru kolmém na optickou osu
neńı žádný význačný směr přesně dán. Proto je dobré provést sadu měřeńı, které můžeme parametrizovat
pomoćı úhlu θ, který sv́ırá směrový vektor a⃗ a osa x3, takže plat́ı a⃗ = (a1, 0, a3) = (sin θ, 0, cos θ).
Protože měřeńı je zat́ıžené statistickou chybou, budeme provádět několik měřeńı pro r̊uzné hodnoty úhlu
θ, které pokryj́ı rovnoměrně celý interval od 0 do 2π. Pro i-té měřeńı źıskáme hodnotu teplotńı roztažnosti
následovně

Ai = (a1, 0, a3) · ←→α ·

 a1
0

a3

 = (a1, 0, a3) ·

 a1α11 + 0 + a3α31

0 + 0 + 0

a1α31 + 0 + a3α33

 = a21α11 + 2a1a3α31 + a23α33,

Ai = sin2 θi α11 + sin 2θi α31 + cos2 θi α33. (4.2)

Mohli bychom provést měřeńı pouze pro tři r̊uzné hodnoty úhlu θ a t́ım určit tři neznámé koeficienty
teplotńı roztažnosti {α11, α31, α33}. My ale provedeme v́ıce měřeńı a budeme se snažit určit hodnoty
těchto tř́ı koeficient̊u metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Zapǐsme si všechny naměřené hodnoty do sloupcového
vektoru měřeńı M⃗ . K tomuto vektoru si můžeme napoč́ıtat sloupcový vektor teoretických hodnot, které

bychom měli při měřeńı dostat: A⃗ =
←→
θ · z⃗. Vektor z⃗ představuje hledané hodnoty tenzoru roztažnosti,

které jsme si zapsali také do sloupcového vektoru, z⃗ = (α11, α31, α33).

Každý řádek matice
←→
θ dává výpočet jedné teoretické hodnoty zapsané ve vektoru A⃗ z vektoru

neznámých hodnot z⃗ podle vzorce (4.2)

←→
θ =

 sin2 θ1 sin 2θ1 cos2 θ1
...

...
...

sin2 θp sin 2θp cos2 θp


Matice

←→
θ má rozměry (p × n), kde p znač́ı počet provedených měřeńı a n je počet hledaných hodnot.

Muśı tedy platit p > n.

Měřeńı je z principu zat́ıžené chybou, kterou si pro jednotlivá provedená měřeńı můžeme zapsat do
vektoru v⃗. Takže v⃗, M⃗ i A⃗ jsou vektory (p× 1). Máme tedy p rovnic pro n neznámých,

v⃗ = A⃗− M⃗ =
←→
θ · z⃗ − M⃗.

Řešeńı tohoto přeurčeného systému rovnic hledáme optimalizaćı fitu teoretické závislosti na naměřené
hodnoty. Děláme vlastně minimalizaci čtverc̊u odchylek, tj. minimalizaci velikosti vektoru chyb. Suma
čtverc̊u je rovna S =

∑p
i=1 v

2
i a nabývá minimálńı hodnoty v n-dimenzionálńım prostoru v mı́stě, kde je

nulový gradient S při derivaci podle všech neznámých. Máme tedy n rovnic, které uprav́ıme

vi
∂vi
∂zj

= 0⃗ ⇒ viθij = 0 ⇒ v⃗T ·
←→
θ = 0⃗.

Do tohoto vztahu dosad́ıme vektor chyb v⃗ a pak budeme výraz upravovat tak dlouho, až dostaneme
vzorec pro výpočet hledaných parametr̊u.(←→

θ · z⃗ − M⃗
)T
·
←→
θ = 0⃗,

←→
θ T · (

←→
θ · z⃗ − M⃗) = 0⃗,
←→
θ T ·

←→
θ · z⃗ =

←→
θ T · M⃗.

Vynásobeńım inverzńı matićı źıskáme finálńı vztah

z⃗ =
(←→
θ T ·

←→
θ
)−1
·
←→
θ T · M⃗. (4.3)

Tento vztah představuje soustavu n rovnic, které nám umožńı vypoč́ıtat n hledaných hodnot ze
sady měřeńı tak, že se automaticky minimalizuje suma čtverc̊u odchylek naměřených hodnot od hodnot
teoretických. Podmı́nkou řešeńı je to, že počet měřeńı je větš́ı než počet neznámých.
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Dosazeńı měřených hodnot

Řešeńı si nyńı ukážeme pro tři hledané složky tenzoru teplotńı roztažnosti. Provedeme např́ıklad čtyři
měřeńı v úhlech θi = {0◦, 45◦, 90◦, 135◦}. Pro tyto úhly naměř́ıme teplotńı roztažnostiMi = (32, 16, 15, 31.5)×
10−6. Dosazeńım úhl̊u θi spoč́ıtáme koeficienty matice

←→
θ a

←→
θ T :

←→
θ =


0 0 1

1/2 1 1/2

1 0 0

1/2 −1 1/2

 ,
←→
θ T =

 0 1/2 1 1/2

0 1 0 −1
1 1/2 0 1/2

 .

Dosad́ıme postupně do vztahu (4.3).

←→
θ T ·

←→
θ =

 3/2 0 1/2

0 2 0

1/2 0 3/2

 ,

(←→
θ T ·

←→
θ
)−1

=

 3/4 0 −1/4
0 1/2 0

−1/4 0 3/4

 ,

(←→
θ T ·

←→
θ
)−1
·
←→
θ T =

 −1/4 1/4 3/4 1/4

0 1/2 0 −1/2
3/4 1/4 −1/4 1/4

 .

Nyńı již dosad́ıme měřené hodnoty

z⃗ =

 α11

α31

α33

 =
(←→
θ T ·

←→
θ
)−1
·
←→
θ T · M⃗ =

 121/8

−31/8
257/8

× 10−6 =

 15.13

−7.75
32.13

× 10−6.

4.3.3 Určeńı hlavńıch os experimentálně změřeného tenzoru

Daľśım zaj́ımavým př́ıkladem je situace, kdy źıskáme z měřeńı na určitém vzorku tenzor nějaké vlastnosti,
ale neznáme vlastńı osy tohoto tenzoru. To je typické pro triklinickou krystalovou soustavu, ve které je
primitivńı krystalová buňka rovnoběžnostěn a úhly mezi elementárńımi translačńımi vektory nejsou pravé.

Symetrický tenzor pro triklinickou soustavu je popsán šesti nezávislými složkami. Muśıme proto
provést minimálně sedmměřeńı. Pro pravoúhlou kostku vzorku můžeme měřit hodnoty ve třech kartézských
osách: (100), (010), (001). Daľśı čtyři směry mohou být směry čtyř tělesových úhlopř́ıček: (111), (–111),
(1–11), (–1–11). Prvky tenzoru urč́ıme tak, jak to bylo popsáno v předešlém odstavci. Výsledek necht’ je
tento

←→
T =

 10 4 3

4 6 2

3 2 3

 . (4.4)

Soustavu hlavńıch os tohoto tenzoru najdeme využit́ım znalosti, že pokud tenzor vynásob́ım jakýmkoliv
zvoleným vektorem, dostanu vektor, který směřuje bĺıže ke směru nejkratš́ı poloosy odpov́ıdaj́ıćıho elip-

soidu. Tento nový vektor znormuji a znovu s ńım vynásob́ım tenzor
←→
T . T́ımto iterativńım postupem

dokonvergujeme k jednotkovému vektoru ve směru nejkratš́ı poloosy.

←→
T ·

 1

0

0

 =

 10

4

3

 −→
znormuji

 0.8944

0.3578

0.2683

 . . . u⃗1 =

 0.8041

0.5013

0.3195

 .

Pokud stejnou proceduru provedeme s inverzńı matićı
←→
T −1, potom dostaneme vektor nejdeľśı poloosy

u⃗3 = (0.2460, 0.2088,−0.9465). Pokud mám již dva vektory ortogonálńıho systému, můžeme snadno
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dopoč́ıtat třet́ı chyběj́ıćı vektor pomoćı vektorového součinu, u⃗2 = u⃗3 × u⃗1 = (0.5412,−0.8397,−0.0446),
jak ukazuje obr. 4.4.

u

u

u

Obr. 4.4: Kostička představuje měřený vzorek s
kartézskými osami označenými č́ısly. V této soustavě

má změřený tenzor
↔
T obecný nediagonálńı tvar (4.4).

Napoč́ıtané vlastńı osy tenzoru jsou zakresleny ba-
revnými šipkami zeleně, modře a červeně. Vlastńı osy
představuj́ı pravoúhlý systém.

4.4 Využit́ı symetrie při určováńı tenzor̊u

4.4.1 Symetrie fyzikálńıho jevu krystalu dané tř́ıdy

Tenzor popisuj́ıćı jakoukoliv vlastnost krystalu muśı mı́t minimálně symetrii krystalu. To znamená, že
tenzor vlastnosti muśı být invariantńı v̊uči jakékoliv transformaci souřadnic, při které přejde krystal zase
sám na sebe. Např́ıklad pro radiálńı tenzor třet́ıho řádu Tijk a matice transformace souřadnic ←→a muśı
platit

Tijk = aipajqakrTpqr = Tpqr. (4.5)

Nejčastěji nás bude zaj́ımat, zda má krystal symetrii popsanou inverźı. Transformačńı matice operace
inverze má tvar

←→a =

 −1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 = −1δij = −1
←→
11 .

Aplikujeme-li operaci inverze na vztah (4.5), dostaneme

Tijk = a11a22a33Tijk = (−1)zTijk,

kde přirozené č́ıslo z znač́ı řád tenzoru. Pokud uváž́ıme, za jakých podmı́nek bude tento vztah platit,
dojdeme k následuj́ıćım výrok̊um o symetrii fyzikálńıho jevu:

Polárńı tenzor sudého řádu má střed symetrie (inverzi),
lichého řádu nemá střed symetrie.

Axiálńı tenzor sudého řádu nemá střed symetrie,
lichého řádu má střed symetrie.

Věta o nulovosti tenzor̊u: Krystal, který má střed symetrie, má identicky nulové všechny
polárńı tenzory lichého řádu a všechny axiálńı tenzory sudého řádu.

4.4.2 Symetrie krystal̊u

Zopakujme si označeńı sedmi Bravaisových krystalových soustav [1], které jsou shrnuty v tab. 4.3.
Nejméně prvk̊u symetrie má trojklonná soustava (může mı́t pouze jediný prvek symetrie, identitu). Pri-
mitivńı buňku této soustavy tvoř́ı rovnoběžnostěn s délkou stran a, b, c, které sv́ıraj́ı obecné úhly α, β, γ.
Naopak nejsymetričtěǰśı krystaly jsou z kubické soustavy, kde je elementárńı buňkou krychle.
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Tab. 4.3: Parametry čtrnácti typ̊u prostorových mř́ıžek v sedmi krystalografických soustavách včetně velikost́ı stran
a úhl̊u primitivńıho rovnoběžnostěnu. Zkratky jednotlivých typ̊u znač́ı: P – prostá, I – prostorově centrovaná, F
– plošně centrovaná, C – bazálně centrovaná mř́ıžka.

Soustava Alternativńı Počet jednotlivé strany úhly

český název mř́ıžek typy a, b, c α, β, γ

kubická krychlová 3 P, I, F a 90◦

tetragonálńı čtverečná 2 P, I a, a, c 90◦

ortorombická kosočtverečná 4 P, C, I, F a, b, c 90◦

trigonálńı klencová 1 P a α

hexagonálńı šesterečná 1 P a, a, c 90◦, 90◦, 120◦

monoklinická jednoklonná 2 P, C a, b, c 90◦, β, 90◦

triklinická trojklonná 1 P a, b, c α, β, γ

Operace symetrie

Všechny operace bodové symetrie nechávaj́ı na mı́stě jeden význačný bod. U molekul je to těžǐstě, u krys-
talu to může být jeden atom nebo nějaký bod vyšš́ı symetrie elementárńı buňky. Následuj́ıćı seznam
obsahuje všechny typy prvk̊u bodové symetrie:

I ⇒ identita
Cn ⇒ n-četná osa rotace
σ ⇒ zrcadleńı (podle roviny σh horizontálńı, σv vertikálńı, σd diagonálńı)
Sn ⇒ n-četná osa rotace se zrcadleńım podle roviny kolmé k ose
i ⇒ inverze (i = S2).

Označeńı krystal̊u

Pro označeńı symetrie daného krystalu se použ́ıvaj́ı dva systémy značek. Prvńım systémem jsou Schoen-
fliesovy symboly, které se použ́ıvaj́ı hlavně pro označeńı symetrie molekul. V krystalografii se často
použ́ıvaj́ı Hermannovy-Mauguinovy symboly, které ale nejsou tak přehledné. Oba typy symbol̊u pro
jednotlivé krystalové soustavy jsou pro úplnost uvedeny v tab. 4.4.

Tab. 4.4: Seznam označeńı symetrie krystal̊u z jednotlivých krystalových soustav.

Soustava Schoenfliesovy symboly

Hermannovy-Mauguinovy symboly

triklinická C1 Ci

1 1

monoklinická C2 Cs C2h

2 m 2/m

ortorombická D2 C2v D2h

222 mm2 mmm

trigonálńı C3 C3i D3 C3v D3d

3 3 32 3m 3m

tetragonálńı C4 S4 C4h D4 C4v D2d D4h

4 4 4/m 422 4mm 42m 4/mmm

hexagonálńı C6 C3h C6h D6 C6v D3h D6h

6 6 6/m 622 6mm 6m2 6/mmm

kubická T Th O Td Oh

23 m3 432 43m m3m
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Pro symetrii vlastnost́ı daného krystalu muśı platit

Neumann̊uv princip: Prvky symetrie libovolné fyzikálńı vlastnosti krystalu muśı zahrnovat
všechny prvky symetrie bodové grupy krystalu.

Tento princip můžeme interpretovat také tak, že vlastnost muśı mı́t vždy minimálně stejnou nebo vyšš́ı
symetrii, než má krystal. Př́ıpadně můžeme ř́ıci, že tenzor vlastnosti je invariantńı v̊uči všem prvk̊um
symetrie krystalu.

4.4.3 Symetrie krystal̊u z pohledu optiky

Pr̊uhledné krystaly je možno podle optických vlastnost́ı rozdělit do tř́ı charakteristických skupin.

A) Krystaly, ve kterých je možné vybrat tři navzájem ortogonálńı, krystalograficky ekvivalentńı směry,
jsou krystaly kubické. Je jasné, že tyto ekvivalentńı směry jsou totožné s hlavńımi dielektrickými osami a

ε1 = ε2 = ε3.

Takové krystaly jsou opticky izotropńı a jsou v lineárńı optice ekvivalentńı amorfńım látkám jako je sklo
nebo kapalina.

B) Krystaly, které nepatř́ı ke skupině A), a ve kterých je možné naj́ıt dva nebo v́ıce krystalograficky
ekvivalentńıch směr̊u lež́ıćıch v jedné rovině. Patř́ı sem krystaly trigonálńı, tetragonálńı a hexagonálńı.
Roviny, ve kterých lež́ı krystalograficky ekvivalentńı směry, jsou kolmé na trojčetnou, čtyřčetnou, respek-
tive šestičetnou osu. Jedna z hlavńıch dielektrických os muśı být totožná s touto symetrickou osou, která
je také optickou osou. Označme si ji osou x3. Pro zbývaj́ıćı dvě osy můžeme vybrat libovolnou dvojici
ortogonálńıch směr̊u kolmých na osu x3. Tyto krystaly označujeme jako opticky jednoosé. Zde je

ε1 = ε2 ̸= ε3.

Obr. 4.5: Rozděleńı krystal̊u podle symetrie a z pohledu anizotropie.
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C) Krystaly, ve kterých neńı možné vybrat dva krystalograficky ekvivalentńı směry. Patř́ı sem krystaly
ortorombické, monoklinické a triklinické. Nazýváme je opticky dvouosé. Zde plat́ı

ε1 ̸= ε2 ̸= ε3.

Směry dielektrických os jsou určeny symetríı krystalu pouze u ortorombických krystal̊u. U ostatńıch
krystal̊u může vznikat tzv. disperze os. Tento efekt znamená, že pro r̊uzné vlnové délky maj́ı tyto osy
r̊uzný směr.

Pro přehlednost jsou v tab. 4.5 uvedeny všechny možné př́ıpady. Hlavńı dielektrické osy (C), jejichž
směr může záviset na frekvenci světla, jsou znázorněny dvěma vektory sv́ıraj́ıćımi malý úhel. Pevné osy
(F), které jsou fixované na krystalografický směr, jsou znázorněny jedńım vektorem. Osy, které mohou
zauj́ımat libovolný směr (R), jsou značeny čárkovaným vektorem uvnitř kružnice nebo koule.

4.4.4 Označeńı symetrie daného fyzikálńıho jevu

Pro označeńı symetrie nějaké fyzikálńı veličiny, která krystal ovlivňuje, se použ́ıvaj́ı stejné symboly,
jako pro popis symetrie krystal̊u. Ty jsme si uvedli v tab. 4.4. Zopakujme si syntaxi značeńı pomoćı
Hermannových-Mauguinových symbol̊u:

č́ıslo osa symetrie nejvyšš́ı četnosti;
m rovina symetrie (zrcadleńı), v této rovině lež́ı osa nejvyšš́ı symetrie;
mm dvě roviny symetrie, osa nejvyšš́ı symetrie muśı ležet v pr̊uniku obou rovin;
/ prvek uvedený za lomı́tkem znač́ı, že jde o prvek kolmý na osu nejvyšš́ı symetrie.

Nyńı uved’me př́ıklady veličin, které popisuj́ı r̊uzné fyzikálńı jevy v krystalu:

1. skalár ∞/∞mm

2. pseudoskalár ∞/∞, nemá žádné roviny zrcadleńı ani inverzi

3. vektor ∞mm, má pouze roviny zrcadleńı, ve kterých lež́ı tento vektor

4. pseudovektor ∞/m, má pouze rovinu kolmou na tento vektor

5. polárńı tenzor 2. řádu

� symetrický
T1 = T2 = T3 ∞/∞mm
T1 = T2 ̸= T3 ∞/mm
T1 ̸= T2 ̸= T3 ̸= T1 m/m/m

� antisymetrický
∞/m

6. axiálńı tenzor 2. řádu

� symetrický ∞/∞, ∞/22, 222
� antisymetrický ∞mm
� nesymetrický ∞, 2, 1, m, mm2

Nakonec ještě dodejme, že pokud je nějaká veličina v krystalu popsaná nesymetrickým tenzorem,
potom má tato veličina prvky symetrie pouze z pr̊uniku jej́ı symetrické a antisymetrické části.

4.5 Symetrie krystalu pod vlivem p̊usob́ıćı śıly

Nyńı si poṕı̌seme symetrii vněǰśıch sil, které mohou p̊usobit na krystal. Tato informace je d̊uležitá, nebot’

vněǰśı śıla může i z p̊uvodně izotropńıho materiálu vytvořit materiál anizotropńı. Studiu těchto jev̊u se
věnoval francouzský fyzik Pierre Curie1 kolem roku 1880.

1Francouzský fyzik a chemik Pierre Curie se zasloužil o rozvoj vědy v oblasti krystalografie, magnetismu a radioaktivity.
Se svým bratrem objevili a poprvé demonstrovali piezoelektrický jev. Pierre Curie je nositelem Nobelovy ceny za fyziku
z roku 1903.
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Curie̊uv princip: Při p̊usobeńı vněǰśı śıly na krystal se zachovávaj́ı pouze ty prvky symetrie,
které jsou společné jak krystalu, tak vněǰśı p̊usob́ıćı śıle.

Tento princip se můžeme pokusit zapsat matematicky s využit́ım grup. Grupa symetrie krystalu při
p̊usobeńı vněǰśı śıly G′k je pr̊unikem grupy symetrie samotného krystalu Gk a symetrie p̊usob́ıćı śıly Gp.s.:
G′k = Gk

∩
Gp.s.

Uved’me si několik typických př́ıklad̊u:

� jednoosé mechanické napět́ı p̊usob́ıćı na kubický krystal ve směru hrany krychle zp̊usob́ı změnu
symetrie např. Td → 4/mmm ≡ D4h

� dvouosé mechanické napět́ı podél hran krychle zp̊usob́ı např. Th → mmm ≡ D2h

� jednoosé mechanické napět́ı v obecném směru → 1 ≡ Ci

� jednoosé mechanické p̊usobeńı v obecném směru spolu s elektrickým polem → 1 ≡ C1

4.5.1 Vliv elektrického pole

Jako prvńı si poṕı̌seme vliv elektrického pole na krystal. Necht’ elektrické pole má směr jedné z krystalo-
grafických os materiálu x⃗3. Symetrie elektrického pole je tedy ∞mm ≡ C∞v. Jakýkoliv tenzor druhého
řádu, např. tenzor permitivity, si zachová prvky symetrie, které má i elektrického pole. Jaké jsou prvky
symetrie takto orientovaného elektrického pole?

a) Prvńım prvkem symetrie elektrického pole je otočeńı o libovolný úhel φ. Matice odpov́ıdaj́ıćı trans-
formace souřadnic má tvar:

R(ϕ) =

 cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1

 .

b) Druhou operaćı symetrie, při které se zachovává elektrické pole, je zrcadleńı v rovině, ve které lež́ı
osa x⃗3. Tato rovina zrcadleńı je pootočená o libovolný úhel α:

S(α) =

 cos 2α sin 2α 0

sin 2α − cos 2α 0

0 0 1

 .

Připomeňme, že inverzńı operace k oběma výše zmı́něným prvk̊um symetrie se daj́ı vyjádřit následovně:
R(ϕ)−1 = R(−ϕ), S(ϕ)−1 = S(ϕ).

Aplikaćı symetrie při rotaci źıskáme následuj́ıćı vztah ←→ε (E⃗) = R(φ)←→ε R(−φ). Tato identita muśı
platit pro všechny úhly φ. To zp̊usobuje nulovost čtyř prvk̊u matice permitivity ε13 = ε23 = ε31 = ε32 = 0
a rovnost koeficient̊u ε11 = ε22 a −ε12 = ε21. Tenzor

←→ε se zjednoduš́ı na tvar

←→ε =

 ε11 ε12 0

−ε12 ε11 0

0 0 ε33

 .

Aplikace druhé rovnosti nám dá podmı́nku←→ε (E⃗) = S(α)←→ε S(α). Ale tato podmı́nka nám již žádné daľśı
zjednodušeńı nepřinese. Můžeme nanejvýš přej́ıt do soustavy hlavńıch os, č́ımž źıskáme

←→ε =

 ε11 0 0

0 ε11 0

0 0 ε33

 .

Výsledek výpočtu lze shrnout tak, že izotropńı či jednoosý krystal s elektrickým polem v ose přejde na
jednoosý krystal. Jen je třeba mı́t na paměti, že složky permitivity se vlivem elektrického pole změńı.
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c) Uvažujme nyńı operaci symetrie, která neńı prvkem symetrie elektrického pole. Co zp̊usob́ı reflexe
v rovině, která je kolmá na osu x⃗3? Je zřejmé, že po aplikaci této reflexe se otoč́ı znaménko elek-
trického pole. Tenzor permitivity je tenzor druhého řádu. Při aplikaci této reflexe pro něj tedy muśı
platit následuj́ıćı transformačńı vztah

←→ε (−E⃗) =

 1 0 0

0 1 0

0 0 −1

←→ε (E⃗)

 1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 .

Permitivita je tedy sudou funkćı elektrického pole, což můžeme zapsat pomoćı jedné relace

εij(−E⃗) = εij(E⃗). (4.6)

4.5.2 Vliv magnetického pole

V tomto odstavci si poṕı̌seme vliv magnetického pole na permitivitu materiálu. Budeme postupovat
podobně jako pro elektrické pole. Dostaneme ale rozd́ılný výsledek, protože vektor magnetické indukce B⃗
je axiálńı vektor. Pokud budeme magnetické pole generovat smyčkou vodiče protékanou proudem, potom
jsou velikost a směr magnetického pole dány orientaćı smyčky a velikost́ı proudu protékaj́ıćıho smyčkou.
Symetrie magnetického pole je tedy ∞/m. Jaké jsou prvky symetrie pro magnetické pole orientované
v ose x⃗3?

a) Pro rotaci kolem osy x⃗3 dostaneme

←→ε =

 ε11 ε12 0

−ε12 ε11 0

0 0 ε33

 .

b) Reflexe v horizontálńı rovině nepřináš́ı žádnou daľśı informaci.

c) Reflexe v rovině obsahuj́ıćı vektor pole neńı operaćı symetrie, nebot’ dojde k reverzi magnetického
pole (magnetické pole změńı znaménko).

Podmı́nka ←→ε (−B⃗) = S(α)←→ε (B⃗)S(α) vede na následuj́ıćı rovnosti koeficient̊u:

ε11(−B⃗) = ε11(B⃗); ε33(−B⃗) = ε33(B⃗); ε12(−B⃗) = −ε12(B⃗).

Jednoduše řečeno diagonálńı prvky tenzoru ←→ε jsou sudými v̊uči magnetickému poli B⃗, kdežto nedia-
gonálńı prvky jsou lichými funkcemi.

Výsledek je formulován jako tzv. magnetický Onságer̊uv princip, který je vlastně d̊usledkem symetrie
systému v̊uči magnetickému poli. Matematický zápis Onságerova principu zńı

εij(−B⃗) = εji(B⃗). (4.7)

4.6 Magnetooptické jevy

Vněǰśı magnetické pole můžeme považovat za slabou poruchu v̊uči vnitřńımu poli v krystalu. Vliv vněǰśıho
magnetického pole na tenzor permitivity můžeme proto zapsat pomoćı Taylorova rozvoje do druhého řádu.

εij(M⃗) = ε
(0)
ij +

[
∂εij
∂Mk

]
M=0

Mk +
1

2

[
∂2εij

∂Mk∂Ml

]
M=0

MkMl (4.8)

= ε
(0)
ij +KijkMk +GijklMkMl = ε(0) + ε(1) + ε(2),

kde Kijk jsou složky lineárńıho magnetooptického tenzoru a Gijkl jsou složky kvadratického magnetoop-
tického tenzoru. Tenzor Kijk je třet́ıho řádu, má tedy 33 = 27 složek. Tenzor Gijkl je čtvrtého řádu a
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má tedy 34 = 81 složek. Složky těchto tenzor̊u nejsou ale nezávislé, a proto je výhodné použ́ıt značeńı
pomoćı multiindex̊u. Ukážeme si, že tenzor Kijk můžeme zapsat jako matici (3 × 3), nebot’ má pouze 9
nezávislých složek. Tenzor Gijkl můžeme zapsat jako matici (6× 6), má celkem 36 nezávislých složek.

Vlastnosti tenzoru ←→ε vedou d́ıky vztah̊um

ε
(1)
ij = KijkMk = Kjik(−Mk) = −ε(1)ji , ε

(1)
ii = −ε(1)ii

ke zmenšeńı počtu neznámých v tenzoru
←→
K . Dojdeme k zjǐstěńı, že

Kiik = 0, Kijk = −Kjik. (4.9)

V př́ıpadě kvadratického tenzoru je zřejmé, že d́ıky možnosti záměny pořad́ı derivaćı můžeme proha-
zovat pořad́ı prvńıch dvou index̊u. Z daľśı relace plyne

ε
(2)
ij = GijklMkMl = Gjikl(−Mk)(−Ml) = ε

(2)
ji .

Dále můžeme odvodit, že lze prohazovat také druhé dva indexy,

Gijkl = Gjikl, Gijkl = Gijlk. (4.10)

Lineárńı magnetooptický tenzor

Pro zjednodušeńı zápisu a výpočt̊u se provád́ı zápis složek tenzoru permitivity do sloupce o dev́ıti prvćıch,
přičemž rozmı́stěńı těchto prvk̊u v p̊uvodńı matici by bylo následuj́ıćı

←→ε =

 ε11 ε12 ε13
ε21 ε22 ε23
ε31 ε32 ε33

 =

 ε1 ε6 ε5
ε9 ε2 ε4
ε8 ε7 ε3


Ze stejného d̊uvodu se u lineárńıho tenzoru

3↔
K zavád́ı multiindexace, kdy se dva prvńı indexy u Kijk

nahrad́ı multiindexem m, jak jsme ho zavedli v tab. 4.1, Kijk → Kmk, m = 1, . . . , 9 (11 → 1, 22 → 2,
33 → 3, 23 → 4, 13 → 5, 12 → 6, 32 → 7, 31 → 8, 21 → 9). Dı́ky tomu se p̊uvodńı vztah s násobeńım
tenzoru třet́ıho řádu převede na maticové násobeńı

 ε11 ε12 ε13
ε21 ε22 ε23
ε31 ε32 ε33

 =
∑
k

 K11k K12k K13k

K21k K22k K23k

K31k K32k K33k

Mk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K111 K112 K113

K121 K122 K123

K131 K132 K133

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

K211 K212 K213

K221 K222 K223

K231 K232 K233

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

K311 K312 K313

K321 K322 K323

K331 K332 K333

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 M1

M2

M3

 .

S využit́ım podmı́nek nulovosti a symetrie některých člen̊u (4.9) přejde výraz ve zkrácené notaci na vztah



ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6
ε7
ε8
ε9


=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0

0 0 0

0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

K41 K42 K43

K51 K52 K53

K61 K62 K63

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−K41 −K42 −K43

−K51 −K52 −K53

−K61 −K62 −K63

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 M1

M2

M3

 .
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Vid́ıme, že v matici Kmk je horńı blok nulový. Všechna informace je uložena ve středńım bloku
rozměr̊u (3× 3). Spodńı blok je pouze opakováńım druhého bloku s opačným znaménkem. Zápis pomoćı
multiindex̊u je přehledněǰśı a výpočet vyžaduje pouze násobeńı 2D matic. Stále ale muśıme mı́t na zřeteli,
že zkrácené zápisy tenzor̊u již nejsou tenzory!

Př. 4.2: Lineárńı magnetooptický tenzor pro kubický materiál: Lineárńı magnetooptický tenzor
má pro kubický materiál tvar

Kmk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0

0 0 0

0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

K63 0 0

0 K63 0

0 0 K63

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−K63 0 0

0 −K63 0

0 0 −K63

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Jak je vidět, tenzor má pouze šest nenulových člen̊u, které jsou zadané pomoćı hodnoty ±K63. Zapǐste
si tvar lineárńıho magnetooptického př́ıspěvku k permitivitě ←→ε (1).

Řešeńı:

←→ε (1) =

 0 K63M3 K63M2

−K63M3 0 K63M1

−K63M2 −K63M1 0

 (4.11)

Kvadratický magnetooptický tenzor

Obdobné zjednodušeńı můžeme použ́ıt i u kvadratického tenzoru zavedeńım multiindexu na prvńı i druhou

dvojici index̊u
4↔
G . Podmı́nky (4.10) vedou na zjednodušený zápis

ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6


=



G11 G12 G13 G14 G15 G16

G21 G22 G23 G24 G25 G26

G31 G32 G33 G34 G35 G36

G41 G42 G43 G44 G45 G46

G51 G52 G53 G54 G55 G56

G61 G62 G63 G64 G65 G66





M2
1

M2
2

M2
3

M2M3

M1M3

M1M2


.

Např́ıklad kubický materiál má jen několik nenulových člen̊u

Gmn =



G11 G12 G12 0 0 0

G12 G11 G12 0 0 0

G12 G12 G11 0 0 0

0 0 0 G44 0 0

0 0 0 0 G44 0

0 0 0 0 0 G44


.

Pro amorfńı materiál by nav́ıc platilo i následuj́ıćı zjednodušeńı: G44 = (G11 +G12)/2.

Dosad́ıme do Taylorova rozvoje (4.8) a dostaneme druhý řád magnetooptické permitivity

←→ε (2) =

 G11M
2
1 +G12(M

2
2 +M2

3 ) 2G44M1M2 2G44M1M3

2G44M1M2 G11M
2
2 +G12(M

2
1 +M2

3 ) 2G44M2M3

2G44M1M3 2G44M2M3 G11M
2
3 +G12(M

2
1 +M2

2 )

 (4.12)
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Pro kubický materiál plat́ı, že permitivita bez magnetického pole má tvar

←→ε (0) = ε(0)

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 . (4.13)

Př. 4.3: Tenzor permitivity v magnetickém poli:

Ve speciálńım př́ıpadě, kdy je vektor magnetizace M⃗ rovnoběžný s osou x⃗3, tj. M⃗ = (0, 0,M), se nám
tenzor permitivity pro kubický materiál velmi zjednoduš́ı. Zapǐste tvar tenzoru permitivity do druhého
řádu rozvoje. Použijte všechny výše odvozené výsledky (4.13), (4.11) a (4.12).

Řešeńı:

←→ε =

 ε(0) +G12M
2 K63M 0

−K63M ε(0) +G12M
2 0

0 0 ε(0) +G11M
2

 =

 ε11 ε12 0

−ε12 ε11 0

0 0 ε33

 .

4.7 Shrnut́ı

• Anizotropńı materiály jsou popsány optickými parametry ve formě tenzor̊u. Takto lze popsat jevy,
kdy vněǰśı elektrické pole vyvolává v materiálu polarizaci, která neńı kolineárńı s intenzitou elektrického
pole, P⃗ ∦ E⃗.

• Pokud chceme popsat piezoelektrický jev, je vněǰśı śıla popsaná tenzorem napět́ı. Toto napět́ı generuje
elektrickou polarizaci materiálu, která je vektorová. Obecný vztah závislosti vektoru na tenzoru může
popsat pouze tenzor třet́ıho řádu. Tenzor̊um se zde tedy nevyhneme.

• Zápis složitěǰśıch tenzorových vztah̊u se často zjednodušuje zavedeńım multiindex̊u. Např. tenzor
druhého řádu si zaṕı̌seme jako sloupcovou matici prvk̊u tenzoru.

• Pro zjednodušeńı práce s tenzory je vždy výhodné využ́ıt znalost symetrie materiálu. Tak můžeme
zjistit, že některé prvky tenzoru jsou identicky nulové, nebo že se některé prvky tenzoru muśı sobě rovnat
(Neumann̊uv princip).

• Při reálném experimentu často jedńım měřeńım neźıskáme jeden izolovaný prvek hledaného tenzoru,
ale lineárńı kombinaci několika prvk̊u. Proto je třeba pro určeńı všech prvk̊u tenzoru provést sadu r̊uzných
měřeńı a použ́ıt nějakou tomografickou metodu.

• Vněǰśı pole, které p̊usob́ı na krystal, snižuje jeho symetrii (Curie̊uv princip). Typické vněǰśı śıly jsou
mechnické napět́ı, elektrické a magnetické pole.
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4.8 Př́ıklady

Př. 4.4: Rozměrová analýza piezoelektrického jevu:
Proved’te rozměrovou analýzu vztah̊u pro př́ımý a inverzńı piezoelektrický jev daný vztahy:

př́ımý Pi = dTijkΣjk,

inverzńı uij = dijkEk.

Nápověda: Pro odvozené SI jednotky plat́ı: 1 N = 1 kgm s−2, 1 V = 1 kgm2s−3A−1.

Př. 4.5: Transformace tenzor̊u:

Uvažujte tenzor
←→
T nějaké fyzikálńı vlastnosti a dva tenzory transformace souřadnic←→a1 resp.←→a2 v tomto

tvaru,

←→
T =

 12 0 0

0 8 2

0 2 6

 , ←→a1 =

 cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1

 , ←→a2 =

 1 0 0

0 cos 2ξ sin 2ξ

0 sin 2ξ − cos 2ξ

 .

Rozhodněte, zda tenzory ←→a1 resp. ←→a2 popisuj́ı vlastńı, nebo nevlastńı rotaci. Transformujte tenzor
←→
T do

nových souřadnic pomoćı ←→a1 (30◦) resp. ←→a2 (45◦). Nový i p̊uvodńı tenzor
←→
T rozložte na jeho symetrickou

a antisymetrickou část.

Př. 4.6: Tomografie tenzoru:
Uvažujte měřeńı složek tenzoru tepelné roztažnosti αij pro monoklinický krystal diskutované v sekci 4.3.2.
Pro zvolenou orientaci krystalových os, kde fixńı osa je ve směru kartézské osy x2, bude mı́t hledaný tenzor
nenulové následuj́ıćı složky,

←→α =

 α11 0 α31

0 α22 0

α31 0 α33

 .

Diskutujte vhodný počet měřeńı teplotńıho roztažeńı krystalu v r̊uzných směrech, který umožňuje určit
všechny složky hledaného tenzoru.

Př. 4.7: Určeńı hlavńı osy:
Určete směry hlavńıch os tenzoru

←→
T =

 6 −2 2

−2 5 0

2 0 7

 .

Nápověda: Můžete postupovat analyticky, nebo numericky podle návodu ze sekce 4.3.3.
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Tento př́ırodńı krystal kalcitu je umı́stěn na zeměpisné pozici: 49◦35’36.485”N, 17◦15’56.600”E.
Dole je krystalová struktura s barevně rozlǐsenými atomy (Ca – šedě, C – žlutě, O – červeně).

Jde o negativńı jednoosý krystal, červeně je zakreslena optická osa s trojčetnou symetríı.
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5.1 Lineárńı anizotropńı prostřed́ı

V této kapitole odvod́ıme Fresnelovu rovnici, která je základńım vztahem pro popis š́ı̌reńı světla v ani-
zotropńım prostřed́ı. V prostřed́ı s lineárńı anizotropíı plat́ı následuj́ıćı materiálový vztah

D⃗ = ε0
←→ε E⃗. (5.1)

Tenzor relativńı permitivity ←→ε si můžeme zapsat v nějakém souřadném systému jako matici. Z po-
hledu počtu proměnných v tenzoru permitivity můžeme všechny krystaly rozdělit do tř́ı skupin: izotropńı
prostřed́ı, jednoosé krystaly a dvouosé krystaly. Toto děleńı je současně úzce spjaté se symetríı krystalové
struktury studovaného materiálu, což bylo diskutováno v kap. 4 na str. 50. Je výhodné vyjádřit si tenzor
permitivity v hlavńıch osách, kdy má matice tohoto tenzoru diagonálńı tvar,

←→ε =

 ε1 0 0

0 ε2 0

0 0 ε3

 .

5.1.1 Tenzor permitivity a indexu lomu v hlavńıch osách

V nemagnetickém prostřed́ı si zavedeme hlavńı indexy lomu pomoćı vztahu n2i = εi, kde i = 1, 2, 3.
U dvouosého krystalu jsou nezávislé tři indexy lomu určuj́ıćı hlavńı osy tenzoru permitivity, přičemž je
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dobré dodržovat jednotnou konvenci řazeńı index̊u lomu podle velikosti: n1 < n2 < n3. Tenzor permitivity
v hlavńıch osách má tedy tvar

←→ε =

 ε1 0 0

0 ε2 0

0 0 ε3

 =

 n21 0 0

0 n22 0

0 0 n23

 .

V př́ıpadě jednoosého krystalu máme pouze dva rozd́ılné indexy lomu, no znač́ı řádný (ordinárńı) a
ne mimořádný (extraordinárńı) index lomu. Tenzor permitivity se nejčastěji uvád́ı v tomto tvaru

←→ε =

 ε1 0 0

0 ε1 0

0 0 ε3

 =

 n2o 0 0

0 n2o 0

0 0 n2e

 .

Jenoosé krystaly ještě dále děĺıme na pozitivńı jednoosé pokud plat́ı podmı́nka ne > no, a na negativńı
jednoosé pokud plat́ı opačná podmı́nka ne < no.

V izotropńım prostřed́ı nedocháźı k dvojlomu, indexový elipsoid zdegraduje na kouli. Tenzor permi-
tivity je dán pouze jedńım parametrem

←→ε =

 ε 0 0

0 ε 0

0 0 ε

 = n2

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

5.1.2 Proč je látka anizotropńı?

Tabulka 5.1 uvád́ı indexy lomu typických optických krystal̊u. Otázkou ale z̊ustává, proč jsou tyto ma-
teriály anizotropńı? Odpověd’ lze hledat pomoćı mikroskopické struktury těchto materiál̊u. Např́ıklad
prostorové uspořádáńı atomů kalcitu je takové, že v jedné rovině lež́ı uhĺık ve středu trojúhelńıku třech
kysĺık̊u. Vápńık se nacháźı nad touto rovinou a spolu s uhĺıkem vytvář́ı trojčetnou osu symetrie, která je
i optickou osou kalcitu. Nákres krystalového uspořádáńı kalcitu je spolu s fotografíı př́ırodńıho krystalu
použit jako úvodńı obrázek této kapitoly.

Pokud krystalem kalcitu procháźı světlo polarizované v rovině kolmé na optickou osu, bude silně
interagovat s elektrony ve vazbách mezi kysĺıky a uhĺıky. Silná interakce má za následek vyšš́ı index lomu
pro tuto polarizaci a tedy pomaleǰśı rychlost š́ı̌reńı světla s touto polarizaćı. Světlo polarizované ve směru
optické osy bude interagovat s látkou méně, bude se š́ı̌rit rychleji a bude ćıtit menš́ı index lomu [2].

Pro obecnou polarizaci světla anizotropie zp̊usob́ı, že odezva materiálu nebude kolineárńı s bud́ıćım
elektrickým polem, což právě popisuje materiálový vztah (5.1). V anizotropńım prostřed́ı se tedy vstupńı
polarizace rozlož́ı na vlastńı stavy polarizace, které se mohou š́ı̌rit r̊uznou rychlost́ı a r̊uzným směrem.
Nav́ıc mohou mı́t obě polarizace i r̊uznou absorpci.

Tab. 5.1: Indexy lomu typických jednoosých anizotropńıch materiál̊u

Typ Materiál no ne λ propustná

(nm) oblast (nm)

negativńı ADP ((NH4)H2PO4) 1.522 1.478 633 200–1700

n0 > ne Al2O3 (saf́ır) 1.768 1.760 589 300–4000

CaCO3 (kalcit) 1.658 1.486 589 200–3000

KDP (KH2PO4) 1.507 1.467 633 250–1700

LiNbO3 2.229 2.150 589 400–5000

pozitivńı CdS 2.493 2.511 589 500–16000

no < ne SiO2 (křemen) 1.544 1.553 589 190–4000

ZnO 1.990 2.006 633

ZnS 1.923 1.968 589
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5.1.3 Fresnelova rovnice

V této kapitole budeme řešit Maxwellovy rovnice v dielektriku bez volných náboj̊u, tedy ρ = 0 a j⃗ = 0.
Řešeńı budeme hledat ve tvaru rovinné monochromatické vlny

E⃗ = E⃗0 e
ı(k⃗·r⃗−ωt) = E⃗0 e

ı(N ω
c s⃗·r⃗−ωt).

Jednotkový vektor s⃗ udává směr vlnového vektoru, k⃗ = |k|s⃗ = Nω
c s⃗. Reálný index lomu N je vlastńım

č́ıslem řešeného problému. Operace derivace se pro rovinnou vlnu zjednoduš́ı podle následuj́ıćıho schématu:
∂/∂t→ −ıω a ∇× → ı⃗k×. Prvńı dvě Maxwellovy rovnice tedy źıskaj́ı tvar

∇× H⃗ =
∂D⃗

∂t
−→ k⃗ × H⃗ = −ωD⃗,

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t

−→ k⃗ × E⃗ = ωµH⃗. (5.2)

Jako obvykle při odvozováńı vlnové rovnice použijeme rotaci z rotace vektoru E⃗ a postupně dosad́ıme
obě upravené MR (5.2) a nakonec materiálový vztah pro anizotropńı prostřed́ı (5.1)

k⃗ × (k⃗ × E⃗) = k⃗k⃗ · E⃗ − E⃗k2,
k⃗ × (k⃗ × E⃗) = k⃗ × (ωµH⃗) = −µω2D⃗ = −µε0←→ε rω

2E⃗.

Výrazy na konci prvńıho i druhého řádku se muśı rovnat, což můžeme zapsat jako rovnici

k2E⃗ − k⃗k⃗ · E⃗ − ω2

c2
←→ε E⃗ = 0.

S použit́ım definičńıho vztahu pro index lomu, ω2/c2 = k2/N2, pokrát́ıme kvadrát vlnového vektoru a
źıskáme finálńı výraz, který se nazývá Fresnelova rovnice

←→ε · E⃗ −N2
[
E⃗ − s⃗s⃗ · E⃗

]
= 0. (5.3)

Fresnelova rovnice je vlastně vlnovou rovnićı popisuj́ıćı š́ı̌reńı monochromatické rovinné vlny v anizo-
tropńım prostřed́ı. Vlnový vektor světla má směr daný jednotkovým vektorem s⃗, polarizaci udává směr
elektrického pole E⃗ a takto polarizované světlo ćıt́ı index lomu N .

5.1.4 Vztahy mezi vektory elektromagnetického pole

Z prvńı Maxwellovy rovnice (5.2) plyne, že vektor elektrické indukce D⃗ je kolmý na směr vlnového vektoru

k⃗ a na směr vektoru magnetického pole H⃗. Ze druhé Maxwellovy rovnice dále plat́ı, že H⃗ ⊥ k⃗. Máme
tedy sadu tř́ı vektor̊u, které jsou i v anizotropńım prostřed́ı vždy navzájem kolmé {D⃗, H⃗, k⃗}. Obdobně,

d́ıky zavedeńı Poyntingova vektoru S⃗ = E⃗ × H⃗, máme i druhou sadu navzájem ortogonálńıch vektor̊u
{E⃗, H⃗, S⃗}, jak to ukazuje obr. 5.1a). Vztahy plynoućı ze zákonu zachováńı energie elektromagnetického
pole se řeš́ı podrobněji v dodatku C.3.

Připomeňme, že pro elektromagnetické pole definujeme dvě rychlosti:

Fázová rychlost: vf = ω/k = c/N , v⃗f ∥ k⃗,
Grupová rychlost: v⃗g = S⃗/w, kde w je hustota energie elektromagnetického pole.

Nyńı si odvod́ıme vztah, který plat́ı mezi těmito dvěma rychlostmi. Výraz pro hustotu elektrické
energie uprav́ıme dosazeńım prvńı Maxwellovy rovnice za D⃗,

we =
1

2
E⃗ · D⃗ = −1

2

N

c
E⃗ · s⃗× H⃗ =

1

2

N

c
s⃗ · E⃗ × H⃗.

Využijeme toho, že hustota elektrické energie je polovinou celkové hustoty energie elektromagnetického
pole,

w = 2we =
N

c
s⃗ · (E⃗ × H⃗) =

N

c
s⃗ · S⃗ =

N

c
|S⃗| cos ρ =

S cos ρ

vf
.
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Obr. 5.1: a) Směry vektor̊u pole v anizotropńım prostřed́ı. b) Zelené čáry znač́ı vlnoplochy a šipky zobrazuj́ı směr
fázové a grupové rychlosti. ρ znač́ı úhel dvojlomu (v anglické literatuře se použ́ıvá termı́n walk-off).

ρ znač́ı úhel dvojlomu, jak to ukazuje obr. 5.1. Tento výsledek dosad́ıme do výrazu pro velikost grupové
rychlosti a dostaneme

vg =
S

w
=

Svf
S cos ρ

=
vf

cos ρ
.

Jak je zřejmé, vektor fázové rychlosti je pr̊umětem vektoru grupové rychlosti do směru vlnového vektoru
k⃗, jak to ukazuje obr. 5.1b)

vf = vg cos ρ.

Vlnoplochy

V optice se zavád́ı pojem vlnoplocha jako rovina konstantńı fáze elektromagnetického pole. Obecně i
v anizotropńım prostřed́ı je vlnoplocha kolmá na vlnový vektor k⃗. Vlnoplocha v anizotropńım prostřed́ı
už ale neńı kolmá na směr Poyntingova vektoru S⃗, který určuje směr š́ı̌reńı energie, tj. směr úzkého
světelného paprsku.

V př́ıpadě š́ı̌reńı světla anizotropńım prostřed́ım, které nav́ıc ještě vykazuje absorpci, bude mı́t ma-
teriál komplexńı index lomu Ñ . Můžeme zavést komplexńı vlnový vektor a vektorové vztahy budou ještě
komplikovaněǰśı. Absorpce zp̊usob́ı, že rovina konstantńı fáze už nebude rovnoběžná s rovinou konstantńı
amplitudy. Nav́ıc pro absorbuj́ıćı prostřed́ı již neplat́ı podmı́nka symetrie tenzoru permitivity, a tedy
εij ̸= εji.

5.2 Řešeńı Fresnelovy rovnice

5.2.1 Řešeńı Fresnelovy rovnice v rovině dopadu

Zvolme si vhodně rovinu dopadu tak, aby vlnový vektor měl nulovou prvńı složku. Jednotkový směrový
vektor je tedy s⃗ = (0, s2, s3), přičemž plat́ı normovaćı podmı́nka s22+s

2
3 = 1. Pro vlnový vektor tedy bude

platit k⃗ = Nω
c s⃗ a současně k⃗ ⊥ x⃗1.

Pro rozpis Fresnelovy rovnice do složek bude výhodné si nejprve vyjádřit diadický součin jednotkového
vektoru – diádu s⃗s⃗,

s⃗s⃗ =

 0

s2
s3

 (0 s2 s3) =

 0 0 0

0 s22 s2s3
0 s2s3 s23

 .

Výsledek dosad́ıme do Fresnelovy rovnice (5.3)

←→ε · E⃗ −N2
[←→
11 − s⃗s⃗

]
· E⃗ = 0.
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Z obou člen̊u vytkneme skalárńı součin s elektrickým polem a s použit́ım normovaćı podmı́nky na směrový
vektor (s22 + s23 = 1) dostaneme ε11 −N2 ε12 ε13

ε21 ε22 −N2s23 ε23 +N2s2s3
ε31 ε32 +N2s2s3 ε3 −N2s22

 ·
 E1

E2

E3

 =

 0

0

0

 . (5.4)

Při odvozováńı tohoto vztahu jsme využili normovaćı podmı́nku na složky jednotkového vektoru.
Výsledek představuje ve třech řádćıch zapsanou soustavu tř́ı rovnic s nulovou pravou stranou (homogenńı
soustavu lineárńıch algebraických rovnic). Aby existovalo nenulové řešeńı soustavy, je nutné zajistit, aby
tyto tři rovnice nebyly nezávislé. Tuto podmı́nku zajist́ı správná volba vlastńıho č́ısla, kterým je kvadrát
indexu lomu N2. Rovnice jsou závislé právě tehdy, když je determinant matice nulový. Tuto rovnici,
det() = 0, označujeme jako charakteristickou, neboli sekulárńı rovnici.

Při výpočtu determinantu matice z rovnice (5.4) dostaneme kvadratickou rovnici pro N2. Jej́ım
řešeńım jsou dvě vlastńı hodnoty indexu lomu N(1) a N(2). Dosazeńım do vztahu (5.4) źıskáme podmı́nku . . .

. . .

. . .

∣∣∣∣∣∣
N=N(1),N(2)

· E⃗ = 0⃗,

ze které vypoč́ıtáme dva vlastńı vektory elektrického pole E⃗. Každému ze dvou řešeńı sekulárńı rovnice
můžeme dále dopoč́ıtat vlastńı fázovou rychlost vf = c/N a vlastńı směr polarizace (směr vektoru D⃗).
Řešeńı můžeme popsat následuj́ıćım schématem:

(det() = 0)⇒ N(i) ⇒ E⃗(i) ⇒ vf(i) ⇒ D⃗(i), pro i = 1, 2.

5.2.2 Řešeńı Fresnelovy rovnice ve vlastńıch osách tenzoru permitivity

Řešeńı Fresnelovy rovnice je výhodné provést ve vlastńıch osách tenzoru permitivity, kde je tenzor εij
diagonálńı

←→ε =

 ε1 0 0

0 ε2 0

0 0 ε3

 .

Nyńı budeme Fresnelovu rovnici (5.3) postupně upravovat.

−←→ε · E⃗ +N2
(←→
11 − s⃗s⃗

)
· E⃗ = 0,

N2←→11 · E⃗ −←→ε · E⃗ = N2s⃗s⃗ · E⃗, N2 − ε1 0 0

0 N2 − ε2 0

0 0 N2 − ε3

 · E⃗ = N2s⃗s⃗ · E⃗.

Matici převedeme na druhou stranu tak, že budeme obě strany rovnice násobit zleva inverzńı matićı a
potom ještě vynásob́ıme zleva skalárně vektorem s⃗. Naj́ıt inverzńı matici k diagonálńı matici je snadné,
stač́ı pouze dosadit převrácenou hodnotu všech diagonálńıch element̊u.

E⃗ =

 1
N2−ε1 0 0

0 1
N2−ε2 0

0 0 1
N2−ε3

N2 · s⃗s⃗ · E⃗, (5.5)

s⃗ · E⃗ = s⃗ ·


N2

N2−ε1 0 0

0 N2

N2−ε2 0

0 0 N2

N2−ε3

 · s⃗s⃗ · E⃗.
Skalárńı součin s⃗ · E⃗ je č́ıslo, které můžeme pokrátit na obou stranách. Dále využijeme toho, že s⃗ je
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jednotkový vektor a muśı tedy platit 1 = |s⃗|2 = s⃗ · s⃗ = s⃗ · ←→11 · s⃗.

1 = s⃗ ·


N2

N2−ε1 0 0

0 N2

N2−ε2 0

0 0 N2

N2−ε3

 · s⃗,

0 = s⃗ ·


N2

N2−ε1 − 1 0 0

0 N2

N2−ε2 − 1 0

0 0 N2

N2−ε3 − 1

 · s⃗.
Všechny diagonálńı prvky maj́ı analogický tvar a všechny je proto uprav́ıme tak, že oba sč́ıtance převedeme
na jeden zlomek,

N2

N2 − εi
− 1 =

N2 −N2 + εi
N2 − εi

=
εi

N2 − εi
=

1

N2

1
1
εi
− 1

N2

.

Nenulový kvadrát indexu lomu N2 můžeme z celé matice vytknout a pokrátit. Zavedeme si hlavńı in-
dexy lomu pomoćı n2i = εi. Dostaneme rovnici pro vlastńı hodnotu indexu lomu a složky jednotkového
směrového vektoru vlny s⃗,

s21
1

N2 − 1
n2
1

+
s22

1
N2 − 1

n2
2

+
s23

1
N2 − 1

n2
3

= 0.

Jestliže vynásob́ıme tuto rovnici faktorem 1/c2, využijeme vztahu vf = c/N a zavedeme hlavńı rychlosti
š́ı̌reńı vi = c/ni, potom dostaneme Fresnelovu rovnici pro fázovou rychlost

3∑
i=1

s2i
v2f − v2i

= 0. (5.6)

Smysl hlavńıch rychlost́ı š́ı̌reńı je následuj́ıćı. Pokud se anizotropńım krystalem š́ı̌ŕı vlna s polarizaćı ve
směru osy x⃗1, potom je jej́ı fázová rychlost rovna vf = v1. Analogicky pro polarizaci ve směru daľśıch
dvou vlastńıch os dostaneme rychlosti v2 a v3.

Na závěr ještě spoč́ıtáme vlastńı vektory elektrického pole. Vyjdeme ze vztahu (5.5),

E⃗ =


N2

N2−ε1 0 0

0 N2

N2−ε2 0

0 0 N2

N2−ε3

 · s⃗s⃗ · E⃗ =


c2/ε1

c2/ε1−c2/N2 0 0

0 c2/ε2
c2/ε2−c2/N2 0

0 0 c2/ε3
c2/ε3−c2/N2

 · s⃗s⃗ · E⃗.
Pro složky vektoru elektrického pole dostaneme

Ei =
v2i

v2i − v2f
si(s⃗ · E⃗). (5.7)

Tyto vztahy, označované jako Fresnelovy rovnice vlnových normál, jsou kvadratické pro v2f . Jejich
řešeńım jsou čtyři fázové rychlosti ±vf(1) a ±vf(2) pro š́ı̌reńı dvěma rychlostmi v jednom nebo v opačném
směru. Vlastńım řešeńım jsou pak dvě lineárně polarizované vlny, kdy polarizace obou vln jsou navzájem
kolmé.

5.3 Plocha konstantńı energie

Ze zákona zachováńı energie plyne, že energie zářeńı se při š́ı̌reńı neabsorbuj́ıćım prostřed́ım nemůže
měnit. Hustotu energie zářeńı můžeme spoč́ıtat jako dvojnásobek hustoty elektrické energie podle w =
2we = E⃗ · D⃗, d́ıky tomu, že př́ıspěvek elektrické i magnetické složky je stejný wm = we. V izotropńım
prostřed́ı má vektor D⃗ pro pole s jednotkovou energíı (w = 1) vždy stejnou délku bez ohledu na směr

polarizace. Zaved’me si vektor X⃗ následovně,

X⃗ = D⃗/
√
ε0.
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Koncový bod vektoru X⃗ pro všechny možné směry polarizace vytvář́ı plochu v prostoru. Ta se nazývá
plochou konstantńı energie. Pro izotropńı prostřed́ı má tvar koule. Naproti tomu v anizotropńım materiálu
má tato plocha obecněǰśı tvar a my si odvod́ıme, že tato plocha je elipsoid, který ukazuje obr. 5.2.

D

D

k

n

n

n
Obr. 5.2: Indexový elipsoid anizotropńıho materiálu,
modře jsou zakresleny vlastńı osy a vlastńı indexy lomu.
Zelená šipka označuje směr vlnového vektoru, červeně je
zakreslen řez elipsoidu kolmo na směr k⃗.

Jednotková plocha muśı vyhovovat vztahu

D⃗ · E⃗ = 1. (5.8)

Za vektor elektrické intenzity dosad́ıme materiálový vztah E⃗ = 1
ε0

←→ε −1 · D⃗, č́ımž dostaneme

1

ε0
D⃗ · ←→ε −1 · D⃗ = 1. (5.9)

Úskaĺı nalezeńı inverzńıho tenzoru permitivity překonáme t́ım, že budeme pracovat s tenzorem per-
mitivity ve vlastńıch osách. Určeńı inverzńıho tenzoru k diagonálńımu tenzoru je potom triviálńı,

←→ε −1 =

 ε−11 0 0

0 ε−12 0

0 0 ε−13

 .

Rovnici jednotkové plochy můžeme zapsat ve tvaru

1

ε0

(
D2

1

n21
+
D2

2

n22
+
D2

3

n23

)
= 1 nebo

(
X2

1

n21
+
X2

2

n22
+
X2

3

n23

)
= 1 (5.10)

Při odvozeńı jsme použili vlastńı hodnoty indexu lomu zavedené pomoćı εi = n2i . Výraz v rámečku je
matematickým zápisem elipsoidu, který má velmi výhodné vlastnosti. Nazývá se indexový elipsoid nebo
zkráceně indikatrix a označuje se symbolem (E). Jeho poloosy maj́ı délku velikosti vlastńıch index̊u lomu
ni. Dı́ky materiálovému vztahu

Ei =
1

ε0

Di

n2i

je zřejmé, že pokud známe směr elektrické indukce D⃗, potom nalezneme směr elektrické intenzity E⃗ jako
normálu k indikatrix v pr̊useč́ıku se směrem vektoru D⃗ (viz Dodatek B).

5.3.1 Indexový elipsoid (E)

Odvod́ıme si daľśı vlastnosti indexového elipsoidu s použit́ım Fresnelovy rovnice,

←→ε E⃗ =
D⃗

ε0
= N2[E⃗ − s⃗s⃗ · E⃗],
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kterou vynásob́ıme skalárně zleva vektorem elektrické indukce D⃗. Takto dostaneme

D⃗ · D⃗
ε0

=
|D⃗|2

ε0
= N2[D⃗ · E⃗ − D⃗ · s⃗s⃗ · E⃗].

Jelikož vektor elektrické indukce je vždy kolmý na směr vlnového vektoru, muśı být skalárńı součin těchto
kolmých vektor̊u nulový, D⃗ · s⃗ = 0. Druhý člen v závorce proto vypadne a z̊ustane pouze

|D⃗|2

ε0
= N2D⃗ · E⃗ ⇒ ε0E⃗ · D⃗ =

|D|2

N2
. (5.11)

Nyńı provedeme odvozeńı obdobně jako na str. 65, které vedlo na rovnici (5.10).

ε0E⃗ · D⃗ = D⃗ · ←→ε −1 · D⃗ =

3∑
i=1

D2
i

n2i
. (5.12)

Po srovnáńı rovnic (5.11) a (5.12) dostaneme výsledný výraz, který popisuje indexový elipsoid. Zde N
znač́ı vlastńı index lomu, který je řešeńım Fresnelovy rovnice,

|D|2

N2
=
D2

1

n21
+
D2

2

n22
+
D2

3

n23
⇒

(
X2

1

n21
+
X2

2

n22
+
X2

3

n23

)
= 1 (5.13)

Z tohoto výrazu je zřejmé, že elektromagnetické pole v látce ćıt́ı index lomu, který odpov́ıdá délce
úsečky mezi středem elipsoidu a pr̊useč́ıkem elipsoidu se směrem vektoru elektrické indukce D⃗. Libovolný

bod na elipsoidu popisuje zavedený vektor X⃗, pro který plat́ı X⃗ = D⃗
|D|N . Délka vektoru X⃗ udává index

lomu prostřed́ı pro světlo s polarizaćı ve směru D⃗.

Z rovnice indexového elipsoidu (5.13) vyplývá, že směr normály v koncovém bodě vektoru X⃗ k povrchu
elipsoidu (

X1

n21
,
X2

n22
,
X3

n23

)
je rovnoběžný s vektorem elektrické intenzity E⃗, protože E⃗ = 1

ε0

←→ε −1D⃗.

5.3.2 Směry vektor̊u pole v anizotropńım prostřed́ı

Indexový elipsoid je výhodný k určeńı směr̊u vektor̊u pole. Pokud známe směr š́ı̌reńı, potom kolmo na
tento směr provedeme řez (Π) jdoućı středem elipsoidu. Pr̊unikem elipsoidu a roviny řezu je obecně elipsa.

Směry hlavńı a vedleǰśı poloosy této elipsy vytyčuj́ı dvě řešeńı pro vektor elektrické indukce D⃗(1) a D⃗(2).

Vektory elektrické intenzity E⃗(1) a E⃗(2) lež́ı v rovině určené vektory k⃗ a D⃗(1), respektive D⃗(2). Vektory

magnetické intenzity H⃗(1) a H⃗(2) jsou kolmé k rovině určené vektory k⃗ a E⃗(1), respektive E⃗(2).

Naopak, pokud známe polarizaci světla, tj. směr vektoru elektrické indukce D⃗, potom nám tento
vektor urč́ı bod na ploše indexového elipsoidu. Normála k tečné ploše v tomto bodě určuje směr elektrické
intenzity E⃗. Směr š́ı̌reńı (vlnový vektor k⃗) je kolmý na vektor D⃗ a lež́ı v rovině dané dvěma nekolineárńımi

vektory E⃗ a D⃗.

Pomoćı indexové plochy se řeš́ı dvě standardńı úlohy:

1. Známe směr vlnového vektoru š́ı̌ŕıćı se elektromagnetické vlny k⃗ a chceme znát vlastńı stavy pola-
rizace (směr elektrické indukce D⃗).

Řešeńı: Provedeme řez indexového elipsoidu procházej́ıćı jeho středem kolmo na směr vektoru k⃗. Do-
staneme tak elipsu, jej́ıž hlavńı osy udávaj́ı směry vlastńıch stav̊u lineárńı polarizace určeńı vektory
D⃗(1) a D⃗(2), viz obr. 5.2.

2. Pro danou polarizaci vlny (danou vektorem D⃗) chceme určit směr š́ı̌reńı.

Řešeńı: V pr̊useč́ıku vektoru D⃗ a elipsoidu vytvoř́ıme tečnou plochu. Normálou na tuto plochu je
vektor elektrické intenzity E⃗. Směr š́ı̌reńı k⃗ je kolmý na vektor elektrické indukce D⃗, přičemž lež́ı
v rovině určené vektory E⃗ a D⃗, viz obr. 5.3.
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Obr. 5.3: Červeně je zakreslen indexový elipsoid pro po-
zitivńı jednoosý krystal ne/no = 1.6. Zeleně je zakres-
len směr vektoru elektrické indukce, modře směr vektoru
elektrické intenzity a fialově směr vlnového vektoru. Pro
jednoduchost je zvolena polarizace v rovině kolmé na osu
x⃗1 a zobrazen je pouze řez v rovině kolmé na tuto osu.

Ve zcela obecném elipsoidu lze naj́ıt dva řezy procházej́ıćı středem, které maj́ı kruhový tvar. Kolmice
k těmto řez̊um určuj́ı směry optických os – jedná se o dvouosý materiál. U rotačńıho elipsoidu splynou
oba kruhové řezy v jeden, který určuje jen jednu optickou osu – jde o jednoosý materiál.

5.4 Š́ı̌reńı světla v jednoosém krystalu

V jednoosém krystalu je vždy optická osa daná nějakou význačnou krystalografickou osou, např. šestičetnou
osou hexagonálńıho krystalu. Vlastńı osy krystalu nám definuj́ı pravoúhlý systém souřadnic: x⃗1, x⃗2, x⃗3.
Směr optické osy polož́ıme do osy x⃗3. Směr vlnového vektoru k⃗ a optická osa krystalu x⃗3 spolu sv́ıraj́ı úhel
θ a spolu dohromady určuj́ı tzv. hlavńı rovinu. I při kolmém dopadu světla na rovinné rozhrańı vzduchu a
jednoosého krystalu docháźı k dvojlomu, kdy se r̊uzně polarizované svazky š́ı̌ŕı dvěma význačnými směry,
které označujeme jako směr řádného a mimořádného paprsku.

Jak ukazuje obr. 5.4, v př́ıpadě řádného paprsku (ordinárńıho, označeńı o) je vektor elektrické indukce

D⃗ kolmý na hlavńı rovinu. Index lomu pro tuto polarizaci je no(θ) = no a neńı závislý na úhlu θ.
Naproti tomu pro mimořádný paprsek (extraordinárńı, označeńı e) lež́ı elektrické pole v hlavńı rovině.

Pro mimořádný paprsek plat́ı, že vektor elektrické intenzity E⃗ zde neńı kolmý na vlnový vektor k⃗. Index
lomu mimořádného paprsku ne(θ) je ale závislý na úhlu θ.

k

E E

k

E
E

Obr. 5.4: Š́ı̌reńı řádného a mimořádného svazku jednoosým krystalem. Červeně je zakreslena hlavńı rovina. Vektor
elektrické intenzity je zobrazen zeleně: a) pro řádný svazek je kolmý na hlavńı rovinu, b) pro mimořádný svazek
lež́ı vektor elektrického pole v hlavńı rovině.

Př. 5.1: Dvojlom v anizotropńım prostřed́ı: Anizotropńı krystal můžeme použ́ıt k vzájemnému
rozposunut́ı polarizačńıch složek světla. Uvažujme š́ı̌reńı světla v jednoosém krystalu jako je třeba kalcit
(CaCO3) podle obr. 5.5. Fotografie př́ırodńıho kalcitu je úvodńım obrázkem této kapitoly. S hlavńı osou
krystalu je svázána nečárkovaná souřadná soustava, přičemž osa x⃗3 je totožná s optickou osou krystalu.
V této vlastńı souřadné soustavě je tenzor permitivity diagonálńı s t́ım, že plat́ı: ε1 = ε2 = n2o a ε3 = n2

e .
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Obr. 5.5: Nákres geometrie š́ı̌reńı světla v jednoosém anizotropńım krystalu kalcitu (CaCO3), který slouž́ı pro
prostorové rozposunut́ı polarizačńıch složek vstupńıho svazku světla d́ıky dvojlomu. θ znač́ı úhel sklonu (cut-angle)
a ρ je úhel dvojlomu.

Směr š́ı̌reńı paprsku je svázán s laboratorńı soustavou, kterou označ́ıme jako čárkovanou soustavu
souřadnic. Laboratorńı soustava je v̊uči nečárkované soustavě otočená o úhel θ kolem osy x⃗1 = x⃗′1, jak

to ukazuje obr. 5.5. Transformace mezi souřadnými systémy popisuje tenzor rotace, x⃗′ =
←→
R (θ)x⃗, kde

←→
R (θ) =

 1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 .

Dı́ky tomu, že
←→
R −1(θ) =

←→
R (−θ), můžeme tenzor permitivity ze soustavy krystalu transformovat do

soustavy směru š́ı̌reńı následovně

←→
ε′ =

←→
R (θ)←→ε

←→
R (−θ) =

←→
R (θ)

 ε1 0 0

0 ε1 0

0 0 ε3

←→R (−θ).

Provedeme maticové násobeńı a dostaneme matici, která má pouze pět nenulových prvk̊u,

←→
ε′ =

 ε1 0 0

0 ε1 cos
2 θ + ε3 sin

2 θ (ε1 − ε3) sin θ cos θ
0 (ε1 − ε3) sin θ cos θ ε1 sin

2 θ + ε3 cos
2 θ

 =

 ε1 0 0

0 εB εD
0 εD εC

 . (5.14)

V čárkované soustavě je vlnový vektor k⃗ rovnoběžný s osou x⃗′3, z čehož plyne, že s⃗′ = (0, 0, 1), a tedy

s⃗s⃗ =

 0 0 0

0 0 0

0 0 1

 ⇒ ←→
11 − s⃗s⃗ =

 1 0 0

0 1 0

0 0 0

 .

Dosazeńım do Fresnelovy rovnice
(←→ε E⃗ −N2(

←→
11 − s⃗s⃗) · E⃗ = 0⃗

)
, č́ımž dostaneme ε1 −N2 0 0

0 εB −N2 εD
0 εD εC

 E1

E2

E3

 = 0⃗.

Vlastńı hodnoty indexu lomu źıskáme řešeńım podmı́nky nulovosti determinantu. Z této podmı́nky od-
vod́ıme kvadratickou rovnici pro kvadrát indexu lomu N2,

(ε1 −N2)
[
(εB −N2)εC − ε2D

]
= 0.

Řešeńı

Prvńı kořen kvadratické rovnice źıskáme z nulovosti prvńı závorky

N2
(1) = ε1 = n2o. (5.15)
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Tento výsledek znamená, že index lomu řádného svazku neńı závislý na úhlu θ a je roven no. Z nulovosti
druhé závorky nám vyjde druhý kořen

N2
(2) = εB −

ε2D
εC

= n2e(θ). (5.16)

Když nyńı dosad́ıme za pr̊uběžné parametry εB , εC a εD, dojdeme ke vztahu, který popisuje index
lomu jako funkci směrového úhlu θ, který je sevřený vlnovým vektorem a optickou osou. Tento vztah je
matematickou rovnićı elipsy,

1

n2e(θ)
=

sin2 θ

ε3
+

cos2 θ

ε1
=

sin2 θ

n2e
+

cos2 θ

n2o
. (5.17)

Podrobné odvozeńı je uvedeno v dodatku C.4. Z této rovnice plyne, že index lomu mimořádného svazku se
měńı v závislosti na úhlu odklonu osy krystalu od směru š́ı̌reńı dopadaj́ıćıho svazku (někdy se tento úhel
nazývá θc – úhel řezu krystalu (cut-angle)). Mezńı hodnoty jsou ne(0

◦) = no a ne(90
◦) = ne. Je zřejmé,

že pokud se světlo š́ı̌ŕı ve směru optické osy, θ = 0◦, jsou indexy lomu stejné pro všechny polarizace světla
(N(1) = N(2) = no).

V literatuře můžeme naj́ıt několik alternativńıch zápis̊u rovnice indexu lomu mimořádného svazku
(5.17). Provedeme odvozeńı jednoho alternativńıho tvaru:

n2e(θ) =
1

sin2 θ
n2
e

+ cos2 θ
n2
o

=
n2on

2
e

n2o sin
2 θ + n2e cos

2 θ

= n2o
1

cos2 θ +
(

no

ne

)2
sin2 θ

= n2o
sin2 θ + cos2 θ

cos2 θ +
(

no

ne

)2
sin2 θ

,

n2e(θ) = n2o
1 + tan2 θ

1 +
(

no

ne

)2
tan2 θ

.

Tento vztah plat́ı ve smyslu limity, jelikož funkce tangens diverguje pro θ → π/2. Proto je výhodněǰśı
použ́ıvat předchoźı vztah (5.17) s funkcemi sinus a kosinus, které nikde nediverguj́ı.

Vlastńı stavy polarizace

Nyńı, když jsme zjistili vlastńı hodnoty indexu lomu z Fresnelovy rovnice, můžeme je dosadit za N a
určit vlastńı vektory E⃗.

Ordinárńı :

 0 0 0

0 . .

0 . .

∣∣∣∣∣∣
N=N(1)

· E⃗(1) = 0⃗, E⃗(1) = E0

 1

0

0

 .

V prvńım př́ıpadě řádného paprsku dostaneme matici s nulovým prvńım řádkem. Z toho je zřejmé, že
řešeńım bude vektor E⃗(1) ve směru osy x1, který je vždy kolmý na vlnový vektor k⃗. V druhém př́ıpadě

mimořádného paprsku bude mı́t vlastńı vektor E⃗(2) nenulovou druhou a třet́ı složku.

Extraordinárńı :

 . 0 0

0 . .

0 . .

∣∣∣∣∣∣
N=N(1)

· E⃗(2) = 0⃗, E⃗(2) =
E0√

ε2C + ε2D

 0

εC
−εD

 .

Připomeňme, že v př́ıpadě mimořádného paprsku jsou směry vektor̊u složitěǰśı. V tomto př́ıpadě
již směr paprsku neńı totožný se směrem vlnového vektoru k⃗. K určeńı směru š́ı̌reńı paprsku světla
tedy muśıme použ́ıt jiný vektor – vektor, který udává směr š́ı̌reńı energie, a t́ım je Poynting̊uv vektor,
S⃗ = E⃗ × H⃗. Za vektor H⃗ dosad́ıme z Maxwellovy rovnice vztah odvozený derivováńım časových a
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prostorových závislost́ı pro rovinnou vlnu

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t
,

ı⃗k × E⃗ = ıωB⃗,

k⃗ × E⃗ = ωµH⃗,

H⃗ =
1

ωµ
k⃗ × E⃗.

Tedy

S⃗ =
1

ωµ
E⃗ × (k⃗ × E⃗),

S⃗ =
1

ωµ
(k⃗E2 − E⃗k⃗ · E⃗). (5.18)

Ve druhé rovnici jsme použili známou identitu pro rozpis dvojitého vektorového součinu na skalárńı
součiny. Do tohoto vztahu dosad́ıme a odvod́ıme si Poynting̊uv vektor pro řádný i pro mimořádný paprsek.
V př́ıpadě řádného paprsku je

k⃗(1) =
ω

c
no

 0

0

1

 ,

tedy skalárńı součin

k⃗(1) · E⃗(1) ∼ (0 0 1) ·

 1

0

0

 = 0.

Poynting̊uv vektor a tedy i směr š́ı̌reńı řádného svazku je rovnoběžný s vlnovým vektorem. Pokud
uvažujeme nemagnetické prostřed́ı (µr = 1), potom

S⃗(1) =
1

ωµ0

ω

c
noE

2
(1)

 0

0

1

 =

√
ε0
µ0

noE
2
0 x⃗3. (5.19)

V př́ıpadě mimořádného svazku má vlnový vektor tvar

k⃗(2) =
ω

c

√
εB −

ε2D
εC

 0

0

1

 .

Nicméně vlastńı vektor elektrické intenzity mimořádného paprsku E⃗(2) má nenulový druhý a třet́ı člen,

proto tedy skalárńı součin k⃗(2) · E⃗(2) ̸= 0 a Poynting̊uv vektor už nebude rovnoběžný s vlnovým vektorem.
Dosad́ıme do rovnice (5.18) a budeme zjednodušovat podobně jako pro řádný svazek,

S⃗(2) =

√
ε0
µ0
N(2)E

2
0

 0

0

1

− 1

ε2C + ε2D

 0

εC
−εD

 (0, 0, 1) ·

 0

εC
−εD


=

√
ε0
µ0
N(2)E

2
0

 0

0

1

− 1

ε2C + ε2D

 0

εC
−εD

 (−εD)


=

√
ε0
µ0
N(2)E

2
0

1

ε2C + ε2D

 0

εCεD
ε2C + ε2D − ε2D

 =

√
ε0
µ0
N(2)E

2
0

εC
ε2C + ε2D

 0

εD
εC

 ,

S⃗(2) =

√
ε0
µ0
N(2)E

2
0

εC
ε2C + ε2D

(εDx⃗2 + εC x⃗3). (5.20)
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Př́ıklady š́ı̌reńı mimořádného svazku

Š́ı̌reńı podél optické osy: θ = 0◦ N2
(1) = N2

(2) = n2o = ε1, k⃗ ∥ S⃗,

Š́ı̌reńı kolmo na optickou osu: θ = 90◦ N2
(1) = n2o = ε1, N

2
(2) = n2e = ε3, k⃗ ∥ S⃗,

Š́ı̌reńı v obecném směru: 0◦< θ < 90◦ N2
(1) = n2o = ε1, N

2
(2) = n2e(θ), k⃗ ∦ S⃗

Jednoosé krystaly děĺıme na pozitivńı a negativńı. Pokud je ne < no, pak označujeme krystal jako
jednoosý negativńı. Pokud je nerovnost opačná, ne > no, potom krystal nazýváme jednoosý pozitivńı.

5.5 Úhel dvojlomu

Pro kvantifikaci mı́ry anizotropie daného krystalu je možné použ́ıt jako parametr úhel dvojlomu. Pro
jednoosý krystal je tento úhel roven úhlové vzdálenosti mezi směry Poyntingových vektor̊u (paprsk̊u)
řádného a mimořádného svazku. Úhel dvojlomu označujeme řeckým symbolem ρ, v anglické literatuře
se použ́ıvá termı́n walk-off. Tento d̊uležitý úhel si nyńı odvod́ıme. Pro jednoduchost budeme uvažovat
jednoosý krystal s indexy lomu v hlavńıch osách krystalu no a ne.

Jestliže směr š́ı̌reńı a hlavńı osa krystalu sv́ıraj́ı mezi sebou úhel θ, viz obr. 5.6, potom je z analýzy inde-
xového elipsoidu patrné, že směry elektrických vektor̊u můžeme parametrizovat pomoćı úhlu θ následovně

D⃗ ∥ (0, cos θ, sin θ), E⃗ ∥
(
0,

cos θ

n2o
,
sin θ

n2e

)
.

Tento vztah plyne z derivace plochy indexového elipsoidu v mı́stě pr̊useč́ıku vektoru elektrické indukce,
viz Dodatek B. Vlnový vektor je kolmý na elektrickou indukci (k⃗ ⊥ D⃗) a je rovnoběžný se směrem

Poyntingova vektoru řádného svazku S⃗o,

S⃗o ∥ k⃗ ∥ (0,− sin θ, cos θ).

Úhel mezi osou x⃗2 a E⃗ je dán rozd́ılem mezi úhly θ a ρ, tedy

tan (θ − ρ) = sin θ/n2
e

cos θ/n2
o

⇒ tan (θ − ρ) = tan θ
n2o
n2e

a daľśımi úpravami dospějeme ke tvaru

ρ(θ) = θ − arctan

[(
no
ne

)2

tan θ

]
. (5.21)

x

x
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D

E

k S
S

Obr. 5.6: Červeně je zakreslen indexový elipsoid pro pozi-
tivńı jednoosý krystal ne/no = 1.6. Úhel odklonu od op-
tické osy θ = 25◦. Zeleně jsou zakresleny kolmé vektory
D⃗ ⊥ k⃗, modře jsou zakresleny kolmé vektory E⃗ ⊥ S⃗e.
Úhel dvojlomu vyjde ρ = 14.7◦.

Znaménko dvojlomu má pro jednoosé krystaly následuj́ıćı význam:
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Pozitivńı jednoosý: ne > no ⇒ ρ > 0, př́ıklon svazku k optické ose (viz obr. 5.6)

Negativńı jednoosý: ne < no ⇒ ρ < 0, odklon svazku od optické osy

5.6 Shrnut́ı

• Závislost indexu lomu na směru š́ı̌reńı světla a jeho polarizaci se označuje jako anizotropie.

• Vlnová rovnice je diferenciálńı rovnice druhého řádu, která se dá pro elektromagnetické pole odvodit
z Maxwellových rovnic. Pro rovinnou monochromatickou vlnu v anizotropńım prostřed́ı se obdobným
zp̊usobem odvod́ı Fresnelova rovnice.

• Fresnelova rovnice představuje ve 3D prostoru soustavu tř́ı algebraických rovnic. Řešeńım této sou-
stavy źıskáme dvě vlastńı č́ısla (indexy lomu) a dva vlastńı stavy polarizace, které se mohou š́ı̌rit anizot-
ropńım prostřed́ım v zadaném směru.

• Anizotropńı materiály děĺıme na jednoosé (pozitivńı a negativńı) a dvouosé.

• Anizotropie materiálu je dobře popsaná pomoćı indexového elipsoidu (E). Tento elipsoid umožňuje
geometrické řešeńı úloh na š́ı̌reńı světla v anizotropńım materiálu.

• Typickým jevem, který zp̊usobuje anizotropie, je dvojlom (walk-off). Světelný paprsek se neš́ı̌ŕı ve

směru vlnového vektoru k⃗, ale ve směru Poyntingova vektoru.

72



5.7 Př́ıklady

Př. 5.2: Index lomu mimořádného svazku:
Dosad’te za parametry εB , εC a εD do vztahu (5.16) a odvod’te vztah (5.17), který udává závislost indexu
lomu mimořádného svazku na směrovém úhlu θ.

Př. 5.3: Úhel dvojlomu:
Odvod’te úhel dvojlomu ρ ze směr̊u Poyntingových vektor̊u S⃗(1) a S⃗(2), které jsou pro jednoosý materiál
dané vztahy (5.19) a (5.20).

Př. 5.4: Optické rozděleńı krystal̊u:
Který z následuj́ıćıch krystal̊u je jednoosý pozitivńı, jednoosý negativńı a který je dvouosý: ADP, KDP,
KTP, saf́ır, kalcit, LiNbO3, ZnS?

Nápověda: Použijte tab. 5.1.

Př. 5.5: Dvojlom v kalcitu:
Spočtěte úhel dvojlomu v krystalu kalcitu pro vlnovou délku 532 nm (no = 1.663, ne = 1.488), jestliže
je hlavńı osa krystalu orientovaná pod úhlem 45◦ v̊uči rozhrańı a světlo dopadá kolmo na toto rozhrańı.
Určete fázovou a grupovou rychlost světla v krystalu. Jak se změńı úhel dvojlomu, pokud bude úhel
sklonu optické osy (cut-angle) θ roven 30◦? Implicitně se předpokládá kolmý dopad na rozhrańı.

Nápověda: Využijte vztah (5.21).

Př. 5.6: Polarizačńı rozposun:
V uspořádáńı podle obr. 5.5 vypoč́ıtejte, jaká by byla potřebná tloušt’ka krystalu kalcitu, který by roz-
posunul polarizačńı složky vstupńıho světla o 2 mm. Vlnovou délku a indexy lomu uvažujte shodně
s předešlým př́ıkladem.

Př. 5.7: Š́ı̌reńı světla dvouosým krystalem:
Fenomenologicky popǐste, jak se bude vyv́ıjet svazek nepolarizovaného světla při š́ı̌reńı v dvouosém krys-
talu ve směru optické osy.
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V této kapitole se budeme snažit vysvětlit to, proč se světlo
v některých materiálech š́ı̌ŕı jinak, než by člověk čekal.
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Kapitola 6

Š́ı̌reńı světla v anizotropńım
prostřed́ı

Obsah kapitoly
6.1 Lineárńı a cirkulárńı anizotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

6.1.1 Anizotropie indukovaná nebo modifikovaná napět́ım . . . . . . . . . . . . . . . 76

6.2 Indexová plocha (Σ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

6.2.1 Výpočet tvaru indexové plochy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

6.2.2 Výpočet směru optické osy dvouosého materiálu . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6.2.3 Dvojlom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.2.4 Porovnáńı popis̊u anizotropie jednoosých materiál̊u . . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.2.5 Vlastńı stavy polarizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.3 Š́ı̌reńı světla v absorbuj́ıćım prostřed́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.3.1 Malá absorpce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.4 Cirkulárńı anizotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.4.1 Anizotropie vyvolaná elektrickým polem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.4.2 Faradaẙuv jev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

6.4.3 Cirkulárńı anizotropie vyvolaná magnetickým polem . . . . . . . . . . . . . . . 84

6.4.4 Aplikace Faradayova jevu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

6.4.5 Magnetický Kerr̊uv jev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6.5 Shrnut́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

6.6 Př́ıklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

V této kapitole se budeme nejprve ještě chv́ıli věnovat lineárńı anizotropii, kde navážeme na předešlou
kapitolu. Potom se zaměř́ıme na efekty spojené s cirkulárńı anizotropíı.

6.1 Lineárńı a cirkulárńı anizotropie

Začátkem 19. stolet́ı bylo objeveno stáčeńı roviny lineárńı polarizace v některých látkách (chiralita, optická
aktivita). Na tomto výzkumu se pod́ıleli např. F.J.D. Arago, J.B. Biot a J.F.W. Herschel. Tento jev lze
vysvětlit t́ım, že polarizace generovaná v daném mı́stě látky je daná jednak elektrickým polem v tomto
mı́stě, ale také polem v okoĺı. Matematicky to můžeme zapsat jako rozvoj, kdy polarizace látky záviśı na
elektrickém poli a na jeho derivaci v daném mı́stě. Zapǐsme si tedy materiálový vztah závislosti elektrické
indukce na elektrické intenzitě,

Di = ε0Ei + Pi = ε0 [Ei + χijEj + γijk∇jEk] .

Prvńı člen popisuje vakuový př́ıspěvek, druhý př́ıspěvek popisuje lineárně anizotropńı prostřed́ı. Tyto
dva členy dohromady lze souhrnně popsat pomoćı tenzoru permitivity εij = δij + χij , kde δij znač́ı
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Kroneckerovo delta. Třet́ı člen v rovnici popisuje cirkulárńı anizotropii prostřed́ı. Parametry χij (resp.
εij) a γijk záviśı na struktuře materiálu, mohou ale záviset i na frekvenci ω procházej́ıćıho světla, pokud
materiál vykazuje chromatickou disperzi.

Vliv symetrie: Cirkulárńı anizotropie je identicky nulová ve všech materiálech se středem
symetrie.

Optická aktivita byla poprvé pozorována na krystalu křemene. Tento materiál má dvě možná zrca-
dlová uspořádáńı atomů v mř́ıžce: levotočivou a pravotočivou formu. Křemen má ale i lineárńı anizotropii
a protože je tento efekt mnohem silněǰśı, je optická aktivita pozorovatelná pouze při š́ı̌reńı světla podél
optické osy.

Podle typu anizotropie děĺıme materiály na dva druhy:

Materiály s lineárńı anizotropíı

� krystaly SiO2, CaCO3, LiNbO3, tekuté krystaly (nejsou amorfńı)

� izotropńı materiály pod vlivem vněǰśıho p̊usobeńı

– elastické napět́ı, tlak → fotoelastický efekt

– elektrické pole → Pockels̊uv a Kerr̊uv jev

– magnetické pole → Cotton̊uv-Mouton̊uv a magnetický Kerr̊uv jev

� amorfńı materiály (tekutiny, sklo, polymery) pod vlivem vněǰśıho p̊usobeńı

Materiály s cirkulárńı anizotropíı

� krystaly bez středu symetrie, např. křemen nebo NaClO3

� roztoky organických látek (cukr ve vodě)

� kapaliny – benzen (C6H6), CS2

� p̊usobeńı vněǰśıch vliv̊u např. na sklo (optické vlákno)

– magnetické pole – Faradaẙuv jev

– mechanické pnut́ı, krouceńı

6.1.1 Anizotropie indukovaná nebo modifikovaná napět́ım

Jak bylo řečeno na úvod této kapitoly, anizotropie může být v látce vyvolaná p̊usobeńım vněǰśı śıly.
Typická vněǰśı pole modifikuj́ı tenzor permitivity p̊uvodně izotropńıho prostřed́ı následovně:

1. Elektrické pole (E⃗ ∥ x⃗3), potom ←→ε =

 ε1 0 0

0 ε1 0

0 0 ε3

 ;

2. Magnetické pole (B⃗ ∥ x⃗3), potom ←→ε =

 ε11 ε12 0

−ε12 ε11 0

0 0 ε33

 ;

3. Elastické napět́ı – p̊usobeńı je r̊uzné podle tvaru tenzoru napět́ı, viz sekce 4.1.2.

6.2 Indexová plocha (Σ)

Uvažujme nyńı pouze lineárńı anizotropii a ukažme si alternativńı popis. Pokud známe směr vlnového
vektoru k⃗ světla v anizotropńım materiálu a chceme znát index lomu, muśıme při použit́ı indexového
elipsoidu nejprve určit dva vlastńı stavy polarizace. Směr vektoru D⃗ pak určuje index lomu. Tato metoda
je sice př́ımočará, ale značně těžkopádná, pro snazš́ı řešeńı, např. lomu světla na rozhrańı dvou prostřed́ı,
by bylo vhodněǰśı zobrazit si index lomu pro zadaný směr vlnového vektoru k⃗. Tento 3D geometrický
objekt se nazývá indexová plocha a označuje se symbolem (Σ).
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Indexová plocha je jiným zp̊usobem popisu indexu lomu anizotropńıho materiálu. Jelikož v́ıme, že
obecně jsou pro daný směr vektoru k⃗ možné dva r̊uzné indexy lomu, muśı být plocha indexu lomu
v obecném směru dvouvrstvá. Jaký je rozd́ıl mezi indexovým elipsoidem a indexovou plochou? Indexový
elipsoid (indikatrix) popisuje tenzor ←→ε −1. Naproti tomu indexová plocha neodpov́ıdá př́ımo nějakému
tenzoru fyzikálńı veličiny.

Při hledáńı tvaru indexové plochy vyjdeme opět z Fresnelovy rovnice←→ε E⃗ = N2(E⃗− s⃗s⃗ · E⃗). Všechny
členy převedeme na jednu stranu a rovnici rozeṕı̌seme na soustavu tř́ı rovnic pro jednotlivé komponenty
vektorových veličin. Tenzor permitivity můžeme v hlavńıch osách popsat pomoćı index̊u lomu

←→ε =

 n21 0 0

0 n22 0

0 0 n23

 .

Mimodiagonálńı složky ve Fresnelově rovnici jsou d̊usledkem obecného směrového vektoru s⃗ = (s1, s2, s3).
Pro tento jednotkový vektor muśı platit s21 + s22 + s23 = 1. Fresnelova rovnice má řešeńı, pokud nalezneme
takové hodnoty indexu lomu, aby byl determinant ∆ nulový,

∆ =

∣∣∣∣∣∣
n21 − (1− s21)N2 s1s2N

2 s1s3N
2

s1s2N
2 n22 − (1− s22)N2 s2s3N

2

s1s3N
2 s2s3N

2 n23 − (1− s23)N2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Rozepsáńım determinantu źıskáme několik člen̊u s mocninami N0, N2, N4 a N6. Členy s mocninou N6

se vzájemně odečtou d́ıky normovaćı podmı́nce pro směrový vektor, |s⃗| = 1.

Podrobné řešeńı této rovnice je provedeno v Dodatku C.5. Výsledná rovnice má tvar

n21s
2
1(N

2 − n22)(N2 − n23) + n22s
2
2(N

2 − n21)(N2 − n23) + n23s
2
3(N

2 − n21)(N2 − n22) = 0. (6.1)

Jej́ım řešeńım jsou vlastńı hodnoty indexu lomu N .

Pokud je vlastńı hodnota indexu lomu odlǐsná od index̊u lomů v hlavńıch osách, N ̸= n1, n2, n3, jsou
závorky nenulové a lze jimi podělit. Takto uprav́ıme rovnici pro vlastńı č́ısla indexu lomu na symetrický
tvar

n21s
2
1

N2 − n21
+

n22s
2
2

N2 − n22
+

n23s
2
3

N2 − n23
= 0. (6.2)

Je třeba mı́t ale stále na zřeteli, že pokud použijeme numerický výpočet podle vzorce (6.2), může nulovost
některého jmenovatele zp̊usobit zhrouceńı numerického výpočtu. V těchto př́ıpadech je vhodněǰśı použ́ıt
p̊uvodńı vztah (6.1).

6.2.1 Výpočet tvaru indexové plochy

Zvolme si takové pořad́ı os, aby platilo n1 < n2 < n3. Je zřejmé, že pokud se světlo š́ı̌ŕı podél některé
osy, např. podél osy x⃗1, bude směrový vektor s⃗ = (1, 0, 0) a řešeńım budou indexy lomu N = n2, n3. Jak
to bude vypadat v řezu kolmou rovinou, tj. rovinou (2,3)? V této rovině je s1 = 0, normovaćı podmı́nka
se zjednoduš́ı na s22 + s23 = 1. Dosazeńım se rovnice (6.1) zjednoduš́ı na tvar

(N2 − n21)
[
n22s

2
2(N

2 − n23) + n23s
2
3(N

2 − n22)
]
= 0.

Tato rovnice má dvě řešeńı. Prvńı je triviálńı kružnice o poloměru N(1) = n1. Druhé řešeńı můžeme
upravit na rovnici elipsy

N2
(2) =

n22n
2
3

n22s
2
2 + n23s

2
3

=
1

s22
n2
3
+

s23
n2
2

⇒ 1

N2
(2)

=
s22
n23

+
s23
n22
.

Pro daľśı symetrické roviny řezu můžeme odvodit analogicky řešeńı pouhou cyklickou záměnou index̊u.
Vždy źıskáme kružnici a elipsu. Indexová plocha je zakreslena pro virtuálńı dvouosý krystal pomoćı řez̊u
v kartézských osách v obr. 6.1. Z uvedených řez̊u je pro přehlednost zobrazen vždy pouze jeden kvadrant.
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Obr. 6.1: Indexová plocha pro virtuálńı krystal s uvedenými hlavńımi indexy lomu. Zobrazeny jsou pouze řezy v
kartézských osách. Rychlá plocha je označena červeně, pomalá plocha modře. Části kružnic jsou zakresleny plnou
čarou a části elips čárkovaně. Zeleně je zakreslena optická osa.

6.2.2 Výpočet směru optické osy dvouosého materiálu

Dı́ky naš́ı volbě posloupnosti velikost́ı index̊u lomu (n1 < n2 < n3) se budou obě vrstvy indexové plochy
dotýkat ve směrech dvou optických os, které lež́ı v rovině (1,3). Jak ukazuje obr. 6.1, směr jedné optické
osy je skloněný od osy x⃗3 o úhel ϑ, druhá osa by byla symetricky skloněná o úhel −ϑ. Vnitřńı vrstva
dvouvrstvé indexové plochy se označuje jako rychlá a vněǰśı jako pomalá vrstva. Je to dané t́ım, že vnitřńı
vrstva má menš́ı index lomu, a proto se světlo s t́ımto indexem lomu š́ı̌ŕı rychleji.

Pro určeńı úhlu ϑ je výhodněǰśı uvažovat dvě křivky v řezu indexové plochy rovinou (1,3). Prvńı je
kružnice o poloměru n2 a druhá je elipsa s poloosami n1 a n3. Optická osa procháźı pr̊useč́ıkem kružnice a
elipsy. V tomto směru ćıt́ı všechny polarizace stejný index lomu rovný n2. Úhel ϑ lze spoč́ıtat jako pr̊useč́ık
kružnice a elipsy právě pomoćı této podmı́nky. Jak si nyńı ukážeme, výsledek záviśı pouze na velikosti
tř́ı vlastńıch index̊u lomu. Podmı́nka pr̊useč́ıku N(1) = N(2) = n2 nám pro směr s⃗ = (sinϑ, 0, cosϑ) dá

1

n22
=

cos2 ϑ

n21
+

sin2 ϑ

n23
=

1− sin2 ϑ

n21
+

sin2 ϑ

n23
.

Vynásob́ıme kvadráty všech index̊u lomu a t́ım se zbav́ıme zlomk̊u,

n21n
2
3 = n22n

2
3(1− sin2 ϑ) + n22n

2
1 sin

2 ϑ.

Nakonec si roznásob́ıme závorku a převedeme na jednu stranu členy se sinem. Tak źıskáme finálńı vztah

sin2 ϑ =
n23(n

2
2 − n21)

n22(n
2
3 − n21)

. (6.3)

Pořad́ı index̊u v závorkách respektuje logické řazeńı podle velikosti tak, aby nám po odečteńı v závorkách
vycházely kladné hodnoty.

Pozor: Směr optických os ve dvouosém krystalu nesouviśı př́ımo s osami symetrie daného
materiálu. Dı́ky disperzi index̊u lomu je nav́ıc směr optických os závislý na vlnové délce.

Typický dvouosý materiál je např. krystal KTP (KTiOPO4). Indexy lomu tohoto materiálu ve vidi-
telné oblasti spektra jsou zakresleny na obr. 6.2a). Černou čarou je zakreslen úhel optické osy ϑ vypoč́ıtaný
podle (6.3). Jak je zřejmé, v modré oblasti spektra je sklon optické osy ϑ ≈ 22◦, kdežto v červené oblasti
spektra je to přibližně 18◦.
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Obr. 6.2: a) Spektrálńı závislosti hlavńıch index̊u lomu KTP (červená, zelená a modrá čára) jsou vztaženy k levé
ose hodnot. Spektrálńı závislost úhlu optické osy ϑ je zakreslena černě s pravou osou hodnot. b) Závislost úhlu
dvojlomu na směru vlnového vektoru daného úhlem θ. Výpočet je proveden pro materiál KTP a vlnovou délku
532 nm.

6.2.3 Dvojlom

V sekci 5.5 jsme si odvodili úhel dvojlomu ρ, který popisuje, jak se rozcházej́ı dvě vlastńı polarizace
světla v anizotropńım prostřed́ı. Toto odvozeńı bylo provedeno s použit́ım popisu anizotropie pomoćı
indexového elipsoidu. Na obr. 6.2b) je zakreslen úhel dvojlomu vypoč́ıtaný pro krystal KTP v rovině

(1,3) podle vztahu (5.21). Výpočet je proveden pro vlnovou délku světla 532 nm a pro vlnový vektor k⃗,
který sv́ırá s osou x⃗3 úhel θ. Tento materiál je málo anizotropńı, tj. je malý rozd́ıl mezi indexy n1 a n3.
Důsledkem toho je, že docháźı k maximálńımu dvojlomu pro úhel θ bĺızký 45◦.

Geometrické určeńı úhlu dvojlomu lze provést i s použit́ım indexové plochy, jak je to naznačeno
v obr. 6.1. Z geometrie indexové plochy je zřejmé, že paprsek světla s horizontálńı polarizaćı se bude
š́ı̌rit ve směru modře zakresleného vlnového vektoru, S⃗(1) ∥ k⃗. Naproti tomu vertikálńı polarizace bude
mı́t směr paprsku odkloněný nahoru o úhel dvojlomu ρ. Směr Poyntingova vektoru lze źıskat tak, že
v pr̊useč́ıku vlnového vektoru s indexovou plochou sestroj́ıme tečnou rovinu. Poynting̊uv vektor je kolmý
na tuto tečnou rovinu.

6.2.4 Porovnáńı popis̊u anizotropie jednoosých materiál̊u

V předchoźı a této kapitole jsme si ukázali dva r̊uzné popisy anizotropie. Jeden pomoćı indexového
elipsoidu neboli indikatrix (E), a druhý pomoćı indexové plochy (Σ). V literatuře se použ́ıvaj́ı oba tyto
popisy, a proto je třeba si je neplést. Následuj́ıćı obr. 6.3 zobrazuje tyto objekty pro jednoosé krystaly
pro porovnáńı hned vedle sebe.

6.2.5 Vlastńı stavy polarizace

V př́ıpadě jednoosého anizotropńıho materiálu lze vlastńı stavy polarizace označit jako řádný a mimořádný
svazek světa, jak to ukazuje obr. 5.4. Řádný svazek má směr lineárńı polarizace kolmý na optickou osu.
Polarizace mimořádného svazku je kolmá na polarizaci řádného svazku.

U dvouosého materiálu je ale popis vlastńıch stav̊u polarizace složitěǰśı, což ukazuje obr. 6.4. V části
a) jsou zakresleny směry vlastńıch stav̊u polarizace na dvouvrstvé indexové ploše. Rozd́ıl index̊u lomu
je na obrázku pro přehlednost zvětšen. Vlastńı stavy polarizace pro reálný dvouosý krystal KTP jsou
zobrazeny v obr. 6.4b).
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Obr. 6.3: Vlevo indexový elipsoid a vpravo indexová plocha pro a) pozitivńı, b) negativńı jednoosý krystal.

Obr. 6.4: a) Indexová plocha virtuálńıho anizotropńıho materiálu, žlutě je zobrazena rychlá plocha a modře pomalá
plocha. Vlastńı stavy polarizace jsou znázorněny ve vybraných mı́stech černou úsečkou. b) Barevná škála ukazuje
úhel vlastńıch stav̊u lineárńı polarizace v rychlé ploše popsané úhly θ a ϕ pro dvouosý krystal KTP. Polarizace je
ve zvolených bodech zobrazena tečkovanou úsečkou.
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6.3 Š́ı̌reńı světla v absorbuj́ıćım prostřed́ı

V absorbuj́ıćım anizotropńım prostřed́ı může docházet k tomu, že vlastńı stavy polarizace maj́ı r̊uzný
absorpčńı koeficient. Dı́ky tomu se tyto dvě vlastńı polarizace r̊uzně rychle absorbuj́ı. Tento jev se označuje
jako dichroismus a může být bud’ lineárńı, nebo cirkulárńı. Jak v́ıme, v absorbuj́ıćım prostřed́ı jsou optické
parametry komplexńı. Tenzor permitivity v absorbuj́ıćım prostřed́ı již neńı hermitovský, ε̃ = ε+ ı σ

ε0ω
.

Dı́ky komplexńımu indexu lomu můžeme též definovat komplexńı vlnový vektor

˜⃗
k =

ω

c
Ñ s⃗ =

ω

c
(n+ ıκ)s⃗.

Podobně můžeme definovat i komplexńı fázovou rychlost ˜⃗vf = c/Ñ . Pro zjednodušeńı se někdy zavád́ı

popis pomoćı součinu Ñ s⃗ = Ñ(s1, s2, s3) = (Ñ1, Ñ2, Ñ3), kde reálná část je tvořena složkami indexu

lomu (n1, n2, n3) a imaginárńı část složkami indexu extinkce (κ1,κ2,κ3). Komplexńı veličina Ñ s⃗ ale neńı
vektor. V obecném př́ıpadě lineárńıho dichroismu nemuśı být shodné hlavńı osy indexu lomu (n) a hlavńı
osy indexu absorpce (κ).

Řešeńım Fresnelovy rovnice pro komplexńı tenzor permitivity budou dva komplexńı vlastńı vektory

elektrické indukce
˜⃗
D(1) a

˜⃗
D(2), kterým odpov́ıdaj́ı dvě vlny š́ı̌ŕıćı se s komplexńımi fázovými rychlostmi.

Tyto rychlosti můžeme nalézt řešeńım rovnice analogické k rovnici (5.6), která bude mı́t pro komplexńı
permitivitu tvar

3∑
i=1

s2i

ṽ2f − ṽ2i
= 0, kde ṽi =

c

Ñi

. (6.4)

O obecném řešeńı š́ı̌reńı světla v absorbuj́ıćım anizotropńım prostřed́ı se dá ř́ıci, že:

1. vlastńımi stavy polarizace jsou elipticky polarizované vlny;

2.
˜⃗
D(1) a

˜⃗
D(2) nejsou kolmé na vlnovou normálu;

3. stále jsou dvě sady ortogonálńıch vektor̊u {B⃗, D⃗, s⃗ ∥ k⃗} a {E⃗, H⃗, S⃗}

V praxi to znamená, že při nekolmém odrazu na kovovém zrcátku se změńı obecná lineárńı polarizace
na eliptickou.

6.3.1 Malá absorpce

V př́ıpadě malé absorpce a za předpokladu, že absorpce nezměńı hlavńı osy permitivity, lze brát změnu
permitivity jako malou imaginárńı poruchu k permitivitě p̊uvodńı. T́ım se výpočet značně zjednoduš́ı,

ε̃ij =

 ε′1 + ı∆ε1 0 0

0 ε′2 + ı∆ε2 0

0 0 ε′3 + ı∆ε3

 .

Pro malou absorpci bude platit nerovnost n ≫ κ. Proto můžeme ve vyjádřeńı kvadrátu komplexńıho
indexu lomu zanedbat člen s κ2, a tedy

Ñ2 = (n+ ıκ)2 ≈ n2 + 2ınκ = n2
(
1 + 2ı

κ
n

)
.

Dále si zaṕı̌seme fázovou rychlost a v rozvoji opět vezmeme do úvahy pouze členy lineárńı v κ,

ṽf
2 =

(
c

Ñ

)2

= v2f

(
1− 2ı

κ
n

)
.

Tyto rychlosti dosad́ıme do jednotlivých člen̊u sumy v rovnici (6.4) a źıskáme

3∑
i=1

s2i
ṽf

2 − ṽi2
=

3∑
i=1

s2i
v2f − v2i

(
1− 2ı

κ
n v

2
f −

κi

ni
v2i

v2f − v2i

)
= 0.
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V dichroickém materiálu je r̊uzná absorpce obou vlastńıch stav̊u polarizace. Pro elektrické pole
v neabsorbuj́ıćım prostřed́ı jsme měli výraz (5.7):

Ei =
v2i

v2i − v2f
si(s⃗ · E⃗),

který vlivem malé absorpce přejde na

Di = −
c2

µ0

si(s⃗ · E⃗)

v2f − v2i

1− 2ı

(
κ
n −

κi

ni

)
v2f

v2f − v2i

 .
Reálná část z̊ustane beze změny, přibude pouze malá imaginárńı složka.

Obecně se dá ř́ıci, že ve slabě absorbuj́ıćım prostřed́ı s lineárńı anizotropíı:

1. vlastńı stavy polarizace (š́ı̌ŕı se beze změny polarizace) jsou lineárně polarizované jako v př́ıpadě
bez absorpce;

2. oba módy jsou tlumeny, ale mohou být tlumeny r̊uzně, N(1) = n(1) + ıκ(1), N(2) = n(2) + ıκ(2).
Pokud je κ(1) ≫ κ(2), lze materiál použ́ıt jako polarizátor.

Na tomto principu pracuj́ı polarizátory vyráběné tradičně firmou Polaroid.

6.4 Cirkulárńı anizotropie

Ve zbytku této kapitoly budeme prob́ırat jevy spojené s cirkulárńı anizotropíı látky. Nejznáměǰśı efekt,
který cirkulárńı anizotropie zp̊usobuje, je stáčeńı roviny lineárńı polarizace světla procházej́ıćıho touto
látkou. Látky, které stáčej́ı rovinu lineárńı polarizace, se označuj́ı jako chirálńı neboli opticky aktivńı.
Př́ırodńı opticky aktivńı látky jsou např. aminokyseliny v peptidech či jednotlivé sacharidové jednotky
v cukrech. Tyto organické látky stáč́ı rovinu polarizovaného světla v závislosti na konfiguraci chirálńıho
atomu, který umožňuje dvě zrcadlová prostorová uspořádáńı. Je překvapivé, že v živé př́ırodě kolem nás
se vyskytuj́ı chirálńı aminokyseliny i cukry dominantně pouze v jednom prostorovém uspořádáńı. Na
tomto principu potom pracuj́ı polarimetry, které dokáž́ı přesně změřit koncentraci cukru v roztoku.

Vlastńı stavy polarizace v opticky aktivńıch látkách jsou pravotočivá a levotočivá kruhová polarizace.
Ty se při pr̊uchodu opticky aktivńı látkou zachovávaj́ı. Chirálńı látky budou jinak interagovat se světlem
s pravotočivou polarizaćı a jinak se světlem s levotočivou polarizaćı. Obě tyto polarizace budou ćıtit
odlǐsný index lomu a budou se proto v̊uči sobě fázově zpožd’ovat.

6.4.1 Anizotropie vyvolaná elektrickým polem

Uvažujeme anizotropii indukovanou elektrickým polem. Materiálový vztah mezi elektrickou indukćı a
intenzitou bude mı́t lineárńı a cirkulárńı člen,

Di = ε0 [εijEj + γikj∇kEj ] . (6.5)

V př́ıpadě monochromatické rovinné vlny můžeme provést parciálńı derivaci ∇k, č́ımž źıskáme faktor ıkk.
Vlnový vektor si můžeme zapsat jako k⃗ = nk0s⃗, kde jednotkový směrový vektor má složky s⃗ = (s1, s2, s3).
Ve výrazu ınk0γikjskEj se vyskytuje index k dvakrát, což znamená sč́ıtáńı přes tento index. Materiálový
vztah (6.5) pro rovinnou monochromatickou vlnu, kde k0 = 2π/λ, takto přejde do tvaru

Di = ε0 [εijEj + ık0GijEj ] , (6.6)

kde složky tenzoru
←→
G jsou dány vztahem Gij = nγikjsk. Pro popis anizotropie materiálu jsme zvykĺı

na materiálové tenzory jako susceptibilita ←→χ , permitivita ←→ε nebo tenzor
3↔
γ . Tenzor

←→
G zjednodušuje

výpočet, ale neńı př́ımo svázán s nějakým parametrem prostřed́ı. Záviśı totiž na směru š́ı̌reńı světla
prostřed́ım přes jednotkový vektor s⃗ a také na indexu lomu n.

Celkově můžeme materiálový vztah zapsat pomoćı zobecněné rovnice

D⃗ = ε0
←→
ε̃ · E⃗, kde

←→
ε̃ =←→ε + ık0

←→
G .
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Z Maxwellových rovnic v neabsorbuj́ıćım prostřed́ı plyne, že
←→
ε̃ je hermitovský (ε̃ij = ε̃∗ji). Tenzor

←→ε je

reálný symetrický a tenzor
←→
G je tedy reálný antisymetrický (Gij = −Gji). Vektorová algebra udává, že

jakýkoliv reálný antisymetrický tenzor lze popsat pouze pomoćı jednoho vektoru. V našem př́ıpadě lze

tři nenulové složky tenzoru
←→
G uspořádat do vektoru gyrace Γ⃗ následovně,

←→
G =

 0 −Γ3 Γ2

Γ3 0 −Γ1

−Γ2 Γ1 0

 , kde definujeme Γ⃗ = (Γ1,Γ2,Γ3).

S použit́ım vektoru gyrace můžeme zapsat materiálový vztah (6.5) ve vektorovém tvaru

D⃗ = ε0

(←→ε · E⃗ + ık0Γ⃗× E⃗
)
. (6.7)

Rozborem směr̊u vektor̊u elektromagnetického pole E⃗, D⃗, s⃗, B⃗ a H⃗ zjist́ıme, že Γ⃗ je axiálńı vektor
rovnoběžný se směrem š́ı̌reńı, můžeme ho tedy vyjádřit pomoćı směrového vektoru s⃗, Γ⃗ = |Γ|s⃗. Hodnota
velikosti vektoru gyrace |Γ| se spoč́ıtá pro zadaný směr s⃗ = (s1, s2, s3) pomoćı kvadratické formy ve 3D
prostoru

Γ = g11s
2
1 + g22s

2
2 + g33s

2
3 + 2g12s1s2 + 2g23s2s3 + 2g31s3s1 = gijsisj ,

kde jsme zavedli symetrický tenzor gyrace ←→g .

6.4.2 Faradaẙuv jev

Faradaẙuv jev popisuje p̊usobeńı magnetického pole B⃗ na p̊uvodně izotropńı prostřed́ı. Jestliže se světlo
š́ı̌ŕı látkou podél magnetického pole (B⃗ ∥ s⃗), potom se stáč́ı rovina polarizace zářeńı o úhel ϕ = V Bl, kde
V znač́ı Verdetovu konstantu a l délku krystalu (materiálu). To, že magnetické pole vyvolává cirkulárńı
anizotropii, je dané t́ım, že nut́ı elektrony v látce d́ıky Lorentzově śıle cirkulovat po kružnićıch.

Pokud provedeme zjednodušeńı a řekneme, že vněǰśı magnetické pole sjednot́ıme s osou x⃗3, potom
má vektor magnetické indukce složky B⃗ = (0, 0, B). Vstupńı lineárńı polarizace má směr osy x⃗1, tuto
vlnu rozlož́ıme na levotočivou (+) a pravotočivou (−) složku:

E⃗(x3, t) = E⃗+ + E⃗− =
1√
2
E0(x⃗1 + ıx⃗2) e

−ı(ωt−2πN+x3/λ)

+
1√
2
E0(x⃗1 − ıx⃗2) e−ı(ωt−2πN−x3/λ).

Na vstupu do látky je nulová fáze mezi oběma kruhovými složkami pole. Po pr̊uchodu látkou tloušt’ky l
dostaneme výstupńı pole následuj́ıćım výpočtem,

E⃗(l, t) = E⃗+ + E⃗− =
E0√
2
(x⃗1 + ıx⃗2) e

ıωc lN+ e−ıωt

+
E0√
2
(x⃗1 − ıx⃗2) eı

ω
c lN− e−ıωt.

Zvoĺıme si odč́ıtáńı času tak, že vynásob́ıme celý výsledek faktorem e−ı
ω
c l

N++N−
2 , který zápis zjednoduš́ı.

E⃗(l) =
E0√
2
(x⃗1 + ıx⃗2) e

ı ω
2c l(N+−N−) +

E0√
2
(x⃗1 − ıx⃗2) e−ı

ω
2c l(N+−N−)

=
E0√
2
(x⃗1 + ıx⃗2) e

ıϕ +
E0√
2
(x⃗1 − ıx⃗2) e−ıϕ

=
E0√
2

[
x⃗1
(
eıϕ + e−ıϕ

)
+ ıx⃗2

(
eıϕ − e−ıϕ

)]
=
√
2E0 (x⃗1 cosϕ+ x⃗2 sinϕ) .

Faradaẙuv jev popisuje tento výsledek

E2

E1
= tanϕ, ϕ =

ω

2c
l(N+ −N−). (6.8)
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Úhel ϕ se označuje jako Faradayova rotace. Pokud je magnetické pole pouze slabá porucha, tj. plat́ı
ε1 ≪ ε0, potom můžeme problém řešit pomoćı poruchové teorie. Vezmeme pouze členy lineárńı v ε1 a
dostaneme N+ −N− ≈ ε1/

√
ε0.

Analogický výraz k (6.8) bude platit i v př́ıpadě ztrátového prostřed́ı s komplexńımi veličinami. Fa-
radaẙuv dvojlom MCB (Magnetic Circular Birefringence) odpov́ıdá opět fázovému zpožděńı cirkulárńıch
polarizaćı,

Θ = Re(ϕ) =
ω

2c
l(n+ − n−).

Faradaẙuv dichroismus MCD (Magnetic Circular Dichroism) znamená, že obě cirkulárńı polarizace ćıt́ı
r̊uznou absorpci, což je možné využ́ıt k výrobě cirkulárńıch polarizátor̊u,

Ψ = Im(ϕ) =
ω

2c
l(κ+ − κ−).

6.4.3 Cirkulárńı anizotropie vyvolaná magnetickým polem

Faradaẙuv jev můžeme popsat také pomoćı aparátu cirkulárńı anizotropie generované vněǰśım magne-
tickým polem B⃗,

Pi = ε0γijkEjBk,
←→ε =

 ε −ıγB 0

ıγB ε 0

0 0 ε

 .

Pokud p̊usob́ı magnetické pole ve směru osy x⃗3, tedy B⃗ = (0, 0, B), potom tenzor permitivity nabude
tvar

←→ε =

 ε −ıγB 0

ıγB ε 0

0 0 ε

 =

 ε −ı|Γ| 0

ı|Γ| ε 0

0 0 ε

 .

Bez magnetického pole je materiál izotropńı a jeho index lomu je n0 =
√
ε. Vliv magnetického pole

popisuje vektor gyrace, který je př́ımo úměrný magnetickému poli, Γ⃗ = γB⃗ = Γx⃗3.

Vlastńı hodnoty indexu lomu urč́ıme jednoduše tak, že matici popisuj́ıćı tenzor permitivity zdiagona-
lizujeme. Nové členy na diagonále nám potom daj́ı indexy lomu podle vztahu n± =

√
ε±. Takto źıskáme

vlastńı hodnoty

n± =
√
n20 ± Γ = n0

√
1± Γ

n20
.

Výsledek rozvedeme do řady a za předpokladu, že Γ≪ n20, zanedbáme vyšš́ı řády rozvoje. Vlastńı hodnoty
indexu lomu maj́ı tedy přibližnou hodnotu

n+ = n0 +
Γ

2n0
, n− = n0 −

Γ

2n0
⇒ n+ − n− =

Γ

n0
=
γB

n0
.

Vlastńı módy pole jsou samozřejmě levotočivá a pravotočivá kruhová polarizace. V materiálu docháźı ke
stáčeńı roviny polarizace. Úhel stočeńı polarizace vlivem magnetického pole se označuje jako Faradayova
rotace ϕ a spoč́ıtá se podle vztahu (6.8), kam dosad́ıme nyńı spoč́ıtané indexy

ϕ =
ω

2c
l(n+ − n−) =

ω

2c
l
γ

n0
B =

πγ

λn0
lB.

Je-li γ > 0, potom pokud je vektor k⃗ orientován stejně jako vektor B⃗, docháźı k levotočivé rotaci. Pro
vzájemně opačný směr vektor̊u k⃗ a B⃗ docháźı k pravotočivé rotaci. Pokud je γ záporná, potom je závislost
směru rotace na sousměrnosti vektor̊u k⃗ a B⃗ opačná.

6.4.4 Aplikace Faradayova jevu

Důležitou vlastnost́ı Faradayovy rotace je to, že směr otočeńı roviny polarizace je stejný pro paprsek
š́ı̌ŕıćı se ve směru osy x⃗3 i ve směru opačném. Na tomto jevu jsou založeny optické Faradayovy izolátory
popř́ıpadě cirkulátory. Ukážeme si typické použit́ı Faradayova izolátoru, který má opticky oddělit laserový
systém od zař́ızeńı, do kterého se laserový svazek poušt́ı. Pokud by totiž došlo ke zpětnému odrazu
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laserového světla zpět do laseru, mohlo by to zp̊usobit jeho nestabilitu. Optickou izolaci zajist́ı Faradaẙuv
izolátor, který je pro světlo pr̊uchoźı pouze v jednom směru, viz obr. 6.5.

Obr. 6.5: Faradaẙuv izolátor IO-5-NIR-LP firmy
Thorlabs. Svazek procháźı izolátorem pouze ve
směru šipky. Převzato z webové stránky:

http://www.thorlabs.de/thorproduct.

cfm?partnumber=IO-5-NIR-LP.

Optický svazek, který má např. vertikálńı polarizaci, se š́ı̌ŕı krystalem s vhodně nastaveným magne-
tickým polem tak, že se polarizace otoč́ı o 45◦. Toto otočeńı kompenzuje p̊ulvlnná fázová destička, která
otoč́ı polarizaci opět na vertikálńı. Při š́ı̌reńı světla v opačném směru nejprve fázová destička otoč́ı polari-
zaci o 45◦a Faradaẙuv jev přidá daľśıch 45◦. Takto se na vstupńı polarizátor dostává zkř́ıžená polarizace
(horizontálńı), kterou polarizátor utlumı́, nebo odklońı jiným směrem.

Obrázek 6.6 ukazuje Faradaẙuv izolátor s polarizátory umı́stěnými na obou vstupech. Ve směru zprava
doleva projde vertikálńı polarizace, kdežto zleva doprava projde horizontálńı polarizace. Toto zař́ızeńı se
zvláště ve vláknové optice označuje jako cirkulátor.

Obr. 6.6: Faradaẙuv izolátor na vstupu do rezonátoru laserového zesilovače RegA od firmy Coherent. Vstupńı pulz
se dostane do rezonátoru podél zelené šipky. Při pr̊uchodu izolátorem se otoč́ı směr polarizace světla z vertikálńı
na horizontálńı. Na směru ven z dutiny se horizontálńı polarizace v izolátoru nezměńı a svazek postupuje podél
červené šipky. K rozděleńı docháźı na výstupńım polarizačńım děliči označeném b́ılou šipkou.

6.4.5 Magnetický Kerr̊uv jev

Magnetický Kerr̊uv jev (angl. MOKE) se projevuje při odrazu světla na materiálu, na který p̊usob́ı
magnetické pole. Pootočeńı směru polarizace je zp̊usobené rozd́ılem koeficientu odrazivosti (reflektivity)
pro levotočivou a pravotočivou polarizaci světla. Kerrova rotace je velmi malá, ale stač́ı na to, aby na tomto
principu mohly fungovat magnetooptické záznamové disky, viz obr. 6.7. Tyto záznamové disky přǐsly na
trh po roce 1985, ale d́ıky konkurenci jiných záznamových médíı se dnes již prakticky nepouž́ıvaj́ı.

Metoda měřeńı Kerrovy rotace je jednou z mnoha magnetooptických metod studia magnetických
vlastnost́ı látek. Typickým př́ıkladem je tzv. Kerr̊uv mikroskop. Ten použ́ıvá k osvětleńı vzorku polari-
zované světlo, obvykle z laseru. Po odrazu na vzorku procháźı světlo polarizačńım analyzátorem, který
umožňuje konvertovat rotaci polarizace, nebo změnu elipticity na intenzitńı profil, který můžeme pozo-
rovat očima nebo zaznamenat CCD detektorem. Dı́ky tomuto uspořádáńı Kerrova mikroskopu je možné
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Obr. 6.7: Magnetooptické disky firmy Sony, které využ́ıvaj́ı ke čteńı dat magnetický Kerr̊uv jev. Převzato z webové
stránky: http://en.wikipedia.org/wiki/Magneto-optical_drive.

zobrazit magnetické domény studovaného materiálu.

6.5 Shrnut́ı

• Anizotropie prostřed́ı může být jak lineárńı tak cirkulárńı. Materiál může mı́t vlastńı anizotropii nebo
může být anizotropie v materiálu vyvolaná vněǰśı silou.

• Pro popis š́ı̌reńı světla v anizotropńım materiálu můžeme využ́ıt indexovou plochu (Σ).

• Indexový elipsoid (E) zobrazuje hodnotu indexu lomu ve směru lineárńı polarizace D⃗. Naproti tomu

indexová plocha (Σ) je dvouvrstvá plocha, která zobrazuje index lomu ve směru vlnového vektoru k⃗.
Proto je vhodná pro výpočet lomu světla na rozhrańı dvou materiál̊u.

• Dva vlastńı stavy polarizace se mohou v anizotropńım prostřed́ı r̊uzně absorbovat, což označujeme
jako dichroismus.

• Cirkulárńı anizotropie zp̊usobuje optickou aktivitu prostřed́ı, tj. stáčeńı roviny lineárńı polarizace
světla při pr̊uchodu t́ımto materiálem.

• Cirkulárńı anizotropie vyvolaná magnetickým polem B⃗ se označuje jako Faradaẙuv jev a použ́ıvá se
v optických izolátorech, které jsou pro světlo pr̊uchodné pouze v jednom směru.
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6.6 Př́ıklady

Př. 6.1: Úhel dvojlomu:
Proč je pro málo anizotropńı prostřed́ı, jako je KTP, úhel dvojlomu maximálńı pro θ = 45◦? Srovnejte
s úhlem maximálńıho dvojlomu pro kalcit, který je jednoosý a má pro vlnovou délku 589 nm indexy lomu:
no = 1.658, ne = 1.486.

Př. 6.2: Optická aktivita křemene:
V červené oblasti spektra λ = 630 nm je optická aktivita křemene 329 rad/m. Spoč́ıtejte, o kolik stupň̊u
se stoč́ı rovina polarizace světla po pr̊uchodu krystalem tloušt’ky 1 mm.
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Kapitola 7

Elektrooptické jevy
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7.1 Popis elektrooptických jev̊u

Elektrooptické (EO) jevy obecně popisuj́ı optické jevy zp̊usobené změnou optických parametr̊u látky,
která je ovlivněná elektrickým polem. V p̊uvodně izotropńım prostřed́ı vytvář́ı elektrické pole jednoosou
anizotropii. V anizotropńım prostřed́ı se vlivem vněǰśıho elektrického pole změńı tenzor permitivity, což
můžeme zapsat pomoćı rozvoje v mocninách p̊usob́ıćıho elektrického pole

εij(E⃗) = εij(0) + zijkEk + ZijklEkEl + · · · . (7.1)

Prvńı člen popisuje p̊uvodńı hodnotu permitivity bez vněǰśıho pole, druhý člen udává lineárńı změnu
(Pockels̊uv jev) a třet́ı člen kvadratickou změnu (Kerr̊uv jev) vlivem vněǰśıho pole. Vyšš́ı členy rozvoje
již maj́ı zanedbatelnou velikost.

Abychom mohli některý materiál použ́ıvat v optických zař́ızeńıch, které využ́ıvaj́ı elektrooptické jevy,
muśı mı́t tento materiál následuj́ıćı vlastnosti:
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� co největš́ı hodnotu lineárńıho (zijk) nebo kvadratického (Zijkl) elektrooptického koeficientu;

� muśı být pr̊uhledný (neabsorbuj́ıćı) v požadované spektrálńı oblasti;

� dá se snadno opracovávat – lámat podél krystalových ploch a leštit;

� je chemicky stabilńı na vzduchu nebo v jiném pracovńım prostřed́ı;

� dá se snadno źıskat, bud’ je tedy hojně zastoupený v př́ırodě (bývávalo), nebo se dá dobře uměle
pěstovat (dnešńı výroba monokrystal̊u);

� pro některé aplikace je nutné, aby byl krystal feroelektrický a měl dostatečně vysokou Curieovu
teplotu (při této teplotě přestává mı́t materiál pevně orientované domény).

7.1.1 Popis pomoćı indexového elipsoidu

Jedna z možnost́ı zkoumáńı vlivu vněǰśıho elektrického pole na optické vlastnosti materiálu je sledováńı
změn indexového elipsoidu (indikatrix). Bez vněǰśıho pole je indexový elipsoid zapsán v hlavńıch osách

1

ε0

(
D2

1

ε1
+
D2

2

ε2
+
D2

3

ε3

)
= 1,

1

ε0

(
D2

1

n211
+
D2

2

n222
+
D2

3

n233

)
= 1.

Zavedeme-li normovaný vektor elektrické indukce se složkami Xi = Di/
√
ε0, potom můžeme indexový

elipsoid ve zcela obecných osách zapsat jako

1

n2ij
XiXj = 1. (7.2)

V tomto zápisu se samozřejmě použ́ıvá Einsteinovo sumačńı pravidlo přes oba indexy. Vektor X⃗ popisuje
libovolný bod na ploše indexového elipsoidu, má směr vektoru D⃗ a jeho délka určuje index lomu světla
s touto polarizaćı. Délka tohoto vektoru je svázaná také s hustotou světelné energie w vztahem X⃗ =
D⃗/
√
ε0w.

Pokud chceme sledovat změnu indexového elipsoidu vlivem vněǰśıho elektrického pole, muśıme po-
stupovat tak, že parciálně zderivujeme materiálový vztah Dj = n2ijEi. Takto źıskáme vyjádřeńı index̊u
lomu,

1

n2ij
=
∂Ei

∂Dj
.

Po zapnut́ı vněǰśıho pole docháźı ke změně indexového elipsoidu, nové hodnoty index̊u se spoč́ıtaj́ı
z p̊uvodńıch hodnot bez elektrického pole pomoćı následuj́ıćıho rozvoje

1

n2ij
=

1

n2ij

∣∣∣∣∣
E=0

+∆

[
1

n2ij

]
.

Změna popsaná druhým členem tohoto vztahu má dva př́ıspěvky – lineárńı Pockels̊uv jev a kvadratický
Kerr̊uv jev:

∆

[
1

n2ij

]
= rijkEk + SijklEkEl. (7.3)

Koeficienty lineárńıho rijk a kvadratického Sijkl elektrooptického jevu jsou svázány s hodnotami koe-
ficient̊u zijk a Zijkl z rozvoje (7.1). Převodńı vztah źıskáme jednoduše ze změny indexu lomu vyjádřeńım
diferenciálu,

∆

[
1

n2

]
=
∂ 1

n2

∂ε
∆ε =

∂ 1
ε

∂ε
∆ε = − 1

ε2
(zijkEk + ZijklEkEl),

kde za diferenciál permitivity ∆ε jsme dosadili vztah (7.1). Porovnáńım s rovnićı (7.3) dostáváme vztahy
mezi EO koeficienty. Tedy koeficienty popisuj́ıćı změnu permitivity jsou př́ımo úměrné koeficient̊um po-
pisuj́ıćım změnu indexového elipsoidu,

rijk = − 1

ε2
zijk, Sijkl = −

1

ε2
Zijkl.
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Opět je typické zjednodušit zápis tenzor̊u vyšš́ıho řádu použit́ım multiindex̊u, jak to bylo zavedeno
v tab. 4.1. U lineárńıho tenzoru sdruž́ıme prvńı dva indexy, č́ımž přejde jeho zápis na matici veli-
kosti (6 × 3). U kvadratického tenzoru sdruž́ıme prvńı i druhou dvojici index̊u, přičemž vznikne matice
o velikosti (6× 6).

∆
[
1/n2

]
i

= rij Ej + Sik E
(2)
k .

(6× 1) (6× 3) (6× 6)

Zapǐsme si ještě definice matic ∆
[
1/n2

]
i
a E

(2)
k , které jsou dimenze (6× 1),

∆

[
1

n2

]
i

=



1/n211
1/n222
1/n233
1/n223
1/n213
1/n212


, E

(2)
k =



E1E1

E2E2

E3E3

2E2E3

2E1E3

2E1E2


.

7.1.2 Elektrooptické materiály

Elektrooptické jevy děĺıme podle závislosti na mocnině elektrického pole na lineárńı a kvadratické. Jako
typické materiály pro lineárńı EO jev se použ́ıvaj́ı ve viditelné spektrálńı oblasti LiNbO3 a LiTaO3 (jed-
noosé krystaly z trigonálńı krystalografické soustavy 3m) a dále KDP (KH2PO4) a ADP ((NH4)H2PO4),
které jsou tetragonálńı jednoosé krystaly se symetríı 42m.

V infračervené oblasti spektra se typicky použ́ıvaj́ı krystaly GaAs a CdTe, které jsou kubické se
symetríı 43m. Dı́ky této symetrii jsou tyto materiály bez vněǰśıho pole izotropńı. Nové materiálové
technologie dovoluj́ı připravovat EO prvky z organických krystal̊u nebo z polymer̊u. Řádová velikost
koeficient̊u rij lineárńıho EO (Pockelsova) jevu je (10−12–10−10) mV−1 = (1–100) pm/V.

Dı́ky symetrii maj́ı amorfńı materiály nebo materiály se středem symetrie lineárńı EO tenzor identicky
nulový. Proto má největš́ı zastoupeńı kvadratický EO (Kerr̊uv) jev popsaný tenzorem Sik. Použ́ıvaj́ı se
polykrystalické materiály KDP, ADP, popř́ıpadě ještě jiné. Nebo také kapaliny jako CS2, nitrobenzen a
nitrotolulen. Velikost EO koeficient̊u je řádově (10−20–10−15) m2V−2.

7.2 Lineárńı EO jev, Pockels̊uv jev

Pokud je jako prostřed́ı použit krystal s nenulovým lineárńım EO tenzorem, potom můžeme zanedbat
kvadratický člen a rozeṕı̌seme si jednotlivé členy rovnice (7.2),(

1

n211
+ r1jEj

)
X2

1 +

(
1

n222
+ r2jEj

)
X2

2 +

(
1

n233
+ r3jEj

)
X2

3

+2r4jEjX2X3 + 2r5jEjX1X3 + 2r6jEjX1X2 = 1. (7.4)

Řešeńı provád́ıme diagonalizaćı a rozvojem této rovnice. Tak źıskáme vlastńı hodnoty polarizace a indexu
lomu.

Př. 7.1: Pockels̊uv jev v KDP a ADP podél: Krystaly KDP a ADP maj́ı tetragonálńı krystalickou
mř́ıžku se symetríı 42m ≡ D2d. Prvky symetrie jsou: {I, C2, C

′
2, C

′′
2 , 2S4, σ

′, σ′′}. Tenzor lineárńıho EO
jevu má pouze tři nenulové členy:

rij =



0 0 0

0 0 0

0 0 0

r41 0 0

0 r41 0

0 0 r63


.

Jelikož se jedná o jednoosý materiál, můžeme k popisu indexového elipsoidu bez pole použ́ıt řádný a
mimořádný index lomu no = n11 = n22 a ne = n33.
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Budeme uvažovat př́ıpad, kdy p̊usob́ı vněǰśı elektrické pole ve směru osy x⃗3, tj. E⃗ = (0, 0, E), potom
se nám indikatrix (7.4) zjednoduš́ı na tvar

X2
1 +X2

2

n2o
+
X2

3

n2e
+ 2r63EX1X2 = 1,

což je rovnice pootočeného elipsoidu. Ukážeme si, o jaký úhel je elipsoid pootočen. Pokud provedeme
transformaci rotace podle osy x⃗3 o obecný úhel α, budou se souřadnice transformovat následovně(

X1

X2

)
=

(
cosα − sinα

sinα cosα

)(
X ′1
X ′2

)
.

Protože provád́ıme rotaci kolem osy x⃗3, tak se složka X3 vektoru neměńı. Při transformaci se nemůže
měnit délka vektoru, a proto muśı platit: X2

1 + X2
2 = X ′21 + X ′22 . Dosazeńım do indikatrix dostaneme

výraz

X ′21 +X ′22
n2o

+
X2

3

n2e
+ 2r63E(cosαX ′1 − sinαX ′2)(sinαX

′
1 + cosαX ′2) = 1,

X ′21 +X ′22
n2o

+
X2

3

n2e
+ 2r63E

[
cosα sinα(X ′21 −X ′22 ) + (cos2 α− sin2 α)X ′1X

′
2

]
= 1.

Abychom se zbavili nežádoućıho členu X ′1X
′
2, potřebujeme, aby byla závorka u tohoto členu nulová

(cos2 α − sin2 α = 0). To určuje velikost úhlu rotace α = 45◦. Pro tento úhel vyjde druhá závorka
cosα sinα = 1/2.

x

x
x x

Obr. 7.1: Řez indexového elipsoidu KDP v rovině (1,2),
tj. kolmo na optickou osu tohoto jednoosého materiálu.
Modrá kružnice o poloměru no znázorňuje řez inde-
xového elipsoidu bez elektrického pole. S elektrickým po-
lem podél optické osy se kružnice protáhne na červenou
elipsu pod úhlem α = 45◦.

Indikatrix se zdeformuje jak ukazuje obr. 7.1 a dostane tvar(
1

n2o
+ r63E

)
︸ ︷︷ ︸

1/n′2
1

X ′21 +

(
1

n2o
− r63E

)
︸ ︷︷ ︸

1/n′2
2

X ′22 +

(
1

n2e

)
X2

3 = 1.

Pod vlivem pole se jednak pootoč́ı soustava hlavńıch os indikatrix, ale nav́ıc se změńı hlavńı indexy lomu
na nové (čárkované) hodnoty. Přibližnou hodnotu nových index̊u lomu urč́ıme Taylorovým rozvojem podle
no, kde zanedbáme vyšš́ı řády

n′1 =
1√

1
n2
o
+ r63E

=
no√

1 + n2or63E
≈ no

(
1− 1

2
n2or63E

)
= no −

1

2
n3or63E.

Obdobně urč́ıme i druhý index lomu

n′2 ≈ no +
1

2
n3or63E.

Ve výsledku můžeme ř́ıci, že vlivem elektrického pole se indexový elipsoid otoč́ı kolem osy x⃗3 o úhel
45 stupň̊u. To by ale nebylo pozorovatelné, protože v rovině (1,2) měl p̊uvodńı elipsoid kruhový pr̊uřez
(o poloměru no). Nicméně daľśım d̊usledkem elektrického pole je také deformace této kružnice na elipsu
s hlavńımi osami o délkách n′1 a n′2.
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Směr š́ı̌reńı světla

Do této chv́ıle jsme měli zadaný pouze směr elektrického pole ve směru optické osy krystalu, ale zat́ım
jsme si neurčili směr š́ı̌reńı světla. Efekt dvojlomu indukovaného elektrickým polem (změna rozd́ılu index̊u
lomu pro dva vlastńı módy polarizace) se řeš́ı obvykle pro dva typické př́ıpady:

1. Š́ı̌reńı ve směru elektrického pole, (s⃗ ∥ E⃗ ∥ x⃗3). Rozd́ıl index̊u lomu bude

∆n = n′2 − n′1 = n3or63E,

kde E = U/l. Napět́ı U se přikládá na pr̊uhledné kontakty na konćıch krystalu délky l. Pro E = 0
je dvojlom nulový (vypnutý).

2. Š́ı̌reńı kolmo na směr elektrického pole, (s⃗ ∥ x⃗′1 ⊥ E⃗). Rozd́ıl index̊u lomu:

∆n = ne − n′2 = (ne − no)−
1

2
n3or63E

je nenulový i při vypnutém poli. Velikost elektrického pole E = U/d je při stejném napět́ı větš́ı než
v předchoźım př́ıpadě, napět́ı se přikládá např́ıč optické dráhy a př́ıčná tloušt’ka krystalu d může
být řádově menš́ı než jeho délka. Nav́ıc nepotřebujeme technologii na výrobu pr̊uhledných elektrod.

Př. 7.2: Pockels̊uv jev v KDP a ADP např́ıč: Nyńı si probereme druhý možný př́ıpad geometrie
uspořádáńı. Uvažujeme opět krystal KDP, nebo ADP. Vněǰśı elektrické pole je nyńı kolmé na osu krystalu.
Zvolme si směr E⃗ ∥ x⃗1, v tomto př́ıpadě má vektor elektrického pole složky E⃗ = (E, 0, 0). Rovnice (7.4)
se nám zjednoduš́ı na tvar

X2
1 +X2

2

n2o
+
X2

3

n2e
+ 2r41EX2X3 = 1.

Chceme-li z tohoto vztahu dostat opět rovnici elipsoidu ve vlastńıch osách, provedeme rotaci podle
osy x⃗1 o úhel β. Jak je zřejmé, rotace se provád́ı opět kolem osy ve směru elektrického pole. Matice
transformace souřadnic má tvar(

X2

X3

)
=

(
cosβ − sinβ

sinβ cosβ

)(
X ′2
X ′3

)
s podmı́nkou: X2

2 +X2
3 = X ′22 +X ′23 .

Touto rotaćı dostaneme výraz pro indikatrix

X2
1

n2o
+

(cosβX ′2 − sinβX ′3)
2

n2o
+

(sinβX ′2 + cosβX ′3)
2

n2e
+2r41E(cosβX ′2− sinβX ′3)(sinβX

′
2 +cosβX ′3) = 1,

který uprav́ıme roznásobeńım závorek na tvar

X2
1

n2o
+

(
cos2 β

n2o
+

sin2 β

n2e
+ 2r41E cosβ sinβ

)
X ′

2
2 +

(
sin2 β

n2o
+

cos2 β

n2e
− 2r41E cosβ sinβ

)
X ′

2
3

+

[
2r41E

(
cos2 β − sin2 β

)
− 2 sinβ cosβ

n2o
+

2 sinβ cosβ

n2e

]
X ′2X

′
3 = 1. (7.5)

Vlastńı souřadnice najdeme tak, že zvoĺıme úhel β právě tak, aby závorka u nežádoućıho kř́ıžového
členu X ′2X

′
3 byla nulová. Muśı tedy platit

2r41E cos 2β = sin 2β

(
1

n2o
− 1

n2e

)
,

kde jsme využili identity pro sinus a kosinus dvojnásobného úhlu. Snadnou úpravou dostaneme lineárńı
závislost otočeńı vlastńı souřadné soustavy na elektrické intenzitě ve tvaru

tan 2β = 2
n2on

2
e

n2e − n2o
r41E.
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Obr. 7.2: Řez indexového elipsoidu KDP v rovině (2,3).
Optická osa tohoto jednoosého krystalu má směr x⃗3.
Modrá elipsa s poloosami no a ne znázorňuje řez inde-
xového elipsoidu bez elektrického pole. KDP je negativńı
jednoosý krystal, protože ne < no. S elektrickým polem
podél osy x⃗1 se elipsa protáhne a pootoč́ı o úhel β, jak
ukazuje červená křivka.

Pro takovýto úhel pootočeńı β přejde indikatrix (7.5) na rovnici elipsoidu ve vlastńıch osách, jak to
ukazuje obr. 7.2. Z výraz̊u v kulatých závorkách v rovnici (7.5) můžeme snadno určit nové vlastńı indexy

lomu. Např́ıklad ve směru x⃗′2 dostaneme

1

n′22
=

cos2 β

n2o
+

sin2 β

n2e
+ 2 sinβ cosβr41E ⇒ n′2 =

no
cosβ

 1√
1 +

n2
o

n2
e
tan2 β + 2r41E tanβn2

o

 .
Pro malý úhel otočeńı β můžeme použ́ıt limity cosβ → 1 a tan2 β → 0. Výraz pro index lomu rozvedeme
do Taylorovy řady, přičemž zanedbáme členy s tan2 β. Výsledkem bude přibližný vztah pro index lomu

n′2 ≈ no
[
1− r41n2oE tanβ

]
= no − n3or41E tanβ.

Obdobně bychom źıskali i vztah pro třet́ı index lomu,

n′3 = ne + n3er41E tanβ.

Pro úplnost ještě dodejme, že prvńı index se vlivem elektrického pole v ose x⃗1 neměńı, tedy n′1 = n1 = no.
Je vidět, že indexy lomu n′2 a n′3 již nejsou lineárně závislé na elektrickém poli E. Dı́ky lineárńı závislosti
tanβ na elektrickém poli bude závislost změny indexu lomu na elektrickém poli kvadratická.

Směr š́ı̌reńı světla

Opět budeme zkoumat dva typické př́ıklady směru š́ı̌reńı světla:

1. Š́ı̌reńı ve směru elektrického pole kolmo na hlavńı osu krystalu (s⃗ ∥ E⃗ ∥ x⃗1). Rozd́ıl index̊u lomu,

∆n = n′3 − n′2 = (ne − no) + (n3o + n3e)r41E tanβ,

je nenulový i při vypnutém elektrickém poli.

2. Š́ı̌reńı kolmo na elektrické pole ve směru optické osy krystalu (s⃗ ∥ x⃗3 ⊥ E⃗). Rozd́ıl index̊u lomu,

∆n = n′2 − n′1 = −n3or41E tanβ,

je pro vypnuté pole nulový.

Př. 7.3: Pockels̊uv jev v LiNbO3: Lithium niobát je daľśım typickým elektrooptickým materiálem.
Je to také negativńı jednoosý krystal, ale má trigonálńı symetrii 3m ≡ C3v Jeho prvky symetrie jsou
{I, 2C3, 3σv}. Po aplikace elektrického pole budeme opět řešit změnu indikatrix (7.2), ale tenzor lineárńıho
elektrooptického jevu má pro krystal s touto symetríı jiný tvar

rij =



0 −r22 r13
0 r22 r13
0 0 r33
0 r51 0

r51 0 0

−r22 0 0


.
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Jestliže aplikujeme elektrické pole ve směru optické osy, tedy ve směru x⃗3, E⃗ = (0, 0, E), potom se
nám indikatrix (7.2) zjednoduš́ı na tvar(

1

n2o
+ r13E

)
X2

1 +

(
1

n2o
+ r13E

)
X2

2 +

(
1

n2e
+ r33E

)
X2

3 = 1.

Jak je vidět, pro tento směr elektrického pole nedocháźı k žádné rotaci hlavńıch os indexového elipsoidu.
Elipsoid se pouze zdeformuje, jak ukazuje obr. 7.3. Výrazy v závorkách určuj́ı nové indexy lomu. Přesněji
řečeno, muśıme závorku odmocnit a vźıt převrácenou hodnotu. Pokud provedeme stejné úpravy jako
v předchoźıch př́ıkladech, tedy rozvedeme výrazy pro indexy lomu do Taylorovy řady a vyšš́ı řády rozvoje
zanedbáme, dostaneme přibližná vyjádřeńı nových index̊u lomu v závislosti na elektrickém poli ve tvaru

n′1 = n′2 = no −
1

2
n3or13E,

n′3 = ne −
1

2
n3er33E.

x

x

n

n

Obr. 7.3: Řez indexového elipsoidu LiNbO3 v rovině
(1,3). Optická osa tohoto jednoosého krystalu má směr
x⃗3. Modrá elipsa s poloosami no a ne znázorňuje řez inde-
xového elipsoidu bez elektrického pole. LiNbO3 je nega-
tivńı jednoosý krystal, protože ne < no. S elektrickým
polem podél osy x⃗3 se modrá elipsa pouze zmenš́ı na
červenou elipsu.

Směr š́ı̌reńı světla

Opět budeme sledovat rozd́ıl index̊u lomu pro dva ortogonálńı vlastńı módy š́ı̌reńı pole v krystalu pod
vlivem elektrického pole:

1. Š́ı̌reńı ve směru elektrického pole a ve směru optické osy krystalu (s⃗ ∥ E⃗ ∥ x⃗3). Rozd́ıl index̊u lomu
vyjde

∆n = n′2 − n′1 = 0.

2. Š́ı̌reńı kolmo na směr elektrického pole a optickou osu krystalu (s⃗ ∥ x⃗1 ⊥ E⃗ ∥ x⃗3). Rozd́ıl index̊u
lomu vyjde

∆n = n′3 − n′2 = (ne − no)−
1

2
(n3er33 − n3or13)E.

7.2.1 Aplikace EO jevu pro modulaci fáze

Funkci typického fázového modulátoru, který pracuje na principu výše popsaného lineárńıho EO jevu,
ukazuje obr. 7.4. Fázové zpožděńı Γ, které vznikne po přiložeńı elektrického pole, je určené indukovanou
změnou indexu lomu dané polarizace použitého světla ∆n, délkou krystalu l a vlnovou délkou λ:

Γ =
2π

λ
l∆n.

Často se použ́ıvá pro popis funkce EO modulátoru tzv. p̊ulvlnné napět́ı Uπ. Je to takové napět́ı,
které vyvolá fázové zpožděńı Γ = π, neboli dráhové zpožděńı je rovné polovině vlnové délky. Lze snadno
ukázat, že tomu odpov́ıdá změna indexu lomu o hodnotu ∆n = λ/2l. Pro názornost si vypoč́ıtáme velikost
p̊ulvlnného napět́ı pro dva př́ıpady dř́ıve zmiňovaných směr̊u š́ı̌reńı a materiál̊u:
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Obr. 7.4: Schéma uspořádáńı elektrooptického modulátoru: a) s podélným napět́ım, b) s př́ıčným napět́ım.

1. Podélný směr pole: Směr š́ı̌reńı je rovnoběžný se směrem elektrického pole a s optickou osou
krystalu v materiálu KDP. Změna indexu lomu je ∆n = 1

2n
3
or63E, a tedy fázové zpožděńı

Γ =
π

λ
n3or63U,

kde napět́ı U = El. Půlvlnné napět́ı nám vyjde

Uπ =
λ

n3or63
.

Po dosazeńı hodnoty koeficient̊u a vlnové délky kolem 1 µm dostaneme typické hodnoty p̊ulvlnného
napět́ı ∼ 104 V. Jak je vidět, p̊ulvlnné napět́ı nezáviśı na délce krystalu l, protože č́ım deľśı je
krystal, t́ım menš́ı je elektrické pole generované přiloženým napět́ım E = U/l. Technologicky je
tato konfigurace náročněǰśı, nebot’ vyžaduje pr̊uhledné elektrody. Popř́ıpadě se daj́ı použ́ıt také
kontakty ve tvary prstence, v jehož středu procháźı optický svazek.

2. Př́ıčný směr pole: Směr š́ı̌reńı je kolmý na směr elektrického pole a optickou osu krystalu
v materiálu LiNbO3. Toto uspořádáńı ukazuje fotografie na obr. 7.5. Změna indexu lomu jednoho
z polarizačńıch mód̊u je popsaná vztahem ∆n = 1

2n
3
or13E. Fázový rozd́ıl je tedy ve tvaru

Γ =
π

λ
ln3

or13
U

d
,

kde d je př́ıčná tloušt’ka krystalu. Napět́ı se přikládá na kontakty podél celé dráhy svazku a elektrické
pole E = U/d může dosáhnout větš́ıch intenzit pro velmi tenký krystal. Hodnota p̊ulvlnného napět́ı
v tomto př́ıpadě už záviśı na rozměrech EO krystalu

Uπ =
λ

n3or13

d

l
.

Jak je zřejmé, č́ım bude krystal deľśı a užš́ı, t́ım je potřeba menš́ıho napět́ı k dosažeńı potřebného
fázového zpožděńı. Pro typické uspořádáńı je p̊ulvlnné napět́ı řádově v jednotkách volt̊u.

Obr. 7.5: a) Fázový modulátor, b) detail jeho
vnitřńı konstrukce. Jako EO krystal je použit
LiNbO3 s délkou 47 mm. Elektrické pole se
přikládá v př́ıčném směru. Napět́ı se přivád́ı na
horńı elektrodu, spodńı elektroda je uzemněná na
kovové tělo modulátoru. U elektrického konektoru
je patrná 50Ω zátěž. Jako polarizátor slouž́ı hra-
nol s Brewsterovým úhlem na přechodu světla z
vlákna do krystalu.
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7.3 Modulátory světla

Elektrooptické jevy měńı anizotropii materiálu vlivem přiloženého elektrického pole. Toto elektrické pole
umožňuje modifikovat vlastnosti světla, jako jsou amplituda, fáze, frekvence nebo polarizace. Elektroop-
tické prvky, které využ́ıvaj́ı tyto jevy, se často souhrnně označuj́ı jako elektrooptické modulátory, protože
prováděj́ı modulaci procházej́ıćıho světla. Modulace může být kvazistatická, např. pokud chceme použ́ıt
modulátor ke stabilizaci fáze, polarizace, nebo výkonu. Modulace může být i vysokofrekvenčńı s frekvenćı
Ω. Odezva standardńıch EO modulátor̊u světla se pohybuje mezi 1 ns a 10 ps, takže maximálńı modulačńı
frekvence bývá typicky od 1 do 10 GHz.

7.3.1 Modulátor polarizace

Pokud se modulátorem š́ı̌ŕı oba ortogonálńı vlastńı módy polarizace, každý ćıt́ı jiný index lomu. V př́ıpadě
elektrooptického jevu se generovaný rozd́ıl index̊u lomu ∆n označuje jako elektricky indukovaný dvojlom.
Takto vzniká mezi r̊uznými složkami polarizace fázový posun Γ, který lze ř́ıdit elektrickým polem. Tento
fázový rozd́ıl vede na kontrolovanou změnu polarizačńıho stavu svazku jako celku, nebot’ výstupńı pola-
rizace vznikne součtem obou polarizačńıch mód̊u s př́ıslušnou fáźı Γ.

Uvažujme geometrii modulátoru s podélným polem popsanou v předchoźı sekci. V tomto uspořádáńı
se použ́ıvá podélný elektrooptický jev v materiálu KDP, jak je to zobrazeno v levé části obr. 7.6. Vstupńı
polarizace je vertikálńı. Vlivem elektrooptického jevu jsou vlastńımi stavy, které se š́ı̌ŕı KDP krystalem,
diagonálńı (D⃗d ∝ x⃗2 + x⃗1) a antidiagonálńı (D⃗a ∝ x⃗2 − x⃗1) lineárńı polarizace. V pravé části obr. 7.6

je zakreslena výstupńı polarizace, která vznikne součtem obou mód̊u s fázovým posunem, D⃗out = D⃗a +
eıΓD⃗d, kde fáze je uvedena ve stupńıch. Jde obecně o eliptickou polarizaci.

x

x

x

U

Obr. 7.6: Vlevo: schéma uspořádáńı elektrooptického modulátoru polarizace, na který dopadá světlo s vertikálńı
lineárńı polarizaćı. Vpravo: Výstupńı polarizace a odpov́ıdaj́ıćı fázové zpožděńı generované přiloženým elektrickým
polem.

7.3.2 Amplitudový modulátor

Amplitudové modulátory umožňuj́ı vytvořit obálku intenzity optického svazku podle vstupńıho elek-
trického signálu. Často se použ́ıvá periodické elektrické napět́ı U = Um sin (Ωt), kde Um znač́ı amplitudu
napět́ı a Ω je frekvence tohoto signálu. Vyvolanou fázovou změnu Γ a jej́ı amplitudu Γm můžeme zapsat
jednoduše pomoćı p̊ulvlnného napět́ı

Γ = π
U

Uπ
, Γm = π

Um

Uπ
.

Nejčastěǰśı konstrukce amplitudového modulátoru je znázorněna na obr. 7.7. Vstupńı zářeńı procháźı
nejdř́ıve polarizátorem. Nepolarizované světlo zde ztrat́ı polovinu své intenzity, proto je výhodněǰśı
použ́ıvat již na vstupu světlo polarizované (např. z laseru), jehož polarizaci správně natoč́ıme pomoćı
fázových destiček. Takto na vstupńım polarizátoru nedocháźı ke ztrátám. Potom zářeńı vstupuje do EO
krystalu, na který je aplikováno ř́ıd́ıćı napět́ı. Uvažujme pro jednoduchost konfiguraci směru pole ve směru
š́ı̌reńı světla, přesně stejně jako v předešlém odstavci u polarizačńıho modulátoru. Vlivem napět́ı se in-
dexový elipsoid krystalu otoč́ı o 45 stupň̊u a zdeformuje se. Vstupńı polarizace se rozlož́ı rovnoměrně do
dvou vlastńıch polarizačńıch mód̊u, kterými jsou diagonálńı a antidiagonálńı lineárńı polarizace. Každý
mód se š́ı̌ŕı s jiným indexem lomu, obě složky polarizace budou tedy fázově rozposunuté o Γ. V závislosti

97



U

I

U
U(t)

I(t)

U

I

I

Obr. 7.7: Vlevo: schéma uspořádáńı elektrooptického amplitudového modulátoru. Ten se skládá z vertikálně orien-
tovaného polarizátoru, EO krystalu, čtvrtvlnné destičky otočené o 45◦ a horizontálně orientovaného analyzátoru.
Vpravo: Výstupńı výkon v závislosti na přiloženém napět́ı na kontaktech EO krystalu.

na velikosti fázového posunu se změńı polarizace výstupńı vlny. Na výstupu modulátoru je umı́stěný
analyzátor pootočený v̊uči polarizátoru o 90◦. Polarizačńı složka rovnoběžná s polarizátorem s intenzi-
tou I∥ analyzátorem neprocháźı, je absorbována. Analyzátor propust́ı pouze kolmou složku polarizace s
intenzitou I⊥. Absorbovaná a propuštěná intenzita tedy záviśı na fázovém posunu podle vzorc̊u

I∥ = I0 cos
2 Γ

2
, I⊥ = I0 sin

2 Γ

2
,

kde I0 je intenzita vstupńıho polarizovaného zářeńı. Intenzita ne výstupu z modulátoru je tedy úměrná
I∥, kdežto polarizačńı složka I⊥ je analyzátorem absorbovaná.

Je vidět, že k největš́ı modulaci intenzity docháźı pro fázový posun Γ = π/2. Proto se za krystal často
zařazuje čtvrtvlnná fázová destička (λ/4). Malá změna napět́ı osciluj́ıćıho kolem nulové hodnoty vyvolá
největš́ı změnu výstupńı intenzity světla, jak to ukazuje graf na pravé straně obr. 7.7. Vztah pro výstupńı
intenzitu I = I⊥ můžeme upravit d́ıky goniometrické identitě,

sin2
(
Γ

2

)
=

1− cos Γ

2
=

1 + sin (Γ− π/2)
2

.

Tuto identitu dosad́ıme do vztahu pro výstupńı intenzitu I⊥. Posun fáze o π/2 je zp̊usoben fixně nasta-
venou čtvrtvlnnou fázovou destičkou. Takto źıskáme časový pr̊uběh výstupńı intenzity

I(t) =
1

2
I0 [1 + sin (Γm sinΩt)] , kde Γm =

2π

λ
n3or63Um = π

Um

Uπ
.

Výraz sinus ze sinu můžeme rozvést do řady

sin (Γm sinΩt) = 2J1(Γm) sinΩt+ 2J3(Γm) sin 3Ωt+ . . . ,

t t

Obr. 7.8: Pomoćı osciloskopu je zobrazeno modulačńı napět́ı na EO amplitudovém modulátoru (modře) a světelný
výkon na výstupu modulátoru (červeně). a) pilovité modulačńı napět́ı, b) pravoúhlé modulačńı napět́ı.
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kde Ji jsou Besselovy funkce i-tého řádu. Pokud je Γm malé, potom můžeme vźıt pouze prvńı člen rozvoje
a zanedbat všechny vyšš́ı řády (vyšš́ı frekvence). Výstupńı intenzita pak bude mı́t konstantńı př́ıspěvek,
na který bude namodulována harmonická složka z ř́ıd́ıćıho signálu elektrického napět́ı

I =
1

2
I0 [1 + 2J1(Γm) sinΩt] .

Obrázek 7.8 ukazuje měřeńı intenzity světla na výstupu z amplitudového modulátoru v závislosti na
modulačńım napět́ı. V levém grafu je patrné, že při lineárńı změně napět́ı se měńı výstupńı intenzita podle
funkce sinus. V pravém grafu je zakreslena generace krátkých světelných pulz̊u skokovým přeṕınáńım
modulačńıho napět́ı o hodnotu 2Uπ. T́ımto zp̊usobem je možné generovat nanosekundové pulzy.

7.3.3 Fázový modulátor

U

I

I

Obr. 7.9: Schéma uspořádáńı elektrooptického fázového modulátoru. Elektrické pole se přikládá podél, nebo např́ıč
š́ı̌reńı světla, jen je třeba zajistit, aby byla vertikálńı polarizace stále vlastńım módem polarizace i po přiložeńı
elektrického pole.

Pro správnou funkci fázového EO modulátoru je potřeba, aby neměnil polarizačńı stav. Podobně jako
v př́ıpadě amplitudového modulátoru je prvńı komponentou fázového modulátoru polarizátor zajǐst’uj́ıćı
vstupńı lineárńı polarizaci. Z toho d̊uvodu je opět efektivněǰśı použ́ıvat již polarizované světlo, aby ne-
docházelo ke ztrátám. Na rozd́ıl od předchoźıho zař́ızeńı se pro fázové modulátory použ́ıvaj́ı materiály
se symetríı 3m, např́ıklad LiNbO3. Při aplikaci elektrického pole podél osy x⃗3 shodné s optickou osou
jednoosého materiálu nedocháźı k rotaci indexového elipsoidu. Vstupńı vertikálńı lineárńı polarizace je
v krystalu vlastńım módem i po přiložeńı elektrického napět́ı a nedocháźı tedy ke změně polarizace.
Obrázek 7.9 ukazuje aplikaci materiálu KDP, kde ale muśı být krystal otočen o 45◦.

Pokud je vstupńı zářeńı harmonická monochromatická vlna, potom má elektrické pole tvar Ein =
A cosωt, jako reálná část komplexńı amplitudy A e−ıωt. Pro tuto geometrii krystalu KDP vycháźı ampli-
tuda fázového zpožděńı polovičńı v̊uči velikosti v předchoźım př́ıpadě, tedy

Γm =
π

λ
n3or63Um =

ω

2c
n3or63Um.

To je dané t́ım, že nás zaj́ımá posun fáze jedné polarizace vlivem elektrického pole, a ne vzájemný posun
fáze dvou polarizačńıch komponent. Pokud uvažujeme také harmonickou modulaci, U = Um sin (Ωt), bude
se měnit frekvence výstupńıho elektrického pole.

Eout = A cos
(
ωt− ω

c
lno + Γm sinΩt

)
,

zde prvńı člen v argumentu kosinu popisuje p̊uvodńı nosnou frekvenci vlny, druhý člen je konstantńı posun
fáze ω

c lno. Tuto celkovou dodatečnou fázi můžeme položit rovnou nule, jde pouze o nastaveńı nulového
času pro odeč́ıtáńı fáze. Nejd̊uležitěǰśı pro nás je třet́ı člen, který popisuje fázovou změnu v d̊usledku
proměnného napět́ı. Výraz kosinus ze sinu můžeme opět rozvinout do řady s použit́ım Besselových funkćı
a dostaneme

Eout = cos (ωt+ Γm sinΩt)

= J0(Γm) cosωt

+J1(Γm) cos [(ω − Ω)t] + J1(Γm) cos [(ω +Ω)t]

+J2(Γm) cos [(ω − 2Ω)t] + J2(Γm) cos [(ω + 2Ω)t] + · · · .
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Ve výstupńı vlně se okolo p̊uvodńı frekvenci ω objev́ı nové frekvence o velikosti ω ± kΩ, k =
1, 2, 3 . . .. Amplitudy těchto postranńıch frekvenčńıch pásem jsou rovny hodnotě Besselových funkćı
Jk(Γm). Připomeňme, že frekvenčńı posun Ω je roven frekvenci elektrického pole přiloženého na fázový
modulátor a konstanta Γm je amplituda fázové modulace.

Fabrẙuv-Perot̊uv rezonátor

Nevýhodou amplitudových modulátor̊u bývá to, že potřebuj́ı rychle přeṕınat vysoké hodnoty ř́ıd́ıćıho
napět́ı. Typické napět́ı na Pockelsových celách bývá tiśıce volt̊u. Jednou z možnost́ı, jak toto napět́ı
sńıžit, je prodloužit efektivńı délku š́ı̌reńı světla v krystalu. Bud’ můžeme krystal prodloužit jako takový,
nebo jej můžeme vložit do Fabryova-Perotova rezonátoru. Muśıme brát zřetel na to, že tento rezonátor
propoušt́ı jen velmi úzkou spektrálńı čáru. Pokud ale EO krystal použ́ıvá jako kontakty polopropustné
kovové vrstvy, potom tyto vrstvy vlastně již vytvářej́ı rezonátor. Pokud je reflektivita těchto vrstev
nezanedbatelná, světlo se při pr̊uchodu v rezonátoru několikrát odraźı než projde.

7.4 Kvadratický EO jev, Kerr̊uv jev

Kvadratické elektrooptické jevy jsou o několik řád̊u slabš́ı než lineárńı, a proto je v krystalech s lineárńımi
EO jevy můžeme zanedbat. Kvadratické jevy pozorujeme v krystalech, ve kterých jsou lineárńı jevy d́ıky
symetrii identicky nulové. Tomu odpov́ıdaj́ı všechny materiály se středovou symetríı, jakou maj́ı např́ıklad
některé kubické krystaly.

Kvadratický EO jev je popsán pomoćı tenzoru čtvrtého řádu Sijkl, který lze pomoćı multiindexace
popsat matićı Sik o dimenzi (6 × 6). Změnu indexu lomu popisuje rovnice (7.3), ze které odpadl nulový
lineárńı člen, takže

∆

[
1

n2

]
i

= SikE
(2)
k . (7.6)

V př́ıpadě kubického krystalu se dá celá matice tenzoru Sij zapsat pomoćı nuly a tř́ı konstant,

Sik =



S11 S12 S12 0 0 0

S12 S11 S12 0 0 0

S12 S12 S11 0 0 0

0 0 0 S44 0 0

0 0 0 0 S44 0

0 0 0 0 0 S44


.

Kubický krystal je bez vněǰśıch sil izotropńı, tj. má ve všech směrech stejný index lomu n0. Teprve
vlivem vněǰśıho elektrického pole se indexová koule začne deformovat na rotačńı elipsoid s osou ve směru
elektrického pole. Pokud zvoĺıme elektrické pole např́ıklad ve směru osy x⃗3, tedy E⃗ = (0, 0, E), potom
rovnice (7.3) přejde na tvar(

1

n20
+ S12E

2

)
X2

1 +

(
1

n20
+ S12E

2

)
X2

2 +

(
1

n20
+ S11E

2

)
X2

3 = 1.

Je vidět, že nedocháźı k rotaci, pouze k deformaci koule na elipsoid. Ve směrech kolmých na pole je
index lomu shodný. Odlǐsný je ve směru osy x⃗3. Matematicky je to popsáno rozd́ılem koeficient̊u S11 a
S12. Modifikované indexy můžeme opět naj́ıt jako v předchoźım textu, tedy rozvojem do Taylorovy řady,
kde vyšš́ı řády rozvoje zanedbáme. Takto źıskáme následuj́ıćı výrazy pro nové vlastńı indexy lomu

n′1 = n′2 = n0 −
1

2
n30S12E

2,

n′3 = n0 −
1

2
n30S11E

2.

Elektrické pole generuje v materiálu rozd́ıl index̊u lomu (elektricky indukovaný dvojlom), který je úměrný
kvadrátu elektrické intenzity,

∆n = n′3 − n′1 =
1

2
n30(S12 − S11)E

2.
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Dı́ky tomu, že rozd́ılné indexy lomu jsou pouze mezi polarizaćı ve směru a polarizaćı kolmo na směr
elektrického pole, nemůžeme použ́ıt konfiguraci š́ı̌reńı světla podél elektrického pole, protože v tomto
směru se negeneruje dvojlom. Jediná funkčńı geometrie kvadratického EO modulátoru je tedy taková, že
směr š́ı̌reńı je kolmý na elektrické pole, s⃗ ⊥ E⃗.

7.5 Měřeńı elektrooptických koeficient̊u

V této sekci nast́ıńıme možnosti měřeńı elektrooptických koeficient̊u vyskytuj́ıćıch se ve výrazech popi-
suj́ıćıch dvojlom indukovaný elektrickým polem. Prvńı, nejjednodušš́ı a do značné mı́ry alibistická možnost
je, že se hledané parametry najdou v tabulkách. Pokud ale nev́ıme, co je to za materiál, nebo testujeme
nějaký nový materiál, muśıme si tyto koeficienty změřit sami.

Obecně jsou lineárńı i kvadratické EO koeficienty rijk a Sijkl funkćı vlnové délky λ, teploty T a mo-
dulačńı frekvence Ω. Proto muśıme měřit za podmı́nek, za jakých potom chceme daný materiál použ́ıvat.
Je výhodné znát symetrii daného materiálu, aby se zbytečně neměřily nulové nebo ze symetrie shodné hod-
noty. Možnosti měřeńı koeficient̊u odpov́ıdaj́ı typickým uspořádáńım, které jsme diskutovali v předchoźı
sekci. Pro danou konfiguraci (š́ı̌reńı světla podél nebo kolmo na směr elektrického pole) urč́ıme jednu z
následuj́ıćıch hodnot:

� p̊ulvlnné napět́ı Uπ, a potom

r63 =
λ

2n3oUπ
nebo n3er33 − n3or13 =

λd

Uπl
.

V druhém př́ıpadě nelze t́ımto měřeńım určit koeficienty r33 a r13 odděleně.

� intenzity postranńıch pásem modulátoru, tyto intenzity jsou úměrné Besselovým funkćım s argu-
mentem

Γm =
ω

2c
n3or63U.

7.5.1 Frekvenčńı závislost EO koeficient̊u

EO koeficienty d́ıky své definici představuj́ı závislost indexu lomu (permitivity, susceptibility) na vyšš́ıch
mocninách elektrického pole. EO koeficienty definujeme vztahem (7.3)

∆

[
1

n2ij

]
= rijkEk + SijklEkEl + · · · . (7.7)

Pokud chceme v materiálu sledovat nelineárńı efekty jako je generace druhé harmonické (SHG) nebo
generace součtových/rozd́ılových frekvenćı, bude nás zaj́ımat nelineárńı polarizace, kterou v materiálu
generuje elektrické pole dopadaj́ıćıho světla. Nelineárńı polarizace je popsaná vztahem

PNL
i = χ

(2)
ijkEjEk + χ

(3)
ijklEjEkEl + · · · ,

kde χ
(2)
ijk a χ

(3)
ijkl představuj́ı nelineárńı susceptibilitu druhého a třet́ıho řádu.

Porovnáńım obou výraz̊u je zřejmé, že EO koeficienty jsou př́ımo svázané s nelineárńı susceptibilitou.
Rozd́ıl je pouze ve frekvenci elektrického pole. V prvńım př́ıpadě se jednalo o frekvence maximálně řádu
10 GHz, ve druhém př́ıpadě jde o optická pole s frekvencemi 1015 Hz. Proto je třeba znát disperzi
elektrooptických koeficient̊u (závislost na frekvenci elektrického pole).
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7.6 Piezoelektrický jev

7.6.1 Vazba na mikroskopický model

Index lomu materiálu popisuje to, že elektrické pole světla zp̊usobuje v látce přerozděleńı nábojové
hustoty, a proto se v látce světlo š́ı̌ŕı pomaleji. Č́ım v́ıce s látkou interaguje, t́ım v́ıce se zdrž́ı a t́ım větš́ı
je př́ıslušný index lomu. Jestliže chceme sledovat dynamické vlastnosti EO koeficient̊u, muśıme naj́ıt jejich
př́ıčinu. Pomalé elektrické pole zp̊usob́ı nejen přerozděleńı hustoty náboje elektron̊u q, ale i posunut́ı iont̊u.
Prostorové rozložeńı iont̊u popisuje nábojová hustota Q. Pohyb iont̊u je asi stokrát pomaleǰśı, nav́ıc maj́ı
d́ıky větš́ı hmotnosti nezanedbatelnou setrvačnost. Proto můžeme např. lineárńı elektrooptický koeficient
studovat ve statické oblasti (rTijk, träge), kde přisṕıvaj́ı ionty, a vysokofrekvenčńı oblasti (rSijk, schnell) kde
přisṕıvaj́ı pouze elektrony.

Pro molekuly je př́ıspěvek od iont̊u tiśıckrát menš́ı a lze ho zanedbat. V pevné látce ale ionty vytvářej́ı
periodický potenciál. Jeho změna vede na změnu rozložeńı elektron̊u, a to zp̊usob́ı změnu susceptibility
nebo indexu lomu. Můžeme si proto zapsat diferenciál lineárńıho EO tenzoru

rijk =
∂
[

1
n2
ij

]
∂Ei

=

∂
[

1
n2
ij

]
∂q


Q

∂q

∂Ei
+

∂
[

1
n2
ij

]
∂Q


q

∂Q

∂Ei
.

Nyńı je nutné si vzpomenout na Lorentz̊uv a Drudeho mikroskopický model prob́ıraný v kap. 3. Elek-
trony můžeme popsat pomoćı tlumeného harmonického oscilátoru s rezonančńı frekvenćı ω0. Rezonance
parciálńıch derivaćı bude na této frekvenci řádově 1014–1015 Hz. Druhý člen diferenciálu popisuje reakci
mř́ıžky s rezonančńı frekvenćı mř́ıžkové reflexe v rádiové oblasti 1013 Hz.

U frekvenćı elektrického pole Ω, které jsou pod frekvenćı mř́ıžkové rezonance, považujeme deformaci
krystalu za piezoelektrickou a popisuje ji ńızkofrekvenčńı tenzor rTijk. Pro vyšš́ı frekvence je deformace
krystalu zpr̊uměrovaná, krystal se nest́ıhá deformovat s frekvenćı elektrického pole, což popisuje tenzor
rSijk. Oba tyto tenzory maj́ı stejnou symetrii, ale lǐśı o nepř́ımý elektrooptický jev

rTijk = rSijk + pijlmdlmk, (7.8)

kde pijlm znač́ı elastooptický tenzor a dlmk piezoelektrický tenzor. Toto chováńı ukazuje obr. 7.10 pro
materiál KDP a ADP.

r r
S

r
T

Obr. 7.10: Frekvenčńı spektrum lineárńıho EO
koeficientu pro KDP (žlutá křivka) a pro
ADP (červená křivka). Je zřejmý rozd́ıl mezi
ńızkofrekvenčńı (rT63) a vysokofrekvenčńı (rS63)
hodnotou tohoto prvku tenzoru. V přechodové ob-
lasti okolo 50 kHz je patrná elastická rezonance.
Převzato z [8] a upraveno.

7.6.2 Fotoelastický tenzor

Pro vzájemné propojeńı výše zmiňovaných jev̊u s mechanooptickými jevy si zopakujme některé tenzorové
vztahy, které s t́ım souviśı. Pokud na krystal p̊usob́ı jak elektrické pole, tak mechanické napět́ı, potom
poṕı̌seme změnu indexového elipsoidu v lineárńım režimu následovně

∆

[
1

n2ij

]
= rijkEk + πijklΣkl. (7.9)
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Tenzor mechanického napět́ı Σkl jsme si zavedli již v sekci 4.1.2. Nově zde máme piezooptický tenzor πijkl,
který udává změnu indexu lomu vlivem mechanického p̊usobeńı na krystal. Jeho jednotkou je Pa−1 =
m2/N. Řádová velikost koeficient̊u piezooptického tenzoru je 10−12 m2/N [7]. Mechanické napět́ı v látce
může být generované deformaćı, kterou poṕı̌seme tenzorem malých deformaćı. Tuto závislost v elastické
oblasti popisuje Hook̊uv zákon

Σkl = Cklmnumn, umn =
1

2

(
∂um
∂xn

+
∂un
∂xm

)
.

Cklmn znač́ı tenzor pružnosti a koeficienty umn popisuj́ı tenzor malých deformaćı. Připomeňme si, že
diagonálńı prvky u11, u22 a u33 popisuj́ı stlačeńı, kdežto nediagonálńı prvky u12, u23 a u31 popisuj́ı smyk.
Tenzor malých deformaćı se poč́ıtá z derivaćı vektoru lokálńıho posunut́ı u⃗(r⃗). Anglicky se označuje
displacement.

Provedeme tenzorové násobeńı a dostaneme pro změnu indexového elipsoidu následuj́ıćı rovnost:

∆

[
1

n2ij

]
= rijkEk + pijmnumn, pijmn = πijklCklmn. (7.10)

pijmn je bezrozměrný fotoelastický tenzor o řádové velikosti 1/10. Pokud materiál při deformaci zmáčkneme,
zapř́ıčińı to deformaci indexového elipsoidu o přibližně desetinu této mechanické deformace. S materiálem
se tedy stlačuje i indexový elipsoid.

Pokud je deformace materiálu bez krutu, potom je tenzor deformace symetrický. Fotoelastický tenzor
lze pomoćı multiindexace zapsat jako matici (6× 6).

7.6.3 Vazba na piezoelektrický jev

V našem odvozováńı můžeme postupovat dál tak, že budeme uvažovat mechanickou deformaci materiálu
vyvolanou statickým elektrickým polem. Tento jev se nazývá inverzńı piezoelektrický jev a je popsaný
rovnićı

uij = dijkEk,

kde dijk je piezoelektrický tenzor. Dosad́ıme do rovnice (7.10) a źıskáme velikost modifikace indexového
elipsoidu ve tvaru

∆

[
1

n2ij

]
= (rijk + pijlmdlmk)Ek. (7.11)

Porovnáńım tohoto vztahu s definičńım vztahem pro lineárńı EO jev je zřejmé, proč muśı platit (7.8).
Ve statickém režimu, nebo pro ńızké frekvence, je změna indexového elipsoidu daná jak př́ımým, tak
nepř́ımým elektrooptickým jevem rTijk = rSijk + pijlmdlmk. Prvńı sč́ıtanec odpov́ıdá př́ımému EO jevu a
druhý nepř́ımému.

Inverzńı piezoelektrický jev se využ́ıvá pro mikromanipulace pomoćı elektrického napět́ı. Pokud na
piezoelektrický krystal přilož́ıme napět́ı, dojde k jeho mechanickému roztažeńı nebo smrštěńı v řádu jeden
mikrometr na 10 volt̊u. Śıla, jakou může krystal p̊usobit, je řádově 100 N. Takto můžeme velmi přesně
nastavovat (naklánět nebo posouvat) zrcadla rezonátoru nebo laseru. Př́ıklad piezoelektrických krystal̊u
včetně kontakt̊u a př́ıvodńıch elektrických kabel̊u ukazuje obr. 7.11.

Obr. 7.11: Piezoelektrické krystaly firmy
Thorlabs. Po přiložeńı př́ıčného napět́ı se
prodlouž́ı v podélném směru.
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7.7 Daľśı elektrooptické jevy

EO jevy zahrnuj́ı všechny efekty, kdy dojde ke změně optických vlastnost́ı materiálu vlivem přiloženého
elektrického pole. Toto vněǰśı elektrické pole má frekvence o několik řád̊u nižš́ı, než jsou frekvence op-
tického pole. Podle toho, který parametr látky je elektrickým polem ovlivněn, můžeme EO jevy rozdělit.

1. Změna indexu lomu
Do této kategorie patř́ı vše, co bylo v této kapitole doposud diskutováno. Vhodným materiálem pro
EO jevy je dielektrikum s širokým zakázaným pásem, které se použ́ıvá ve spektrálńı oblasti, kterou
toto dielektrikum nemůže absorbovat. Energie foton̊u je menš́ı než š́ı̌rka zakázaného pásu. Do této
skupiny jev̊u patř́ı např.:

� Pockels̊uv jev

� Kerr̊uv jev

2. Změna optické aktivity
Sem patř́ı změna cirkulárńı anizotropie – elektro-gyrace.

3. Změna absorpčńıho koeficientu
EOmateriálem je v tomto př́ıpadě polovodičová struktura a použ́ıvá se světlo bĺızko hrany zakázaného
pásu tohoto polovodiče. Polovodičová struktura je navržena tak, abychom pomoćı elektrického pole
mohli měnit š́ı̌rku zakázaného pásu. Při zúžeńı zakázaného pásu se posune absorpčńı hrana a světlo,
které dř́ıve procházelo bez tlumeńı, začne být absorbováno. Na základě těchto jev̊u mohou fungovat
amplitudové modulátory světla. Do této skupiny jev̊u patř́ı např.:

� Franz̊uv-Keldyš̊uv jev – Elektrické pole nakláńı vodivostńı a valenčńı pás, což vede k posunut́ı
a sklonu absorbčńı hrany pro mezipásovou absorpci.

� kvantově vázaný Stark̊uv jev – Je zp̊usoben t́ım, že elektrony a d́ıry v polovodičových kvan-
tových jámách jsou d́ıky elektrickému poli prostorově rozposunuty k opačným stranám jámy.
Náklonem pás̊u pak dojde ke sńıžeńı energie absorpčńı hrany.

� n-i-p-i supermř́ıžky – Tyto polovodičové prvky se vyráběj́ı pokročilými epitaxńımi metodami
r̊ustu jednotlivých vrstev polovodiče. Takto je možné vyrobit nad sebou vrstvy dopované na
n-typ, p-typ a nedopované (i-typ). Dı́ky pokročilé litografii je možné vytvořit kontakty na jed-
notlivé vrstvy a elektrickým polem pak ovládat modulaci pásové struktury na p-n přechodech.
Schéma tohoto elektrooptického amplitudového modulátoru je zobrazeno na obr. 7.12.

U

U

x

E

E E

x

E eU

Obr. 7.12: n-i-p-i struktura polovodičového amplitudového modulátoru. Napět́ı se přikládá a) podél osy r̊ustu U ,
b) na p-n vrstvy Upn. Původńı š́ı̌rka zakázaného pásu je Eg a modifikovaná je Eef

g . Převzato z [1], kde je možné
naj́ıt podrobněǰśı vysvětleńı funkce.
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7.8 Shrnut́ı

• Vněǰśı elektrické pole vyvolává v látce změnu optických parametr̊u. Tyto efekty se souhrnně označuj́ı
jako elektrooptické (EO) jevy a využ́ıvaj́ı se pro modulaci optického signálu pomoćı elektrického signálu.

• Elektrickým polem lze modifikovat index lomu, optickou aktivitu nebo absorpčńı koeficient.

• Pro popis EO jev̊u se použ́ıvá modifikace indexového elipsoidu. Elektrické pole měńı hlavńı indexy
lomu a může měnit i směr hlavńıch os.

• Typické EO modulátory jsou: polarizačńı, amplitudový a fázový modulátor. Ty využ́ıvaj́ı lineárńı EO
Pockels̊uv jev. Jedńım z d̊uležitých parametr̊u je p̊ulvlnné napět́ı Uπ.

• Použ́ıvaj́ı se dvě konfigurace: podélný EO jev (elektrické pole ve směru š́ı̌reńı světla), př́ıčný EO jev
(elektrické pole je orientované kolmo na směr š́ı̌reńı světla).

• Při ńızkých frekvenćıch elektrického pole přisṕıvá k EO jev̊um jak př́ımý tak nepř́ımý EO jev. Nepř́ımý
EO jev vzniká kombinaćı piezoelektrického a fotoelastického jevu.
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7.9 Př́ıklady

Př. 7.4: Fázový modulátor LiNbO3:
Uvažujte fázový modulátor použ́ıvaný s př́ıčnou konfiguraćı elektrického pole v lithium niobátu. Načrtněte
dvě geometrické konfigurace, jež se lǐśı hodnotou p̊ulvlnného napět́ı modulátoru, které jsou

U (1)
π =

λ

n3or13

d

l
, U (2)

π =
λ

n3er33

d

l
.

Př. 7.5: Fázové modulátory v interferometru:
Najděte tři fázové modulátory ve vláknovém uspořádáńı dvou Machových-Zehnderových interferometr̊u
na obr. 7.13. Vysvětlete funkci fázového modulátoru ve vláknovém interferometru.

Obr. 7.13: Experimentálńı
uspořádáńı dvou propojených
vláknových interferometr̊u typu
Mach-Zehnder.
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Tento přeṕınač do r̊uzných prostorových mód̊u je
na zeměpisné pozici: 50◦04’16.804”N, 14◦24’9.128”E.
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Kapitola 8

Akustooptický jev
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V předchoźı kapitole jsme diskutovali elektrooptické jevy v pevných látkách. EO jevy jsou ale svázány
s daľśı skupinou jev̊u, které souvisej́ı s mechanickou deformaćı materiálu. Tuto problematiku jsme disku-
tovali v sekci 7.6.2. Některé výsledky, které budeme nyńı potřebovat, si zopakujme.

8.1 Fotoelastický jev

Názvem fotoelastický jev označujeme změnu indexu lomu materiálu pod vlivem mechanické deformace.
Dı́ky tomu, že mechanické napět́ı sńımá symetrii krystalu, můžeme fotoelastické jevy pozorovat i v krys-
talech se středovou symetríı. Pod vlivem mechanického napět́ı docháźı v látce ke změně indexového
elipsoidu. Zat́ımco jednoduchý tlak zp̊usobuje lineárńı anizotropii, krut má za následek cirkulárńı anizot-
ropii. Nejjednodušš́ım př́ıpadem mechanického napět́ı je jednoosé napět́ı, které poṕı̌seme pouze jedńım

nenulovým koeficientem v tenzoru mechanického napět́ı
←→
Σ . Elastické napět́ı zp̊usobuje deformaci, kterou
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si můžeme zapsat jako tenzor nebo ve zkrácené podobě pomoćı multiindex̊u.

←→
Σ =

 Σ 0 0

0 0 0

0 0 0

 ⇒ ←→u =

 u0 0 0

0 0 0

0 0 0

 , ui =



u0
0

0

0

0

0


(8.1)

Dı́ky deformaci se měńı lokálńı hustota látky a t́ım docháźı ke změně optických vlastnost́ı materiálu.
Provedeme rozvoj výrazu pro indexový elipsoid zavedený v sekci 5.3.1. Obvykle stač́ı rozvoj do prvńıho
řádu [

1

n2ij

]
=

1

n2ij

∣∣∣∣∣←→
Σ =
←→
0

+∆

[
1

n2ij

]
.

Dále nás bude zaj́ımat člen popisuj́ıćı změnu indexového elipsoidu

∆

[
1

n2ij

]
= pijklukl.

Pokud použijeme zápis pomoćı multiindex̊u, potom tento vztah źıská tvar

∆

[
1

n2

]
i

= pikuk.

Podle definice dává fotoelastický tenzor pik do vztahu bezrozměrný index lomu a tenzor malých deformaćı,
který je v relativńıch jednotkách. Dı́ky tomu jsou koeficienty fotoelastického tenzoru také bezrozměrné a
řádově maj́ı velikosti ≈ 0.1. Proto deformace materiálu o 1 % svého rozměru vede na deformaci indexového
elipsoidu o hodnotu 0.1 %.

8.1.1 Fotoelastický tenzor pro jednoosé napět́ı

V př́ıpadě jednoosé deformace, jak to ukazuje předpis (8.1), je nenulový pouze prvńı koeficient ve sloup-
covém zápisu tenzoru malých deformaćı. Jeho velikost označ́ıme u0. Protože je odvozeńı deformace inde-
xového elipsoidu, které bychom ted’ měli provést, zcela analogické s výpočtem, který jsme provedli pro
kvadratický EO jev, můžeme nalistovat sekci 7.4 na str. 100 a rovnou napsat výsledek. Z analogie vyplývá

i to, že fotoelastický tenzor
4↔
p muśı mı́t stejnou symetrii jako kvadratický elektrooptický tenzor

4↔
S . Pro

modifikaci indexového elipsoidu, např. pro kubický krystal, plat́ı

∆

[
1

n2

]
i

= pijuj =



p11 p12 p12 0 0 0

p12 p11 p12 0 0 0

p12 p12 p11 0 0 0

0 0 0 p44 0 0

0 0 0 0 p44 0

0 0 0 0 0 p44





u0
0

0

0

0

0


.

Modifikované indexy lomu budou

n′1 = n− 1

2
n3p11u0,

n′2 = n′3 = n− 1

2
n3p12u0.

n znač́ı index lomu daného kubického materiálu, který je bez p̊usobeńı mechanického napět́ı izotropńı.

8.2 Využit́ı akustooptického jevu

Akustooptika řeš́ı interakci optického pole s akustickou vlnou v materiálu pevné látky. To, že může světlo
procházej́ıćı látkou interagovat s akustickou vlnou, předpověděl Léon Brillouin již v roce 1922. Na jeho
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počest se tento jev spojený se změnou frekvence procházej́ıćıho světla začal označovat jako Brillouin̊uv
rozptyl. Poprvé byl experimentálně pozorován v roce 1932 fyziky Debyem a Searsem v USA. Ve stejnou
dobu provedli podobný experiment ve Francii fyzikové Lucas a Biguard.

Nejznáměǰśım akustooptickým jevem je bezesporu difrakce na mř́ıžce, která je v látce vytvořena
periodickou modulaćı indexu lomu. Tato periodická modulace je vytvořena tlakem akustické vlny. Akus-
tooptická interakce se ukázala jako velmi užitečná metoda pro spektrálńı rozklad zvukových vln a pro
velmi rychlé přeṕınáńı směru š́ı̌reńı optického svazku v laserových systémech. Typické akustooptické (AO)
prvky jsou: AO modulátory světla, spektrálńı analyzátory, deflektory optického svazku a laditelné filtry.

8.2.1 Popis akustooptického jevu

Nyńı se již naplno věnujme akustooptickým jev̊um. Pod t́ımto názvem se skrývaj́ı takové jevy, kdy se
měńı optické parametry prostřed́ı vlivem akustické vlny. Akustická vlna, neboli zvuk, se ve vzduchu š́ı̌ŕı
ve formě podélného vlněńı. V krystalu s periodickým uspořádáńım může být směr kmitáńı akustické vlny
jak podélný, tak př́ıčný. To odpov́ıdá také podélným a př́ıčným fonon̊um v pevné látce. Akustická vlna
se může vybudit bud’ pomoćı mikroreproduktoru, nebo pomoćı piezokrystalu. Obě metody umožňuj́ı
měnit elektrický signál na mechanické vibrace. V laserových systémech se muśı velmi přesně nastavit
fáze akustické vlny, aby bylo možné optimalizovat interakci s optickými pulzy délky deśıtek až stovek
femtosekund.

Akustickou vlnu v materiálu popisujeme pomoćı těchto parametr̊u:

� Frekvence Ω popisuje časový vývoj akustické vlny.

� Vlnový vektor, K⃗ = 2π
Λ s⃗, popisuje směr š́ı̌reńı. Většinou voĺıme směr š́ı̌reńı akustické vlny podél

osy x⃗3, tedy K⃗ = (0, 0,K).

� Λ je vlnová délka akustické vlny.

� Rychlost vak = Ω/K udává fázovou rychlost š́ı̌reńı akustické vlny.

� Polarizace vlněńı udává směr výchylek jednotlivých atomů. V př́ıpadě př́ıčného vlněńı voĺıme směr
výchylek v ose x⃗1. Pro podélné vlněńı je směr výchylek shodný se směrem š́ı̌reńı akustické vlny,
tedy podél osy x⃗3.

Akustická vlna se v materiálu pohybuje fázovou rychlost́ı. Pokud docháźı k odrazu, můžeme v pevné
látce vybudit i stojaté vlněńı. Dı́ky tomu, že rychlost světla v = c/n ≈ 108 m/s je o pět řád̊u vyšš́ı než
rychlost zvuku, v ≫ vak ≈ 103 m/s, můžeme akustooptickou interakci femtosekundového optického pulzu
popisovat jako interakci světla se stojatou vlnou v daném čase.

8.2.2 Př́ıčné vlněńı

V př́ıpadě př́ıčného vlněńı lze malou výchylku v r̊uzných mı́stech v materiálu zapsat jako harmonickou
funkci souřadnice x3

u⃗(x3, t) = A cos (Ωt−Kx3)x⃗1,

kde A je amplituda výchylky a K znač́ı velikost vlnového vektoru akustické vlny, K = 2π/Λ. Zopakujme
si, jak se z vektor̊u výchylek poč́ıtá tenzor malých deformaćı,

uij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (8.2)

Zaṕı̌seme-li si tenzor malých deformaćı pomoćı multiindex̊u jako sloupcový vektor o šesti prvćıch, bude
mı́t nenulovou hodnotu pouze prvek s indexem 5,

u5 =
1

2

∂u1
∂x3

= u0 sin (Ωt−Kx3), u0 =
1

2
AK.
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Vlivem akustického pole se v látce vytvoř́ı prostorová fázová mř́ıžka, mř́ıžka s periodickou změnou
indexu lomu. Tuto periodickou mř́ıžku můžeme v př́ıpadě izotropńıho materiálu zapsat pomoćı elastoop-

tického tenzoru
4↔
p , který lze zapsat jako matici (6× 6) d́ıky multiindex̊um. Pro námi zvolenou geometrii

př́ıčného vlněńı se uplatńı prvek p44 tohoto tenzoru. Indexový elipsoid nabude tvar

X2
1 +X2

2 +X2
3

n2
+ 2X1X3p44u0 sin (Ωt−Kx3) = 1.

Docháźı k deformaci indexové koule na elipsoid, což je matematicky stejný problém, jako u kvadra-
tického elektroopického jevu. Pomoćı analogického řešeńı tedy dostaneme analogický výsledek. Po rotaci
do vlastńıch os se zbav́ıme smı́̌seného členu s násobkem X1X3 a provedeńım rozvoje do druhého řádu
dostaneme hodnoty modifikovaných index̊u lomu,

n′1 = n− 1

2
n3p44u0 sin (Ωt−Kx3),

n′2 = n, (8.3)

n′3 = n+
1

2
n3p44u0 sin (Ωt−Kx3).

8.2.3 Podélné vlněńı

Druhou možnost́ı geometrie š́ı̌reńı akustického signálu je ve formě podélného vlněńı. V tomto př́ıpadě
atomy kmitaj́ı ve směru š́ı̌reńı zvuku. Velikost malé výchylky proto zaṕı̌seme následovně

u⃗(x3, t) = A cos (Ωt−Kx3)x⃗3.

Jediným nenulovým prvkem tenzoru malé deformace bude v tomto př́ıpadě prvek s multiindexem tři,

u3 = AK sin (Ωt−Kx3) = u0 sin (Ωt−Kx3), u0 = AK.

Pomoćı tohoto tenzoru si opět spoč́ıtáme, jak se změńı indexová koule izotropńıho prostřed́ı na
elipsoid. V tomto př́ıpadě se nám ale objev́ı dva prvky elastooptického tenzoru pik,

∆

[
1

n2

]
1

= ∆

[
1

n2

]
2

= p12u3,

∆

[
1

n2

]
3

= p11u3.

Rozvojem opět urč́ıme transformované indexy lomu

n1 = n2 = n− 1

2
n3p12u0 sin (Ωt−Kx3),

n3 = n− 1

2
n3p11u0 sin (Ωt−Kx3). (8.4)

8.2.4 Dva režimy AO difrakce

Je třeba brát v úvahu tenzorový charakter interakce, vektorový popis optické a akustické vlny. Vliv
akustické vlny na pr̊uchod optické vlny materiálem je takový, že se optická vlna odkláńı z p̊uvodńıho
směru, docháźı k difrakci na vzniklé fázové mř́ıžce. Tohoto jevu se využ́ıvá v rezonátorech pulzńıch laser̊u
pro vyvázáńı pulz̊u z laserové dutiny. Obecně t́ımto jevem docháźı k modulaci, popř́ıpadě k ř́ızené změně
frekvence optického zářeńı.

V závislosti na zvolené geometrii, tloušt’ce materiálu L, kterým světlo procháźı a š́ı̌rce akustického a
optického svazku můžeme akustooptické jevy rozdělit do dvou kategoríı:

� Bragg̊uv režim: materiál je natolik široký, že akustickou vlnu, která se v něm š́ı̌ŕı, můžeme
považovat za rovinnou. Interakćı dvou rovinných vln, optické a akustické, může doj́ıt k difrakci
pouze do jednoho výstupńıho směru.

� Raman̊uv-Nath̊uv režim: materiál je natolik tenký, že nelze akustickou vlnu aproximovat rovin-
nou vlnou. Na výstupu z krystalu vzniká velký počet difrakčńıch řád̊u.
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Obr. 8.1: a) Bragg̊uv režim difrakce, b) Raman̊uv-Nath̊uv režim difrakce, c) Bragg̊uv režim s fokusovanými svazky.
Vlnový vektor dopadaj́ıćı vlny je zakreslen modře, difraktované vlny červeně a akustické vlny zeleně.

Na akustooptickou interakci se můžeme d́ıvat jako na interakci fotonu s akustickými fonony, jak
ukazuje obr. 8.1. Protože energie fononu je mnohem menš́ı než energie fotonu, délka vlnového vektoru k⃗
se při difrakci prakticky nezměńı, pouze se pootoč́ı jeho směr o úhel 2θB. Pokud by měl foton interagovat
s daľśım fononem, musel by mı́t tento fonon pootočený vlnový vektor K⃗. Úhlový rozptyl vlnových vektor̊u
akustické vlny δΦ v materiálu tloušt’ky L se dá odhadnout výrazem

δΦ =
Λ

L
,

kde Λ je vlnová délka akustické vlny. Zavád́ı se hodnot́ıćı bezrozměrný parametr vztahem Q = 4πθB/δΦ.
Pro Bragg̊uv režim difrakce je Q > 1. Pro Raman̊uv-Nath̊uv režim plat́ı opačná nerovnost, Q < 1. Úhlový
rozptyl směru K⃗ akustické vlny je zde mnohem větš́ı než Bragg̊uv úhel, a tedy může docházet k difrakci
do vyšš́ıch difrakčńıch řád̊u.

V reálných aplikaćıch AO jevu, kde se využ́ıvá Braggova režimu, je třeba poč́ıtat s konečnou š́ı̌rkou
AO krystalu L a s konečnou š́ı̌rkou optického svazku D. Dı́ky konečné š́ı̌rce je divergence svazk̊u nenulová.
V optimálńım a nejefektivněǰśım př́ıpadě je třeba dosáhnout toho, aby divergence obou vln byly stejné,
δθ = δΦ, jak to ukazuje obr. 8.1c).

8.3 Raman̊uv-Nath̊uv režim difrakce

Obr. 8.2: Raman̊uv-Nath̊uv režim AO difrakce. Krys-
tal je tenký a akustická vlna s vlnovou délkou Λ mo-
difikuje index lomu podle zobrazené červené funkce. K
difrakci docháźı do mnoha mód̊u označených šipkou a
č́ıslem difrakčńıho řádu.

O Ramanově-Nathově režimu AO difrakce hovoř́ıme tehdy, pokud je krystal, ve kterém se š́ı̌ŕı akus-
tická vlna, tenký. V tomto př́ıpadě nelze akustickou vlnu aproximovat rovinnou vlnou. Tento režim AO
interakce ukazuje obr. 8.2. Vstupńı optická vlna dopadá kolmo na AO krystal a vlivem difrakce docháźı
k odchýleńı optického svazku do mnoha prostorových mód̊u, které se označuj́ı č́ıslem difrakčńıho řádu.
Nultý řád odpov́ıdá pr̊uchodu svazku bez vychýleńı z p̊uvodńıho směru.

Monochromatickou elektromagnetickou vlnu, která vstupuje do AO krystalu, si zaṕı̌seme v expo-
nenciálńım tvaru

E = E0 e
ı(k⃗·r⃗−ωt).
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Tato vlna źıská po pr̊uchodu krystalem tloušt’ky L r̊uzný fázový posun v r̊uzných mı́stech. Posun záviśı
na př́ıčné pozici x3,

ϕ(x3) = k0

L∫
0

[
n0 + δn sin (Ωt− K⃗ · r⃗)

]
dx2 = ϕ0 + δϕ cos (Ωt− K⃗ · r⃗).

Pro zjednodušeńı zápisu jsme si zavedli dva parametry δn a δϕ. Modulaci indexu lomu spoč́ıtáme jako
δn = n30pu0/2, kde p znač́ı př́ıslušný fotoelastický koeficient a u0 amplitudu materiálové deformace. Bez
akustické vlny źıská optická vlna v krystalu posun fáze ϕ0 = k0n0L, s akustickou vlnou źıská nav́ıc
př́ıspěvek modulovaný s amplitudou δϕ = k0δnL.

V rovině výstupńı hrany krystalu lze optickou vlnu popsat pomoćı komplexńı amplitudy elektrického
pole ve tvaru

E(r⃗, t) = E0 e
ıϕ0 e−ıωt eık⃗·r⃗ eı[δϕ cos (Ωt−K⃗·r⃗)].

Konstantńı posun fáze ϕ0 nám pouze určuje naši volbu počátku. V našem výpočtu zvoĺıme počátek tak,
aby ϕ0 = 0. Posledńı člen, který obsahuje exponenciálu z goniometrické funkce, můžeme rozvést do
Besselových funkćı. Takto źıskáme

E(r⃗, t) = E0

∞∑
m=−∞

ımJm(δϕ) e−ı(ω+mΩ)t eı(k⃗+mK⃗)·r⃗.

Z tohoto zápisu výstupńı optické vlny do rozvoje jasně plyne, že na výstupu z krystalu se objevuj́ı nové
složky pole o frekvenćıch ωm, které se budou š́ı̌rit ve směrech k⃗m, kde m je řád difrakce,

ωm = ω +mΩ, k⃗m = k⃗ +mK⃗.

Intenzitńı zastoupeńı těchto svazk̊u je pro každý řád dáno hodnotou Besselovy funkce J2
m(δϕ). Pro ilustraci

uvažujme konstrukci, kdy chceme do prvńıho difrakčńıho řádu odklonit co největš́ı intenzitu. Jak ukazuje
obr. 8.3, J2

1 (δϕ) má maximálńı hodnotu 33 % a to pro δϕ = 1.8421. Intenzita světla se na výstupu rozděĺı
tak, že p̊ujde 33 % do +1. a −1. řádu, 10 % do 0., +2. a −2. řádu. Zbylá čtyři procenta se rozděĺı do
daľśıch vyšš́ıch řád̊u.

J m
2

(
)

J

J

J

J

Obr. 8.3: Závislost velikosti kvadrátu Besselových
funkćı na argumentu δϕ. Svislá tečkovaná čára
ukazuje maximum funkce J2

1 a v rohu jsou zapsány
hodnoty kvadrát̊u Besselových funkćı v tomto
mı́stě.

Jelikož je vlnový vektor akustické vlny mnohem menš́ı než vlnový vektor světla, |K⃗| ≪ |⃗k|, je úhel roz-
ptylu jednotlivých řád̊u velmi malý, pouze několik stupň̊u. Pro lom z AO krystalu do vzduchu použijeme
Snell̊uv zákon a dojdeme k výrazu pro výstupńı úhel jednotlivých řád̊u θm

|⃗k| sin θm = m|K⃗|, neboli
2π

λ
sin θm = m

2π

Λ
,

kde λ je vlnová délka světla ve vakuu. Pro malé úhly můžeme použ́ıt přibližný vztah sin θm ≈ θm. Takto
dostaneme

θm ≈ m
λ

Λ
.

Vlnové vektory jednotlivých difraktovaných vln jsou přibližně stejné jako p̊uvodńı vlnový vektor optické
vlny, |⃗km| ≈ |⃗k|, jak ukazuje obr. 8.2. Jelikož je k⃗m = k⃗+K⃗, muśı mı́t vlnový vektor akustické vlny určitý
směrový rozptyl. Nelze tedy použ́ıt rovinnou zvukovou vlnou, je lepš́ı vlna kulová. Pomůže také, pokud
neńı optická vlna rovinná, ale je fokusovaná.
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Obr. 8.4: Bragg̊uv režim AO difrakce. Modré šipky ukazuj́ı pr̊uchod svazku bez difrakce, červeně jsou zakresleny
difraktované paprsky, které muśı do směru θB konstruktivně interferovat.

8.4 Bragg̊uv režim difrakce

Pro Bragg̊uv režim muśı být krystal dostatečně široký, a proto můžeme akustickou vlnu považovat za
rovinnou. Difrakce světla na vzniklé fázové mř́ıžce je analogická difrakci rentgenového zářeńı na atomárńı
mř́ıžce krystalu. Protože vlnová délka akustické vlny je typicky několik mikrometr̊u, může akustická vlna
efektivně difraktovat viditelné světlo. Dı́ky analogii s rentgenovou difrakćı se tento proces nazývá Bragg̊uv
režim difrakce a ř́ıd́ı se stejnými vztahy. Geometrické uspořádáńı je znázorněno na obr. 8.4. Bez akustické
vlny procháźı světlo př́ımočaře materiálem, jak to ukazuj́ı modré paprsky. Po zapnut́ı akustické vlny se
část světla odráž́ı na vzniklé mř́ıžce. Aby došlo ke konstruktivńı interferenci jednotlivých odraz̊u, muśı
být splněna difrakčńı podmı́nka. Směr difrakce je charakterizován Braggovým úhlem θB,

2k sin θB = K ⇒ sin θB =
K

2k
, (8.5)

2
2π

λ
n sin θB =

2π

Λ
⇒ 2Λ sin θB =

λ

n
, (8.6)

kde k, K a λ, Λ jsou velikosti vlnových vektor̊u a vlnové délky optické, respektive akustické vlny. Uvedené
vztahy plat́ı v tomto tvaru pouze pro izotropńı prostřed́ı s indexem lomu n.

Reálný AO modulátor založený na Braggově režimu difrakce, který je zobrazen na obr. 8.5, se použ́ıvá
jako AO přeṕınač v laserovém zesilovači RegA od firmy Coherent. Typický úhlový odklon svazku je pouze
několik stupň̊u, jak je to v obrázku naznačeno červenými šipkami. Aby se odkloněný svazek vyhnul zrcadlu,
které je bĺızko k AO modulátoru, je toto zrcadlo shora seř́ıznuté. Tento AO přeṕınač slouž́ı k zavedeńı
laserového pulzu do dutiny zesilovače a po jeho ześıleńı se použije znovu k vyvedeńı pulzu z dutiny ven.
Materiálem je SiO2 a použ́ıvá se frekvence akustické vlny 380 MHz.
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Obr. 8.5: AO modulátor v dutině laserového ze-
silovače RegA od firmy Coherent. Modulátor se
použ́ıvá jako ventil k navázáńı pulzu do lase-
rové dutiny, kde je ześılen během několika oběh̊u.
Stejným modulátorem je posléze ześılený laserový
pulz opět z rezonátoru vypuštěn.

8.4.1 Braggova difrakce v anizotropńım prostřed́ı

V anizotropńım prostřed́ı muśıme nav́ıc započ́ıtat to, že difraktovaný svazek s vlnovým vektorem k⃗′

a p̊uvodńı svazek s vlnovým vektorem k⃗ maj́ı ve svých směrech r̊uzné indexy lomu. Tedy úhel sklonu
k vlnoploše akustické vlny je r̊uzný pro dopadaj́ıćı svazek (θB) a difraktovaný svazek (θ′B). Pro difrakčńı
úhel plat́ı obecněǰśı vztah,

2k sin θB = K − k′2 − k2

K
.

Protože nás při této geometrické konstrukci zaj́ımá velikost vlnového vektoru, je v tomto př́ıpadě výhodněǰśı
použ́ıvat pro popis anizotropńıho prostřed́ı dvouvrstvou indexovou plochu. Geometrie vektor̊u je zakres-
lena na obr. 8.6a) pro izotropńı materiál a na obr. 8.6b) pro anizotropńı materiál.

k

k

K

k

k

K

v

v

v

Obr. 8.6: Zákon zachováńı vlnového vektoru pro Bragg̊uv režim difrakce a) v izotropńım prostřed́ı, b) v anizot-
ropńım prostřed́ı. c) Výpočet Braggovy difrakce pomoćı Dopplerova jevu. Světlo s rychlost́ı v⃗ se odráž́ı od čela
akustické vlny, která se š́ı̌ŕı rychlost́ı v⃗ak

Př. 8.1: Úhel AO difrakce ve vodě:

Uvažujme typickou vlnovou délku optického zářeńı z viditelné oblasti spektra, λ = 500 nm. Parametry
akustické vlny ve vodě jsou následuj́ıćı: frekvence fak = 500 MHz, rychlost š́ı̌reńı vak = 1.5 km/s.
Z rychlosti a frekvence akustické vlny můžeme určit jej́ı vlnovou délku Λ, úhlovou frekvenci Ω a velikost
vlnového vektoru K s využit́ım vztah̊u

Λ = vak/fak, Ω = 2πfak, K =
Ω

vak
=

2πfak
vak

.

Dostaneme vlnovou délku Λ = 3 µm. Po dosazeńı do vzorce (8.6), kde dosad́ıme index lomu vody n = 1.33,
źıskáme hodnotu difrakčńıho úhlu θB = 3.6◦.

8.4.2 Zákony zachováńı při difrakci

Stejně tak jako pro jiné optické jevy plat́ı i zde zákony zachováńı energie a hybnosti,

~ω′ = ~ω ± ~Ω, k⃗′ = k⃗ ± K⃗.
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Nečárkované veličiny popisuj́ı vstupńı optickou vlnu a čárkované veličiny odpov́ıdaj́ı hodnotám po difrakci.
Na elementárńı úrovni spolu interaguj́ı foton optického zářeńı s fononem (vibračńım módem) akustické
vlny. Znaménko plus odpov́ıdá tomu, že při difrakci zanikl jeden akustický fonon, mı́nus znamená, že
jeden fonon vznikl. Vektorové vztahy pro vlnové vektory znázorňuje obr. 8.6.

8.4.3 Popis difrakce pomoćı Dopplerova jevu

Změnu kruhové frekvence procházej́ıćıho světla ω můžeme spoč́ıtat také pomoćı Dopplerova jevu. Dop-
pler̊uv jev popisuje změnu frekvence zdroje, který se pohybuje v̊uči pozorovateli určitou rychlost́ı, nebo
může popisovat odraz vlny na pohybuj́ıćım se předmětu. To se dá aplikovat na náš př́ıpad, kdy lze
předpokládat, že se difraktovaná vlna odráž́ı na čele pohybuj́ıćı se akustické vlny. Geometrie tohoto jevu
je zakreslena na obr. 8.6c). Pro změnu frekvence u Dopplerova jevu plat́ı vztah

∆ω

ω
= 2

vak sin θB
v

, kde v =
c

n
.

Změna frekvence ∆ω je dána poměrem rychlosti akustické vlny vak a rychlosti v světla v materiálu
s indexem lomu n. Č́ıselný faktor 2 vyplývá z toho, že při odrazu se otoč́ı směr normálové složky rychlosti
v⃗ na opačný. Úpravou a po dosazeńı Braggovy rovnice (8.6) dokážeme, že se při difrakci kruhová frekvence
zářeńı změńı o hodnotu

∆ω = ω′ − ω = 2
ω

v
sin θBvak = 2k sin θBvak = Kvak = Ω.

Dostali jsme očekávaný výsledek, že se kruhová frekvence světla změńı o frekvenci akustické vlny (fononu).

8.4.4 Účinnost Braggovy difrakce

Oproti Ramanovu-Nathovu režimu lze v Braggově režimu měnit poměr intenzity prošlé a difraktované
vlny. Účinnost difrakce η definujeme jako pod́ıl intenzity difraktovaného svazku Idif a intenzity dopa-
daj́ıćıho svazku Iin. Pomoćı metody vázaných vln je možné spoč́ıtat účinnost difrakce, ale toto odvozeńı
je nad rámec tohoto textu. Proto si pouze zaṕı̌seme výsledek

η =
Idif
Iin

= sin2 κL.

Zde L označuje délku AO materiálu, kterým procháźı svazek. Při pr̊uchodu světla se energie přelévá do
difraktovaného svazku a zpět se sinovou závislost́ı na prostorové souřadnici. κ je vazebná konstanta a jej́ı
hodnota je v izotropńım prostřed́ı s indexem lomu n rovna

κ =
ω

4c
n3pefu0.

Hodnota vazebné konstanty odpov́ıdá prostorové frekvenci, s jakou se přelévá energie mezi procházej́ıćım
a difraktovaným svazkem. V konstantě κ se skrývá vlnový vektor světla, nebot’ plat́ı k = ω/c. Zbylé členy
představuj́ı efektivńı amplitudu modulace indexu lomu n3pefu0/4, se kterou jsme se již setkali ve vztaźıch
(8.3) a (8.4). Parametry pef a u0 označuj́ı efektivńı hodnotu fotoelastického tenzoru pro danou geometrii
a amplitudu akustické deformace.

Vezmeme do úvahy vztah pro výpočet intenzity akustické vlny,

Iak =
1

2
ρv3aku

2
0,

kde ρ znač́ı hustotu materiálu a vak fázovou rychlost. Pokud chceme vyjádřit závislost účinnosti difrakce
na intenzitě akustické vlny, můžeme tyto vztahy dosadit a vyloučit neznámou u0. Ta se ale vyskytuje
v obou vztaźıch v r̊uzné mocnině, a proto je výhodné si zavést materiálovou konstantu, která difrakci
popisuje,

M =
n6p2ef
ρv3ak

.

Účinnost difrakce pak můžeme zapsat jako

η = sin2
(

πL√
2λ cos θB

√
MIak

)
. (8.7)
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Protože Bragg̊uv úhel θB je velmi malý, často se bere cos θB ≈ 1. Hodnoty koeficientu M jsou pro r̊uzné
materiály tabelizovány, často se udává hodnota vztažená v̊uči vodě (M/MH2O).

Jak silnou akustickou vlnu budeme potřebovat na 100% účinnost difrakce? Potřebujeme zajistit, aby
argument sinu byl π/2, nebot’ sin2(π/2) = 1. Jednoduchou úpravou dostaneme, že pro maximálńı difrakci
potřebujeme akustickou intenzitu

Imax
ak =

λ2 cos2 θB
2ML2

.

V praxi si muśıme dát pozor, aby použitý krystal vydržel takový výkon akustické vlny.

Př. 8.2: Účinnost AO difrakce ve vodě:

Pokud budeme cht́ıt spoč́ıtat účinnost difrakce na akustické vlně ve vodě, muśıme dosadit do (8.7)
konstanty vody: n = 1.33, pef = 0.31, vak = 1.5 km/s, ρ = 1000 kg/m3. Pokud použijeme svazek červeného
He-Ne laseru s vlnovou délkou λ = 632.8 nm, potom bude účinnost difrakce rovna η = sin2 (1.4L

√
Iak).

V závislosti na délce prostřed́ı a intenzitě akustické vlny můžeme měnit účinnost difrakce od nuly až do
100 %.

Př. 8.3: Účinnost AO difrakce v krystalu PbMoO4:

Mějme krystal PbMoO4 délky L = 1 mm, který je použit pro difrakci optického svazku o pr̊uřezu
1 mm2. Tento materiál má relativńı difrakčńı koeficient M/MH2O = 0.22. Pokud má akustická vlna
intenzitu 1 W, potom dosazeńım do uvedených vztah̊u źıskáme účinnost difrakce 40 %.

8.5 Aplikace AO jevu

Obr. 8.7: Schéma akustického spektrálńıho ana-
lyzátoru, který d́ıky AO jevu v Braggově
režimu promı́tne na st́ıńıtko spektrum akustického
signálu. Akustický signál je buzen na piezokrys-
talu (černý obdélńıček) elektrickým RF signálem
v řádu deśıtek až stovek MHz.

Braggova režimu akustooptické difrakce se využ́ıvá v mnoha optoelektronických zař́ızeńıch. Uved’me si
následuj́ıćı př́ıklady:

1. Spektrálńı analyzátor: využ́ıvá toho, že v závislosti na frekvenci akustické vlny je vstupńı svazek
odkloněn do r̊uzných úhl̊u. Na st́ıńıtku umı́stěném v ohniskové rovině čočky tak lze vidět spektrum
akustické vlny, jak to ukazuje obr. 8.7.

2. Intenzitńı modulátor: využ́ıvá závislost účinnosti difrakce na intenzitě akustické vlny. Změnou
akustického výkonu lze efektivně přelévat intenzitu procházej́ıćıho svazku do difraktovaného svazku.

3. Frekvenčńı modulátor: d́ıky zákonu zachováńı energie (viz též Doppler̊uv jev) se měńı frek-
vence difraktovaného zářeńı podle vztahu ω′ = ω ± Ω. Na vysokofrekvenčńı optický signál se dá
namodulovat ńızkofrekvenčńı akustický signál.

4. Laditelný spektrálńı filtr: pokud se ve směru difraktovaného módu umı́st́ı úzká štěrbina, pro-
pust́ı jen část spektra, která vyhovuje difrakčńı podmı́nce. Propuštěné spektrum lze nastavovat
v závislosti na parametrech akustické vlny.

5. AO přeṕınač: anglicky se označuje jako AO deflector. AO krystal se použ́ıvá v Braggově režimu
na přeṕınáńı optického svazku z jednoho prostorového módu do druhého. Využ́ıvá se to předevš́ım
v laserových systémech pro přeṕınáńı cest optického svazku. Použ́ıvá se také na ř́ızené zvýšeńı ztrát
v rezonátoru Q-sṕınaného laseru nebo laserového zesilovače.
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8.5.1 Technické parametry AO intenzitńıho modulátoru

Směr difrakce v Braggově režimu si d́ıky (8.6) můžeme zapsat jako

sin θB =
λ/n

2Λ
=
λ/n

2vak
fak. (8.8)

Se zvyšováńım frekvence stoupá úhel odklonu difraktovaného svazku. Typický odklon je v řádu několika
stupň̊u, můžeme tedy nahradit funkci sinus pouze argumentem a ř́ıci, že úhel difrakce θB je úměrný
akustické frekvenci fak. Maximálńı odklon by nastal pro sin θB = 1, což definuje maximálńı frekvenci
akustické vlny,

fmax
ak =

2vak
λ/n

.

Dosad́ıme-li typické hodnoty, dostaneme maximálńı frekvenci řádu 10 GHz.

Jedńım z d̊uležitých parametr̊u AO zař́ızeńı je š́ıřka pásma. Pokud by interagovaly rovinné vlny, byla
by Braggova difrakčńı podmı́nka ostrá, zař́ızeńı by fungovalo jen pro jednu frekvenci f0 a š́ı̌rka pásma by
byla nulová, ∆fak = 0. Reálně jsou ale obě vlny omezeny, což rozš́ı̌ŕı š́ı̌rku pásma na konečnou hodnotu.
Provedeme diferenciál (8.8) a źıskáme

cos θB∆θB =
λ/n

2vak
∆fak ⇒ ∆fak =

2vakn cos θB
λ

∆θB. (8.9)

Celkový rozptyl Braggova úhlu je součtem úhlové š́ı̌rky optického svazku δθ a úhlové š́ı̌rky δΦ akustické
vlny v daném materiálu,

∆θB = δθ + δΦ.

Jak jsme si uváděli, je optimálńı, aby byly úhlové š́ı̌rky optické a akustické vlny stejné. Použijeme vztah
pro úhel optické vlny, který je pro gassovský svazek s š́ı̌rkou sedla w0 roven

δθ = 2
λ/n

πw0
.

Budeme uvažovat, že celková variance Braggova úhlu je dvojnásobek δθ. Dále pro malý úhel difrakce
nahrad́ıme cos θB = 1. Potom dostaneme

∆fak =
8vak
πw0

≃ vak
w0

=
1

τ
.

Frekvenčńı š́ı̌rka pásma je tedy daná převrácenou hodnotou času pr̊uchodu akustické vlny přes š́ı̌rku
optického svazku τ . Pro zvětšeńı š́ı̌rky pásma AO modulátoru je tedy potřeba zúžit, tj. fokusovat, optický
svazek a zkrátit dobu pr̊uchodu akustické vlny přes optický svazek. Je tedy třeba, aby τ bylo malé.

8.5.2 Technické parametry AO spektrálńıho analyzátoru

U tohoto AO prvku je třeba maximalizovat rozlǐseńı akustických frekvenćı. Maximalizujeme parametr
N , který je dán poměrem š́ı̌rky ∆θB, do které je optický svazek rozmı́tnut, a velikosti stopy, která by
odpov́ıdala monochromatickému akustickému signálu δθ,

N =
∆θB
δθ

=
∆fakλ/n

2vak cos θB

πw0

2λ/n
=

πw0∆fak
4vak cos θB

,

N ≃ ∆fak
w0

vak
= ∆fakτ.

Pro danou š́ı̌rku pásma je pro zvýšeńı rozlǐseńı potřeba τ velké. To znamená, že je třeba široký optický
i akustický svazek. Je to tedy zcela opačná podmı́nka proti předešlému př́ıpadu.

8.5.3 AO přeṕınač

AO přeṕınače jsou typickou součásti femtosekundových pulzńıch laser̊u, jak jsme již diskutovali na str. 116.
Na obr. 8.5 je zakreslena konstrukce AO přeṕınače v laserovém zesilovači RegA. V tomto zař́ızeńı se ale
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použ́ıvá ještě jeden AO přeṕınač, který se označuje jako Q-sṕınač (sṕınač kvality rezonátoru). Ten je za-
chycen na obr. 8.8, AO krystal je vyroben z materiálu TeO2. Pokud je na krystal Q-sṕınače puštěn akus-
tický signál, docháźı k rozptylu procházej́ıćıho světla, č́ımž se zvýš́ı ztráty v dutině a nedojde k rozsv́ıceńı
stimulované emise laserového světla v rezonátoru. Po vypnut́ı Q-sṕınače se ztráty v rezonátoru zesilovače
sńıž́ı a dojde k ześıleńı přivedeného pulzu o tři řády až na hodnoty okolo 3 µJ na pulz délky 160 fs.

Obr. 8.8: AO modulátor v dutině laserového zesilovače RegA
od firmy Coherent. Modulátor se použ́ıvá jako Q-sṕınač, který
zp̊usob́ı ztráty v dutině rezonátoru. Až po otevřeńı Q-sṕınače
se může laserový zesilovač rozsv́ıtit. AO krystal je umı́stěn
na piezoelektrický krystal, který vytvář́ı akustickou vlnu d́ıky
přiloženému elektrickému signálu s frekvenćı 80 MHz. Pod krys-
talem je vidět př́ıvodńı elektrický kabel a ćıvka s kondenzátorem
pro správné elektrické přizp̊usobeńı.

8.6 Shrnut́ı

• Akustooptický (AO) jev patř́ı do tř́ıdy fotoelastických jev̊u. Akustická vlna vytvář́ı v materiálu
periodickou změnu indexu lomu. Procházej́ıćı světlo je difraktované takto vytvořenou mř́ıžkou.

• Podle geometrie optického a akustického svazku rozlǐsujeme Bragg̊uv režim a Raman̊uv-Nath̊uv režim
difrakce. Tyto režimy se lǐśı počtem difrakčńıch řád̊u a účinnost́ı.

• K AO difrakci může docházet v pevných látkách nebo v kapalinách.

• AO jev se využ́ıvá pro odklon směru š́ı̌reńı optického svazku, který se dá velmi rychle a časově přesně
sṕınat. Tyto prvky se použ́ıvaj́ı v laserových systémech s krátkými pulzy.

• AO jevy se dále použ́ıvaj́ı pro spektrálńı analýzu nebo filtraci a frekvenčńı nebo intenzitńı modulaci.
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8.7 Př́ıklady

Př. 8.4: Parametr difrakce: Ukažte, že pro bezrozměrný parametr Q, který určuje režim AO difrakce,
se dá odvodit přibližný vztah

Q =
2πλL

nΛ2
.

Nápověda: Použijte definici parametru Q a za Bragg̊uv úhel dosad’te vztah (8.6).

Př. 8.5: AO přeṕınač: AO přeṕınač předvedený na obr. 8.5 pracuje v pulzńım režimu. Vzdálenost
mezi pulzy je 13 ns. Aby byl v Braggově režimu ovlivněn pouze jeden pulz, zaṕıná se akustický signál
10 ns před př́ıchodem optického pulzu. Stihne se v AO přeṕınači vytvořit akustická vlna přes celou š́ı̌rku
svazku? Svazek je fokusován na š́ı̌rku 55 µm a rychlost zvuku v materiálu SiO2 je 4.2 km/s.
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Přehled optických vlastnost́ı materiálu: a) disperzńı relace pro elektrony, b) spektrum absorpce
c) reflexe, d) lumniscence. Červeně je vyznačena š́ı̌rka zakázaného pásu Eg, modře základńı volný
exciton EX, zeleně vázané excitony BEX, černě donor-akceptorové (DA) páry. Převzato z [12].
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Kapitola 9

Mezipásové přechody
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9.4 Absorpčńı pásy a kritické body . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
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9.5.1 Dovolené a zakázané přechody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
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9.1 Popis pole pomoćı potenciálu

Elektrické a magnetické pole se dá zavést pomoćı skalárńıho a vektorového potenciálu. Pro harmonické
elektromagnetické pole nám pro popis stač́ı vektorový potenciál A⃗(r⃗, t). Elektrické a magnetické pole
můžeme źıskat z definičńıch vztah̊u

E⃗(r⃗, t) = −∂A⃗(r⃗, t)
∂t

, B⃗(r⃗, t) = ∇× A⃗(r⃗, t). (9.1)

Vektorový potenciál neńı př́ımo měřitelný, a proto jeho zavedeńı neńı jednoznačné. Elektrické a magne-
tické pole se poč́ıtá z derivace vektorového potenciálu. Pro jeho jednoznačnost se voĺı dodatečná podmı́nka,
která se označuje jako tzv. cejchováńı. Obvykle se voĺı ∇ · A⃗ = 0, což budeme použ́ıvat i v tomto textu.

Pokud popisujeme harmonické pole s frekvenćı ω a vlnovým vektorem k⃗ = (n+ ıκ)ωc s⃗, potom bude

mı́t i vektorový potenciál harmonickou závislost, A⃗(r⃗, t) = A0a⃗ e
ı(k⃗·r⃗−ωt). A0 je amplituda vektorového

potenciálu a a⃗ je jeho jednotkový směrový vektor. Z definičńıch vztah̊u dostaneme elektrické a magnetické
pole:

E⃗ = ıωA0 a⃗ eı(k⃗·r⃗−ωt),

H⃗ =
1

µ0
B⃗ =

ık

µ0
A0 (s⃗× a⃗) eı(k⃗·r⃗−ωt).
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Bude nás zaj́ımat š́ı̌reńı energie, které popisuje Poynting̊uv vektor. Při výpočtu muśıme započ́ıtat
reálnou část komplexńıho pole a ze středováńı přes periodu pole vyjde faktor jedna polovina.

⟨S⃗⟩ = ⟨E⃗ × H⃗⟩ = ω2A2
0 n

2µ0c
e−αs⃗·r⃗ s⃗, kde α =

2ωκ
c
. (9.2)

9.2 Mezipásové přechody

V této kapitole se pokuśıme popsat mezipásové optické přechody elektron̊u v pevné látce, ke kterým
docháźı při absorpci kvanta elektromagnetického zářeńı. Vystač́ıme zde se semiklasickým popisem inter-
akce látky s elektromagnetickým polem. Toto pole s frekvenćı ω poṕı̌seme klasicky, ale pokud docháźı
k absorpci, předává pole kvazičástićım v pevné látce energii po kvantech ~ω.

Pro popis látky budeme použ́ıvat jej́ı pásovou strukturu, kde předpokládáme znalosti fyziky pevných
látek v rozsahu [1]. Obecné odvozeńı mezipásové absorpce by bylo možné provést pro libovolný krystal
polovodiče, dielektrika i kovu. Odvozováńı je ale nejsnáze pochopitelné pro polovodiče, kde je pásová
struktura relativně jednoduchá. Budeme se tedy při výkladu absorpce věnovat polovodič̊um, ale odvozené
výsledky se daj́ı použ́ıt i pro jiné materiály.

Polovodič má zakázaný pás š́ı̌rky Eg, který odděluje valenčńı energetický pás Ev zaplněný elektrony
a vodivostńı pás Ec, který je prázdný. Vliv mezipásových přechod̊u na optické vlastnosti polovodiče a
jejich provázanost jsou schématicky znázorněny na úvodńım obrázku této kapitoly na str. 122.

9.2.1 Látka v jednoelektronovém přibĺıžeńı

Jedńım z nejjednodušš́ıch kvantových zp̊usob̊u popisu látky je jednoelektronové přibĺıžeńı. Předpokládáme,
že známe periodický potenciál V (r⃗), který je v látce vytvořen systémem jader a elektron̊u. Zkoumáme po-
hyb jednoho vybraného elektronu v tomto periodickém potenciálu, což se provede řešeńım Schrödingerovy
rovnice s následuj́ıćım hamiltoniánem

Ĥ0 =
p̂2

2m
+ V (r⃗).

Potenciál V (r⃗) muśı být v periodickém krystalu periodický s periodou mř́ıžky. Pro jednoduchost budeme
předpokládat kubickou mř́ıžku s periodou a, která se pohybuje v rozsahu několika angstromů (2-3 Å).
Kinetická energie je v hamiltoniánu spoč́ıtaná pomoćı operátoru hybnosti, p̂ = −ı~∇ .

Švýcarský fyzik Felix Bloch odvodil jako prvńı výraz pro vlnovou funkci elektronu v periodickém
potenciálu.

Bloch̊uv teorém: V dokonalém periodickém potenciálu krystalu lze napsat řešeńı Schrödin-
gerovy rovnice ve tvaru rovinné vlny eıq⃗·r⃗ vynásobené periodickou funkćı un,q⃗(r⃗), která má
periodu shodnou s periodou krystalu.

ψn,q⃗(r⃗) = un,q⃗(r⃗) e
ıq⃗·r⃗. (9.3)

Tento zápis vlnové funkce elektronu se označuje jako Blochova vlnová funkce. V této funkci vystupuje
vlnový vektor1 elektronu q⃗, který určuje kvaziimpuls elektronu, ~q⃗. Index n znač́ı index energetického
pásu s disperzńı závislost́ı En(q⃗).

Energetické pásy jsou řešeńım stacionárńı Schrödingerovy rovnice, která má tvar

Ĥ0ψn,q⃗(r⃗) = En(q⃗)ψn,q⃗(r⃗).

Abychom se vyhnuli komplikovanému značeńı indexu pásu a vlnového vektoru, použijeme zkrácené notace
do jednoho ṕısmene: n, q⃗ → n a m, q⃗′ → m.

Dı́ky tomu, že hamiltonián Ĥ0 nezáviśı na čase, je řešeńı časové Schrödingerovy rovnice triviálńı,

ı~
∂ψn

∂t
= Ĥ0ψn(r⃗, t) = Enψn(r⃗, t).

1 Vlnový vektor elektronu se zde znač́ı q⃗. V literatuře se obvykle použ́ıvá symbol k⃗, ale my jsme ho již použili pro světlo.
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Ve vlnové funkci elektronu můžeme separovat časovou a prostorovou závislost,

ψn(r⃗, t) = ψn(r⃗) e
−ı(En/~)t = ψn(r⃗) e

−ıωnt.

Přechod mezi energíı a kruhovou frekvenci je samozřejmě svázán s Planckovou konstantou En = ~ωn.

9.2.2 Interakčńı hamiltonián

Elektromagnetické pole poṕı̌seme vektorovým potenciálem A⃗(r⃗, t). Interakce látky s t́ımto polem se dá

započ́ıtat tak, že nahrad́ıme operátor hybnosti: p̂→ p̂− eA⃗. Pro jednoduchost nebudeme závislost A⃗ na
(r⃗, t) stále explicitně uvádět. Hamiltonián uprav́ıme následovně

Ĥ =
1

2m

(
p̂− eA⃗

)2
+ V (r⃗)

=
1

2m

(
p̂2 + e2A2 − e(p̂ · A⃗+ A⃗ · p̂)

)
+ V (r⃗).

Člen e2A2 lze pro slabá pole zanedbat. Operátor v závorce p̊usob́ıćı na vlnovou funkci se dá zjednodušit

(p̂ · A⃗+ A⃗ · p̂)Ψ = −ı~(∇ · A⃗+ A⃗ · ∇)Ψ = −2ı~A⃗ · ∇Ψ.

Při odvozeńı muśıme vźıt v úvahu, že derivace v operátoru ∇ p̊usob́ı doprava jak na vlnovou funkci,
tak na vektorový potenciál. Můžeme ale použ́ıt vhodnou volbu vektorového potenciálu, kde ∇ · A⃗ = 0.
Výsledný hamiltonián bude mı́t tvar

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (r⃗) +

ıe~
m
A⃗(r⃗, t) · ∇ = Ĥ0 + Ĥ1,

Ĥ1 =
ıe~
m
A⃗ · ∇ = − e

m
A⃗ · p̂.

Hamiltonián jsme tedy rozdělili na stacionárńı část Ĥ0 a prvńı řád poruchového počtu Ĥ1. Tento člen ha-
miltoniánu záviśı na čase d́ıky časové závislosti vektorového potenciálu A⃗(r⃗, t). Dı́ky tomu může indukovat
přechody mezi stacionárńımi hladinami, které jsou vlastńımi stavy hamiltoniánu Ĥ0.

Vlnovou funkci Ψ(r⃗, t) můžeme rozepsat do báze {ψi(r⃗, t)} vlastńıch stav̊u Ĥ0

Ψ(r⃗, t) =
∑
i

bi(t)ψi(r⃗, t) =
∑
i

bi(t)ψi(r⃗) e
−ıωit =

∑
i

bi(t)ui(r⃗) e
ı(q⃗·r⃗−ωit).

Index i v sumě znamená sč́ıtáńı přes č́ısla všech energetických pás̊u a dále sč́ıtáńı přes všechny povolené
vlnové vektory elektronu q⃗. Bázové vlnové funkce jsme si zapsali v Blochově tvaru (9.3) s periodickou
část́ı ui.

9.2.3 Řešeńı Schrödingerovy rovnice pomoćı poruchového počtu

Diferenciálńı Schrödingerovu rovnici budeme řešit s počátečńı podmı́nkou v čase t = 0: bi(0) = δin, kde n
označuje č́ıslo hladiny základńıho stavu. Pro t > 0 znač́ı tedy hodnota kvadrátu |bn(t)|2 pravděpodobnost,
že systém z̊ustal v základńım stavu. Pravděpodobnost přechodu systému ze základńıho stavu na m-tou
hladinu v čase t (n→ m) spoč́ıtáme jako Pmn(t) = |bm(t)|2.

Dosad́ıme-li vyjádřeńı vlnové funkce ve vlastńıch stavech hamiltoniánu do časové Schrödingerovy
rovnice, dostaneme

ı~
∂

∂t

∑
i

bi(t)ψi(r⃗, t) = Ĥ0

∑
i

bi(t)ψi(r⃗, t) + Ĥ1

∑
i

bi(t)ψi(r⃗, t).

Následuj́ıćı postup řešeńı Schrödingerovy rovnice má tři kroky:
1) od rovnice odečteme stacionárńı řešeńı,
2) vynásob́ıme zleva komplexně sdruženou vlastńı vlnovou funkćı ψ∗m(r⃗, t),
3) přeintegrujeme přes celý objem krystalu (

∫
dV ).

Takto źıskáme upravenou rovnici

ı~
∂bm(t)

∂t
=
∑
i

bi(t)Ĥmi
1 (t) eıωmit, kde ωmi = ωm − ωi.
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Maticový element poruchového hamiltoniánu má tvar

Ĥmi
1 =

∫
ψ∗m(r⃗)Ĥ1(r⃗, t)ψi(r⃗)dV.

Budeme poč́ıtat v prvńı poruchové aproximaci pravděpodobnost Pmn(t), že dojde k přechodu ze
základńıho stavu n do excitovaného stavu m,

ı~
∂bm(t)

∂t
= Ĥmn

1 (t) eıωmnt

⇒ bm(t) =
1

ı~

t∫
0

Ĥmn
1 (t′) eıωmnt

′
dt′, (9.4)

Pmn(t) =
4π2

~2
∣∣∣Ĥmn

1 (ωmn)
∣∣∣2 .

Výraz Ĥmn
1 (ωmn) představuje Fourierovu složku maticového elementu poruchového hamiltoniánu s frek-

venćı ωmn. Výpočet maticového elementu provedeme nyńı podrobněji

Ĥmn
1 (t) =

∫
ψ∗m(r⃗)

ıe~
m
A⃗(r⃗, t) · ∇ψn(r⃗)dV

=
ıe~
2m

A0a⃗ ·
∫
u∗m(r⃗) e−ıq⃗

′·r⃗
[
eı(k⃗·r⃗−ωt) + c.c.

]
∇
(
un(r⃗) e

ıq⃗·r⃗) dV
=

ıe~
2m

A0a⃗ ·
∫
u∗m(r⃗) eı(q⃗+k⃗−q⃗′)·r⃗ e−ıωt (∇un(r⃗) + un(r⃗)ıq⃗) dV.

Vektorový potenciál jsme si zde zapsali pomoćı amplitudy A0 a jednotkového směrového vektoru a⃗. Ve

výrazu
[
eı(k⃗·r⃗−ωt) + c.c.

]
představuje prvńı člen absorpci fotonu a přechod elektronu do excitovaného

stavu. Druhý člen popisuje emisi fotonu, ale protože je elektron v základńım stavu, nemůže žádný foton
emitovat.

Člen un(r⃗)q⃗ můžeme zanedbat, pokud je nenulový člen ∇un(r⃗). Toto zjednodušeńı se označuje jako
dipólová aproximace. Nyńı proved’me analýzu vlnových vektor̊u, které muśı splňovat zákon zachováńı
hybnosti:

q⃗′ = q⃗ + k⃗ = q⃗ +
ωn

c
s⃗ = q⃗ +

2πn

λ
s⃗.

Protože všechny možné stavy elektronu jsou popsány vlnovými vektory q⃗, které pokrývaj́ı celou prvńı
Brillouinovu zónu (1.BZ), muśı pro jejich velikost platit q ≤ 2π/a. Vlnová délka světla ve viditelné oblasti
(např. λ ≈ 500 nm) je mnohem větš́ı než mř́ıžková konstanta (typicky a ≈ 0.3 nm). Proto je q ≫ k a

q⃗′ ≈ q⃗. To znamená, že mezipásové optické přechody jsou vertikálńı v BZ, jak to ukazuje obr. 9.1. Při
přechodu elektronu mezi pásy se neměńı vlnový vektor elektronového stavu.

q

E

E

E (q)

E (q)

Obr. 9.1: Zjednodušené pásové schéma polovodiče.
Uvažujeme jednoduchý parabolický vodivostńı i valenčńı
pás. Ty odděluje zakázaný pás š́ı̌rky Eg. Šipka znázorňuje
přechod fotoexcitovaného elektronu mezi pásy, kdy se za-
chovává vlnový vektor q.
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9.2.4 Fermiho zlaté pravidlo

Vypoč́ıtáme si velikost maticového elementu interakčńıho hamiltoniánu v dipólové aproximaci.

Ĥmn
1 (t) =

ıe~
2m

A0a⃗ ·
∫
u∗m(r⃗) e−ıωt∇un(r⃗)dV

= −eA0

2m
e−ıωta⃗ · p⃗mn(q⃗),

kde p⃗mn(q⃗) = −ı~
∫
u∗m(r⃗)∇un(r⃗)dV.

Zde jsme si zavedli mezipásový maticový element operátoru hybnosti p⃗mn(q⃗) popisuj́ıćı přechod ze
základńıho stavu s indexem n do excitovaného stavu s indexem m. Vypoč́ıtanou poruchu hamiltoniánu
dosad́ıme do předchoźıho vztahu (9.4)

bm(t) =
1

ı~

t∫
0

Ĥmn
1 (t′) eıωmnt

′
dt′ = − eA0

2ı~m
a⃗ · p⃗mn(q⃗)

t∫
0

eı(ωmn−ω)t′dt′.

Pravděpodobnost přechodu mezi hladinami bude mı́t tvar

Pmn(t) = |bm(t)|2 =
e2A2

0

4~2m2
|⃗a · p⃗mn(q⃗)|2

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

eı(ωmn−ω)t′dt′

∣∣∣∣∣∣
2

(9.5)

=

(
eA0

2m

)2
1

~2
|⃗a · p⃗mn(q⃗)|2 2π~ t δ(~ωmn − ~ω),

Pmn(t) =
2π

~
t

(
eA0

2m

)2

|⃗a · p⃗mn(q⃗)|2 δ
(
Em(q⃗′)− En(q⃗)− ~ω

)
.

Pravděpodobnost přechodu do excitovaného stavu je lineárně úměrná času. Derivace podle času je tedy
konstanta na čase nezávislá, která určuje rychlost, s jakou dojde k této excitaci. Toto odvozeńı provedli
ve stejné době Paul Dirac a Enrico Fermi, nicméně tento výsledek se označuje pouze po jednom z nich.

Fermiho zlaté pravidlo: Pokud je systém pod vlivem poruchy ve formě harmonického
pole s frekvenćı ω, potom je pravděpodobnost přechodu ze základńıho stavu do excitovaného
stavu za jednotkový čas rovna následuj́ıćımu výrazu,

Pmn(t)

t
=

2π

~

(
eA0

2m

)2

|⃗a · p⃗mn(q⃗)|2 δ
(
Em(q⃗′)− En(q⃗)− ~ω

)
. (9.6)

Tento výsledek nám ř́ıká, že pravděpodobnost přechodu systému do excitovaného stavu je nenulová pouze
tehdy, pokud jsou splněny následuj́ıćı dvě podmı́nky:
1) Nezměńı se vlnový vektor elektronu během přechodu (q⃗′ = q⃗).
2) Vzdálenost energetických hladin, mezi kterými elektron přecháźı, odpov́ıdá energii absorbovaného
fotonu (Ec − Ev = ~ω).

9.2.5 Přechody z valenčńıho do vodivostńıho pásu

Celkový počet mezipásových přechod̊u Wcv z valenčńıho do vodivostńıho pásu v jednotkovém objemu
materiálu za jednotkový čas źıskáme podle vztahu

Wcv =
2

(2π)3
d3q dN.

Dvojka plyne ze spinové degenerace elektron̊u, faktor (2π)3 souviśı s integraćı ve 3D reciprokém prostoru
a počet stav̊u dN źıskáme integraćı přes 1.BZ následovně

dN =

∫
1.BZ

PcvfFD (Ev(q⃗)) (1− fFD (Ec(q⃗))) d
3q.
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V tomto výrazu fFD(E) znač́ı Fermiho-Diracovu rozdělovaćı funkci, která udává pravděpodobnost obsa-
zeńı hladiny s energíı E elektronem při teplotě T . V limitě ńızkých teplot (T → 0) lze brát valenčńı pás jako
zcela obsazený a vodivostńı pás zcela prázdný. Výrazy v závorkách budou fFD(Ev) = (1− fFD(Ec)) ≃ 1.
Pro počet přechod̊u źıskáme dosazeńım (9.6) formuli

Wcv =
2

(2π)3
2π

~

(
eA0

2m

)2 ∫
1.BZ

|⃗a · p⃗cv(q⃗)|2 δ(Ec − Ev − ~ω) d3q.

Velikost skalárńıho součinu se měńı málo v oblasti, kde je nenulová delta funkce, a proto můžeme absolutńı
hodnotu vytknout jako konstantu před integrál. Pro charakterizaci rychlosti mezipásových přechod̊u je
vhodné si definovat bezrozměrnou veličinu zvanou śıla oscilátoru jako

fcv(ω) =
2

m~ω
|⃗a · p⃗cv(q⃗)|2 . (9.7)

Tato veličina je bezrozměrná a určuje, jak moc silně interaguje látka s harmonickou složkou pole na
frekvenci ω. V integrálu z̊ustane jen δ-funkce, která nám po integraci dává takzvanou sdruženou hustotou
stav̊u s rozměrem [eV−1 m−3],

Jcv(ω) =
2

(2π)3

∫
1.BZ

δ(Ec − Ev − ~ω)d3q. (9.8)

Tato veličina udává, kolik je v látce povolených přechod̊u na této frekvenci. Výpočet sdružené hustoty
stav̊u je graficky znázorněn na obr. 9.2 pro 1D př́ıpad. V části a) jsou červenou šipkou zakresleny r̊uzné
optické přechody elektronu z valenčńıho pásu Ev(q) do vodivostńıho pásu Ec(q) v r̊uzných bodech prvńı
Brillouinovy zóny (1.BZ). Část b) ukazuje energie optických přechod̊u (Ec(q) − Ev(q)) a část c) je his-
togram těchto energíı pro ekvidistantńı povolené stavy vlnového vektoru q. Tento histogram odpov́ıdá
sdružené hustotě stav̊u, která se projev́ı ve spektru absorpce tohoto materiálu. Z obrázku je patrné,
že maxima ve sdružené hustotě stav̊u (označeny tečkovanou čarou) odpov́ıdaj́ı mı́st̊um, kde jsou spolu
vodivostńı a valenčńı pásy rovnoběžné.

E (q)

E (q)

q

E

q

E E

J (E)

E E

Obr. 9.2: Optická mezipásová absorpce v 1D materiálu: a) Obecné pásové schéma, červeně jsou vyznačeny fo-
toexcitované mezipásové přechody; b) zobrazeńı energie optického přechodu v r̊uzných mı́stech BZ; c) sdružená
hustota stav̊u jako histogram z b).

T́ımto postupem se nám podařilo zredukovat vztah pro celkový počet mezipásových přechod̊u na
zapamatovatelný vztah

Wcv =
πe2A2

0ω

4m
fcv(ω)Jcv(ω). (9.9)

Je třeba si uvědomit, že tato veličina udává počty mezipásových přechod̊u. Pokud nás bude zaj́ımat
energie, která se při absorpci předává látce, muśıme veličinu Wcv vynásobit energíı jednoho fotonu ~ω.
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Poznámky k matematickému odvozeńı

A ted’ krátké matematické intermezzo, kdy si podrobněji osvětĺıme některé detaily předešlého odvozováńı.
Spoč́ıtáme si integrál ve výrazu (9.5), kde pro jednoduchost zavedeme pomocnou veličinu ξ = ωmn − ω.∣∣∣∣∣∣

t∫
0

eıξt
′
dt′

∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣ eıξt − 1

ıξ

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣2ξ eıξt/2 sin
(
ξt

2

)∣∣∣∣2 =
sin2

(
ξt
2

)
(

ξ
2

)2 .

V limitě pro čas jdoućı k nule dostaneme

lim
t→0

 sin2
(

ξt
2

)
(

ξ
2

)2
 = 2πt2 δ(ξt) = 2π~t δ(~ξ) = 2π~t δ(~ωmn − ~ω).

Využili jsme identity, které plat́ı pro δ-funkci:

lim
t→0

[
sin2 ξt

(ξt)2

]
= πδ(ξt),

tδ(ξt) = δ(ξ).

9.2.6 Energetická bilance

Nyńı se pokuśıme svázat výslednou hodnotu celkového počtu mezipásových přechod̊u podle vztahu (9.9)
s hodnotou měřitelné veličiny, jako je absorpčńı koeficient α. Š́ı̌reńı energie v látce popisuje Poynting̊uv
vektor S⃗. Hustota energie bude v materiálu exponencálně klesat s absorpčńım koeficientem podle vztahu
w = w0 e

−αx. Diferenciálńı rovnice pro š́ı̌reńı hustoty energie podél osy x⃗ má tvar

dw

dx
= −~ωWcv = −αw ⇒ α = − 1

w

dw

dx
.

Absorpčńı koeficient můžeme tedy napoč́ıtat z celkového počtu mezipásových přechod̊u,

α =
~ωWcv

⟨S⃗⟩
.

Dosad́ıme za středńı hodnotu Poyntingova vektoru (9.2) a za počet mezipásových přechod̊u (9.9). Výsledkem
dostaneme

α =
~ωπe2A2

0ω2µ0c

4mω2A2
0n

fcv(ω)Jcv(ω).

To uprav́ıme a źıskáme finálńı vztah

α =
µ0c

2mn
πe2~fcv(ω)Jcv(ω). (9.10)

Připomeňme si, že śıla oscilátoru (9.7) je nepř́ımo úměrná frekvenci, fcv ∝ 1/ω. Pokud odhlédneme od
všech konstant, je užitečné si zapamatovat, že frekvenčńı závislost absorpčńıho koeficientu je

α ∝ Jcv(ω)

ω
.

Jestliže dosad́ıme hodnoty fyzikálńıch konstant, za hmotnost dáme hmotnost volného elektronu, po-
tom můžeme źıskat přehled o řádovém poměru studovaných veličin

µ0c

2m0
πe2~ = 1.098 · 10−20 eV m2 = 1.098 eV Å

2
.
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Odvozeńı permitivity

Nyńı využijeme vztah̊u absorpčńıho koeficientu k ostatńım optickým veličinám, abychom je vyjádřili
pomoćı nedávno zavedených funkćı. Z rovnost́ı α = 2ωκ/c a ε2 = 2nκ si vypoč́ıtáme imaginárńı složku
komplexńı permitivity

ε2 =
nc

ω
α =

πe2~µ0c
2

2mω
fcv(ω)Jcv(ω) =

=
πc2

m2ω2ε0

2

(2π)3

∫
1.BZ

|⃗a · p⃗cv|2δ (Ec(q⃗)− Ev(q⃗)− ~ω) d3q.

Přes známé Kramersovy-Kronigerovy relace lze integraćı doj́ıt i k reálné části permitivity ε1.

9.3 Zjednodušený výpočet sdružené hustoty stav̊u

Představme si, že máme pásové schéma látky v základńım stavu, kdy jsou všechny stavy elektron̊u ve
valenčńım pásu obsazeny. Tyto r̊uzné stavy jsou popsány kvantovým č́ıslem, kterým je vlnový vektor q⃗,
každý takový stav má dvojnásobnou degenaraci d́ıky spinu. Při optické excitaci může elektron přej́ıt do
prázdného stavu ve vodivostńım pásu se stejným vlnovým vektorem q⃗. Sdružená hustota stav̊u Jcv(ω)
je proto d̊uležitá veličina, nebot’ určuje, kolik elektronových stav̊u s r̊uznými hodnotami q⃗ má nad sebou
stav ve vodivostńım pásu, který je vzdálený právě o ~ω.

Zopakujme si definičńı vztah (9.8) pro sdruženou hustotu stav̊u, jako integrál přes prvńı Brillouinovu
zónu,

Jcv(ω) =
2

(2π)3

∫
1.BZ

δ(Ec − Ev − ~ω)d3q. (9.11)

Schéma výpočtu bylo graficky znázorněno na obr. 9.2c). O velikosti sdružené hustoty samozřejmě roz-
hoduje chováńı delta funkce, což budeme nyńı studovat. Zavedeme si pomocnou funkci f(q⃗) popisuj́ıćı
vzdálenost vodivostńıho a valenčńıho pásu,

δ (Ec(q⃗)− Ev(q⃗)− ~ω) = δ (f(q⃗)− ~ω) .

Provedeme rozvoj této funkce do Taylorovy řady v okoĺı hodnoty vlnového vektoru q⃗0, pro kterou plat́ı,
že f(q⃗0) = ~ω. Tedy

f(q⃗) = f(q⃗0)︸ ︷︷ ︸
~ω

+
df

dq⃗

∣∣∣∣
q⃗0

(q⃗ − q⃗0)︸ ︷︷ ︸
1. řád

+
1

2

∂2f

∂q⃗2

∣∣∣∣
q⃗0

(q⃗ − q⃗0)2︸ ︷︷ ︸
2. řád

+ · · · . (9.12)

Nultý řád rozvoje se v argumentu δ-funkce odečte. Prvńı řád si uprav́ıme s využit́ım vlastnost́ı δ-funkce
následovně,

δ

(
df

dq⃗

∣∣∣∣
q⃗0

(q⃗ − q⃗0)

)
=
δ(q⃗ − q⃗0)

df
dq⃗

∣∣∣
q⃗0

,

a tedy pro p̊uvodńı argument źıskáme

δ (Ec − Ev − ~ω) =
δ(q⃗ − q⃗0)

|∇q⃗ (Ec(q⃗)− Ev(q⃗))|q⃗0
.

To dosad́ıme do (9.11), č́ımž můžeme sdruženou hustotu stav̊u vyjádřit jako

Jcv(ω) =
2

(2π)3

∫
1.BZ

δ(q − q0) d3q
|∇q⃗ (Ec(q⃗)− Ev(q⃗))|Ec−Ev=~ω

.

Diferenciál můžeme zapsat jako d3q = dS · dq⊥. 3D integrál v q-prostoru spolu s δ-funkćı můžeme
zjednodušit na integrál přes plochu S, na které je splněna podmı́nka (q⃗ = q⃗0) ⇒ (Ec − Ev = ~ω). Je
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třeba si uvědomit, že pokud budeme poč́ıtat integrál pro jinou kruhovou frekvenci ω, změńı se nám i
integračńı plocha S (plocha konstantńı diference).

Jcv(ω) =
2

(2π)3
=

2

(2π)3

∫
S

dS

|∇q⃗ (Ec(q⃗)− Ev(q⃗))|Ec−Ev=~ω
. (9.13)

Pokud bychom řešili nejjednodušš́ı 1D př́ıpad, který je znázorněný na obr. 9.2, mohli bychom tento
výsledek popsat následovně: Maxima ve sdružené hustotě stav̊u odpov́ıdaj́ı mı́st̊um, kde jsou vodivostńı
a valenčńı pás spolu rovnoběžné a jmenovatel ve zlomku se bĺıž́ı k nule.

Ve 3D je ale situace mnohem složitěǰśı. Podmı́nka nulovosti jmenovatele

|∇q⃗ (Ec(q⃗)− Ev(q⃗))| = 0. (9.14)

nám definuje tzv. kritické body v q-prostoru. Podle toho, jak jsou pásy prohnuté v bĺızkosti daného
kritického bodu, vznikne v hustotě stav̊u charakteristický zlom.

Př. 9.1: Sdružená hustota stav̊u pro parabolické pásy: Uvažujme parabolické pásové schéma
podle obr. 9.1 v okoĺı absorpčńı hrany. To znamená oblast energíı bĺızko š́ı̌rky zakázaného pásu Eg.
Nejdř́ıv si zaṕı̌seme explicitně parabolickou závislost energíı vodivostńıho a valenčńıho pásu na vlnovém
vektoru,

vodivostńı pás: Ec(q⃗) =
~2q2

2mc
,

valenčńı pás: Ev(q⃗) = −Eg −
~2q2

2mv
.

Veličiny mc a mv označuj́ı efektivńı hmotnost elektronu ve vodivostńım, respektive valenčńım pásu a
určuj́ı zakřiveńı energetické paraboly. Definujme si redukovanou hmotnost mr vztahem

1

mr
=

1

mc
+

1

mv
. (9.15)

Podmı́nka pro plochu S s rozd́ılem energíı pás̊u, který odpov́ıdá energii fotonu, nám vyjde

~ω = Ec − Ev = Eg +
~2q2

2mr
.

Ještě si vypoč́ıtáme gradient přes vlnový vektor,

|∇q⃗ (Ec(q⃗)− Ev(q⃗))| =
~2q
mr

.

Nyńı již máme všechny části, které můžeme dosadit do rovnice (9.13) pro sdruženou hustotu stav̊u, kterou
budeme dále upravovat

Jcv(ω) =
2

(2π)3

∫
S

mrdS

~2q
=

2

(2π)3
mr

~2
4πq2

q
=

mrq

π2~2
=

mr

π2~2

√
2mr

~2
(~ω − Eg) =

=

√
2m3

r

π2~3
√

~ω − Eg.

Tento typický výsledek, který dává pro 3D hustotu stav̊u odmocninovou závislost na energii, je známý
z fyziky pevných látek, viz např. [1] 6. kapitola a př́ıklady na konci této kapitoly. Sdruženou hustotu
stav̊u můžeme dosadit do výrazu (9.10) pro výpočet absorpčńıho koeficientu

α =
µ0ce

2
√
m

4π~2n

(
2mr

m

)3/2

fcv(ω)
√
~ω − Eg.

Jako př́ıklad dosad́ıme typické hodnoty pro germánium,

(~ω − Eg) = 10meV; mr =
1

2
m; fcv = 1; n = 4.

Dostaneme hodnotu α = 6.65 · 103 cm−1. Fotony s energíı o 10 meV větš́ı, než je š́ı̌rka zakázaného pásu
germánia, tedy proniknou do charakteristické hloubky 1/α = 1.5 µm.
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9.4 Absorpčńı pásy a kritické body

Ke změnám profilu sdružené hustoty stav̊u Jcv(ω) docháźı v bodech Brillouinovy zóny, kde jsou energe-
tické pásy rovnoběžné a je nulový gradient ∇q⃗ (Ec(q⃗)− Ev(q⃗)) = 0. Symetrie krystalu odpov́ıdá za to,
kde se nacházej́ı tyto kritické body. Symetrickým bodem je např. bod Γ, jakožto střed BZ. Pro popis
chováńı v okoĺı kritických bod̊u budeme muset použ́ıt Taylor̊uv rozvoj rozd́ılu energetických pás̊u (9.12)
do druhého řádu,

Ec(q⃗)− Ev(q⃗) = E0︸︷︷︸
0. řád

+ ∇q⃗ (Ec(q⃗)− Ev(q⃗))|q⃗0 (q⃗ − q⃗0)︸ ︷︷ ︸
1. řád = 0

+

3∑
i=1

~2

2mi
(q⃗ − q⃗0)2i︸ ︷︷ ︸

2. řád

.

K zjǐstěńı, zda se pro daný kritický bod ve 3D prostoru jedná o minimum, maximum či inflexńı (sedlový)
bod, potřebujeme znát hodnoty efektivńıch hmotnost́ı mi. Tato veličina je v tomto př́ıpadě tenzorová a
má tři vlastńı hodnoty.

Podle znamének tř́ı složek mi děĺıme kritické body do čtyř kategoríı:

M0 – všechny mi jou kladné, jde o lokálńı minimum,

ε1 ∝ const−
√
E0 − ~ω, ε2 ∝

√
~ω − E0.

hE hE

M1 – dvě hodnoty jsou kladné, jedna záporná, jde o sedlový bod,

ε1 ∝ const−
√
~ω − E1, ε2 ∝ const−

√
E1 − ~ω.

hE hE

M2 – jedna hodnota je kladná, dvě záporné, jde o sedlový bod,

ε1 ∝ −const +
√
E2 − ~ω, ε2 ∝ const−

√
~ω − E2.

hE hE
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M3 – všechna mi jsou záporné, jde o lokálńı maximum,

ε1 ∝ −const +
√
~ω − E3, ε2 ∝

√
E3 − ~ω.

hE hE

Belgický fyzik Léon Van Hove jako prvńı poukázal na následuj́ıćı geometrický fakt.

Van Hove̊uv teorém: Každý absorpčńı pás muśı obsahovat alespoň jednu singularitu
každého typu (M0, M1, M2, M3).

Tento výsledek je zakreslen do obr. 9.3, který představuje typické spektrum imaginárńı části permi-
tivity krystalu v oblasti mezipásových přechod̊u.

hE E E E

Obr. 9.3: Typické spektrum imaginárńı části permitivity
3D krystalu. Podobně by vypadalo i spektrum absorpce
α nebo extinkce κ.

9.4.1 Absorpčńı pás germánia

q

q
q

Obr. 9.4: a) Pásová struktura germánia: valenčńı pás má záporné energie, š́ı̌rka zakázaného pásu je Eg = 0.8 eV,
vodivostńı pás má energie E ≥ Eg. Ve schématu jsou přechody v kritických bodech označeny šipkami. Převzato
z [12], str. 327. b) Značeńı symetrických bod̊u v 1.BZ germánia, které krystalizuje v diamantové struktuře.

Obrázek 9.4 ukazuje kritické body v pásové struktuře germánia. At’ už byla tato pásová struktura
spoč́ıtána, nebo źıskána měřeńım, je možné z ńı napoč́ıtat všechny optické konstanty jako např́ıklad
permitivitu2, která je pro germánium zakreslena v obr 9.5.

2 D.E. Aspnes, A.A. Studna,
”
Dielectric functions“, Physical Review B 27, 985 (1983).

133



Obr. 9.5: Permitivita germánia: ve spektrech reálné (ε1)
i imaginárńı složky (ε2) jsou zřetelné extrémy a zlomy
bĺızko hodnoty 2 eV a hodnoty 4.5 eV. Tyto extrémy a
zlomy souvisej́ı s kritickými body M2 a M3 ve sdružené
hustotě stav̊u, která je určená pásovou strukturou krys-
talu germánia. Převzato z článku uvedeného v poznámce
2.

9.5 Daľśı modifikace mezipásových přechod̊u

Doposud jsme si odvodili pro mezipásové přechody ten nejjednodušš́ı model, který popisuje ty nejd̊uležitěǰśı
vlastnosti. Při detailńım zkoumáńı experimentálńıch dat ale zjist́ıme, že budeme pro lepš́ı shodu muset
do naš́ı teorie ještě některé drobnosti doplnit. A právě to je ćılem této sekce.

9.5.1 Dovolené a zakázané přechody

Doposud jsme uvažovali, že śıla oscilátoru fcv(ω) je ve studované oblasti v́ıceméně konstantńı a o cel-
kovém počtu mezipásových přechod̊u rozhoduje pouze sdružená hustota stav̊u Jcv(ω). V tomto př́ıpadě
označujeme přechody jako dovolené3. Pokud je pro nějaký vlnový vektor q⃗0 maticový element operátoru
hybnosti nulový, p⃗cv(q⃗0) = 0, potom je nulová i śıla oscilátoru. Zde jsou přechody zakázané. K tomu
docháźı zpravidla d́ıky symetrii. To, zda je daný přechod dovolený nebo zakázaný, označujeme jako
výběrová pravidla.

V př́ıpadě kubických materiál̊u, např. s diamantovou strukturou (diamant, Si, Ge) nebo se sfaleritovou
strukturou (GaAs), je tento maticový element izotropńı. Ale v př́ıpadě nekubických materiál̊u záviśı śıla
oscilátoru, fcv(q⃗) ∝ |⃗a · p⃗cv(q⃗)|2, i na polarizaci světla.

Zopakujme si vztah pro výpočet maticového elementu operátoru hybnosti,

p⃗cv(q⃗) = −ı~
∫
u∗cq⃗(r⃗)∇uvq⃗(r⃗)dV.

Pro bližš́ı analýzu muśıme rozvést operátor hybnosti p⃗cv(q⃗) v okoĺı bodu q⃗0. Př́ımo pro q⃗0 je přechod
zakázaný, č́ım v́ıc se od této hodnoty vzdáĺıme v q-prostoru, t́ım je přechod pravděpodobněǰśı (

”
méně

zakázaný“).

p⃗cv(q⃗) = p⃗cv(q⃗0)︸ ︷︷ ︸
= 0

+ ∇q⃗ p⃗cv(q⃗)|q⃗0 (q⃗ − q⃗0).

Maticový element je tedy lineárně závislý na q. V śıle oscilátoru máme ale kvadrát maticového elementu,
|p⃗cv(q⃗)|2 ∝ (q − q0)2.

Výsledkem tedy je, že absorpčńı koeficient nebo imaginárńı složka permitivity má pro zakázané
přechody závislost na jiné mocnině energie.

povolené přechody: α ∝ ε2 ∝ (~ω − Eg)
1/2,

zakázané přechody: α ∝ ε2 ∝ (~ω − Eg)
3/2.

Tento rozd́ıl tvaru absorpčńı hrany mezipásových optických přechod̊u je znázorněn na obr. 9.6.

3 To je jednoduché, přecházet jest dovolené tam, kde je zebra. Takže v africké savaně jsou na tom relativně dobře.
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hE

Obr. 9.6: Závislost profilu absorpčńı hrany na tom,
zda jsou mezipásové přechody v látce povolené, nebo
zakázané.

9.5.2 Př́ımé a nepř́ımé přechody

Podle toho, zda minimum vodivostńıho pásu polovodiče lež́ı v q-prostoru ve stejném mı́stě jako maximum
valenčńıho pásu, děĺıme polovodiče na př́ımé a nepř́ımé. Typický př́ımý polovodič je např. GaAs, kdežto
křemı́k nebo germánium jsou typické nepř́ımé polovodiče. Typická pásová schémata polovodiče jsou
znázorněna na obr. 9.7.

q

EE

J

E

q

E

q

E
J

E E

E E

Obr. 9.7: Schéma absorpce fotonu v pásové struktuře a) př́ımého a b) nepř́ımého polovodiče. Přechod elektronu
mezi pásy je znázorněn červenou šipkou, fonon zelenou šipkou. Žlutě je zakresleno odpov́ıdaj́ıćı spektrum absorpce.
V př́ıpadě nepř́ımého polovodiče neńı minimum vodivostńıho pásu v centru BZ globálńım minimem tohoto pásu.

Pokud má při absorpci fotonu a následném nepř́ımém přechodu elektronu mezi pásy platit zákon
zachováńı hybnosti, muśı se ho účastnit ještě nějaká daľśı částice, která potřebný rozd́ıl v hybnosti,
~q⃗p = ~(q⃗c− q⃗v), dodá. Tou potřebnou kvazičástićı je fonon jakožto kvantum tepelných vibraćı krystalové
mř́ıžky. Fonony maj́ı vlnové vektory q⃗p pokrývaj́ıćı celý rozsah Brillouinovy zóny krystalu, naproti tomu,
jejich energie Ep jsou pouze 10 až 30 meV. Pokud dojde při absorpci fotonu současně i k absorpci fononu,
źıská elektron energii potřebnou pro mezipásový přechod v součtu od obou absorbovaných kvazičástic.
To ukazuje zelená čára v obr. 9.7b), která zač́ıná na energii Eg − Ep. Se snižováńım teploty T ale počty
fonon̊u ubývaj́ı a tento př́ıspěvek k absorpčńımu koeficientu postupně vymiźı. Fonon se ale může při
mezipásovém přechodu také nově vytvořit, což lze při jakékoliv teplotě. Bude k tomu ale potřeba foton
s vyšš́ı energíı Eg + Ep.

Pro teoretický popis nepř́ımých přechod̊u je potřeba započ́ıtat druhý řád poruchového počtu. Ve
výpočtu sdružené hustoty stav̊u se nám objev́ı integrály, kde se integruje nezávisle přes vodivostńı pás q⃗c
a přes valenčńı pás q⃗v, tedy ∫

δ (Ec(q⃗c)− Ev(q⃗v)− (~ω ± Ep)) d
3qc d

3qv.

Výsledný absorpčńı koeficient má tedy prvńı člen popisuj́ıćı absorpci fononu a druhý člen popisuj́ıćı emisi
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fononu, α = αa + αe, které jsou

absorpce fononu: αa = aa
(~ω − (Eg − Ep))

2

eEp/kBT − 1
,

emise fononu: αe = ae
(~ω − (Eg + Ep))

2

1− e−Ep/kBT
.

9.5.3 Vliv exciton̊u

Při optické excitaci docháźı v polovodiči k přechodu elektronu z valenčńıho do vodivostńıho pásu. Z fyziky
pevných látek je známo [1], že chyběj́ıćı stav ve valenčńım pásu se chová jako kvazičástice s kladným
nábojem nazývaná d́ıra. Elektron ve vodivostńım pásu a d́ıra ve valenčńım pásu na sebe coulombovsky
p̊usob́ı a d́ıky tomu mohou vytvořit vázaný stav, kvazičástici zvanou exciton. Výskyt intenzivńıch úzkých
absorpčńıch čar s energíı pod hranou zakázaného pásu Eg je d̊ukazem existence těchto vázaných stav̊u.

Systém kladně nabité d́ıry a záporně nabitého elektronu je analogický popisu atomu vod́ıku. Řešeńı
této úlohy je známo z učebnic kvantové mechaniky [6]. V př́ıpadě excitonu neńı ale takový rozd́ıl v hmot-
nosti elektronu a d́ıry, jako je tomu u elektronu a protonu v atomu vod́ıku. Proto je při řešeńı vhodné
přej́ıt do soustavy svázané s těžǐstěm. Efektivńı hmotnost mr definuje obvyklým zp̊usobem jako (9.15).

1

mr
=

1

mc
+

1

mv
.

Výklad exciton̊u se obvykle děĺı na dva limitńı př́ıpady, silně a slabě vázaný exciton. My se v našem
textu omeźıme pouze na slabě vázaný exciton (Mott̊uv a Wannier̊uv exciton s velkým poloměrem), který
je vhodný pro typické polovodiče. Exciton v krystalu je znázorněn na obr. 9.8a).

n =

n =

n =

E

Obr. 9.8: Exciton: a) prostorové schéma polovodiče, b) absorpčńı spektrum s typickými excitonovými liniemi.

Z analogie s atomem vod́ıku vyplývá i analogické řešeńı. Základńı stav je 1s vod́ıková funkce, kde se
použije modifikovaný Bohr̊uv poloměr excitonu aex. Vazebná energie základńıho stavu se označuje jako
excitonový Rydberg

aex =
4πε0ε~2

mre2
, Rex =

mre
4

2(4πε0ε~)2
. (9.16)

Nebot’ redukovaná hmotnost excitonového páru elektron-d́ıra mr je mnohem menš́ı než klidová hmotnost
elektronu m0, je vazebná energie excitonu o tři řády menš́ı než pro atom vod́ıku. Např. v GaAs vyjde
vazebná energie základńıho stavu excitonu Rex = 4.2 meV.

V absorpčńım spektru daného materiálu se excitony projev́ı jako ostrá maxima pod hranićı zakázaného
pásu Eg. Energetický posun pod hranici zakázaného pásu odpov́ıdá energii jednotlivých excitonových hla-
din označených kvantovým č́ıslem n.

~ω = Eg −
Rex

n2
.
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Obr. 9.9: Absorpce materiál̊u: a) GaAs – dovolené přechody, b) CuO2 – zakázané přechody. Excitony jsou nahoře
označeny kvantovým č́ıslem n. Převzato z [12], 13. kapitola.

Toto chováńı ukazuje obr. 9.8b) pro př́ımý 3D polovodič. Jak je v obrázku naznačeno, i při mezipásové
absorpci nad hranićı zakázaného pásu je absorpčńı koeficient ovlivněn coulombovskou interakćı mezi
elektrony a d́ırami.

Podrobným výpočtem se dá ukázat, že intenzita excitovoných absorpčńıch maxim klesá s kvantovým
č́ıslem jako ∝ 1/n3. Nejsilněǰśı je tedy základńı exciton s č́ıslem n = 1. Toto plat́ı pro povolené přechody
např v materiálu GaAs. Pokud jsou přechody v daném materiálu zakázané, potom je závislost na kvan-
tovém č́ısle n podobná, jenom s t́ım rozd́ılem, že základńı exciton n = 1 zcela vymiźı. Prvńı nenulový
exciton má kvantové č́ıslo n = 2. Experimentálně změřená spektra absorpce obou zmiňovaných materiál̊u
jsou zakreslena na obr. 9.9.

9.6 Shrnut́ı

• Při absorpci světla s energíı větš́ı než je š́ı̌rka zakázaného pásu Eg polovodičem nebo dielektrikem
docháźı k přechodu elektronu z valenčńıho do vodivostńıho pásu.

• Mezipásové optické přechody se studuj́ı pomoćı kvantového jednoelektronového přibĺıžeńı a poru-
chového počtu. Výsledkem je Fermiho zlaté pravidlo, které udává pravděpodobnost přechodu elektronu
do vyšš́ıho energetického stavu za jednotku času.

• Pro popis mezipásových přechod̊u se zavád́ı dvě d̊uležité veličiny: śıla oscilátoru a sdružená hustota
stav̊u.

• Mezipásové přechody tvoř́ı ve spektru absorpčńı pás, jehož profil je daný symetríı. Je ovlivněn t́ım,
zda jsou mezipásové přechody dovolené, nebo zakázané a zda je přechod př́ımý, nebo nepř́ımý.

• Na hraně absorpčńıho pásu se typicky projevuje generace exciton̊u.
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Fotografie uměle vyráběných nelineárńıch krystal̊u BBO (BaB2O4).
Převzato z webu: https://raicol.com/bbo/bbo-for-fhg

Rozložeńı atomů kolmo na optickou osu a podél osy.
Převzato z WIkipedie: https://en.wikipedia.org/wiki/Barium_borate
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Kapitola 10

Nelineárńı optika
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Př. 3: Kolmé vektory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
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10.1 Co znamená lineárńı a nelineárńı optika

Dř́ıve se lidé domńıvali, že světlo v látce lze vždy chápat jako harmonickou vlnu, která je projevem lineárńı
odezvy prostřed́ı na dopadaj́ıćı elektromagnetické pole. Důsledky této linearity jsou následuj́ıćı:

1. index lomu n, nebo absorpčńı koeficient α nezáviśı na intenzitě světla,

2. plat́ı princip superpozice optických vln, které se lineárně skládaj́ı a v závislosti na fázi vzájemně
interferuj́ı,
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3. světlo z jednoho svazku, které se v látce překrývá se světlem druhého svazku s jiným směrem š́ı̌reńı,
se vzájemně neovlivňuj́ı,

4. světlo v látce neměńı svou frekvenci ω.

V dnešńı době, kdy máme k dispozici lasery, můžeme generovat optické pole, jehož elektrická složka
má intenzitu srovnatelnou s elektrostatickými silami vazeb v krystalické látce, 105–108 V/m. Je zřejmé,
že pokud takto silné pole p̊usob́ı na pevnou látku, nelze již očekávat jednoduchou harmonickou odezvu
této látky [10]. Je to analogické s mechanickým namáháńım látky. Pokud mechanické napět́ı překroč́ı mez
pružnosti, nelze již pro deformaci látky použ́ıt jednoduchý Hook̊uv zákon lineárńı elastické deformace.
Předchoźı seznam výrok̊u muśıme pro nelineárńı interakce invertovat. V nelineárńım prostřed́ı plat́ı:

1. index lomu n, rychlost světla v = c/n a daľśı optické veličiny látky záviśı na intenzitě,

2. při skládáńı optických vln se projevuj́ı odchylky vyšš́ıho řádu od prosté superpozice vln,

3. světlo z jednoho svazku může v látce ovlivňovat (modulovat, sṕınat) pr̊uchod druhého svazku,

4. světlo jedné frekvence může v látce generovat světlo jiné frekvence.

10.1.1 Opakováńı již zmiňovaných vlastnost́ı materiálových vztah̊u

Vrat’me se nejprve k definici vlastnost́ı materiálových vztah̊u studované látky. Budeme potřebovat základńı
materiálový vztah pro elektrické veličiny:

P⃗ = ε0χeE⃗. (10.1)

Pokud je vněǰśı elektrické pole dostatečně pomalé, můžeme předpokládat, že polarizace látky P⃗
bude kmitat synchronně s bud́ıćım elektrickým polem E⃗. Pokud je ale látka pod vlivem elektrického
pole s frekvenćı optických poĺı (1015 Hz), muśıme již mı́sto synchronnosti uvažovat obecněǰśı podmı́nku
kauzality. Stav látky je ovlivněn vněǰśım polem v dané chv́ıli, ale také polem v časech předchoźıch.
Důsledkem kauzality je to, že výše uvedený vztah již neplat́ı pro časové hodnoty poĺı, ale plat́ı pro
jednotlivé harmonické složky P⃗ (ω) a E⃗(ω). Zpožděńı reakce látky na bud́ıćı pole je pak popsané zavedeńım
komplexńıho parametru (funkce odezvy) látky. V tomto př́ıpadě jde o komplexńı susceptibilitu χ̃e(ω).
Připomeňme, že pro rozklad pole do harmonických složek můžeme použ́ıt bud’ prostou sumaci, nebo
integrálńı Fourierovu transformaci,

E(t) =
∑
j

E(ωj) e
−ıωjt =

+∞∫
−∞

dω

2π
E(ω) e−ıωt.

Jak jsme to popisovali v kapitole 2, zavedeńı komplexńı funkce odezvy látky umožňuje popsat absorpci
a také źıskat vzájemné integrálńı vazby mezi reálnou a imaginárńı část́ı všech komplexńıch materiálových
veličin (index lomu, susceptibilita, reflektivita). Tyto vztahy se označuj́ı jako Kramersovy-Kronigerovy
relace a d̊usledkem této integrálńı vazby je disperze všech materiál̊u. Jelikož každá látka má v nějaké
spektrálńı oblasti nenulovou absorpci, projev́ı se to t́ım, že přilehlá spektrálńı oblast již bez absorpce je
oblast́ı normálńı disperze. V této oblasti je index lomu n(ω) rostoućı funkćı frekvence, nebo-li n(λ) je
klesaj́ıćı funkćı vlnové délky.

Daľśı d̊uležitou vlastnost́ı látky je otázka izotropie daného materiálu. V optice jsou totiž velmi d̊uležité
anizotropńı materiály, pro které plat́ı, že bud́ıćı elektrické pole a polarizace jako odezva látky nejsou
kolineárńı vektory. To je dané t́ım, že změna rozložeńı elektrického náboje v látce neńı určená pouze
směrem vněǰśıho elektrického pole, ale muśı rovněž respektovat mikroskopické pozice chemických vazeb
v daném materiálu. Proto je třeba zavést materiálové parametry jako je susceptibilata ve formě tenzor̊u
a do materiálového vztahu přidat skalárńı součin s bud́ıćım polem.

P⃗ = ε0
←→χ · E⃗, nebo ve složkách Pi = ε0χijEj . (10.2)

Popis anizotropie látky a odvozeńı Fresnelovy rovnice jsme diskutovali v kapitolách 4 a 5. Pokud bychom
chtěli být ultra akurátńı, dala by se diskutovat ještě také lokálnost odezvy, což by vedlo na zavedeńı
cirkulárńı anizotropie materiálu (viz kap. 6).
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10.1.2 Nelineárńı materiálový vztah

Konečně se dostáváme k posledńı vlastnost́ı materiálových vztah̊u, kterou chceme podrobně studovat
v této kapitole, a to je linearita. Stoj́ıme tedy před otázkou, zda můžeme materiálový vztah mezi P⃗ a E⃗,
zapsaný obecně jako Taylor̊uv rozvoj v mocninách elektrického pole, aproximovat pouze lineárńım členem.
Členy s vyšš́ı mocninou jsou vždy řádově slabš́ı, nicméně pokud nejsou principiálně nulové d́ıky symetrii
či zanedbatelné, začneme se pohybovat v oblasti nelineárńı optiky. Dá se ř́ıci, že nelineárńı optika zač́ıná
tam, kde se v látce měńı vlnová délka (frekvence) optického pole. Jinými slovy nelineárńı odezva materiálu
umožňuje vazbu mezi r̊uznými frekvenčńımi složkami optického pole. K tomu, aby k takovým efekt̊um
docházelo s dostatečnou účinnost́ı je zapotřeb́ı intenzivńı koherentńı svazek s odpov́ıdaj́ıćı frekvenćı. Ke
studiu a posléze masivńımu rozš́ı̌reńı nelineárńı optiky proto došlo jen d́ıky rozvoji laserové techniky
v minulých desetilet́ıch.

Pro studium nelineárńıch jev̊u se obvykle použ́ıvaj́ı anizotropńı materiály. Proto jsou parametry
prostřed́ı tenzory druhého a vyšš́ıch řád̊u. Taylor̊uv rozvoj materiálového vztahu můžeme zapsat ve
složkách,

Pi = P lin
i + PNL

i = ε0
(
χ
(1)
ij Ej︸ ︷︷ ︸
lin

+χ
(2)
ijkEjEk + χ

(3)
ijklEjEkEl + . . .︸ ︷︷ ︸
NL

)
. (10.3)

Prvńı člen rozvoje P⃗ lin je zodpovědný za lineárńı efekty jako je index lomu. Frekvence světla se v látce
zachovává, zmenšuje se pouze rychlost š́ı̌reńı světla látkou. Celá nelineárńı optika je popsaná nelineárńı

polarizaćı látky P⃗NL, kterou můžeme dále dělit na jevy druhého řádu (χ
(2)
ijk), třet́ıho řádu (χ

(3)
ijkl) a

př́ıpadně ještě vyšš́ıch řád̊u.

10.2 Odvozeńı vlnové rovnice pro nelineárńı prostřed́ı

Pro odvozeńı vlnové rovnice vyjdeme obdobně jako vždy z Maxwellových rovnic. Pro zjednodušeńı budeme
uvažovat ideálńı dielektrikum bez volných náboj̊u a tedy i bez jim odpov́ıdaj́ıćımu proudu.

∇× E⃗ = − ∂

∂t
B⃗, ∇ · D⃗ = 0, (10.4)

∇× H⃗ =
∂

∂t
D⃗, ∇ · B⃗ = 0. (10.5)

K tomu přidáme jednoduché materiálové vztahy pro nemagnetické prostřed́ı.

D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ , B⃗ = µ0H⃗. (10.6)

Jako obvykle se provede druhá derivace (rotace) Faradayova zákona (MR1).

−∇×
(
∇× E⃗

)
= △E⃗ (10.7)

= ∇× ∂

∂t
B⃗ = µ0

∂

∂t
∇× H⃗ = µ0

∂2

∂t2
D⃗ = µ0ε0

∂2

∂t2
E⃗ + µ0

∂2

∂t2
P⃗ .

Výslednou vlnovou rovnici můžeme zapsat v obvyklém tvaru,

△E⃗(r⃗, t)− 1

c2
∂2E⃗(r⃗, t)

∂t2
= µ0

∂2P⃗ (r⃗, t)

∂t2
, c2 =

1

ε0µ0
, (10.8)

kde vlevo máme druhé derivace elektrického pole podle prostorových a časových souřadnic. Tyto členy
jsou zodpovědné za š́ı̌reńı harmonické vlny ve vakuu, protože ve vakuu by byla pravá strana této rovnice
nulová. Podle provedeného odvozeńı je zřejmě, jak z permitivity a permeability vakua vyplývá rychlost
š́ı̌reńı světla ve vakuu c. Při š́ı̌reńı světla látkou je pravá strana rovnice nenulová a časová derivace
polarizace prostřed́ı je zdrojovým členem pro generaci jednotlivých harmonických vln.

Nyńı můžeme oddělit lineárńı a nelineárńı část odezvy prostřed́ı. P⃗ = P⃗ lin + P⃗NL. Takto můžeme
zahrnout lineárńı odezvu prostřed́ı do indexu lomu, který měńı rychlost š́ı̌reńı optického pole (zpomaluje
š́ı̌reńı). Na pravé straně si pak necháme pouze tu nelineárńı část, která je jako zdrojový člen zodpovědná
za generaci nových harmonických složek optického pole.

△E⃗ − 1 + χ(1)

c2
∂2E⃗

∂t2
= µ0

∂2P⃗NL

∂t2
(10.9)
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10.2.1 Přechod k harmonickým složkám

Pro správný popis kauzality materiálové odezvy a disperze studovaného materiálu muśıme přej́ıt k fou-
rierovským složkám poĺı. Indukovanou lineárńı a nelineárńı polarizaci pak můžeme zapsat následovně:

P⃗ lin(ω) = ε0
←→χ (1) · E⃗(ω) (10.10)

P⃗NL(ω) =
∑
j

∑
k

3↔
χ

(2)

(ω = ωj + ωk) : E⃗(ωj)E⃗(ωk). (10.11)

Dvojtečka v tomto vztahu znamená dvojnásobný skalárńı součin. Uved’me nyńı nejčastěǰśı nelineárńı jevy
rozdělené podle řádu interakce:

NL jevy druhého řádu: generace druhé harmonické (SHG), generace součtové frekvence (SFG), ge-
nerace rozd́ılové frekvence (optické parametrické ześıleńı), sestupná parametrická frekvenčńı konverze
(SPDC), tř́ıvlnné směšováńı (3WM).

NL jevy třet́ıho řádu: generace třet́ı harmonické (THG), optický Kerr̊uv jev, samofokusace, samomo-
dulace fáze, čtyřvlnné směšováńı (4WM).

Podrobný popis těchto jev̊u můžeme naj́ıt v r̊uzných učebnićıch optiky [10], nebo v knihách zaměřených
speciálně na problematiku nelineárńı optiky [14, 15].

10.3 Zákony zachováńı a podmı́nka fázové synchronizace

V této sekci se budeme věnovat zákon̊um zachováńı, které muśı platit samozřejmě i pro nelineárńı optické
procesy [16]. Pro konkrétnost budeme uvažovat sestupnou frekvenčńı konverzi (SPDC), což je proces
druhého řádu. Ten prob́ıhá tak, že do materiálu vstupuje výhradně a pouze světlo z čerpaćıho laseru na
frekvenci ωp = 2ω.

Obrázek 10.1 ukazuje typickou sestavu použ́ıvanou pro generaci SPDC v našich laboratoři po roce
2002. V té době jsme použ́ıvali nelineárńı krystaly LiIO3. Foton čerpaćıho svazku z kryptonového laseru
(modrý, 413.1 nm, ∼100mW) se v nelineárńım prostřed́ı s malou pravděpodobnost́ı (≈10−9) rozpadá na
dva fotony s nižš́ı energíı. Tyto dva fotony se z historických d̊uvod̊u označuj́ı jako signálńı a jalový (signal,
idler). Zákon zachováńı energie pro fotony interaguj́ıćıch poĺı lze napsat jako 2ω → ωs + ωi. Oba fotony
si mohou energii čerpaćıho fotonu rozdělit v libovolném poměru. Jako degenerovaný př́ıpad označujeme
situaci, kdy si oba fotony rozděĺı energii přesně na poloviny:

2ω → ω + ω. (10.12)

Otoč́ıme-li čas vznikne z degenerované SPDC známěǰśı proces generace druhé harmonické. Je to jako
bychom otočili v posledńı rovnici směr šipky.

signál

idler

čerpací laser krystal LiIO3

Obr. 10.1: Fotografie vlevo: kryptonový laser a nelineárńı krystal LiIO3 v optické montáži s nastavitelnými náklony.
Fotografie vpravo: vzdálené pole SPDC zachycené na st́ıńıtku (čas 15 s, clona 2.0, ohnisko 7.19mm)

Podmı́nka fázové synchronizace (PMC – Phase Matching Condition) vyplývá z nutnosti splnit pro
nelineárńı interakci současně se zákonem zachováńı energie i zákon zachováńı hybnosti. Zat́ımco zákon
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pro energii je skalárńı, zákon zachováńı hybnosti je vektorový a po zkráceńı Planckovy konstanty ho lze
zapsat jako zákon zachováńı vlnového vektoru k⃗. Podmı́nka fázové synchronizace tedy určuje geometrii
interakce optických poĺı.

k⃗p(ωp) = k⃗s(ωs) + k⃗i(ωp − ωs). (10.13)

Jinými slovy, podmı́nka fázové synchronizace udává směry, do kterých se š́ı̌ŕı jednotlivé barevné složky
vygenerovaného pole. Vlnové délky se vždy měńı spojitě se změnou směru (výstupńıho úhlu) takže na
st́ıńıtku za krystalem se nám zobraźı barevná duha, viz obr. 10.1 vpravo.

10.3.1 HOM – Hong̊uv, Oůuv a Mandel̊uv experiment

Platnost obou fundamentálńıch zákon̊u zachováńı v uvedeném tvaru vyplývá z faktu, že stav krystalu se
během nelineárńı interakce neměńı. Docháźı tedy k přenosu energie pouze mezi optickými poli. Protože
signálńı i jalové pole jsou před rozpadem čerpaćıho fotonu ve vakuovém stavu, hovoř́ı se o tom, že je
SPDC proces stimulován náhodnými fluktuacemi vakua a jako takový vzniká ve zcela náhodném časovém
okamžiku. Nicméně i v př́ıpadě kontinuálńıho čerpáńı jsou signálńı a jalový foton z jednoho páru vždy
velmi přesně časově synchronizovány. Toho využili poprvé autoři Hong, Ou a Mandel (HOM) k ověřováńı
interference foton̊u jakožto boson̊u na děliči svazku [17].
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Obr. 10.2: Vpravo schéma experimentu pro měřeńı HOM dipu, vlevo měřený dip. Popis experimentu viz text.

Při použ́ıváńı zdroje fotonových pár̊u z fotografie na obr. 10.1 jsme i my proměřili dvoufotonovou in-
terferenci (tzv. HOM dip). Schéma tohoto experimentu a typický výsledek měřeńı dipu jsou zakresleny na
obr. 10.2. Jak je zřejmé k interferenci signálńıho a jalového fotonu docháźı na vláknovém děliči optických
svazk̊u (FC) s děĺıćım poměrem bĺızkým 50:50. Vzájemné zpožděńı obou foton̊u lHOM se provád́ı pomoćı
vzdalováńı/přibližováńı vláknového kolimátoru k nelineárńımu krystalu LiIO3. Současné detekce foton̊u
na obou detektorech D1 a D2 se vyhodnocuj́ı pomoćı koincidenčńı elektroniky (C). Zde byly použity jed-
nofotonové detektory SPCM-AQ-141-FC (PerkinElmer) a koincidenčńı elektronika TAC/SCA (Ortec).
Současná detekce (koincidence) znamená překryv náběžné hrany signál̊u v časovém okně š́ı̌rky 1 ns.

Při dostatečném rozposunut́ı, |lHOM| > 200 µm, docháźı k tomu, že vlnové baĺıky signálńıho a jalového
fotonu se na děliči v̊ubec nepotkaj́ı. Dı́ky tomu v polovině př́ıpad̊u projde do každého výstupu právě jeden
foton a elektronika zaznamená koincidenci. Těchto koincidenćı je řádově 4× 103 s−1. Posunem do dipu,
|lHOM| = 0 µm, dojde k tomu, že se fotony shluknou a budou vycházet vždy dva do jednoho výstupńıho
ramene, kdežto ve druhém rameni z̊ustane vakuum. Koincidence jdou na tomto mı́stě ideálně k nule.
Š́ı̌rka změřeného HOM dipu je nepř́ımo úměrná š́ı̌rce spektra foton̊u z páru a v zobrazeném př́ıpadě,
kdy lze dip fitovat gaussovskou křivkou, je možné doj́ıt v prvńım přibléžeńı k následuj́ıćımu vztashu pro
pološ́ı̌rku spktra,

FWHMλ =
2
√
2 ln 2

π

λ2

FWHMdip
. (10.14)
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Na obr. 10.2 je FWHM křivky dipu 72 µm, což dává v časové oblasti 240 fs a odpov́ıdá š́ı̌rce spektra
5.9 nm. Za λ jsme dosadili vlnovou délku pro degenerovaný př́ıpad SPDC (826 nm).

V článćıch [18, 19, 20] jsme publikovali naše výsledky měřeńı časových a spektrálńıch korelaćı
fotonových pár̊u. Jak jsme prokázali, pomoćı spektrálńı filtrace je možné rozš́ı̌rit vlnové baĺıky foton̊u a
tedy prodloužit oblast vzájemné interference foton̊u.

10.3.2 SPDC v krystalu BBO

Od krystal̊u LiIO3 jsme velmi rychle přešli k nelineárńım krystal̊um BBO. Tento materiál se d́ıky svým
výhodným parametr̊um a d́ıky tomu, že se dá uměle pěstovat, stal velmi hojně už́ıvaným materiálem jak
v nelineárńı optice, tak v komerčńıch laserových systémech. Jde o s̊ul s chemickým vzorcem BaB2O4.
Uspořádáńı atomů v krystalu odpov́ıdá trigonálńı soustavě (klencová) odpov́ıdaj́ıćı grupě symetrie 3m ≡
C3v. Z toho plyne, že muśı j́ıt z pohledu lineárńı anizotropie o jednoosý materiál. Experiment pak doplňuje,
že se jedná o jednoosý negativńı krystal, nebot’ pro jeho indexy lomu plat́ı ne < no. Protoře tento materiál
budeme i nadále často zmiňovat, je vhodné uvést empirické Sellmeierovy rovnice pro indexy lomu BBO
od firmy Eksma, jej́ıž krystaly často použ́ıváme.

no
2(λ) = 2.7405 +

0.0184

λ2 − 0.0179
− 0.0155λ2,

ne
2(λ) = 2.3730 +

0.0128

λ2 − 0.0156
− 0.0044λ2. (10.15)

Takto napoč́ıtaná disperze index̊u lomu pro BBO ve viditelné oblasti je vykreslena na obr. 10.3c).

Z pohledu potenciálńıho využit́ı v nelineárńı optice je naprosto nezbytné to, že tento krystal nemá

střed symetrie. Dı́ky tomu je χ
(2)
ijk jako polárńı tenzor třet́ıho řadu pro BBO nenulový. Krystal BBO je

pr̊uhledný jako sklo v celé viditelné oblasti, viz úvodńı obrázek této kapitoly na str. 138. Pro nelineárńı
optiku je nutné, aby krystal nedegradoval při pr̊uchodu intenzivńıho laserového svazku, pro BBO se
udává práh zničeńı >5GW/cm2. Na tomto krystalu budeme zkoumat proces SPDC, kdy do krystalu
kolmo k rozhrańı vstupuje čerpaćı laser s vlnovou délkou 355 nm. Tuto geometrii ukazuje obr. 10.3a),
kde θc znač́ı úhel sklonu optické osy v̊uči procházej́ıćımu čerpaćımu svazku (kat, cut-angle). Krystal se
obvykle vylešt́ı tak, aby dopadaj́ıćı svazek vstupoval do krystalu prakticky kolmo k vstupńımu rozhrańı.

k

k

k k

n
n

Obr. 10.3: a) Hlavńı rovina krystalu BBO při dopadu čerpaćıho laseru kolmo na rozhrańı. b) Vektorová konstrukce
podmı́nky fázové synchronizace pro SPDC. Úhel α udává směr generovaných foton̊u. c) Disperze řádného (no) a
mimořádného (ne) indexu lomu BBO ve viditelné oblasti spektra. λp = 355 nm.

Podobný obrázek jsme viděli při výkladu anizotropie (viz obr. 5.5). Jej́ım d̊usledkem je to, že čerpaćı
svazek s mimořádnou polarizaćı se bude mı́rně odklánět dol̊u směrem od optické osy. Úhel tohoto dvojlomu
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(walk-off) jsme označili ρ. Jeho velikost se poč́ıtá podle vztahu (5.21). V tomto skloněném směru śı̌reńı
optického svazku mı́̌ŕı Poynting̊uv vektor. Pro určeńı podmı́nky fázové synchronizace jsou ale podstatné
pouze směry vlnových vektor̊u k⃗.

Pro velikost vlnového vektoru světla s frekvenćı ω a indexem lomu n muśı platit, k = nω/c. Aby

bylo možné složit vlnový vektor čerpáńı k⃗p z vlnových vektor̊u signálńıho a jalového fotonu, muśı platit
trojúhelńıková nerovnost (obr. 10.3b)). V degenerovaném př́ıpadě (10.12) ji lze zapsat jako

k(2ω) ≤ 2k(ω) ⇒ n(2ω)
2ω

c
≤ 2n(ω)

ω

c
.

Po zkráceńı dostaneme podmı́nku, která muśı platit pro indexy lomu na frekvenci čerpáńı a na frekvenci
generovaných foton̊u z páru, n(2ω) ≤ n(ω). Tato podmı́nka je ale v naprostém rozporu s obvyklým
chováńım indexu lomu, nebot’ v oblasti normálńı disperze je index lomu rostoućı funkćı frekvence, jak
to pro BBO ukazuje obr. 10.3c). Proto se jako nelineárńı materiály začaly použ́ıvat anizotropńı krystaly,
které splňuj́ı PMC d́ıky využit́ı r̊uzných index̊u lomu pro r̊uzné polarizace světla. Podle směr̊u polarizaćı
nazýváme jednotlivé typy proces̊u (o – řádný svazek, e – mimořádný svazek).

typ 0: o → o + o, nelze v tomto př́ıpadě splnit,

typ I: e → o + o, ne(2ω) < no(ω),

typ II: e → e + o, ne(2ω) < (ne(ω) + no(ω))/2.

Řádný index lomu v jednoosém krystalu nezáviśı na směru k⃗. Naproti tomu mimořádný index lomu
záviśı na úhlu θ mezi vlnovým vektorem k⃗ a optickou osou. Tuto závislost, která vyplývá z indexového
elipsoidu, můžeme matematicky zapsat následovně,

n2e(θ) =
n2o

1− sin2 θ
(
1− (no/ne)

2
) =

n2e

1− cos2 θ
(
1− (ne/no)

2
) . (10.16)

Výsledek ukazuj́ı modrá a červená křivka v obr. 10.4.

Př. 10.1: Mimořádný index lomu jednoosého krystalu:: Ze vztah̊u odvozených pro indexový
elipsoid jednoosého krystalu v kapitole 5 odvod’te alternativńı vztah pro úhlovou závislost indexu lomu
mimořádného svazku (10.16).

Př. 10.2: BBO typ I a II:: Pomoćı hodnot z obr. 10.3c) ověřte splněńı PMC v BBO.
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Obr. 10.4: Výpočet mezńıho úhlu sklonu θc pro čerpáńı SPDC v BBO na 355 nm.
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Pro BBO tedy nelze jednoduše sfázovat proces typu 0. Naproti tomu typ I a typ II maj́ı určitý
minimálńı mezńı úhel sklonu θc, od kterého lze proces sfázovat, viz obr. 10.4. Pro typ I tedy muśı být:
θc ≥ 32.9◦, pro typ II: θc ≥ 48.2◦. Pro tento minimálńı úhel je SHG proces kolineárńı. Účinnost SPDC
procesu ale postupně klesá s rostoućım úhlem θc. Proto je vhodné zvolit tento úhel co nejmenš́ı. Tomu
potom odpov́ıdá malý výstupńı úhel pro kužel generovaných fotonových pár̊u. Pro úhel sklonu θc = 90◦

bude odklon generovaných foton̊u od osy čerpaćıho svazku největš́ı. V našich prvńıch experimentech, kdy
jsme použ́ıvali krystal LiIO3 právě v tomto uspořádáńı čerpáńı kolmo na optickou osu, byl výstupńı úhel
SPDC cca. 34◦. Pro BBO by byl tento úhel 32◦, ale tato kolmá geometrie se u BBO nepouž́ıvá, protože
účinnost procesu se pro tento kat krystalu bĺıž́ı limitně k nule.

10.3.3 Geometrie fotonových pár̊u generovaných v BBO typu I

Z poměru k-vektor̊u spoč́ıtáme úhel α generovaných fotonových pár̊u v procesu typu I,

n(2ω)
2ω

c
= 2n(ω)

ω

c
cos(α) ⇒ cos(α) =

ne(θc, λp)

no(λs)
. (10.17)

Je potřeba si uvědomit, že úhel α spoč́ıtaný z PMC podmı́nky (10.17) plat́ı pro š́ı̌reńı světla uvnitř
nelineárńıho krystalu. Poté, co světlo složené z pár̊u foton̊u doraźı na konec nelineárńıho krystalu, je
potřeba ještě dopoč́ıtat úhel β lomu světla do vzruchu podle standardńıho Snellova zákona,

sin(β) = no(λs) sin(α).

Typický výsledek pro krystal BBO čerpaný na vlnové délce 355 nm je vykreslen na obr. 10.5
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Obr. 10.5: Závislost úhl̊u degenerované SPDC typu I pro BBO krystal na orientaci θc optické osy: vnitřńı úhel
generace (červená čára), výstupńı úhel z krystalu (modrá čára). Čerpaćı vlnová délka je 355 nm.

10.3.4 Geometrie fotonových pár̊u generovaných v BBO typu II

U SPDC typu II v BBO má signálńı foton řádnou polarizaci a jalový foton (idler) mimořádnou polarizaci.
Dı́ky rozd́ılným index̊um lomu obou foton̊u budou r̊uzné délky jejich k-vektor̊u a oba fotony budou mı́t
jiný úhel αo, resp. αe. Dı́ky tomu tedy muśıme řešit soustavu dvou rovnic: prvńı je projekce PCM do
roviny kolmo na směr čerpáńı a druhá rovnice je projekce PMC do směru čerpaćıho svazku. Zkusme si to
zapsat obecně i pro př́ıpad, kdy jsou vlnové délky obou generovaných foton̊u r̊uzné

no
λs

sin(αo) =
ne(θ, λi)

λi
sin(αe), (10.18)

no
λs

cos(αo) +
ne(θ, λi)

λi
cos(αe)−

ne(θc, λp)

λp
= 0.
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Jak se při řešeńı postupuje? Nejjednodušš́ı metoda je p̊uleńım intervalu. Hledáme úhel αe v intervalu
(0, π/2). Pro zvolené αe dopoč́ıtám z geometrie úhel odklonu vektoru k⃗e od optické osy θ a ze vztahu
(10.16) spoč́ıtám odpov́ıdaj́ıćı index lomu. Z prvńı rovnice urč́ım úhel αo. Spoč́ıtám levou stranu druhé
rovnice a podle výsledku se urč́ı správná polovina p̊uleného intervalu. Iterativńım postupem dojdu během
deseti krok̊u k dostatečně přesnému výsledku.

10.3.5 Spektra barev v SPDC

Zat́ım jsme uvažovali hlavně degenerovaný př́ıpad SPDC, kdy signálńı i jakový foton maj́ı stejnou frek-
venci ω a tedy i barvu. Za podmı́nky splněńı požadavk̊u fázového sladěńı mohou ale vznikat i fotonové
páry, které si energii rozděĺı na r̊uzné d́ıly, 2ω → ωs + ωi. To můžeme snadno přepsat na podmı́nku pro
vlnové délky následovně,

1/λp = 1/λs + 1/λi.

Spektrum pár̊u foton̊u při čerpáńı vlnovou délkou 355 nm je patrné z obr. 10.6. Vlnové délky signálńıho
a jalového fotonu, které patř́ı do jednoho vygenerovaného páru, jsou spojeny obloučkem. Vlnové délky
v IR (tj. mimo zobrazený rozsah) jsou pouze zapsány č́ıselnou hodnotou.

Obr. 10.6: Zákon zachováńı energie pro spektrum SPDC fotonových pár̊u při čerpáńı na λp = 355 nm.

Pokud se pod́ıváme očima přes filtr blokuj́ıćı modré světlo na krystal BBO čerpaný modrým nebo
UV světlem a budeme pohybovat hlavou, uvid́ıme na výstupu duhu barev z celého viditelného spektra.
Použijeme-li krystal, který může generovat procesy typu I i II současně, potom geometrie výstupńıch
poĺı bude odpov́ıdat schématu na obr. 10.7. Hlavńı rovina BBO je svislá a lež́ı v ńı optická osa, Čerpáńı
s vertikálńı polarizaćı proto představuje mimořádný svazek. V procesu typu I vznikaj́ı dva horizontálně
polarizované řádné fotony. Ty lež́ı proti sobě na kuželi s větš́ım výstupńım úhlem (označeny fialově).
V procesu typu II je v kuželu nad osou mimořádný foton (označen zeleně) a v kuželu pod osou řádný
foton (označen červeně).

Obr. 10.7: Geometrie výstupńıch poĺı SPDC
za BBO krystalem. Směr optické osy krystalu
je naznačen na boku. Lineárńı polarizace jed-
notlivých svazk̊u je naznačena čárkou.

Ve vzdáleném poli za krystalem pak bude možné na st́ıńıtku pozorovat duhu, viz obr. 10.8. Bĺıže
osy jsou dva kužely odpov́ıdaj́ıćı typu II. Na vněǰśım kuželi typu I lež́ı oba fotony z páru. Degenerovaný
př́ıpad vlnové délky 710 nm je pro přehlednost v obrázku spekter vyznačen b́ılou kružnićı.
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Obr. 10.8: Výpočet spektra SPDC ve vzdáleném poli za BBO krystalem pro zadané parametry: θ = 49.3◦,
λp = 355 nm.

10.3.6 Efektivita SPDC procesu

Pro krystal BBO se symetríı 3m ≡ C3v je tvar tenzoru nelineárńı susceptibility zapsaný ve zkrácené notaci
pomoćı multiindex̊u následovný:

3↔
χ BBO=

 . . . . χ31 −χ22

−χ22 χ22 . χ31 . .

χ31 χ31 χ33 . . .

 . (10.19)

Nulové koeficienty jsou v matici označeny tečkou. Velikost nenulových koeficient̊u je χ22 = 2.22 pm/V
a χ31 = 0.16 pm/V. Význam jednotlivých člen̊u na r̊uzných mı́stech matice je následuj́ıćı. V levém
čtverci jsou na diagonále členy zodpovědné za procesy typu 0, ostatńı členy vlevo umožňuj́ı procesy
typu I. Vpravo jsou procesy typu II. Při poč́ıtáńı efektivity neńı vhodné tenzor (10.19) transformovat
do laboratorńı soustavy, ztratila by se t́ım přehlednost. Nav́ıc jde o tenzor třet́ıho řádu zapsaný pomoćı
multiindex̊u, který umı́ správně transformovat málokdo.

Obecné řešeńı, kdy čerpáńı, signál i idler maj́ı r̊uzné směry, nelze analytiky provést. Proto se pro
výpočet efektivity předpokládá pouze kolineárńı př́ıpad a všechny vektory se převedou do os krystalu.
Uvažujme směr vlnového vektoru zadaný v souřadnićıch os krystalu pomoćı sférických úhl̊u. Jednotkový
vektor ve směru vlnového vektoru naṕı̌seme jako

k⃗ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ).

Vlastńı stavy polarizace jsou lineárńı polarizace D⃗o a D⃗e. Jednotkové vektory v těchto směrech určuj́ı
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směry lineárńı polarizace,

D⃗o ∝ p⃗o = (sinϕ, − cosϕ, 0)

D⃗e ∝ p⃗e = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ, − sin θ)

Vektory {k⃗, p⃗o, p⃗e} tvoř́ı ortonormálńı bázi. Přitom p⃗o je kolmý na optickou osu, takže má nulovou třet́ı
složku, nebot’ optická osa má směr (0, 0, 1), viz obr. 10.9.
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Obr. 10.9: Označeńı směr̊u vektor̊u op-
tického pole pro popis SPDC v jednoosém
krystalu.

Pokud chci vytvořit kvadrát elektrického pole E(2) pro generaci SHG jako sloupcový vektor, kterým
budu násobit matici susceptibility (10.19) zprava, budu postupovat následovně:

E(2)(x⃗, y⃗) =
[
x1y1, x2y2, x3y3, x2y3 + x3y2, x1y3 + x3y1, x1y2 + x2y1

]
.

Pro SPDC představuje kvadrát pole E(2) pár foton̊u – signálńı a jalový. Výpočet efektivity je tedy
analogický, nebot’ SPDC je vlastně časovou inverźı generace součtové frekvence.

Př. 10.3: Kolmé vektory:
Ověřte kolmost vektor̊u a) k⃗ ⊥ p⃗o ⊥ p⃗e ⊥ k⃗;
b) vektor p⃗o je kolmý na optickou osu.

10.3.7 Efektivńı nelinearita
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Obr. 10.10: Efektivńı nelinearita pro dva r̊uzné úhly θ. Pro 0◦ je efektivita nejvyšš́ı (tečkované čáry), ale procesy
nelze sfázovat. Pro 35◦ resp. 50◦ je efektivita menš́ı, ale lze procesy sfázovat (plné čáry).

Koeficient efektivńı nelinearity źıskáme vynásobeńım matice susceptibility (10.19) zleva polarizaćı
čerpáńı a zprava kvadrátem polarizace fotonových pár̊u,

deff(x⃗+ y⃗ → z⃗) = z⃗·
3↔
χ ·E(2)(x⃗, y⃗). (10.20)
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V objemových krystalech jsou možné pouze dva typy fázové synchronizace: typ I a typ II. Pro ně dosta-
neme závislost efektivńı nelinearity na směru š́ı̌reńı a polarizace, které jsou zadané úhly (θ, ϕ).

e→ o + o : d I
eff = p⃗e·

3↔
χ ·E(2)(p⃗o, p⃗o)

= −χ31 sin θ + χ22 cos θ sin(3ϕ), (10.21)

e→ e + o : d II
eff = p⃗e·

3↔
χ ·E(2)(p⃗o, p⃗e)

= χ22 cos
2 θ cos(3ϕ).

Efektivńı nelinearita obou typ̊u proces̊u je zakreslena v obr. 10.10 jako funkce úhlu ϕ rotace kolem
optické osy. Maxima obou proces̊u se opakuj́ı po 60◦ a je jich dokola šest. Pro optimalizaci proces̊u typu
I i II se uvažuj́ı dominantńı členy s větš́ım koeficientem χ22. Proto je pro typ I optimálńı úhel rotace
krystalu ϕ = 90◦. Pro typ II je optimálńı ϕ = 0◦. Pro krystal ř́ıznutý na typ II bude přesto sv́ıtit i typ I
ovšem s koeficientem χ31 a bude tedy o řád slabš́ı.

10.3.8 Praktické poznámky pro generaci SPDC v jednoosých krystalech

� Podmı́nka fázové synchronizace nezáviśı na úhlu ϕ, ale efektivita NL procesu na něm záviśı.

� Pro směry interaguj́ıćıch poĺı lze odvodit přesné analytické výrazy, pokud je mimořádný (extraor-
dinary) nanejvýš jeden svazek.

� V ostatńıch př́ıpadech je potřeba provést řešeńı PMC numericky. Výsledkem je hladká závislost,
která se dá proložit empirickou závislost́ı s přesnost́ı 0.2◦. Tato přesnost pro návrh geometrie použit́ı
nelineárńıho krystalu obvykle stač́ı.

� Častěji použ́ıvané krystaly maj́ı pro závislost index̊u lomu no, ne na vlnové délce známy Sellmeierovy
vztahy. Je ale potřeba použ́ıt vztahy dodané výrobcem krystalu, nebot’ zbytkové př́ıměsi obsažené
v materiálu mohou tyto hodnoty mı́rně ovlivňovat.

� Je třeba mı́t stále na paměti, že PMC řeš́ı směry generace fotonových pár̊u uvnitř krystalu. Nás
samozřejmě bude zaj́ımat směr foton̊u, které již opust́ı nelineárńı krystal. Na rozhrańı je tedy třeba
splnit lom světla podle Snellova zákona.

� Pro optimalizaci je výhodné pokrýt vstupńı stěnu krystalu antireflexńı vrstvou pro čerpaćı vlnovou
délku a výstupńı stěnu AR vrstvou jak pro čerpáńı, tak pro generované fotonové páry, aby se omezily
zpětné odrazy. AR na výstupu muśı poč́ıtat s t́ım, že generované fotony neprocházej́ı výstupńım
rozhrańım kolmo.

� Obecně je třeba vźıt do úvahy i závislost parametr̊u krystalu na teplotě a př́ıpadně daľśıch vněǰśıch
vlivech (tlak, magnetické pole). Teplotńı stabilizace je extrémně d̊uležitá pro periodicky pólované
materiály, které budeme diskutovat v následuj́ıćı sekci.
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10.4 Podmı́nka kvazi fázové synchronizace

Podmı́nka fázové synchronizace PMC fyzikálně odpov́ıdá prostorové rezonanci mezi vlnou nelineárńı
polarizace, která je zdrojovým členem ve vlnové rovnici (10.9), a produkovaným optickým polem na téže
frekvenci. Pokud ale neńı PCM splněna, je efektivita nelineárńıho procesu velmi slabá. Např. pro SHG
to můžeme zapsat jako

ISHG = Imax
sin2(∆kL/2)

(∆kL/2)2
, (10.22)

kde ∆k⃗ = k⃗3 − k⃗1 − k⃗2 představuje rozladěńı k-vektor̊u a L je délka nelineárńıho prostřed́ı.

Př. 10.4: Odhad př́ıpustného rozladěńı:: Výše uvedený vztah efektivity představuje kvadrát funkce
sinc, která je definovaná jako sin(x)/x. Odhadněte možné fázové rozladěńı pro NL krystal délky 1 cm.

Podmı́nka (10.22) znamená, že jsme v nelineárńı optice limitováńı parametry dostupných krystal̊u,
které pak určuj́ı geometrii prob́ıhaj́ıćıch proces̊u. Toto je velmi omezuj́ıćı hlavně u nelineárńıch vlno-
vod̊u, kde jsme z principu limitováni na kolineárńı geometrii. Pokud je při kolineárńı geometrii ∆k ̸= 0,
bude intenzita SHG oscilovat s periodou 2Lc, jak to ukazuje obr. 10.11. Vzdálenost Lc se označuje jako
koherenčńı vzdálenost, na které docháźı k nár̊ustu SHG výkonu, pak začne výkon opět klesat k nule.

vý
ko

n

0 Lc 2Lc 3Lc 4Lc

vzdálenost

k = 0
QPM

k = 0

Obr. 10.11: Závislost výkonu generované druhé har-
monické na vzdálenosti pr̊uchodu čerpaćıho svazku
v nelineárńım krystalu. Červeně je zobrazen kvad-
ratický vzestup při přesném sfázováńı, zeleně jsou
zakreslené oscilace při výkonu při nedokonalém
sfázováńı. Modrá křivka QPM odpov́ıdá splněńı
podmı́nky kvazi fázové synchronizace a přibližně
se dá označit jako lineárńı nár̊ust generovaného
výkonu.

Striktńı podmı́nka fázové synchronizace nedovoluje generovat v objemových krystalech procesy typu 0.
To jsou procesy, kdy maj́ı všechny tři interaguj́ıćı fotony stejnou polarizaci. Z principu má tedy tato
interakce nejvyšš́ı nelineárńı koeficient. Proto se začaly použ́ıvat fotonické struktury z feroelektrických
materiál̊u jako je PP-KTP (periodicky pólované KTP, KTiOPO4), kde plat́ı alternativńı podmı́nka kvazi
fázové synchronizace (QPM - quasi phase-matching) [21, 22, 23]. Můžeme si to představit tak, že se
po vzdálenosti Lc změńı orientace feroelektrické domény, t́ım se otoč́ı znaménko nelinearńı interakce a
intenzita SHG začne opět stoupat. Vzestup výkonu generovaného pole je tedy prakticky lineárńı s délkou
krystalu, viz modrá křivka v obr. 10.11.

V nelineárńım materiálu muśıme vytvořit strukturu, kde se měńı směr domény s periodou Λ = 2Lc,
typicky 5-15 µm. Tato perioda je daná řešeńım podmı́nky ∆kLc = π Tyto krystaly se proto nazývaj́ı
periodicky pólované. Samotný krystal pak dodává k podmı́nce fázové synchronizace vlnový vektor |K⃗| =
2π/Λ. Tato metoda se hojně využ́ıvá u vlnovodných struktur, kde jsme z podstaty vlnovodného š́ı̌reńı
vázáni pouze na kolineárńı procesy. Podmı́nku kvazi fázové synchronizace pro SPDC [24, 25, 26, 27, 28]
můžeme zapsat ve tvaru

k⃗p = k⃗s + k⃗i +mK⃗, kde m = 1, 2, . . . . (10.23)

Dı́ky tomu, že vektor K⃗ představuje volný parametr, můžeme si navrhnout strukturu tak, aby v ńı
prob́ıhal požadovaný proces při započ́ıtáńı celoč́ıselného násobku vektoru K⃗. V naš́ı laboratoři jsme
použ́ıvali PP-KTP s vlnovody dodané od firmy AdvR1 s periodou pólováńı Λ = 7.62 µm. Zde prob́ıhaj́ı
procesy následovně: typ II - prvńı řád (m = 1), typ 0 - druhý řád (m = 2), typ I - třet́ı řád (m = 3).

Vlnovody se vyráběj́ı obvykle v sérii. Na jednom vzorku krystalu (čipu) je vyrobeno řádově 50 vlno-
vod̊u, které jsou dostatečně vzdálené, aby bylo možné pomoćı mikroskopových objektiv̊u do jednotlivých

1http://www.advr-inc.com/
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Obr. 10.12: Typické experimentálńı uspořádáńı s vlnovodem KTP pro generaci druhé harmonické (800 nm +
800 nm → 400 nm). Vlevo je šipkami zakreslen směr polarizace vstupńıch poĺı (červeně) a SHG (modře). Vpravo
je fotografie čipu umı́stěného na teplotně stabilizovaný prst ke kterému směřuj́ı mikroskopové objektivy. Šipky
naznačuj́ı směry š́ı̌reńı optických poĺı.

vlnovod̊u navazovat čerpaćı svazek nezávisle. Větš́ı počet vlnovod̊u se dělá jednak proto, že výrobńı pro-
ces je značně náročný a ne vždy se podař́ı dodržet požadovanou periodu a regularitu vlnovodu. Daľśım
d̊uvodem je, že vlnovod má př́ıčné rozměry ≈ 5µm. Pokud se na vstupńı nebo výstupńı hraně vytvoř́ı
nějaký defekt, nedá se tento vlnovod již použ́ıt. Z celkového počtu vlnovod̊u na jednom čipu se pak dá pro
praktické použit́ı vybrat pouze několik vhodných. Naštěst́ı podmı́nku fázové synchronizace lze alespoň
v malém intervalu ladit pomoćı teplotńı závislosti index̊u lomu. Toho se využ́ıvá jak ve vlnovodech KTP,
tak i v objemových krystalech lithium-niobátu, kde je závislost na teplotě obzvláště citlivá. Na druhou
stranu má tato vlastnost i svá negativa. Pro udržeńı sfázováńı se muśı vzorek stabilně udržovat na přesně
dané teplotě.

Uspořádáńı atomů v krystalu KTP odpov́ıdá ortorombické soustavě (kosočtverečná) s grupou syme-
trie mm2 ≡ C2v. KTP je typický dvouosý materiál a proto jsme jeho indexy lomu ve viditelné oblasti a
tvar jeho indexové plochy již diskutovali v kapitole 6 na str. 78. Symetrie krystalu je zodpovědná za tvar
jeho tenzoru nelineárńı susceptibility:

3↔
χ KTP=

 . . . . χ31 .

. . . χ32 . .

χ31 χ32 χ33 . . .

 . (10.24)

V literatuře se udává velikost nenulových člen̊u χ33 = 10.7 pm/V a χ32 = 2.65 pm/V. Největš́ı nelineárńı
koeficient χ33, který dává do interakce tři pole, která jsou všechna orientovaná ve směru krystalografické
osy z tohoto materiálu, je zodpovědný za procesy typu 0. Typický př́ıklad schématu pro generaci SHG
nebo SPDC ve vlnovodu KTP ukazuje obr. 10.12. Volbou nastaveńı polarizace čerpáńı a navázaného módu
je možné generovat všechny tři r̊uzné procesy typu 0, I i II. Poznatky o tomto PP-KTP jsme publikovali
v článku [29], kde je možné dohledat i daľśı základńı reference z oblasti periodicky pólovaných materiál̊u.

10.5 Entanglement v polarizaci

Termı́n entanglement (kvantová provázanost) [30] je ryze kvantový jev, který nemá v klasické fyzice
obdoby a je zásadńı pro kvantovou informatiku i kvantové komunikace. Pro jednoduchost se omezme
pouze na čisté stavy. Předpokládejme dva podsystémy v čistých stavech |Θ1⟩ a |Θ2⟩ (např́ıklad dva
fotony s přesně danou polarizaćı). Je třeba si uvědomit, že i jeden jediný foton může mı́t zcela přesně
definovaný polarizačńı stav, jenž lze změřit pomoćı stejného polarizačńıho děliče, který bychom použili
pro měřeńı polarizace světla s klasickou intenzitou. Nejsme-li schopni celkový stav systému obou foton̊u
separovat na součin stav̊u dvou částic |Θ⟩ = |Θ1⟩ ⊗ |Θ2⟩, označujeme stav těchto dvou foton̊u jako
entanglovaný.

Vzniknou-li v nějakém procesu dvě entanglované částice, např. dva fotony v SPDC procesu, jsou
provázané a muśı být popisovány společně pomoćı jediné vlnové funkce. Pokud na jedné částici provedeme
měřeńı, dojde ke kolapsu této společné vlnové funkce a druhá částice se vyprojektuje do určitého stavu
v závislosti na výsledku měřeńı na prvńı částici. K tomuto efektu dojde i v př́ıpadě, když jsou tyto dvě
částice od sebe na kilometry daleko.

Předpokládejme jeden typický Bell̊uv stav [31] fotonového páru, který je entanglovaný v polarizaci,
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zapsaný jako

|Ψ−⟩ = 1

2
(|H1⟩|V2⟩ − |V1⟩|H2⟩) , (10.25)

kde |H⟩ a |V ⟩ představuj́ı dva na sebe kolmé stavy polarizace jednotlivých foton̊u (horizontálńı a vertikálńı
lineárńı polarizace) a indexy označuj́ı prostorový mód. Změř́ıme-li, že prvńı foton je polarizován např́ıklad
ve stavu |H⟩, druhý foton bude mı́t polarizaci |V ⟩ a naopak. Před měřeńım nejsme schopni ř́ıci, jak bude
který foton polarizován. O tom se rozhodne až v okamžiku měřeńı na jedné z částic – proejekce. Dopředu
známe pouze pravděpodobnosti možných výsledk̊u měřeńı. V př́ıpadě vyváženého stavu, jak je zapsán stav
|Ψ−⟩, je pravděpodobnost výsledku |H⟩, nebo |V ⟩ v poměru 50%:50%. Ačkoliv se na prvńı pohled zdá,
že kolaps vlnové funkce zp̊usobuje š́ı̌reńı informace od měřené částice k té k druhé částici nadsvětelnou
rychlost́ı, samotný princip kolapsu vlnové funkce a entanglementu neporušuje princip kauzality. Nelze ho
totiž použ́ıt k přenosu informace rychlost́ı větš́ı, než je rychlost světla.

10.5.1 Typ I (e→ o + o)

Při nekolineárńım procesu SPDC jsou generovány fotony v celém spektru s r̊uznými vlnovými délkami.
Dı́ky symetrii muśı ležet jednotlivé spektrálńı komponenty generovaných foton̊u na povrchu kužele s osou
ve směru čerpaćıho svazku, jak to ukazuje obr. 10.13. Podmı́nka fázové synchronizace tedy udává pro
každou vlnovou délku generovaných foton̊u jeden konkrétńı vrcholový úhel kužele. Chceme-li źıskat foto-
nové páry se stejnou vlnovou délkou obou foton̊u, muśıme vyb́ırat pomoćı clonek dvojice foton̊u, které
jsou emitovány na protilehlé strany povrchu kužele, který odpov́ıdá degenerované frekvenci ωs = ωi =
ωp/2 = ω.

o o o o o o o o o

Obr. 10.13: Spektrum SPDC typu I generované v krystalu LiIO3 při čerpáńı na vlnové délce 413 nm kolmo na
osu krystalu. Úhly v obrázku jsou definovány v̊uči směru čerpaćıho svazku.
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V kolineárńım př́ıpadě se kužel limitně zúž́ı a přecháźı na polopř́ımku. Generované fotony vycháźı
z krystalu stejným směrem jako čerpaćı svazek, což přináš́ı obt́ıže s odděleńım generovaného slabého
signálu od silného čerpaćıho svazku. Polarizace nově vzniklých foton̊u je v procesu typu I kolmá k pola-
rizaci čerpaćıho svazku. Jedńım krystalem typu I tedy nelze př́ımo generovat fotonové páry entanglované
v polarizaci. Vzniká čistý stav |HH⟩.

10.5.2 Typ II (e→ o + e)

V tomto př́ıpadě docháźı ke generaci dvou foton̊u s polarizacemi na sebe navzájem kolmými. Fotony
z páru opoušt́ı krystal ve směru povrch̊u dvou kužel̊u, které jsou symetrické v̊uči čerpaćımu svazku.
V závislosti na směru krystalických os nelineárńıho krystalu v̊uči rozhrańı a směru dopadu čerpaćıho
svazku rozlǐsujeme několik možnost́ı nekolineárńıho sfázováńı: kužely signálńıch a jalových foton̊u se v̊ubec
neprot́ınaj́ı, kužely se prot́ınaj́ı v jediném mı́stě, kterým ze symetrie muśı být osa čerpaćıho svazku, kužely
se prot́ınaj́ı ve dvou směrech. Tento př́ıpad je zobrazený na obr. 10.14. Dvoufotonový stav entanglovaný
v polarizaci lze pozorovat v tom př́ıpadě, když pomoćı clonek vyb́ıráme fotony právě z těchto pr̊useč́ık̊u.
Mı́ra entanglementu je zde ale sńıžena částečnou spektrálńı rozlǐsitelnost́ı, protože navázaná spektra
emitovaných foton̊u jsou r̊uzná. To vyplývá z odlǐsné úhlové disperze obou foton̊u, což je vidět z š́ı̌rek
kružnic v obr. 10.14. Zobrazená š́ı̌rka odpov́ıdá spektrálńı š́ı̌rce 20 nm.

Pokud se pod́ıváme na polarizaci generovaných foton̊u, je zřejmé, že řádná polarizace muśı být vždy
kolmá na optickou osu. V zobrazeném př́ıpadě θc = 49.3◦, optická osa protne rovinu, kde sledujeme
vzdálené pole generovaných foton̊u. Mimořádná polarizace muśı směřovat k tomuto bodu a řádná polari-

Obr. 10.14: Spektrum SPDC typu II generované v krystalu BBO při čerpáńı na vlnové délce 355 nm, kat 49.3◦.
Úhly v obrázku jsou definovány v̊uči směru čerpaćıho svazku. Barevné proužky představuj́ı spektrálńı š́ı̌rku 20 nm.
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zace muśı být k tomuto směru kolmá. Na tomto mı́stě provedeme pro názornost výpočet směr̊u polarizace.

Př. 10.5: Výpočet polarizace fotonových pár̊u SPDC v BBO typu II:

V tomto př́ıkladu chceme shrnout výpočty, které jsou nutné pro vykresleńı obr. 10.14. Bude nutné
pracovat s vektory ve dvou soustavách. V čárkované laboratorńı soustavě je směr čerpaćıho laseru v ose
x′3. V př́ıčné rovině je horizontálńı směr x′1 a vertikálńı směr vzh̊uru x′2.

Nečárkovaná soustava je spojená s prvky symetrie krystalu. Optická osa krystalu z⃗ je shodná se
směrem osy x3 a je skloněná o úhel catu θc v̊uči procházej́ıćımu čerpaćımu laseru. Protože popisujeme
proces typu II v BBO kde je optimálńı efektivita tohoto procesu pro ϕ = 0, splývá horizontálńı osa x1
s x′1. Transformačńı matice je tedy pouze rotace x⃗′ =

←→
R (θc) · x⃗. Přechod mezi souřadnými soustavami si

můžeme ukázat na př́ıkladu transformace optické osy,

z⃗′ =
←→
R (θc) · z⃗ =

 1 0 0

0 cos θc sin θc
0 − sin θc cos θc

 0

0

1

 = (0, sin θc, cos θc) .

Nyńı vyřeš́ıme PMC podmı́nku (10.18) a pro vybraný úhel sklonu ξ v̊uči horizontálńı rovině źıskáme
jednotkový vlnový vektor idleru a úhel αe odklonu od osy čerpaćıho svazku (viz obr. 10.15).

k⃗′e ∝ s⃗′e = (cos ξ sinαe, sin ξ sinαe, cosαe), lab. soustava.

Abychom mohli určit index lomu idleru, je nutné znát úhel který sv́ırá k-vektor s optickou osou.
Skalárńı součin obou vektor̊u zapsaný v laboratorńı soustavě nám dává kosinus tohoto úhlu θ,

cos θ = s⃗′e · z⃗′ = sin ξ sinαe sin θc + cosαe cos θc.

Walk-off

Protože idler má mimořádnou polarizaci, je potřeba dopoč́ıtat jeho dvojlom. U jednoosého negativńıho
krystalu BBO dojde v̊uči k⃗e ∥ s⃗e k odklonu Poyntingova vektoru od optické osy. V hlavńı rovině lež́ı

optická osa, vektor k⃗e skloněný o úhel θ i Poynting̊uv vektor odkloněný o úhel dvojlomu ρ. Odklon
Poyntingova vektoru od optické osy je tedy daný rozd́ılem obou úhlu (θ − ρ), jak bylo diskutováno
v sekci 5.5 s výsledným vztahem (5.21). Pro jistotu tento vztah zopakujme

θ − ρ = arctan
[
(no/ne)

2
tan θ

]
Dvojlom se snáze poč́ıtá v soustavě symetrie krystalu (nečárkovaná soustava). Hlavńı rovina je pootočená
v̊uči optické ose o úhel ψ, takže můžeme zapsat přepočet vlnového vektoru do os krystalu následovně

s⃗e =
←→
R (−θc) · s⃗′e ⇒

 cosψ sin θ

sinψ sin θ

cos θ

 =

 sinαe cos ξ

sinαe sin ξ cos θc − cosαe sin θc
sinαe sin ξ sin θc + cosαe cos θc

 . (10.26)

kp

ke

ko

x’1

x’2 x3 optická
osa

c

o

e

Obr. 10.15: Označeńı úhl̊u popisuj́ıćıch pro-
storovou geometrii SPDC v jednoosém
krystalu: ξ – zvolený úhel sklonu pro
výpočet úhl̊u αe, αo.
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Úhel ψ lze nyńı určit z poměru prvńıch dvou složek,

sinψ

cosψ
=

sinαe sin ξ cos θc − cosαe sin θc
sinαe cos ξ

.

Ted’ již můžeme zapsat jednotkový vektor ve směru Poyntingova vektoru idleru,

S⃗e =
(
cosψ sin(θ − ρ), sinψ sin(θ − ρ), cos(θ − ρ)

)
, soustava symetrie krystalu,

který si vynásobeńım s matićı rotace převedeme do laboratorńı soustavy.

Idler

Polarizaci idleru urč́ıme ze znalosti, že elektrické pole D⃗e muśı kmitat v rovině dané optickou osou z⃗ a
směrem s⃗. Jednotkový vektor ve směru polarizace označujeme p⃗e. Můžeme ho tedy zapsat jako lineárńı
kombinaci obou vektor̊u, p⃗e = az⃗ + bs⃗e. Vı́me že elektrické pole kmitá kolmo na směr vlnového vektoru,
p⃗e ⊥ s⃗e. Takže p⃗e · s⃗e = 0. Po dosazeńı dostaneme řešeńı

p⃗e ∝ z⃗ − cos θ s⃗e,

které muśı platit v libovolné vztažné soustavě. Výsledek je sice nenormovaný, ale směr je správný.

Signál

Signálńı foton je řádný a má tedy kolineárńı vlnový vektor a Poynting̊uv vektor. V laboratorńı soustavě
je můžeme zapsat:

S⃗′o ∥ s⃗′o = (− cos ξ sinαo, − sin ξ sinαo, cosαo).

Jednotkový vektor ve směru řádné polarizace D⃗o můžeme spoč́ıtat jednoduše jako vektorový součin
vlnového vektoru a směru osy,

D⃗o ∝ p⃗o = s⃗′o × z⃗′.

Shrnut́ı

Výsledek lze shrnou následovně. 1) Fotony, které jsou generované daleko od hlavńı roviny čerpaćıho laseru
maj́ı polarizace o pár stupň̊u pootočené v̊uči horizontálńımu a vertikálńımu směru. 2) Dvojlom zp̊usob́ı
odklon š́ı̌reńı idleru od optické osy, což zp̊usob́ı to, že degenerované SPDC fotony se uvnitř BBO krystalu
š́ı̌ŕı prakticky po stejném kuželi. Pokud uvažujeme krystal dlouhý 1mm, vytvoř́ı fotonové páry na konci
krystalu kolečko o pr̊uměru 20 µm.

10.5.3 Kwiat̊uv zdroj entanglovaných fotonových pár̊u

čerpání

SPDC

1. BBO krystal 2. BBO krystal

Dvojice
krystalů

Obr. 10.16: Schéma uspořádáńı dvou krystal̊u BBO ve zdroji entanglovaných pár̊u podle P. G. Kwiata. Směr
optické osy je naznačen na bočńı straně krystalu.

P. G. Kwiat navrhnul experimentálńı uspořádáńı pro efektivněǰśı generaci polarizačně entanglovaných
fotonových pár̊u [32, 33]. Umı́stil za sebe dva totožné krystaly typu I vzájemně otočené o 90◦, viz
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obr. 10.16. Každý z krystal̊u může být buzen pouze lineárńı složkou polarizace čerpaćıho svazku, která
odpov́ıdá mimořádné polarizaci. Tento směr lineárńı polarizace tedy lež́ı v hlavńı rovině krystalu. Takto
se označuje rovina určená směrem vektoru k⃗ a optickou osou krystalu. Pokud je dvojice krystal̊u čerpána
laserovým svazkem s obecně eliptickou polarizaćı, budou jednotlivé krystaly generovat fotony v poměru
rozkladu intenzity obecné polarizace čerpaćıho svazku do horizontálńıho a vertikálńıho směru. Generace
může prob́ıhat v obou krystalech současně. Jsou-li krystaly dostatečně tenké, dráhy vygenerovaných
foton̊u se překrývaj́ı. Dı́ky tomu pak nelze po detekci fotonu určit, ve kterém z krystal̊u fotonový pár
vzniknul. Generované fotonové páry maj́ı polarizaci popsanou koherentńım součtem př́ıspěvk̊u |HH⟩ z
jednoho a |V V ⟩ z druhého krystalu. T́ımto zp̊usobem lze generovat př́ımo polarizačně entanglované stavy,

|Ψ⟩ = cosα|HH⟩+ eiβ sinα|V V ⟩. (10.27)

Parametry α a β záviśı na polarizaci čerpaćıho svazku. Poměr mezi |HH⟩ a |V V ⟩ složkami ovlivňuje
parametr α, který je možno plynule měnit rotaćı p̊ulvlnné destičky (HWP) v čerpaćım svazku. Parametr
β označuje fázový člen, který lze ovlivnit náklonem čtvrtvlnné destičky (QWP). Je-li α = 0 nebo α = π,
potom generuje vždy jen jeden krystal a výsledkem jsou separabilńı stavy. V př́ıpadě α = π/2 generuj́ı oba
krystaly stejnou měrou, což dává vzniknout maximálně entanglovanénu stavu. Při nastaveńı v intervalu
mezi těmito limitńımi hodnotami se generuj́ı stavy částečně entanglované.
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10.6 Shrnut́ı

• Rozvoj nelineárńı optiky byl umožněn d́ıky rozvoji laserové techniky.

• ATD..
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10.7 Př́ıklady

Př. 10.6: Mimořádný index lomu jednoosého krystalu:
Ze vztah̊u odvozených pro indexový elipsoid jednoosého krystalu v kapitole 5 odvod’te alternativńı vztah
pro úhlovou závislost indexu lomu mimořádného svazku (10.16).
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Př́ıloha A

Matematický dodatek

A.1 Opakováńı vektorové algebry

V tomto dodatku si zopakujeme základńı matematické vztahy vektorové algebry, které se v textu často
vyskytuj́ı. Podrobněǰśı vysvětleńı je třeba hledat v učebnićıch základńıho kurzu matematiky. Jako přehled
matematiky lze doporučit knihu [5].

A.1.1 Násobeńı

Ve fyzice pracujeme se třemi typy součin̊u dvou vektor̊u a⃗ a b⃗. Uved’me si jejich názvy a značeńı.

název operace matematický zápis typ výsledku

diadický součin a⃗⃗b tenzor

skalárńı součin a⃗ · b⃗ skalár (č́ıslo)

vektorový součin a⃗× b⃗ vektor

Tyto výrazy si rozeṕı̌seme v kartézských souřadnićıch:

(⃗a⃗b)ij = aibj ,

a⃗ · b⃗ = aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3,

a⃗× b⃗ = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1).

Pro úpravy několikanásobných součin̊u můžeme použ́ıt následuj́ıćı vztahy

a⃗⃗b · c⃗ = (⃗a⃗b) · c⃗ = a⃗(⃗b · c⃗), výsledek je vektor ve směru p̊uvodńıho vektoru a⃗.

d⃗ · a⃗⃗b · c⃗ = (d⃗ · a⃗)︸ ︷︷ ︸
η

(⃗b · c⃗)︸ ︷︷ ︸
ξ

= ηξ, výsledek je skalár.

a⃗ · b⃗× c⃗, smı́̌sený součin, udává objem tělesa vymezeného vektory.

a⃗× (⃗b× c⃗) = b⃗(⃗a · c⃗)− c⃗(⃗a · b⃗), dvojitý vektorový součin.

A.1.2 Derivace

Ve 3D prostoru definujeme tři druhy prostorových derivaćı.

gradient: grad ≡ ∇ zvyšuje řád tenzoru o jedna,

divergent: div ≡ ∇· snižuje řád tenzoru o jedna,

rotace: rot ≡ ∇× minimálně na vektor, řád tenzoru se neměńı.
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Tyto derivace aplikujeme na skalár φ a vektor A⃗. Výsledek si zaṕı̌seme v kartézských souřadnićıch.

∇φ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
φ(r⃗),

∇ · A⃗ =

(
∂

∂x
Ax +

∂

∂y
Ay +

∂

∂z
Az

)
,

∇× A⃗ =

(
∂

∂y
Az −

∂

∂z
Ay,

∂

∂z
Ax −

∂

∂x
Az,

∂

∂x
Ay −

∂

∂y
Ax

)
.

A.1.3 Dvojité derivace

Ve fyzice se často použ́ıvaj́ı pouze některé dvojité derivace. Uved’me si dvě relace, které pro ně plat́ı

△ ≡ ∇ · ∇ = ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
,

∇×∇× A⃗ = ∇∇ · A⃗−∇ · ∇A⃗ = ∇∇ · A⃗−△A⃗.

Operátor △ znač́ı Laplace̊uv operátor. Derivace se prováděj́ı postupně od té nejbližš́ı k derivované funkci.
Dále plat́ı identická nulovost dvou následuj́ıćıch dvojitých derivaćı

∇ · ∇ × A⃗ = 0,

∇×∇φ = 0.
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Př́ıloha B

Geometrický dodatek

B.1 Vztahy pro elipsu ve 2D

Na obr. B.1 je zakreslena elipsa umı́stěná v počátku soustavy souřadnic O a orientovaná ve směru hlavńıch
os. Rovnice elipsy se obvykle zapisuje ve tvaru

x2

a2
+
y2

b2
= 1, (B.1)

kde a a b jsou délky poloos elipsy. Kterýkoliv vybraný bod elipsy A = [x1, y1] muśı splňovat rovnici
(B.1). Pokud si označ́ıme délku úsečky OA = r, můžeme přepsat tuto rovnici pomoćı úhlu θ sevřeného
pr̊uvodičem a hlavńı poloosou.

r2 cos2 θ

a2
+
r2 sin2 θ

b2
= 1 ⇒ cos2 θ

a2
+

sin2 θ

b2
=

1

r2
. (B.2)

Jednotkový vektor ve směru pr̊uvodiče je tedy u⃗ = (cos θ, sin θ).

a

b

A

A’

O

Obr. B.1: Geometrické vztahy v elipse. Za-
kresleny jsou: červeně elipsa s poměrem
a/b = 2, zeleně pr̊uvodič bodu A, modře
tečna a fialově normála.

Nyńı budeme hledat tečnu k elipse v bodě A = [x1, y1]. K tomu stač́ı provést diferenciál vztahu (B.1)
v tomto bodě. Tečná rovina v bodě A má potom rovnici

x1x

a2
+
y1y

b2
= 1. (B.3)

Tento zápis tečny nám př́ımo dává normálový vektor. Jeho směr je dán koeficienty u proměnných x a y,
což dává

n⃗ =
(x1
a2
,
y1
b2

)
= r

(
cos θ

a2
,
sin θ

b2

)
.

Vztah pro normálu si můžeme zapsat také pomoćı tenzorového zápisu

n⃗ =

(
1/a2 0

0 1/b2

)
·
(
x1
y1

)
. (B.4)
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B.2 Vztahy pro elipsoid ve 3D

Výsledek výpočtu normály k elipse můžeme př́ımočaře generalizovat z 2D na 3D elipsoid. Pokud máme
elipsoid s poloosami a, b a c, potom normála v bodě [x1, y1, z1] bude mı́t směr

n⃗ =

 1/a2 0 0

0 1/b2 0

0 0 1/c2

 ·
 x1

y1
z1

 . (B.5)

Prvńı člen je tenzor, který má na diagonále převrácené hodnoty kvadrát̊u velikost́ı poloos elipsoidu.
Tento tenzor se skalárně násob́ı vektorem spojnice počátku s bodem, ve kterém chceme určit normálový
vektor.
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Př́ıloha C

Fyzikálńı dodatek

C.1 Maxwellovy rovnice pro elektromagnetické pole

Název Maxwellovy rovnice se použ́ıvá pro čtyři rovnice, které dávaj́ı do vzájemného vztahu elektrické a
magnetické jevy, a vytvářej́ı úplný klasický popis elektromagnetického pole. Tyto rovnice se často zapisuj́ı
v diferenciálńım tvaru (1.1), který byl uveden hned v prvńı kapitole na str. 7.

Tyto rovnice se odvozuj́ı podrobně v základńıch učebnićıch fyziky v části věnované elektřině a mag-
netizmu. V učebnićıch optiky [2, 3, 4, 7] se Maxwellovy rovnice již neodvozuj́ı, ale pouze se uvedou
jako známé a dále se s nimi pracuje. My zde podrobné odvozováńı nebudeme uvádět, pouze pro úplnost
připomeňme integrálńı tvar Maxwellových rovnic. V integrálńım tvaru maj́ı rovnice bĺıže k reálným expe-
riment̊um, protože pracuj́ı s makroskopickými náboji a proudy. V této sekci budeme použ́ıvat geometrické
relace podle obr. C.1.

S
B

E c
S

I

H
S

V
Q

D

Obr. C.1: Vektory pole, plochy, objemy a jejich hranice, které se vyskytuj́ı v Maxwellovych rovnićıch.

Faradaẙuv zákon popisuje elektromagnetickou indukci,

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t
. (C.1)

Zavedeme si magnetický indukčńı tok Φ = B⃗·S⃗, který protéká orientovanou plochou S⃗. Přeintegrujeme
přes tuto plochu a použijeme Stokesovu větu o přechodu od plošného integrálu po ploše S k integrálu po
křivce c, která plochu ohraničuje,

∫
S
∇× E⃗ · d⃗S =

∮
c
E⃗ · d⃗l. Takto dostaneme integrálńı tvar prvńı rovnice∮

c

E⃗ · d⃗l = − d

dt
Φ = − d

dt

∫
S

B⃗ · d⃗S. (C.2)

Ampér̊uv zákon popisuje fakt, že proudy generuj́ı magnetické pole,

∇× H⃗ = j⃗ +
∂D⃗

∂t
. (C.3)
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Opět přeintegrujeme levou i pravou stranu rovnice přes plochu S⃗ a s pomoćı Stokesovy věty pro rotaci
magnetické intenzity,

∫
S
∇× H⃗ · d⃗S =

∮
c
H⃗ · d⃗l, dostaneme integrálńı tvar druhé rovnice,∮

c

H⃗ · d⃗l = I +
d

dt

∫
S

D⃗ · d⃗S. (C.4)

Členy na pravé straně maj́ı význam proudu, I je proud volných náboj̊u a druhý člen nazýváme Maxwell̊uv
posuvný proud.

Jaké magnetické pole generuje ve vzdálenosti r př́ımý vodič, kterým teče proud I?∮
c

B⃗ · d⃗l = B2πr = µI ⇒ B =
µ

2π

I

r
. (C.5)

Śıla, kterou by magnetické pole p̊usobilo na testovaćı vodič s proudem i⃗, se vypočte ze vztahu F⃗ = i⃗× B⃗.

Gauss̊uv zákon se někdy označuje též Coulomb̊uv zákon, protože popisuje elektrické pole, které generuj́ı
elektrické náboje s hustotou ρ,

∇ · D⃗ = ρ. (C.6)

Provedeme-li integraci, dostaneme celkový náboj Q ve zkoumané oblasti. Dále použijeme Gaussovu
větu o přechodu objemového integrálu z divergence na plošný integrál,

∫
V
∇ · D⃗ dV =

∮
S
D⃗ · d⃗S. Jako

obvykle plocha S ohraničuje objem V . Dostaneme výsledný integrálńı vztah pro třet́ı Maxwellovu rovnici∮
S

D⃗ · d⃗S = Q =

∫
V

ρdV. (C.7)

Jaké elektrické pole bude generovat bodový náboj? Pro bodový náboj, který bychom uzavřeli do
pomyslné koule o poloměru r, muśı platit

E⃗ =
D⃗

ε
=

1

4πε

Q

r2
. (C.8)

Śıla, kterou by p̊usobilo elektrické pole na testovaćı náboj q, se vypočte podle vztahu F⃗ = qE⃗.

Spojitost indukčńıho toku je posledńı čtvrtá Maxwellova rovnice a znamená neexistenci magnetických
monopól̊u, ∇ · B⃗ = 0. Po integraci to vede na vztah∮

S

B⃗ · d⃗S = 0.

Můžeme ř́ıci, že tok magnetického pole uzavřenou plochou je vždy nulový. Co na jedné straně přiteče, to
muśı druhou stranou odtéci.

C.1.1 Spojitost elektromagnetiských poĺı na rozhrańı

Maxwellovy rovnice a z nich źıskaná vlnová rovnice popisuje š́ı̌reńı světla v prostřed́ı s daným indexem
lomu. Daľśım krokem je popis chováńı elektromagnetického pole na rozhrańı dvou pro jednoduchost
izotropńıch materiálu s indexy lomu n1 a n2. Normálu k tomuto rozhrańı označme n⃗

Tečné složky intenzit

Jako prvńı budeme řešit elektrickou intenzitu, která má v jednotlivých materiálech velikost E⃗1 a E⃗2.
Zintegrujeme Faradaẙuv zákon přes plochu, která procháźı rozhrańım, jak to ukazuje obr. C.2a). Pomoćı
Stokesovy věty zmı́něné výše nahrad́ıme integrál z rotace přes zeleně šrafovanou plochu S integrálem
podél obvodu této plochy c. ∫

S

∇× E⃗ · d⃗S =

∮
c

E⃗ · d⃗l = −
∫
S

∂B⃗

∂t
· d⃗S.
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Obr. C.2: a) Integračńı plocha pro výpočet spojitosti tečných složek intenzit. b) Integračńı objem pro výpočet
spojitosti normálových složek indukćı.

Provedeme limitu, kdy poženeme k nule š́ı̌rku integračńıho obdélńıku. Velikost plochy S p̊ujde k nule a
d́ıky tomu p̊ujde k nule i plošný integrál z derivace magnetického pole. Integrál podél křivky c přejde na
integraci podél deľśıch stran obdélńıku. T́ım dostaneme (E⃗2 − E⃗1) · t⃗ = 0, kde vektor t⃗ je tečný vektor
podél rozrańı. Protože směr tečného vektoru je libovolný v 2D ploše rozhrańı, lze spojitost tečných složek
elektrického pole zapsat obecně tak, že se na rozhrańı dvou materiál̊u může měnit pouze normálová složka
elektrické intenzity.

(E⃗2 − E⃗1)× n⃗ = 0.

Nyńı bychom mohli analogicky zintegrovat Ampér̊uv zákon. Rozd́ıl je pouze v tom, že v Ampérově
zákonu vystupuje nav́ıc ještě proud. Výsledný vztah pro spojitost tečných složek magnetické intenzity
proto vypadá následovně,

(H⃗2 − H⃗1)× n⃗ = j⃗S ,

kde j⃗S představuje hustotu povrchového proudu. Pro dielektrika je ale tento proud nulový a i magnetická
intenzita má tedy na rozhrańı dvou dielektrik spojité své tečné složky H⃗1 a H⃗2.

Normálové složky indukćı

Nyńı vyjdeme z Gaussova-Coulombova zákona, který budeme integrovat v objemu válce V , s podsta-
vou S jenž procháźı rozhrańım dvou prostřed́ı podle obr. C.2b). Využijeme Gaussovu větu pro přechod
integrálu z divergence na plošný integrál po hranici integračńıho objemu.∫

V

∇ · D⃗ dV =

∮
S

D⃗ · d⃗S =

∫
V

ρdV.

Opět limitně sńıž́ıme výšku integračńıho válce k nule. Dı́ky tomu objemový integrál se zmenš́ı na nulu
a plošný integrál bude integraćı pouze přes horńı a dolńı podstavu válce. Takto odvod́ıme spojitost
normálových složek elektrické indukce na rozhrańı. Nespojitost by mohl zp̊usobit pouze povrchový náboj
s hustotou ρS na rozhrańı v ploše S.

(D⃗2 − D⃗1) · n⃗ = ρS .

Samozřejmě u dielektrik, kde je povrchový náboj nulový, jsou normálové složky indukce na rozhrańı
spojité.

Obdobně můžeme postupovat i se čtvrtou Maxwellovou rovnićı a dostali bychom analogicky pro
magnetickou indukci následuj́ıćı vztah,

(B⃗2 − B⃗1) · n⃗ = 0.

Uvedené čtyři podmı́nky na rozhrańı nejsou nezávislé, protože elektromagnetická pole jsou svázaná
Maxwellovými rovnicemi. Proto stač́ı splnit dvě podmı́nky pro tečné komponenty a d́ıky splněńı Max-
wellových rovnic v obou prostřed́ıch oddělených rozhrańım budou automaticky splněny i daľśı dvě pod-
mı́nky pro normálové složky [34].

168



C.2 Rozděleńı látek podle materiálových vztah̊u

Zapǐsme si obvyklé materiálové vztahy, které jsou nezbytné pro řešeńı Maxwellových rovnic,

D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ (E⃗), P⃗ = ε0
←→χe E⃗,

B⃗ = µ0H⃗ + M⃗(H⃗), M⃗ = µ0
←→χmH⃗.

Látky můžeme dělit podle r̊uzných kritéríı. Ukažme si to na př́ıkladu pěti druh̊u děleńı magnetických
vlastnost́ı látek. Obdobně se to dá zavést i pro elektrické vlastnosti.

1. kritérium popisuje to, zda je látka bez p̊usobeńı vněǰśıho magnetického pole permanentńı magnet,

� magneticky měkké, M⃗0 = 0

� magneticky tvrdé, M⃗0 ̸= 0, spontánńı magnetizace (bez vněǰśıho pole)

2. kritérium popisuje linearitu odezvy na vněǰśı pole

� lineárńı, M ∝ H

� nelineárńı, M ∝ f(H,H2) + vyšš́ı členy

3. kritérium zkoumá, zda maj́ı r̊uzná mı́sta materiálu r̊uzné vlastnosti

� homogenńı, χm neńı funkćı polohy r⃗

� nehomogenńı, χm(r⃗), často se řeš́ı vrstevnaté nebo planárńı struktury

4. kritérium popisuje závislost vlastnost́ı materiálu na frekvenci vněǰśıho pole

� disperzńı (funkce odezvy) ⇒ χm(ω)

� nedisperzńı (bez zpožděńı, odezva ihned, pro pomalé vněǰśı pole, kvazistatické přibĺıžeńı)

5. kritérium zkoumá, zda má materiál r̊uzné vlastnosti v r̊uzných směrech

� izotropńı, susceptibilita je č́ıslo ←→χm = χm
←→
11 , H⃗ ∥ B⃗

� anizotropńı, ←→χm je skutečný tenzor, H⃗ ∦ B⃗

Uvažujme např. magneticky měkké, lineárńı, homogenńı a izotropńı prostřed́ı bez disperze, potom
budou materiálové vztahy následuj́ıćı

←→ε = ε
←→
11 , D⃗ = εE⃗,

←→µ = µ
←→
11 , B⃗ = µH⃗.

a relativńı konstanty prostřed́ı budou εr = 1 + χe, µr = 1 + χm

Projevem toho, že zdrojem elektromagnetických poĺı jsou elektrické náboje a jejich pohyb, je to, že
vektor polarizace P⃗ směřuje přibližně ve směru vektoru elektrického pole E⃗ (neńı v protisměru). Proto
muśı platit χe ≥ 0; εr ≥ 1.

Pro magnetické vlastnosti to tak neńı, magnetická susceptibilita může být i záporná. Můžeme ř́ıci,
že odezva na magnetické pole je:

bud’ lineárńı

{
χm < 0 diamagnetika,

χm > 0 paramagnetika,

nebo nelineárńı, χm ≫ 0 feromagnetika.
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C.3 Globálńı zákony zachováńı

S

V

I
a

a

A

P
a Obr. C.3: Zákon zachováńı veličiny A v prostorové oblasti

o objemu V ohraničené plochou S.

V př́ırodě plat́ı zákony zachováńı mnoha veličin. Z principu je tedy možné si odvodit obecný zákon
zachováńı nějaké veličiny s objemovou hustotou a. Zákon zachováńı si můžeme vyjádřit v diferenciálńım
tvaru ve zvoleném bodě prostoru. Nebo si můžeme spoč́ıtat integrálńı zákon zachováńı veličiny A v objemu
V , jak to ukazuje obr. C.3. Mezi těmito veličinami plat́ı integrálně diferenciálńı vztahy,

a =
dA

dV
, A =

∫
V

adV.

Je potřeba si definovat daľśı dvě veličiny. Prvńı je hustota zdroj̊u pa, jej́ıž objemový integrál nám
určuje, kolik vznikne veličiny A v objemu V za jednotku času (1 s).

P a =

∫
V

padV.

Veličina A může ze zkoumaného objemu také vytékat. Proto je druhou d̊uležitou veličinou hustota toku
j⃗a. Pokud chceme určit, kolik této veličiny A vyteče z objemu V za jednotku času, muśıme si definovat
plochu rozhrańı S, přes kterou tok zintegrujeme. Celkový tok bude

Ia =

∮
S

j⃗a · d⃗S.

Zákon zachováńı zaṕı̌seme ve tvaru

dA

dt
+ Ia = P a,

který znamená toto: Zdroje vytvoř́ı za jednotku času P a veličiny A v objemu V . To vede na př́ır̊ustek
této veličiny a část, která vyteče přes hranici z tohoto objemu ven. Pokud do rovnice dosad́ıme předchoźı
výrazy, dostaneme ∫

V

∂a

∂t
dV +

∮
S

j⃗a · d⃗S =

∫
V

padV,

∫
V

∂a

∂t
dV +

∫
V

∇ · j⃗adV =

∫
V

padV.

Při tomto odvozeńı jsme použili Gaussovu větu o přechodu z plošného na objemový integrál. Má-li platit
tento integrálńı vztah pro jakýkoliv objem, muśı platit rovnost i pro integrované veličiny. Diferenciálńı
zákon zachováńı má tedy tvar

∂a

∂t
+∇ · j⃗a = pa. (C.9)

Obdobně bychom postupovali i v př́ıpadě odvozováńı zákonu zachováńı vektorové veličiny a⃗. Pro
vektorovou veličinu bychom odvodili analogický výraz

∂a⃗

∂t
+∇ ·

←→
ja = p⃗a.
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C.3.1 Zákon zachováńı energie pro elektromagnetické pole

Začneme t́ım, že si napoč́ıtáme divergenci Poyntingova vektoru,

∇ · S⃗ = ∇ · (E⃗ × H⃗) = H⃗ · ∇ × E⃗ − E⃗ · ∇ × H⃗ = −

(
H⃗
∂B⃗

∂t
+ E⃗

∂D⃗

∂t

)
− E⃗ · j⃗.

Nejdř́ıve jsme rozepsali derivaci součinu tak, aby se derivovala pouze jedna proměnná napravo od sym-
bolu ∇. Potom jsme za rotace poĺı dosadili prvńı a druhou Maxwellovu rovnici. Pro látky s lineárńımi
materiálovými vztahy, D⃗ = εE⃗, B⃗ = µH⃗, lze použ́ıt definici hustoty elektromagnetické energie a jej́ı
časové derivace,

w =
1

2
(E⃗ · D⃗ + H⃗ · B⃗),

∂w

∂t
= H⃗

∂B⃗

∂t
+ E⃗

∂D⃗

∂t
.

Zavedený Poynting̊uv vektor S⃗ = E⃗ × H⃗ znač́ı tok energie z daného objemu. Takto můžeme zapsat
zákon zachováńı elektromagnetické energie v obvyklém tvaru (C.9) a identifikovat jednotlivé členy,

∂w

∂t
+∇ · S⃗ = −j⃗ · E⃗.

Zde prvńı člen znač́ı změnu energie pole ve zkoumané oblasti, druhý člen popisuje výtok elektromag-
netické energie ze zkoumaného mı́sta. Pravá strana je zodpovědná za Coulombovské teplo, ve které se
elektromagnetické pole může měnit v absorbuj́ıćım prostřed́ı.

C.3.2 Hustota elektrické a magnetické energie

Ukažme si nyńı, že hustota elektrické energie we a hustota magnetické energie wm jsou pro elektro-
magnetické pole stejné. Použijeme prvńı Maxwellovu rovnici (1.1) a spoč́ıtáme si derivace pro rovinnou
monochromatickou vlnu,

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t

⇒ ı⃗k × E⃗ = ıωµH⃗.

Nyńı použijeme vztah pro pod́ıl k/ω = n/c =
√
εµ s t́ım, že budeme uvažovat kolmost vektor̊u a dále

budeme poč́ıtat již pouze jejich velikosti. Takto dostaneme pro elektromagnetické pole d̊uležitý vztah pro
pod́ıl elektrického a magnetického pole,

√
εE =

√
µH. (C.10)

Dı́ky této rovnosti nám hned vycháźı rovnost elektrické a magnetické složky hustoty elektromagnetické
energie,

we = 1
2 E⃗ · D⃗ = 1

2εE
2

wm = 1
2H⃗ · B⃗ = 1

2µH
2

}
⇒ we = wm. (C.11)

C.3.3 Anizotropńı prostřed́ı

Ukažme si, jaké podmı́nky muśı splňovat tenzor permitivity v anizotropńım prostřed́ı. Hustota energie se
zde spoč́ıtá podle

we =
1

2
E⃗ · D⃗ =

1

2
ε0εijEiEj =

1

2
ε0E⃗ · ←→ε · E⃗.

Časová derivace hustoty energie bude

∂ue
∂t

= u̇e =
1

2
ε0εij [ĖiEj + EiĖj ].

Dı́ky tomu, že můžeme prohazovat pořad́ı derivaćı, muśı platit εij = εji. Pro neabsorbuj́ıćı prostřed́ı
s komplexńı permitivitou ε̃, tj. v př́ıpadě cirkulárńı anizotropie, plat́ı obecněǰśı podmı́nka: εij = ε∗ji.
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C.4 Odvozeńı indexu lomu mimořádného svazku

V sekci 5.4 jsme zavedli vlastńı stavy polarizace v jednoosém krystalu. Zat́ımco řádný svazek má index
lomu vždy no, mimořádný svazek má index lomu závislý na směru daném úhlem θ podle (5.16), který
zde zopakujeme,

n2e(θ) = εB −
ε2D
εC
.

Úhel θ je odklon směru vlnového vektoru k⃗ od optické osy. Za pomocné parametry εB , εC a εD, které
jsme si zavedli ve vztahu (5.14), dosad́ıme z textu kap. 5 a odvod́ıme si výsledný vzorec.

n2e(θ) = ε1 cos
2 θ + ε3 sin

2 θ − ((ε1 − ε3) sin θ cos θ)2

ε1 sin
2 θ + ε3 cos2 θ

=
(ε1 cos

2 θ + ε3 sin
2 θ)(ε1 sin

2 θ + ε3 cos
2 θ)− ((ε1 − ε3) sin θ cos θ)2

ε1 sin
2 θ + ε3 cos2 θ

=
ε1ε3(sin

4 θ + cos4 θ) + 2ε1ε3 sin
2 θ cos2 θ

ε1 sin
2 θ + ε3 cos2 θ

=
ε1ε3(sin

2 θ + cos2 θ)2

ε1 sin
2 θ + ε3 cos2 θ

=
ε1ε3

ε1 sin
2 θ + ε3 cos2 θ

=
1

sin2 θ/ε3 + cos2 θ/ε1
.

Nyńı dosad́ıme hlavńı indexy lomu (ε1 = n2o, ε3 = n2e) a dostaneme finálńı vztah (5.17) z textu kapitoly,

1

n2e(θ)
=

sin2 θ

ε3
+

cos2 θ

ε1
=

sin2 θ

n2e
+

cos2 θ

n2o
.
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C.5 Odvozeńı indexové plochy z Fresnelovy rovnice

V sekci 6.2 jsme si z Fresnelovy rovnice odvodili vztah pro vlastńı hodnoty indexu lomu. Nyńı podrobně
probereme postup, kterým se z řešeńı nulovosti následuj́ıćıho determinantu dostane rovnice indexové
plochy (6.1).

∆ =

∣∣∣∣∣∣
n21 − (1− s21)N2 s1s2N

2 s1s3N
2

s1s2N
2 n22 − (1− s22)N2 s2s3N

2

s1s3N
2 s2s3N

2 n23 − (1− s23)N2

∣∣∣∣∣∣ = 0 (C.12)

Řešeńı spoč́ıvá v tom, že pro směr š́ı̌reńı zadaný jednotkovým vektorem s⃗ = (s1, s2, s3) najdeme vlastńı
č́ıslo (hledaný index lomu N) tak, aby byla splněna rovnice (C.12). Normovaćı podmı́nka na jednotkový
vektor zńı: |s⃗| = s21 + s22 + s23 = 1.

Při výpočtu determinantu źıskáme násobeńım diagonálńıch člen̊u násobky {1, N2, N4, N6} – část I,
pak źıskáme tři záporné př́ıspěvky (jeden člen na diagonále krát dva členy mimo diagonálu) {N4, N6} –
část II. Nakonec zbývaj́ı dva kladné př́ıspěvky násobeńım člen̊u mimo diagonálu {N6} – část III. Zapǐsme
si nyńı jednotlivé části determinantu:

část I

n21n
2
2n

2
3 + N2

[
(s21 − 1)n22n

2
3 + (s22 − 1)n21n

2
3 + (s23 − 1)n21n

2
2

]
+ N4

[
n21(s

2
2 − 1)(s23 − 1) + n22(s

2
1 − 1)(s23 − 1) + n23(s

2
1 − 1)(s22 − 1)

]
+ N6(s21 − 1)(s22 − 1)(s23 − 1)

část II

− N4(n21s
2
2s

2
3 + n22s

2
1s

2
3 + n23s

2
1s

2
2)

− N6
[
(s21 − 1)s22s

2
3 + (s22 − 1)s21s

2
3 + (s23 − 1)s21s

2
2

]
část III

+N62s21s
2
2s

2
3.

Př́ıspěvky ze všech tř́ı část́ı muśıme seč́ıst. Proto dáme k sobě členy s odpov́ıdaj́ıćı mocninou N a dosta-
neme u jednotlivých mocnin tyto výrazy:

N0:

n21n
2
2n

2
3 = n21n

2
2n

2
3(s

2
1 + s22 + s23)

N2:

−(s22 + s23)n
2
2n

2
3 − (s21 + s23)n

2
1n

2
3 − (s21 + s22)n

2
1n

2
2 = −s21n21(n22 + n23)− s22n22(n21 + n23)− s23n23(n21 + n22)

N4:

−n21(s22 + s23 − 1)− n22(s21 + s23 − 1)− n23(s21 + s22 − 1) = s21n
2
1 + s22n

2
2 + s23n

2
3

N6:

s21s
2
2s

2
3 − s21s22 − s21s23 − s22s23 + s21 + s22 + s23 − 1− 3s21s

2
2s

2
3 + s22s

2
3 + s21s

2
3 + s21s

2
2 + 2s21s

2
2s

2
3 = 0

Jak je zřejmé, člen s nejvyšš́ı mocninou (N6) vyjde identicky nulový.

Pod́ıváme se podrobněji na členy celkového determinantu s s21. Členy s s22 nebo s s23 muśı být symet-
rické, źıskáme je pouhou cyklickou záměnou index̊u.

s21
[
n21n

2
2n

2
3 −N2n21(n

2
2 + n23) + n21N

4
]

= s21n
2
1

[
N4 −N2(n22 + n23) + n22n

2
3

]
= s21n

2
1(N

2 − n22)(N2 − n23).
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Sečteme-li analogické členy pro všechny tři složky s21, s
2
2, s

2
3, potom dostaneme podmı́nku nulovosti

determinantu (C.12) ve tvaru

s21n
2
1(N

2 − n22)(N2 − n23)
+s22n

2
2(N

2 − n21)(N2 − n23)
+s23n

2
3(N

2 − n21)(N2 − n22) = 0. (C.13)

Pokud jsou závorky (N2 − n2i ) ̸= 0 pro i = 1, 2, 3, potom můžeme těmito závorkami podělit a
podmı́nku pro vlastńı č́ıslo N upravit na následuj́ıćı tvar,

s21n
2
1

N2 − n21
+

s22n
2
2

N2 − n22
+

s23n
2
3

N2 − n23
= 0 (C.14)

Např́ıklad, pokud se omeźıme jen na osu x1, tedy s1 = 1, s2 = s3 = 0, potom dostaneme vztah

(N2 − n22)(N2 − n23) = 0.

Je zřejmé, že při š́ı̌reńı ve směru osy x⃗1 maj́ı dva vlastńı stavy polarizace světla index lomu n2 a n3.
V obecném směru muśıme řešit kvadratickou rovnici pro N2, kterou můžeme źıskat roznásobeńım závorek
v (C.13),

N4(s21n
2
1 + s22n

2
2 + s23n

2
3)−N2

[
s21n

2
1(n

2
2 + n23) + s22n

2
2(n

2
1 + n23) + s23n

2
3(n

2
1 + n22)

]
+ n21n

2
2n

2
3 = 0

Jak je známo, řešeńım kvadratické rovnice AN4+BN2+C = 0 dostaneme dva kořeny, které maj́ı velikost
N2
± = (−B ±

√
B2 − 4AC)/2A.

Zavedeme si vektor délky indexu lomu ve směru k⃗ vlnového vektoru: X⃗Σ = (X,Y, Z) = N(s1, s2, s3).
Dosazeńım do předešlé kvadratické rovnice źıskáme vztah pro dvouvrstvou plochu, která se označuje
indexová plocha (Σ)

[n21X
2 + n22Y

2 + n23Z
2][X2 + Y 2 + Z2]

−
[
X2n21(n

2
2 + n23) + Y 2n22(n

2
1 + n23) + Z2n23(n

2
1 + n22)

]
+ n21n

2
2n

2
3 = 0 (C.15)

Jaký je rozd́ıl mezi t́ımto zápisem a předešlým výrazem (C.13)?

� Rovnice (C.13) je rovnice pro vlastńı č́ıslo – index lomu N .

� V rovnici (C.15) hledáme vektor X⃗Σ, který vyhovuje této rovnici. Index lomu je pak délka tohoto
vektoru.
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Seznam použitých symbol̊u

1D jednodimenzionálńı, jednorozměrný

2D dvoudimenzionálńı, plošný

3D trojdimenzionálńı, prostorový
←→
11 jednotková matice, identita

x⃗1, x⃗2, x⃗3 osy kartézského souřadnicového systému

a mř́ıžková konstanta kubických mř́ıžek

aex poloměr excitonu

a⃗ jednotkový vektor ve směru polarizace
←→a , aij matice transformace souřadnic

A⃗ vektorový potenciál

B⃗ vektor magnetické indukce

c rychlost světla ve vakuu, c = 299 792 458m/s (přesně)

Cn operace symetrie, n-četná osa rotace

Cklmn tenzor pružnosti popsané v elastické oblasti Hookovým zákonem

d tloušt’ka krystalu

dijk piezoelektrický tenzor

D š́ı̌rka optického svazku

D⃗ vektor elektrické indukce

e Eulerovo č́ıslo (2.718 281 828 4)

e elementárńı náboj, e = 1.602 176 634× 10−19 C (přesně)

eV elektronvolt, energie, kterou źıská elektron urychleńım potenciálem 1 V

E energie

Ec(q), Ev(q) vodivostńı a valenčńı energetický pás v q-prostoru

Eg š́ı̌rka zakázaného pásu

Ep energie fononu

E⃗ vektor elektrické intenzity

fFD Fermiho-Dirackova statistická rozdělovaćı funkce

f(q) vzdálenost vodivostńıho a valenčńıho pásu v q-prostoru

fcv(ω) śıla oscilátoru

fak frekvence akustické vlny
←→g symetrický tenzor gyrace

~ redukovaná Planckova konstanta, 2π~ = 6.626 075 15× 10−34 J s (přesně)

Ĥ hamiltonián

Ĥ0, Ĥ1 stacionárńı a poruchový hamiltonián

H⃗ vektor magnetické intenzity

ı imaginárńı jednotka (ı =
√
−1)

i operace symetrie inverze

I operace symetrie identita, nebo proud
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j⃗ hustota proudu

Jcv sdružená hustota stav̊u

kB Boltzmannova konstanta, kB = 1.380 649× 10−23 J/K (přesně)

k⃗ vlnový vektor světla, k = 2π/λ

K⃗ vlnový vektor akustické vlny, K = 2π/Λ

L délka krystalu

m hmotnost elektronu

m0 hmotnost volného elektronu, m0 = 0.910 938 370× 10−30 kg

mc,mv efektivńı hmotnost elektronu ve vodivostńım pásu, d́ıry ve valenčńım pásu

mr redukovaná efektivńı hmotnost excitonu

M materiálová konstanta popisuj́ıćı účinnost AO difrakce

Mn hmotnost neutronu, Mn = 1.674 927× 10−27 kg

M⃗ vektor magnetizace

n index lomu

no, ne řádný a mimořádný index lomu v jednoosém krystalu

N indexu lomu jako vlastńı č́ıslo řešené rovnice, koncentrace elektron̊u

Ñ komplexńı index lomu, Ñ = n+ ıκ
NA Avogadrova konstanta, NA = 6.022 140 76× 1023 mol−1 (přesně)

p̂ operátor hybnosti

P⃗ vektor polarizace

pijmn fotoelastický tenzor (někdy se označuje jako elastooptický tenzor)

q velikost vlnového vektoru elektronu, hustota náboje elektron̊u

Q hustota náboje iont̊u, parametr popisuj́ıćı režim AO prvku

q⃗ vlnový vektor elektronu

r⃗ polohový vektor elektronu

rijk tenzor lineárńıho elektrooptockého jevu (Pockels̊uv jev)

Rex vazebná energie základńıho stavu excitonu (excitonový Rydberg)

s⃗ jednotkový vektor ve směru vlnového vektoru světla, k⃗ = ks⃗

S plocha

S⃗ Poynting̊uv vektor

Sn operace symetrie n-četná nevlastńı osa rotace

Sijkl tenzor kvadratického elektrooptického jevu (Kerr̊uv jev)

t čas

uq⃗(r⃗) periodická část Blochovy vlnové funkce

uij tenzor malých deformaćı

u⃗ vektor výchylky z rovnovážné polohy při deformaci krystalu

U,Upn napět́ı přiložené na kontakty

Uπ p̊ulvlnné napět́ı

V objem

V (r⃗) periodický potenciál pro elektrony v krystalu

v⃗ vektor rychlosti

vak rychlost akustické vlny

v⃗f , v⃗g fázová, resp. grupová rychlost

w hustota elektromagnetické energie

we, wm hustota elektrické energie a magnetické energie

w0 pološ́ı̌rka sedla gassovského svazku

Wcv pravděpodobnost přechodu elektronu z valenčńıho do vodivostńıho pásu (v→ c)

X⃗ vektor popisuj́ıćı indexový elipsoid (indikatrix)

z řád tenzoru (Tijk je tenzor 3. řádu, z = 3)
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α absorpčńı koeficient

γijk tenzor cirkulárńı anizotropie

Γ⃗ vektor gyrace

δ Diracova δ-funkce

δij Kroneckerovo delta

ε permitivita

ε̃ komplexńı permitivita, ε̃ = ε1 + ıε2

ε0 permitivita vakua, ε0 = 8.854 187 8× 10−12 F/m

εr relativńı permitivita

η účinnost AO difrakce

θ polárńı úhel

δθ úhlový rozptyl (divergence) optického svazku

θB Bragg̊uv úhel rozptylu

θc úhel řezu krystalu

ϑ sklon optické osy dvouosého materiálu

κ vazebná konstanta popisuj́ıćı difrakci

κ index extinkce, komplexńı část indexu lomu

λ vlnová délka světla

Λ vlnová délka akustické vlny

µ permeabilita

µ0 permeabilita vakua, µ0 = 4π × 10−7H/m

µr relativńı permeabilita

ν frekvence světla

π Ludolfovo č́ıslo (3.141 592 653 6)

πijkl piezooptický tenzor

ρ hustota náboje; měrný odpor; úhel dvojlomu (walk-off)

σ vodivost

σh, σv, σd operace symetrie r̊uzně orientované roviny zrcadleńı

Σij tenzor mechanického napět́ı

τ doba života, relaxačńı doba, časová konstanta

ϕ azimutálńı úhel

δΦ úhlový rozptyl akustické vlny

χ, χe elektrická susceptibilita

χm magnetická susceptibilita

ψq⃗(r⃗) Blochova vlnová funkce

ω kruhová frekvence světla (~ω je energie jednoho fotonu)

ωa frekvence přechodu v atomu

ωr frekvence módu rezonátoru

ωTO, ωLO frekvence př́ıčného a podélného optického fononu

ωpl plazmová frekvence elektron̊u v kovu

Ω frekvence akustické vlny
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