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Uvod

Tento studijn{ text navazuje volné na skriptum Fyzika pevngch ldtek [1] vydané prvnim autorem v roce
2012. Obsah byl poskladéan tak, aby seznamil studenty pfirodovédnych oboru se zdkladnimi metodami
popisu optickych vlastnosti pevnych latek. V prvni ¢édsti se probere potiebna teorie a ve druhé ¢éasti
se potom aplikuje na popis tii zakladnich jevi: magnetooptického, elektrooptického a akustooptického.
V této veédni oblasti byla publikovana jiz celd fada velmi kvalitnich knih, ale pfevazna vétsina publikaci
je dnes dostupnéd pouze v anglickém jazyce. Snahou autoru bylo napsat skriptum, které by ulehcilo
studentim néhled do problematiky optickych vlastnosti pevnych latek i tim, ze je v ¢eském jazyce.

Jako zéakladni text pro sezndmeni se s celou klasickou optikou lze doporucit knihu P. Malého: Optika
[2] nebo anglicky psanou knihu E. Hechta: Optics [3]. Velmi obsahly vyklad klasické optiky je mozné najit
napf. v knize D.H. Goldsteina: Polarized Light [4], kterd je doplnénd i o aplikace jako je elipsometrie. Jako
uceleny souhrn matematiky, kterd se v optice pouzivé, lze doporucit knihu Matematicky apardt fyziky od
J. Kvasnicy [5]. Pro zopakovani zdkladu kvantové mechaniky je vhodna napf. kniha L. Skély [6].

Optika anizotropnich krystali je tématem publikaci Polarization of Light (S. Huard) [7] nebo Optical
Waves in Crystals (A. Yariv, P. Yeh) [8]. Dals{ vybrana kniha — Handbook of Nonlinear Optical Crystals
[9] je typickym piikladem velmi precizni publikace ruskych autoru s popisem optickych parametru vsech
technicky vyznamnych a pouzivanych optickych materidlu. Popisu jevi a aplikaci z oblasti magnetooptiky,
elektrooptiky a akustooptiky se vénuji jiz zminéné knihy [7, 8], ale také velmi obsdhld kniha Fundamentals
of Photonics [10] autoru B.E.A. Saleha a M.C. Teicha. Stars{ vyddni této knihy je mozné si precist i ve
vynikajicim ceském piekladu Zdklady fotoniky [11], ktery byl vyddn v Praze v roce 1996 ve Ctyfech
svazcich.

[1 B | [2]
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Knihy doporucené pro dopliujici studium, pfesné citace jsou uvedeny v kapitole Literatura na str. 175.



Pokrocilejsimu ¢tenafi je mozné doporucit knihy zabyvajici se optikou polovodic¢u jako Semiconductor
Optics [12] nebo knihu zaméfenou na kvantovy popis optickych vlastnosti polovodicu Quantum Theory of
the Optical and Electronic Properties of Semiconductors [13]. Na dplny zavér naseho vyctu jsme nechali
dvé knizky z oblasti nelinedrn{ optiky. Autorem prvni z nich je Y.R. Shen (The Principles of Nonlinear
Optics) [14] a autorem druhé je R.W. Boyd (Nonlinear Optics) [15].

Seznam jmenovanych knizek, které se vénuji problematice optickych vlastnosti pevnych latek, by mohl
byt mnohem rozsdhlejsi, ale dalsi hledani pfenechme vlastni iniciativé ¢tenafe. Navic mnoho zajimavych
textu je i na internetovych strankach znamych univerzit. Jak je zndmo, dlouhé vysvétlovani muze snadno
zastoupit jeden obrizek a dynamiku néjakého procesu je mozné nejsnize pochopit z reprezentativni
animace. Neni mozné zde vypsat vSechny zajimavé internetové odkazy, ale bez obav: ,Kdo hleda, najde.*

Ve druhém vydani byla skripta doplnéna o kapitolu 10, kterd se vénuje nelinedrni optice. V této
kapitole je pak uvedena celd fada relevantnich citaci, které jsou ocitované v kapitole Literatura na str.

175.
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Kapitola 1

Optické materialové konstanty
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1.1 Popis interakce pevné latky se svétlem

Interakci latky s elektromagnetickym zafenim muzeme pouzit predev§im pro studium vlastnosti latky.
Nebo také muzeme ménit vlastnosti svétla pomoci volby vhodného materidlu, ktery svétlo pozadovanym
zpusobem ovliviiuje. Pro popis interakce svétla s pevnou latkou muzeme zvolit nékolik ruznych piistupu.
Na tvod si ted nékteré vyjmenujme.

1) Maxwellova teorie

James Clerk Maxwell formuloval v roce 1865 ucelenou teorii, kterd dokaze popsat elektromagnetické
jevy pomoci feSeni ¢tyf diferencialnich rovnic. Ty se na jeho pocest oznacuji Mazwellovy rovnice. Pro
feSeni Siteni elektromagnetického pole latkou je tfeba doplnit Maxwellovy rovnice o materidlové vztahy,
kde jsou zavedeny parametry jako je permitivita, permeabilita a vodivost (e, u, o). Pomoci nich se daji
potom vyjadfiit dalsi fenomenologické parametry latky, jako je index lomu, index absorpce, odrazivost,
propustnost atd.

2) Lorentzova-Drudeho mikroskopicka teorie

Tato teorie se snazi vysvétlit materidlové vztahy s pouzitim znalosti o slozeni pevné latky. Lokalizo-
vané elektrony vazané na dané atomy v latce se popisuji jako klasické harmonické oscildtory. Naproti
tomu elektrony ve vodivostnim pasu kovu se mohou volné pohybovat a popisuji se jako volné ¢astice.
Elektromagnetické pole potom pusobi jako vnéjsi sila, kterd nuti elektrony nebo miizku kmitat.

3) Semiklasicky pfistup

Svétlo, chapané jako elektromagnetickd vlna s vinovou délkou podstatné vétsi nez meziatomarni vzdalenosti,
se popisuje klasicky. Naproti tomu pevnou latku kvantujeme a popiSeme ji jako soubor kvantovych ¢astic
(kvazicéstic).



4) Kvantovy popis interakce

V tomto piipadé popisujeme jak pole, tak latku pomoci kvantové teorie. Nejjednodussim modelem tohoto
typu je Jaynesuv-Cummingsiuv model. Svétlo se popise jako jeden jediny mdd elektromagnetického pole
v rezonatoru na frekvenci w,. Pole tedy muzeme zapsat pomoci kvantovani po¢tu fotonu tohoto médu.
Latku potom modelujeme jako dvouhladinovy systém. Lze si to predstavit jako jeden atom, ktery se muze
nachazet bud’ v zédkladnim, nebo v excitovaném stavu, viz obr. 1.1.

rezonator atom

Obr. 1.1: Jaynestv-Cummingsiuv model interakce svétla
. |l> s latkou. Pole reprezentuje jeden mdéd rezondtoru (wr) a
latku jeden atom popsany dvouhladinovym modelem s

w
O@O __a |O> energetickym rozdilem hladin Aws,.

5) Spintronika
V soucasnosti se pro pienos a zpracovani informace vyuziva elektrického néboje elektronu. Spintronika
je nové odvétvi elektroniky, kterd tuto oblast obohacuje vyuzitim spinu elektronu.

Wr s

Spin je kvantova vlastnost elementarnich ¢astic, jejiz ekvivalent klasicka fyzika nezna. Jde o vlastni
magneticky moment, jehoz projekce do zvoleného sméru nabyvé u elektronu pouze dvou hodnot: +4/2.
Diky tomu jsou elektrony fermiony, coz urcuje jejich statistické chovani. Spin elektronu zavedl v roce
1924 Wolfgang Pauli a formuloval znamy Pauliho vyluc¢ovaci princip. Kazdd energetickd hladina muze
byt obsazena pouze dvéma elektrony s opa¢né orientovanym spinem.

Nové technologie vyuzivajici spin jiz nalezly své komerc¢ni uplatnéni. Vyuzivaji se ve ¢tecich hlavach
pevnych diskl a v magnetickych pamétech. V neddvné dobé se ve spintronice zacalo vyuzivat také svétlo.
Za béznych podminek se vyskytuji v latce obé orientace spinu elektronu se stejnou pravdépodobnosti.
Pokud ale dokdzeme injektovat do materidlu pouze elektrony s jednou hodnotou spinu, tzv. polari-
zované elektrony, ziskdva materidl specialni magnetické vlastnosti. Vyuziti interakce vhodné polarizo-
vaného svétla se spinovou polarizaci elektronu poskytuje nové moznosti dalsiho rozvoje rychlé elektroniky:
http://physics.mff.cuni.cz/kchfo/ooe/vyzkum/opto-spintronika.

V tomto skriptu se budeme drzet popisu pomoci Maxwellovych rovnic (ad 1), pfipadné pomoci
mikroskopické teorie (ad 2). I tyto klasické teorie dokédz{ popsat zdkladni optické vlastnosti pevnych latek
a jsou predpokladem pro studium pokrocilejsich teorii zalozenych na kvantové fyzice. Pouze v posledni
kapitole jsme pouzili semiklasicky pfistup a pomoci kvantové mechaniky popisujeme mezipasové optické
prechody elektronti mezi energetickymi hladinami v pevné latce.

1.2 Optické konstanty

Vlastnosti pevnych latek obvykle studujeme pomoci elektromagnetického zafeni v rozsahu vlnovych délek
A od 1 mm po 200 nm. Jelikoz dany rozsah obsahuje i viditelnou ¢ést elektromagnetického spektra,
budeme bez tjmy na obecnosti mluvit o elektromagnetickém zafeni jako o svétle. Dlouhovinnd hranice
mikrovinného zareni je ddna konvenc¢né, po tuto hranici lze svétlo jesté rozkladat hranolem. Kratkovinna
ultrafialova mez 200 nm je volena tak, aby vinova délka A\ byla mnohem vétsi nez meziatomarni vzdéalenosti
(desetiny az jednotky nanometru), a proto lze brat prostiedi jako spojité.

Pro popis spektra a dalsich vlastnosti optického pole se pouzivaji nasledujici parametry:

rychlost ve vakuu c vinocet U= %

fazové rychlost vg =c/n energie fotonu E =hw=hv
index lomu n EleV]= 1)\[2:’31?
vinové délka A c =299 792 458 ms~!

frekvence v=c/A h =6.626 07 x 1073* Js

kruhova frekvence w=2me/A h=1.054 57 x 1073* Js

smér §ireni § h=6.58212 x 10716 eVs

vinovy vektor k= (2n/\)F 1eV=1.60218 x 10719 J



http://physics.mff.cuni.cz/kchfo/ooe/vyzkum/opto-spintronika

Uplny popis elektromagnetického pole je ddn kvantovou elektrodynamikou. Ta je ale pro nase ucely
zbytecné slozitd. V nasledujicim textu si vystacime s jednodussim klasickym popisem, ktery je zalozeny
na Feseni Mazwellovijch rovnic (MR). Vektory popisujici elektromagnetické pole musi spliiovat tyto étyfi
rovnice, které se nékdy oznacuji jako Faradayuv, Ampériav a Gaussuv zdkon. Posledni z kvarteta bohuzel
postrada takovy zvuény nézev, popisuje pouze fakt, Zze v pfirodé nemame magnetické monopdly.

(1.1)

(MR,) Vx H=j+2D, (MR4)V-B=0.

Vyznam jednotlivych veli¢in je standardni: E — intenzita elektrického pole, D - elektrické indukce, H -
intenzita magnetického pole, B — magnetickd indukce, p — hustota ndboje, j — hustota proudu. Maxwellovy
rovnice se podrobnéji diskutuji v dodatku C.1.

V rovnicich (1.1) je pfilis mnoho proménnych, pro feseni této soustavy diferencidlnich rovnic musime
doplnit dalsi dodateéné podminky. Prvni dopliujici podminkou jsou tzv. materidlové vztahy. Ty popisuji
parametry prostiedi, kterym se svétlo sifi. Pro feseni je ddle nutné zadat jesté pocdteéni a okrajové
podminky.

V tomto textu se vétSinou omezime pouze na linedrni prostiedi, tj. pfipad slabého optického pole.
V tom pripadé elektromagnetické pole nemd dostatec¢nou intenzitu, aby v materidlu vyvolalo nelinearni
odezvu. Materidlové vztahy jsou potom linearni

D =c¢E, B=pH, j=0E. (1.2)

Daéle budeme ¢asto predpokladat, ze prostiedi je izotropni. Za téchto podminek jsou vSechny tii ma-
teridlové parametry skaldry: € — permitivita, p — permeabilita a ¢ — vodivost. V kapitole 4 provedeme
zobecnéni materidlovych vztahu i na anizotropni prostiedi. Potom budou materidlové parametry tenzory
druhého tadu.

1.2.1 Materialové vztahy

1) Prvni materidlovy vztah popisuje souvislost mezi elektrickymi vektory, tj. vztah mezi vektorem elek-
trické indukce D, elektrické intenzity F a polarizaci P

— —

D=c¢E = gE+P (1.3)
= Eoﬁ + 50XeE = 60(1 + Xe)E = EOErE,
kde x. znaéf elektrickou susceptibilitu (nékdy se oznacuje jako polarizovatelnost) a € zna¢i permitivitu.
Relativni permitivitu muzeme zapsat jako €, = 1 + ye.

2) Pro magnetlcke veliciny méame analoglcky deﬁnovany druhy materidlovy vztah mezi magnetickou
indukei B magnetickou intenzitou Ha magnetizaci M

—

B=upH = pH+M (1.4)
= poH + poxmH = po(1+ xm)H = popuH,
kde xn je magnetickd susceptibilita a p permeabilita. Opét pro relativni permeabilitu plati g, = 1+ xpm.

3) Posledni, a tedy tiet{ materidlovy vztah, se nazyvd Ohmuv zdkon. Ten definuje pfimou dméru mezi
vodivosti materidlu ¢ a hustotou proudu f, ktery materidlem potece po pfilozeni elektrického pole E:

-

= oE. (1.5)

V celém textu budeme striktné pouzivat soustavu jednotek SI. Pro tiplnost uved' me hodnoty optickych
konstant permitivity a permeability pro vakuum v jednotkéach SI:

g0 = 8.854 x 1072 F/m, , 1
R (1.6)
1o = 47 x 10~ H/m, €0kt




1.2.2 Rozdéleni materialu

Podrobnéji se kritériim na materidlové veli¢iny vénuje dodatek C.2. Rizné materidly muzeme roztiidit
do kategorii podle hodnot jejich elektrickych a magnetickych parametru.

Elektrické vodivosti: ¢ >0 vodice
c=0 dielektrika, jejich vlastnosti jsou popsdny pouze parametry € a u
Magnetické vlastnosti: s <1 diamagnetika
e > 1 paramagnetika

e > 1 feromagnetika

V tomto textu se budeme pohybovat ve viditelné oblasti spektra (400 nm az 800 nm), piipadné v blizkém
UV a IC. U vétsiny latek je v této oblasti hodnota relativni permeability y, ~ 1, tedy na rozhrani
diamagnetika a paramagnetika. Magnetizace v latce se nestihd ménit s frekvenci optického pole tadu
10*® Hz. Naproti tomu magnetizace feromagnetik je konstanta nezdvisld na frekvenci svétla, je to tedy
fixni parametr bez disperze.

Jak se dozvime v této a nasledujici kapitole, je pro popis latky mozné zavést komplexni veli¢iny.
Pevnou latku mizeme tplné popsat zaddnim komplexni relativni permitivity € = 1 +1e9, protoze vodivost
latky si lze dopocitat z imagindrni slozky permitivity e,.

Pro optické frekvence fadu 10'® Hz a dielektrikum (0 = 0) plati pro index lomu n? = ;. Z po-

hledu frekvence elektrického pole, které na latku pusobi, délime optické konstanty na statické a vyso-
kofrekvenéni. €(0) je statickd permitivita pro statické elektrické pole a e(w) oznatuje vysokofrekvenéni
permitivitu pro elektrické pole svétla s frekvenci w. Limita, ke které se permitivita blizi pro velmi velké
frekvence (velmi krétké vinové délky), je potom &(c0).

1.3 VlInova rovnice v absorbujicim prostredi

Svétlo je elektromagnetickd vina a jeji sifeni je tedy popsdno diferencidlni rovnici, kterd se oznacuje
jako wvinovd rovnice. Zcela obecnou vlnovou rovnici muzeme odvodit upravou Maxwellovych rovnic. V1-
novou rovnici muzeme zapsat pro libovolny vektor pole (E, D, H, B), obvykle se ale odvozuje pro vektor
elektrické intenzity E. Nejdiiv provedeme rotaci prvni Maxwellovy rovnice a prohodime potadi derivaci,
vxi--25 o V x (VxE)= OV« B

ot ot '
Dale pouzijeme identitu pro rozpis dvojité rotace V x Vx = V(V:) — A. Operator A zna¢{ Laplaceuv
operator’. Dalsf odvozeni provedeme za podminky homogenniho materidlu bez volnych naboji (p = 0 =
V - E = 0). Za rotaci magnetické intenzity dosadime z druhé Maxwellovy rovnice

. B) . o (- oD OFE O°E

Vysledek zapiseme v obvyklém tvaru pro vlnovou rovnici pro vektor intenzity elektrického pole

PEF ) ocdEFL) 1 =
! — L —AE(t)=0. 1.
ot2 + e Ot el (") =0 (1.7)

Tato rovnice se nékdy oznacuje jako telegrafni rovnice, od bézné vlnové rovnice se lisi tim, ze m4 navic
¢len s prvni derivaci podle ¢asu, ktery popisuje ztraty.

Resen{ tétoqvlnové rovnice se hledd obvykle ve tvaru monochromatické rovinné vlny s frekvenci w,
E(F, t) = Eg euk-i—wt) Exponencialni zapis je velmi vyhodny pro zjednoduSeni matematickych vypoctu.
Elektrické pole je zde zapsané pomoci komplexniho vyrazu, pokud nds bude zajimat méfitelna velikost,
musime spocitat redlnou ¢ast tohoto komplexniho vektoru. Toto zjednoduSeni pouzivame v celém textu
tohoto skripta.

2 2 2
1 Laplacetv operdtor: A=V .-V =V2 = % + 59? + 5)7 Vice viz Dodatek A



Systém rovinnych vln tvori Uplny systém funkci, a proto je mozné jakykoliv tvar elektrického pole
rozepsat do fady rovinnych vin. Pro rovinnou vlnu muzeme snadno napocitat derivace E(7,t) podle ¢asu
i podle prostorovych soutadnic a dosadit do telegrafni rovnice

o) o)
5w,  g- — kg ) o k2
, = —w” —w—+ — =0.
) 2 0 2 e €
922 — w, D22 — 7]{}7. H
Tento vyraz muzeme upravit na rovnici

k2 ( 10 N2
w2 F we c? (18)

Resenfm vlnové rovnice v bezztratovém prostiedi vyjde, ze podil vlnového vektoru a frekvence déva
prevracenou hodnotu rychlosti sffeni, coz se rovnd podilu indexu lomu a rychlosti svétla ve vakuu, k/w =
1/ve = n/c. Tento typicky vztah pro podil vinového vektoru k a frekvence w mizeme ziskat i ze vztahu
(1.8) odvozeného z telegrafnf rovnice pro absorbujici prostiedi, pokud zavedeme komplezni index lomu a
komplexni relativni permitivitu nasledujicimi vztahy

NQ:er <5r+w)—ur§, kde N:nJrzx, 5:6r+zwiao. (1.9)

n je obvykly index lomu a s je index extinkce, ktery odpovida za tlumeni neboli absorpci daného ma-
teridlu.

1.3.1 Relace mezi komplexnimi parametry

Pro nové definovany komplexni index lomu a komplexni permitivitu si muzeme zapsat nasledujici relace

n? == el 2.2 2 4 4 2 2 2 2 4 4 22 2 2\2
=  pr(ef4es) =n" 4" =207 +4An s =n" + 2" + 207" = (n° 4 »°)
2nx = 2
a tedy
n2—%2: J N Tl2: % \/5%4’5%4’51 s
2 2 __ 7
n? +3 = /et +e; = B(\eltel—e
V nemagnetickém prostiedi, kde je p, = 1, si muzeme odvodit vztah pro kvadrdt komplexniho

indexu lomu. Plati N2 = g, kde € = g1 +1¢5 je komplexni relativni permitivita. Mezi slozkami komplexni
permitivity a komplexniho indexu lomu pak musi platit nasledujici vztahy

€1 = & =n? — 52 (1.10)
g2 = — =2 (1.11)
Wweo

1.3.2 Dynamika naboje v latce

Nyni si ukdzeme, pro¢ je mozné v odvozeni vlnové rovnice pro homogenni prostiedi zanedbat Clen s
V - E. Pro dielektrikum bez volnych naboju je to ziejmé z tieti Maxwellovy rovnice. Idedlni dielektrika
maji nulovou vodivost, o = 0, takze nédboje v latce se nepohybuji. A ddle koncentrace volnych naboju je
nulova.

V piipadé kovt je situace slozitéjsi, musime zkoumat dynamiku naboje. Postupujeme tak, ze zderi-
vujeme t¥eti MR podle ¢asu a dosadime za elektrickou indukeci z druhé MR (1.1).

dp oD L . B

Vyuzili jsme identitu V - (V x H ) = 0 a za proud jsme dosadili tfet{ materidlovy vztah — Ohmuv zdkon
(1.5). Opétovnym dosazenim ze tfet{ MR dostaneme kinetickou rovnici pro ¢asovy vyvoj hustoty volného
naboje p a jeji feSeni

@ __g —t/To

——p = p=poe

ot = - TD:€/O'.



Zde jsme zavedli mp jako diclektrickou relazacni dobu. Pro kovy s vodivostf o ~ 108 S/m je relaxaéni ¢as
T ~ 10719 5. V objemu kovového vodi¢e dochdzi téméi okamzité k relaxaci volnych naboji. Kladné a
zaporné naboje se dostanou velmi rychle do rovnovazného stavu. Koncentrace celkového naboje je tedy
nulovd, p = 0. Relaxace vychylky ndbojové hustoty v kovu se bude déle diskutovat v sekci 3.2.3.

1.4 Sitfeni energie

Komplexni index lomu nyni zavedeme i do exponencidly rovinné vlny. K tomu pouZijeme vztah pro
komplexni vlnovy vektor k = (Nw/c)8. Dostaneme komplexni rovinnou vlnu

— — w
c

E = Eye'™

W ==

§r— wt)e HEET (112)

Prvni exponenciédla odpovida za harmonické sifeni viny stejné jako v neabsorbujicim prostiedi. Plati, ze
index lomu n mén{ vinovou délku svétla na A, a uréuje rychlost sifen{ uvniti materidlu (n = A\/\,, = ¢/v).

Druhé exponencidla je zodpovédna za tlumeni, coz si nyni objasnime. Energie, kterou s sebou svétlo
nese, je dana velikosti Poyntingova vektoru S. Ten je definovan jako
S=FExHx e 257, (1.13)
Zde jsme vyuzili toho, Ze oba vektory EiH majf stejny exponencidln{ tvar (1.12). V Poyntingové vektoru
je proto exponenciela v kvadratu (na druhou). Pfi ifen{ svétla v absorbujicim prostiedi ve sméru osy z
bude klesat hustota energie w podle vztahu

w = wgpe ¥,

Tento vztah ndm definuje absorpcni koeficient a, ktery vyjadiime pomoct (1.13)

2wz 4w
— -7 1.14
a=— ;y (1.14)

Exponencialni pokles intenzity svétla se spravnym absorpénim koeficientem dostaneme > stejné i pokud
pouzijeme jinou uvahu. Absorbovana energie musi byt rovna Joulovym ztratam, Z = j E =0FE% 1 zde
vyjde po dosazeni za elektrické pole tlumeni s odvozenym koeficientem «. V neabsorbujicim prostiedi
pak samoziejmé musi platit « =0, 2 =0, 0 = 0.

Pi. 1.1: Skin-efekt pro méd’: Skin-efekt dostal sviij ndzev podle skute¢nosti, Ze se vysokofrekvenéni
elektromagnetické pole §iii po povrchu vodivych predméti. Hloubku, do které pole pronikd, muzeme
popsat pomoci parametru d. V této hloubee klesne intenzita dopadajictho svétla na hodnotu 1/e (jednu
étinu) puvodn{ energie, viz obr. 1.2. V kovech je typicky vodivost vysokd. Pro méd je jeji hodnota
o=6x10"S/m.

A d
0.1 pm 1.2 nm
1 pm 3.8 nm

10 cm 1.2 pm
1 km 120 pm

Obr. 1.2: Skin-efekt v médi.

Uvazujme jednoduchou geometrii podle obr. 1.2. Linearné polarizované svétlo se §iii jako rovinna
vlna podél osy Zz, elektrické pole ma smér osy & a magnetické pole ma smér osy y. Pii feSeni vyjdeme
z Maxwellovych rovnic a materidlovych vztahi,

Vxf:onE:—aaézzwoézzwauﬁ.
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V nasi geometrii méa elektrické pole smér osy & a tedy i proud ma nenulovou pouze x-ovou slozku, proto
muzeme prepsat predeslou vektorovou rovnici pouze pro jednu slozku,

d
&jz = wopuH,. (1.15)

Déle vyuzijeme toho, Ze ve vodi¢i je dominantni proud volnych ndboju a posuvny proud muzeme zanedbat,

d

j=VxH = o = ——H,,.
J J dz Y

Tento vyraz dosadime do rovnice (1.15), kterou zderivujeme podle z. Dostaneme diferencialni rovnici pro
proud,

d2

@jz = — WO U]g-

Resenfm této diferencidlni rovnice je harmonické funkce ndsobend tlumici exponencielou e=*/?. Z dife-
rencidlni rovnice vyplyvé velikost hloubky d pruniku elektromagnetického pole,

2 A
d=/—= . (1.16)
Wo L TCo

Tabulka spoctenych hodnot d pro elektromagnetické pole s riznou vinovou délkou je spolu s ndkresem
tlumené viny zobrazena v obr. 1.2.

1.5 Alternativni moznosti zavedeni komplexnich veli¢in

Existuji ruzné zpusoby zavedeni komplexnich veli¢in.
1) Prvni zptusob jsme si ukdzali pro komplexni permitivitu € = €1 + 1£2, viz str. 9.

Uvedme si dalsf dva pouzivané zpusoby zavedeni. Vyjdeme z druhé MR, kde za elektrickou indukei
dosadime materidlovy vztah D= 60E +P= €0E + eoXcE

aﬁ : oE 9 | aﬁ

Vsechny ¢leny na pravé btrané maji vyznam hustoty proudu. Prvni ¢len jpopibuje hustotu proudu volnych

VxH=j+" (1.17)

néboju, druhy ¢len 50 predstavuje Maxwelluv proud, ktery je nenulovy i ve vakuu. Posledni ¢len na
pravé strané,

oP OE

ot = 50X€E7
zna¢i posuvny proud. Polarizace v latce vznikd vzdjemnym posunem vazanych ndboju. Rovnici (1.17)
upravime na tvar

OE - OE _
V x H— co— =j+eoXe— = 0FE + £oXe (1.18)

ot ot ot

Pro harmonické pole muzeme opét nahradit derivace podle ¢asu: % — —w.

2) Vztah (1.18) muzeme pievést na jednoduchou MR, pokud zavedeme komplexni vodivost &

. OF . L
V x H—EOE =0F —wegx.F =0F.

Tato komplexni vodivost ma slozky
0 =o01+109, kde o1 = o,

g2 = —Wé&pXe-
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3) Vztah (1.18) muzeme zjednodusit také zavedenim komplezni susceptibility Xe:
Vit e (=0 VOB (20 VOB SOF
ot T \w 0Xe | T — €0\ Xe weg ot XeTgp
Komplexni susceptibilita ma tedy tvar

~ g
Xe = Xe + 10 .
Weo

1.5.1 Vzajemné vztahy komplexnich veli¢in

V piedchozim textu jsme si odvodili nasledujici komplexni optické veli¢iny:

index lomu N =n+ux
relativni permitivita g =¢1 +19
vodivost 0 =01+ 109
elektrickd susceptibilita Xo = X1 + 2X2
(polarizovatelnost prostiedi)

Vztahy pro vypocet slozek komplexni permitivity ze slozek komplexni vodivosti maji tvar

1 o
€1 = 1+Xe:1+7(W50Xe):1772a
wEep Weéop
g = L -9 (1.19)
Wep WeQ

7 téchto relaci vyplyvaji vztahy pro vypocet komplexni vodivosti z komplexni permitivity
gy = (1 — 61)60(4},
01 = WeEs. (1.20)

Na z4vér si uvedme vztahy, které ndm umozni pfechdzet mezi komplexni susceptibilitou a komplexni
vodivosti.

~ — o 1
E=1l4+Xe=141— =141—"(01 +102).
oW Eow

1.5.2 Vypocet absorpcniho koeficientu

Na zavér kapitoly si ukazeme jako piiklad, jak vyuzit komplexni veli¢iny pro vypocet absorpéniho koefi-
cientu «. Ten si muzeme vyjadiit pomoci slozek ti{ ruznych komplexnich veli¢in:

2w
imaginarni slozky indexu lomu o= ,
c
2w e WlHLE
imaginarni slozky permitivity o= b2 L, (1.21)
c 2n cn
. . . Wiy © el
realné ¢asti vodivosti a=2H7 _#

nc wey  negg

1.6 Shrnuti

e Vektory elektromagnetického pole musi spliiovat Maxwellovy rovnice, ze kterych je mozné odvodit
vlnovou rovnici napt. pro elektrickou intenzitu F.

e 'V absorbujicim prostfedi budou materidlové parametry, jako je index lomu N nebo permitivita &,
komplexni.

e Existuje nékolik moznych zpusobu zavedeni komplexnich optickych veli¢in. VSechny rtzné piistupy
ale popisuji stejnou realitu, a proto jsou vzajemné ekvivalentni.

e Pokud zndme naptiklad komplexni permitivitu, muzeme si vSechny dalsi komplexni veli¢iny dopocitat.

12



1.7 Piiklady

Pr. 1.2: Permitivita vakua: Ve vztahu

jsou rychlost svétla ve vakuu ¢ a permeabilita vakua po tabelované veliciny. S jejich pouzitim dopocitejte
velikost permitivity vakua eg.

Népovéda: Pouzijte seznam konstant na konci této knihy, str. 177.
Pi. 1.3: Jednotky permitivity a permeability:

Proved'te rozmérovou analyzu a ukazte, Ze jednotka permitivity je As/(V m)
a jednotkou permeability je Vs/(Am).

Pi. 1.4: Parametry v SI:

Proved'te rozmérovou analyzu a ukazte, jakou velikost md vyraz 1/(ceg).

Resent: [377 Q]

Pf. 1.5: VInova rovnice se zdroji:

Odvod'te, jak by vypadala vinovd rovnice (1.7) v materidlu s volnymi naboji, tedy p # 0.
Népovéda:

Postupujte standardné vypoctem rotace z rotace vektoru E a dosad'te Maxwellovy rovnice.

Reseni:

PEFt) ocOEFt) 1 = 1 _yp
ot? +E ot el " suv( )

Pi. 1.6: Dielektricka relaxaéni doba:

Vypoctéte dielektrickou relaxaéni dobu mp pro kifemikovy polovodic. Za jak dlouho klesne koncentrace
vychylky volného ndboje na poloviéni hodnotu, p(t =7) = po/27?

Népovéda: Vyuzijte vztahu ze sekce 1.3.2, do kterych dosadite hodnoty pro ¢isty kiemik:

esi = 1.04 x 10719 F/m, og; = 4.35 x 107* S/m.

Resent: [rp = 2.4 x 1077 s, t = In (2) mp]

Pi. 1.7: Skin-efekt pro kiemik:
Vypoctéte hloubku pruniku elektromagnetického pole o vlnové délce 550 nm do materidlu kiemiku (og; =
1.56 - 1073 S/m) a do skla (ogq = 10718 S/m).

P#. 1.8: Skin-efekt pro méd’:

V nasi rozvodné siti se pouziva frekvence f = 50 Hz. Jaka je hloubka vrstvy, kterou se §it{ elektrické pole
v médéném vodici? Pouzijte parametry médi uvedené v textu kapitoly nad vztahem (1.16). Diskutujte
idedlni prufez vodi¢e pro minimalizaci odporu.
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Tento krystal je umistén na zemépisné pozici: 50°04’44.755” N, 14°25’50.506” E.
Jde o kubicky krystal kuchytiské soli NaCl.
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Kapitola 2

Vztahy mezi optickymi velicinami

Obsah kapitoly
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V této kapitole si podrobné probereme vlastnosti materidlovych vztahti popsanych komplexnimi
veli¢inami.

2.1 Podminky na materialové vztahy

V literatufe se vyskytuje nékolik zpisobu zavedeni Fourierovy transformace (FT), kterd davéd do vztahu
casovy vyvoj ngjaké funkce f(t) a jeji spektrum f(w). V tomto textu se budeme striktné drzet nasledujict
definice FT:

+o0 too
fw) = [aswe, g = [ Erwe (2.1)

Zopakujme si materidlové vztahy mezi jednotlivymi slozkami pole véetné Ohmova zdkona:
-ﬁ = EOXeEv M= /'LOXmﬁv .;: UEv
nebo-li D= €0€rE, B= uourﬁ.

Tyto vztahy maji na pravé strané intenzitu predstavujici vnéjsi silu a na levé strané je indukovana odezva
materidlu reprezentovana napi. polarizaci, magnetizaci nebo proudem.

Mohli bychom ocekavat, ze indukovand zména latky bude synchronni s vnéjsi silou. Toto plati pouze
pro pomalu se ménici vnéjsi sily. Pro optické frekvence budeme muset pouzit obecnéjsi vztah, ktery bere
v potaz konec¢nou dobu relaxace latky.
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2.1.1 Peét vlastnosti materialovych vztahu

Nyni si shrneme pét zédkladnich kritérii, které nas budou na materidlovych vztazich zajimat:

1.

Nezavislost elektrickych a magnetlckych slozek — elektrickd indukce D j ) Je funkei elektrického
pole E ale nenf funkci magnetického pole H. Podobné magnetickd indukce B je funkei magnetické
intenzity H ale neni funkei elektrické intenzity E.

Lokalnost — odezva materiadlu je funkci vnéjsi sily jen v tom samém misté, neni tfeba zapocitavat
ptispévky z celého prostoru.

Linearita — jestlize je elektrickd indukce zavisld na elektrické intenzité linedrné, tj. D = EE,
povazujeme dany proces za linearni. Pokud zavislost jiz linearni neni, musime zapocitat ¢leny
druhého, popiipadé vysstho fadu (napf. Kerruv jev). K nelinedrnim efektum dochézi typicky pii
pouziti silného optického pole, napt. laseru, kdy se velikost elektrického pole svétla zacind blizit
hodnoté elektrostatického pole mezi ionty v pevné latce.

Izotropni x anizotropni material — Materidl oznac¢ujeme jako izotropni, pokud méa ve vSech
smeérech stejné vlastnosti. V tomto ptipadé ma vektor odezvy materialu stejny smér jako budici pole.
Optické veliciny jako permitivita € je pro izotropni materidly skaldr. Materidlové vztahy vyjadiuji
souvislost dvou vektort, coz v obecném piipadé popisuje tenzor. Prostiedi popsané tenzorem ma
v ruznych smérech ruzné vlastnosti a oznac¢ujeme ho jako anizotropni (viz kap. 4).

Kauzalita — Pro pomalu se ménici pole by platila podminka synchronnosti, kdy indukovana zména
D(t), P(t) nebo j(t) je reakef na pricinu E(t). Obdobné zmény B(t), M(t) jsou reakei na pii¢inu
H (t). Obecnéjsi podminka kauzality popisuje to, Ze indukovand zmeéna zavisi na velikosti budic{ sily
nejen v case t, ale i v ¢asech predeslych. Ozna¢me si nyni F'(7) funkci odezvy materidlu (response,
pamétova funkee, viz obr. 2.1) pro vypocet polarizace P indukované elektrickym polem podle vzorce

o0

= / F(t—&)E(€)de = / F(r)E(t —7)dr. (2.2)

0

Integral jsme upravili substituci ¢ — & = 7, —d¢ = d7. Diky nulovosti funkce F' pro t < 0 muzeme
integra¢ni meze od 0 do oo protdhnout od —oco do +o0o a integral piejde na konvoluci budici sily a
funkce odezvy materidlu.

wt

Vnéjsi pole muzeme rozepsat do harmonickych slozek, E = Eo e potom muzeme piejit pomoci

FT ke spektru vSech veli¢in tohoto materialového vztahu

Pw) = /P et dt = // (t — &)E(¢) et dtde
= / lwﬁdf/ — &) e(t=8) g

— 00

= 715(5)&“5 d¢ / F(r)e*T dr

E(w) F(w)

= | P(w) = F(w)E(w). (2.3)

Pokud se vngjsi sila (E) méni pomalu a odezva materidlu je synchronni, potom muzeme materidlovy

vztah pro dany ¢as popsat takto: P(t) = F(t)E(t). Pokud je ale frekvence vngjsf sily prilis vysokd, je
potieba zapsat odezvu pomoci podminky kauzality (2.2) a dojdeme ke vztahu pro frekvenéni slozky.

Véta: Prechodem ke spektru pomoci Fourierovy transformace zmizi konvoluce. Materialové
vztahy muzeme tedy zapsat zase jako prosté ndsobeni (2.3) jen s tim rozdilem, ze v tomto
piipadé ndsobime fourierovské (frekvenéni, spektralni) komponenty poli!
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E
© Obr. 2.1: Tvar funkce odezvy F(7r). Pro 7 < 0
je nulova, latka neni ovlivnéna hodnotou wvnéjsi sily
v budoucnosti. Pro 7 = 0 md maximum a s rostouci hod-
notou 7 klesa k nule. Latka je ovlivnéna nejvice aktualni
hodnotou vnéjsi sily a hodnotami v Casech piredeslych
méné a méné.

Funkce F(w) je obecné komplexni, udédva disperzi dané vlastnosti.

Pt. 2.1: Ohmuv zakon: Meéjme harmonické elektrické pole s frekvenci w, které si zapiSeme v exponen-
cielnim tvaru E(t) = Eye . Zajima nds vodivost a pribéh hustoty proudu. PouZijeme z4pis kauzalniho
materidlového vztahu podle (2.2).

+o0 +oo
;(t) = /U(T)E(f—T)dT: /O—(T)E’Oefzw(tf-r) dr
% N .
= E(t)/J(T)e’”TdT:o(w)E(t)
= (w)

7Z vysledku je patrné, ze pokud na ldtku pusobi pouze monochromatické pole, tj. pole s jedinou frekvenci,
potom je ¢asova odezva umérna odpovidajici spektralni slozce funkce odezvy. V konkrétnim pripadé
Ohmova zdkona muze byt vodivost o(w) komplexn{ a v tomto piipadé je proud (odezva) fazové zpozdény
vudi budicimu elektrickému poli.

Pi. 2.2: Elektricky materialovy vztah: Pokud budeme fesit kauzdlni materidlovy vztah pro elek-
trické veli¢iny v soustavé SI, nesmime zapomenout na permitivitu vakua. Pfechodem ke spektru Fourie-
rovou transformaci dostaneme vztah pro spektrdlni slozky polarizace a elektrické intenzity,

—

P(w) = coxe ) B(w) = eoler(w) — 1]E(w).

2.2 Kramersovy-Kronigovy disperzni relace

2.2.1 Vlastnosti funkce komplexni proménné

V nasledujicich vypoctech budeme potiebovat znalost matematiky z oblasti funkce komplexni proménné.
Tato problematika je podrobné vysvétlena napf. v uéebnici Matematicky apardt fyziky od J. Kvasnicy [5]
(kap. VI). Centralni vztah, ze kterého se vychdzi, je

Cauchyuv teorém: Integrél po uzaviené kiivce ¢ v komplexni roviné z funkce f(z), kterd
je analyticka na a uvnitt této kiivky, je nulovy.

%f(z) dz=0. (2.4)

Z tohoto teorému vyplyva jesté zajimaveéjsi tvrzeni, a to, ze funkéni hodnota v néjakém bodé uvniti krivky
v komplexni roviné se da spocitat pomoci integrélu po této kiivce. Opét funkce musi byt analytickd a
kiivka musi byt alesponn po ¢astech hladkd a uzaviend, viz obr. 2.2. Tato Cauchyova formule se da
matematicky zapsat takto:

16 =5 § L.

c

(2.5)
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Obr. 2.2: Zobrazeni vypoctu integralu podle Cauchyovy
formule (2.5). Cervené je naznacena integraéni kfivka
¢, kiizek znac¢i bod & komplexni roviny a modré tecky
piedstavuji mista, kde neni funkce f(z) analyticka.

Pokud nase funkce f(z) neni v néjakém bodé ¢ analytickd (md v tomto bodé singularitu), potom defi-
nujeme miru, kterd charakterizuje chovani funkce v tomto bodé. Cauchy nazval tuto miru jako reziduum
funkce v tomto bodé. Vypocitd se pomoci integrélu

1
Res = — z)dz,
16 = 5 $ 4
kde se integruje po kruznici se stfedem v bodé £ a s dostateéné malym polomérem. My budeme v nasem
textu potiebovat vypocitat reziduum pouze nejjednodussich funkei, napf.

Res (zi§> =1.

Pokud ma néjaka funkce v komplexni roviné singularity, pouzijeme pro vypocet kiivkového integrdlu
v této plose matematickou formuli, kterd se vztahuje ke kiivce C' na obr. 2.2.

Reziduova véta: Meéjme uzavienou kiivku C v oblasti, kde je funkee f(z) analytickd kromeé
izolovanych pélu této funkce. Integrdl z funkce f(z) po této kiivce je roven 2w ndsobku sumy
reziduf uzavienych uvniti této kiivky.

7{]"(2’) dz = 271'12 Res;[f(2)]. (2.6)
& i

Abychom dostali naSe redlné veli¢iny do komplexni roviny, zavedeme formélné komplexni frekvenci
w = w1 +wwy. Nyni muzeme zapsat funkci odezvy jako funkci komplexni proménné a spocitat Fourierovu
transformaci podle vztahu (2.1)

—+oo —+oo
F(@) = F(w +ws2) = / F(r)e™ ™ dr = / F(r)e™1Te™2T dr.

Tato funkce osciluje s frekvenci wy a exponencialné klesa s parametrem wyo — +00.

Pokud chceme pouzit Cauchyiv teorém na funkci odezvy, musime se ujistit, ze plati vSechny nutné
predpoklady, které zde shrneme v péti bodech:

1. funkce je integrovatelnd, [ |F(7)|dr < oo;

2. spektrum pro redlnou frekvenci ziskdme jako limitu, F(w) = lirr(1)+ F(wy + w2);
wo—>

3. existuje derivace této funkce alespoii v horni poloroving, tj. pro ws > 0;

4. limita v nekoneénu redlné osy je kone¢nd hodnota, lim F(w; 4 ws) = F(o0);
w1 —0C

5. limita v nekone¢énu imagindrnf osy je rovna nule, lim F(w; + ws) = 0.
W —> 00

2.2.2 Odvozeni Kramersovych-Kronigovych relaci

Kramersovy-Kronigovy relace (KKR) ziskdme tak, Ze si spocitdme integral po kiivce zobrazené na obr. 2.3
z funkce, ktera je uvnitt této kiivky analytickd. Podle (2.4) je tedy takovy integrél nulovy,

?{g(_wld@:/+/+/+/:0, W= wi + wo. (2.7)
12 3 1

c
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Obr. 2.3: Integra¢ni kiivka pro integral (2.7) je zobrazena
cervené. Misto, kde neni integrovand funkce analyticka,
je w na redlné ose. Tomuto mistu se integraéni kiivka

9 s

1 o 3 o vyhyba.

0 w

Integral lze rozepsat na soucet ¢tyl piispévku ziskanych integraci podél ¢tyi hladkych ¢asti kiivky.
Druhy integrél davé hodnotu zéporné poloviny rezidua integrované funkce, coz se rovnd —imF'(w). Polo-
viny proto, Ze se integruje po pulkruhu kolem singuldrniho bodu a zdporné znaménko odpovida opacné
orientaci pohybu kolem singuldrniho bodu. Posledni, ¢tvrty integral se bude hodnotou blizit k nule, jak se
bude zvétsovat polomér velkého polokruhu k nekoneé¢nu. Prvni a tfeti integral nam daji v souctu integral
podél redlné osy. Dosazenim do (2.7) ziskdme rovnost, kterd plati ve smyslu hlavni hodnoty

T
/ ;Ewi dw = F(w),

kde @ je redlnd integra¢ni proménnd. S pouzitim tohoto vztahu si jiz muZeme zapsat prvni ze dvou
pouzivanych tvarit KKR

—+oo “+oo
1 F@ 1 F@
ReF(w) = — / WP@) o R = -+ / ReP(@) 4 (2.8)
s w —w ™ w—w
— 00 — 00

Jak se ndm podafilo ukazat, z vlastnosti funkce komplexni proménné vyplyvé, ze redlnd a imaginarni
¢ast funkee odezvy jsou integralné zavislé. Zndme-1i napiiklad spektrum redlné ¢édsti této veli¢iny, muzeme
dopocitat hodnotu imagindrni ¢dsti (napf. pro zndmy index lomu muzeme dopocitat index extinkce nebo
absorpci).

Funkce odezvy napft. x () k sobé véze redlné veliciny F(t) a P(t), a proto je také redlnou funkef ¢asu.
Fourierova transformace redlné funkce ma nékteré zajimavé vlastnosti, které vyplyvaji piimo z defini¢niho
vztahu (2.1)

X(w) = x1(w) + 1x2(w) = / dt x(t) et = / dt x(t) [cos (wt) + 2sin (wt)] .

Protoze funkce sinus je licha a kosinus je sudd, plati pro spektrélni slozky nésledujici symetricky vztah:
x*(w) = x(—w). Pro jakoukoliv funkci odezvy tedy plati, Ze redlnd ¢dst je sudou funkef a imagindrn{ ¢dst
je lichou funkci frekvence. To muzeme zapsat nasledovné

) e | 7T .

2.2.3 Alternativni tvar Kramersovych-Kronigovych relaci

V literatufe se muzeme setkat se dvéma verzemi téchto relaci. Ze vztahu (2.8) si proto nyni odvodime
druhy tvar. Integrél rozdélime na kladnou a zapornou ¢ast, integra¢ni meze posuneme do kladné poloosy
a obé ¢asti secteme. To provedeme nejprve pro redlnou cast:

0 00
ReF(w) = L [WF© d§+% / WF@) i

T E—w w—w
—0o0

oo oo

¢=-w = l/wdw—l—l/wdw

s w+w s w—w
0 0

1l [WmF@E e+ @+
B 71/ (W+w)(@—w)

dw.
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Pii odvozen{ jsme pouzili vztah (2.9). Redlnou ¢dst funkce muzeme tedy spocitat podle relace

w2 — w?

ReF(w) = %/Md@

0

Obdobné muzeme odvodit druhy tvar KKR pro vypocet imaginarni slozky komplexni funkce.

0
P — L [ ReFE 5_7/ReF( ) o
7r E—w w—w
—00 0
PR _ 1/%(@@_*/%@
™ W+ w ™ w—w
0
17ReF [0—w-—w—u]
= = dw.
v (@+ w) (W —w)
0

Pro imaginarni ¢ast funkce dostaneme finalni relaci

ImF(w) = —QL"/R;’L(”)@
T

W — w?

0

2.2.4 Priklady Kramersovych-Kronigovych relaci

(2.10)

(2.11)

KKR lze napsat pro ruzné funkce odezvy. Ukdzeme si nékolik piiklada pro komplexni susceptibilitu y(w),

komplexni permitivitu &(w) a pro komplexni index lomu N (w).

Komplexni susceptibilita:

0 0

Komplexni permitivita:

2 2w 0051(5) 1
€1 ;/ g2(w) = T Wd&
0 0
kde jsme vyuzili vatah € = 1 + ¥.
Komplexni index lomu:
2 T % [ n(€) -1
0 0

(2.12)

(2.13)

P1i vypoctu redlné slozky z imaginarni pomoci KKR je nejdulezitéjsi chovani imagindrni slozky blizko
hledané frekvence w. S rostouci vzdéalenosti od této frekvence je vliv ptispévku imagindrni slozky do
integralu utlumen s faktorem &/(£% — w?). Obdobné to plati i pro vypocet imaginarni slozky z realné.

Sumacéni pravidla na optické parametry

Uvazujme polovodi¢ s §itkou zakdzaného pasu E, = hw,. Vypocitdme hodnotu statické permitivity
nejprve podle vztahu (2.12) a potom podle vztahu (2.13). Vyuzijeme toho, Ze svétlo s energii mensi nez
sitka zakézaného péasu neni absorbovadno. To znamend, Ze pro frekvence w < wg je e2 = 2 = 0. Proto

muzeme posunout pocatek integrace z nuly na w.
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B (212) = &(0)= 1+%f EQT(E)df’
B (213) = a0 =n0)=1+2[=de

Pokud nam oba vztahy daji stejné ¢islo statické permitivity, potom je v integra¢ni oblasti zahrnuto vse
podstatné. Pokud jsou vysledky obou vypoctu ruzné, musime hledat zakopaného psa.

Empirické vztahy

U vétsiny opticky zajimavych dielektrik potfebujeme znat profil indexu lomu v celé viditelné oblasti
spektra, ve které je ale absorpce velmi mala. Proto se v tabulkdch uvadéji mocninné rozvoje, které
zévislost popisuji dobfe v celém zkoumaném rozsahu, £1(w) = 1 + a; + asw? + agw* + ---. Casto se
prechazi od zavislosti na frekvenci k zavislosti na vinové délce a tento vztah pro vypocet permitivity se
potom oznacuje jako Cauchyho rovnice.

2.2.5 Fyzikalni pohled na Kramersovy-Kronigovy relace

Uvazujme nyni pro jednoduchost interakci svétla s latkou, kterd mé velmi tzkou absorpéni caru na
frekvenci w,. Pokud by latkou prochézelo harmonické svétlo s touto frekvenci, bude dochazet k ab-
sorbci imérné tloustce materidlu a lze to popsat pouhym sniZzenim intenzity elektromagnetického pole na
vystupu. Svétlo s jinou frekvenci by se neabsorbovalo. Pokud ale na latku dopadne ¢asové omezeny pulz,
napf. s gaussovskym profilem, bude jeho spektrum popsané také gaussovskou funkei s koneénou sitkou.
Spektrum po pruchodu latkou muzeme spocitat tak, ze pivodni spektrum vynasobime spektrem pro-
pustnosti latky, jak to ukazuje obr. 2.4. Pomoci inverzni Fourierovy transformace (IFT) muzeme spocitat
casovy prubéh proslého pulzu. Na frekvenci odpovidajici rezonanc¢ni absorpci latky bude diky KKR silna
disperze. Diky tomu se prichodem latkou koneéné tloustky jednotlivé spektralni slozky svétla vici sobé
casové rozposunou. Abychom ziskali spravny ¢asovy prubéh, museli bychom zapocitat i tento efekt.

vstupni pulz propustnost vystupni pulz
latky
MMMANW :
S e
Wa w
absorpce Jf!f -
Wy w

Obr. 2.4: Absorpce pulzu latkou: zelené je zakresleno spektrum svétla a ¢ervené ¢asovy prubéh amplitudy elek-
trického pole. Modfe je zakresleno spektrum propustnosti latky.

2.3 Sireni zareni pres rozhrani

Optické pole muze s pevnou latkou interagovat mnoha ruznymi zpusoby. Ruzné interakce jsou typické
pro ruzné spektralni oblasti. Studium interakce latky s optickym polem dalo vzniknout celé fadé expe-
rimentalnich metod, které se dnes rutinné pouzivaji. Pro sifeni rovinné viny v prostfedi s absorpci jsme
zavedli optické konstanty jako komplexni veli¢iny zavislé na frekvenci optického pole w. Pro vsechny za-
vedené komplexni veli¢iny popisujici optické vlastnosti latky musi platit Kramersovy-Kronigovy relace.
Na tomto principu je zalozena také metoda studia pevnych latek pomoci méteni spekter odrazivosti. Pro
méfeni tlousték a optickych parametru tenkych vrstev se ¢asto pouziva elipsometrie, pii které se sleduje
zména polarizace pifi odrazu. Diky tomu se ziské komplexni popis parametrii prostiedi, nebot se méii
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soucasné amplituda i fize. Casto se pouziva konfigurace kolmého dopadu svétla na povrch studovaného
krystalu.

odraz
Obr. 2.5: Odraz a lom svétla na rovinném rozhrani vzdu-

chu a dielektrika s danym indexem lomu. Zobrazena ge-
ometrickd konstrukce odpovidd Snellovu zdkonu lomu.

2.3.1 Fresnelovy vztahy pro kolmy dopad

V zakladnim kurzu optiky se odvozuji vztahy pro amplitudovou odrazivost pii dopadu zafeni na rovinné
rozhrani dvou materiala, které se oznacuji jako Fresnelovy vztahy. Odrazend amplituda elektrického pole
E,j je imérna dopadajici amplitudé pole Ei E, = r(w )E17 kde amplitudovd reflektivita (odrazivost) r(w) je
urcend pouze indexem lomu. Geometrie usporddani je naznacena na obr. 2.5. V piipadé kolmého dopadu
na absorbujici prostiedi plati zcela stejny Fresneluv vztah, pouze pouzijeme komplexni index lomu,

N(w) —1

" R

Amplitudova odrazivost je komplexni veli¢ina. Popisuje jednak odrazivost rozhrani, ale navic jesté
udéva zménu faze odrazené viny. Pfipomefime, Ze pro intenzity plat{ vztah I, = |E.|> = R(w)I;, kde
redlnou intenzitn{ odrazivost R(w) spocitdme jako kvadrat modulu amplitudové odrazivosti,

Rw)=lr),  r(w)=VRw)e".

Nejprve si spocitame amplitudovou odrazivost jako komplexni ¢islo

n+twc—1 (n—1+w)(n+1—1x) n?—1+4 2%+ 2

= = = . 2.14
rw) n+4wx+1 (n+1)2 4 52 (n+1)2+ 52 (2.14)

Pro intenzitni odrazivost bychom mohli vypocitat kvadrat modulu posledniho vyrazu. Tento zpusob
vypoctu je ale zbytecné komplikovany a je snazsi pouzit matematickou rovnost pro kvadrat modulu
podilu dvou komplexnich ¢isel. Takto dostaneme rovnou findlni vztah pro intenzitni odrazivost

R(w) = m (2.15)

Posledni vyraz ve vztahu (2.14) se ndm bude nyn{ hodit pro vypoéet fdzového posunu pii odrazu na
rozhrani. Tuto fazi spoc¢itame z podilu imagindrni a redlné ¢dsti amplitudové odrazivosti,
Im (r(w)) B 25
Re(r(w)) n24sx2—-1

tan p(w) =

2.3.2 Kramersovy-Kronigovy relace pro reflektivitu

Pfi kolmém dopadu budeme sledovat komplexni amplitudovou reflektivitu r(w), kterd je definovand vzta-
hem E, = r(w)E;. Komplexni reflektivitu si muzeme zapsat v exponencidlnim tvaru pomoci dvou redlnych
velicin R(w) a faze ¢(w) nédsledovné

r(w) = VR(wW) e,

Pokud tento vyraz zlogaritmujeme, oddélime realnou a imaginarni ¢ast standardnim zptusobem a dosta-
neme komplexni funkci

/—\_/

1
Inr(w n+v/ R(w) + wp(w ilnR(w) + 1p(w).
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Pro tuto funkci muzeme nyni zapsat vztah dany pomoci KKR.

Komplexni reflektivita:

p(w) = —% giz(i)g de. (2.16)
0

2.3.3 Vektorové vztahy elektromagnetického pole

Odvodime si vztah pro fazi mezi vektory elektrického a magnetického pole pro rovinnou monochromatic-
kou elektromagnetickou vlnu. Vyjdeme z prvni Maxwellovy rovnice,

S vyuzitim komplexniho zdpisu rovinné monochromatické viny snadno spocitdme derivace (V. — ik,
% — —w) a rovnice nabude tvar
1k X E—wB = 0.

Vlnovy vektor si zapiSseme pomoci jednotkového smérového vektoru, k = k3. Tak dostane vyraz pro
magnetickou indukci, ktery ddle upravime s pomoci magnetického materialového vztahu

Lk .
BZ;(E’X E) = /*LO;LLI“H:

Zde jsme pouzili vyraz (1.8) pro velikost vinového vektoru (vinové éslo) k, k/w = N/c. To nam
umoznilo ziskat vztah mezi magnetickou a elektrickou intenzitou

Z tohoto vztahu mizeme dopocitat vzdjemnou fazi ¢ mezi magnetickym a elektrickym polem,

1
tan ¢ = —.
n

Ve specifickém piipadé, kdy se index lomu n blizi k nule, dostaneme fazovy posun ¢ = 7. K takovym
podminkdm dochézi pii odrazu svétla na kovu v oblasti plazmové hrany. Elektromagneticka vina s takovou
fazi mezi elektrickym a magnetickym polem nemuze v dané liatce prendset energii.

2.4 Shrnuti

e Odezva latky na optické frekvence nemuze byt synchronni, ldtka na tak rychlé frekvence nestiha
reagovat. Pfi popisu kauzalni odezvy prostiedi na rychlé vnéjsi pole je proto vyhodnéjsi ptejit od slozitych
integralnich casovych zdvislosti k jednodussim vztahum pro spektrdlni slozky.

e Pro pfevod signdlu z ¢asové oblasti do oblasti spektralni (frekven¢ni) slouzi Fourierova transformace.

e Komplexni optické veli¢iny, jako index lomu (Kf = n + 13¢), musi spliovat vztahy vyplyvajici z ma-
tematické analyzy funkce komplexni proménné. Tyto vztahy se v optice nazyvaji Kramersovy-Kronigovy
relace.

e Pokud zndme napf. imagindrni slozku indexu lomu 3¢ v §iroké oblasti spektra, muzeme si pomoci téchto
integralnich vztahu dopocitat redlnou slozku n a obrécené. Tyto vztahy se pouzivaji pro komplexni index
lomu, permitivitu, susceptibilitu, vodivost, reflektivitu a dalsi.
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2.5 Piiklady

Pir. 2.3: KKR pro komplexni reflektivitu:
V textu této kapitoly byl odvozen pouze jeden vztah z KKR pro komplexni reflektivitu (2.16). Odvod'te
i druhy symetricky vztah pro vypocet intenzitni odrazivosti R(w) ze spektra faze p(w).

Pi. 2.4: Derivace rovinné vlny:
Dokazte, ze prostorove derivace komplexni amplitudy elektrického pole V x E resp. V - E pro piipad
rovinné viny (E(7,t) = Ey(t) e k- ™) lze zjednodusit na vyraz 1k x E resp. ik - E.

Néapovéda: Odvozeni provedte rozpisem do slozek pole v kartézskych soufadnicich. VyuZijte vztahii pro
rozpis derivaci z dodatku A.1.2.

Pi. 2.5: Vektorové vztahy vektora pole:

Dokazte transverzalitu elektromagnetického pole. Neboli to, ze E L H 1 k.

Népovéda: Vyjdéte piimo z Maxwellovych rovnic a pouzijte vysledku predeslého piikladu.

Pi. 2.6: Vztah elektrické a magnetické slozky optického pole:

Urcete velikost konstanty, kterd se ziskd jako podil elektrického pole a magnetické indukce E(t)/B(t)
elektromagnetické vlny.

Napovéda: Postupujte podle odvozeni uvedeného v sekci 2.3.3.
Pi#. 2.7: Odraz na vodeé:

Vypoctéte odrazivost a fazovy posun pii kolmém dopadu svétla o vlnové délce 400 nm, 550 nm a 700 nm
na vodni hladinu.

Népovéda: Vyuzijte hodnot n a s z nésledujici tabulky:

A [nm)] n P
400 1.339 1.86 x 10~°
550 1.333 1.96 x 1072
700 1.331 3.35 x 1078
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Kapitola 3

Lorentzuv a Drudeho mikroskopicky
model
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Tato kapitola mé za cil ukdzat vypocet materidlovych vztahu latky pomoci nejjednodussiho modelu,
ktery bere do tivahy znalosti o mikroskopické struktufe latky. Jevy, jako odraz svétla, lom nebo absorpci
1ze popsat pomoci komplexniho indexu lomu. Lorentzova a Drudeho mikroskopicka teorie ndm umoznuje
spocitat zdkladni vlastnosti komplexniho indexu lomu.

3.1 Lorentzuv model

Lorentzuv model se snazi vysvétlit materidlové vztahy pomoci mikroskopického modelu, ktery vyuziva
znalosti o slozeni pevné latky. H.A. Lorentz uvazuje véazané elektrony v atomech jako klasické oscilatory.
Pii vychyleni elektronu z rovnovazné polohy se mezi zaporné nabitym elektronem a kladné nabitym
jddrem atomu generuje dipélovy moment. Celou pevnou ldtku povazuje za soubor nezavislych harmo-
nickych oscilatoru. Lorentziuv model zjednodusSuje popis redlné pevné latky tim, ze predpoklada pro
jednoduchost stejnou vlastni frekvenci wy vSech oscilatoru v latce.

Dopadajici svétlo muze reagovat s latkou tak, ze rozkmitd jeden z oscilatoru. Ve viditelné, blizké
infradervené a ultrafialové oblasti pfispivaji nejvice elektrony vdzané v atomech, nebot fotony z téchto
spektralnich oblasti maji odpovidajici energii pro stimulaci prechodu mezi elektronovymi energetickymi
hladinami. Podobné interaguji také kmity opac¢né nabitych ionti v polarni miizce, jejichz energie ale
spadé do infracervené oblasti’.

I Tyto kmity mifzky mizeme kvantovat pomoci formalismu optickych fononi. Ty maji typické frekvence 1012 Hz. Tyto
frekvence by pro svétlo odpovidaly vinovym délkam desitek mikrometra.
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Jeden tlumeny harmonicky oscildtor popiseme kinetickou rovnici
mi + 2myi + mwiz = —ekE. (3.1)

Vlastn{ kmitén{ oscildtoru je tlumeno s ¢asovou konstantou 7 = 1/2v. E znaci harmonické lokalni pole,
které je imérné e~*!. Mizeme predpokliddat stejnou harmonickou zavislost i u vychylky elektronu z jeho
rovnovazné polohy x = ze~*“*. Dosazenim za ¢asové derivace dostaneme rovnici pro amplitudy elek-
trického pole a vychylky, které jsou oznaceny nulou v indexu

— mw?xy — 12mwyxe + mwizy = —eEy (3.2)

Celkovy vektor polarizace P je sumou viech generovanych dipélovich momenti, P(w) = —Nex(w),
kde N zna¢i pocet harmonickych oscildtoru v jednotce objemu (objemova hustota). Z (3.2) si muzeme
vyjadiit amplitudu vychylky a tu dosadit do vztahu pro polarizaci

Eo
— w +12w7]’

o= &

07 mw?
Ne? 1 ot

Pw) = Epe ", (3.3)

2 2
m wj — w* — 12wy

Timto postupem jsme ziskali vztah pro komplexni susceptibilitu, protoze P(w) = eoxeE(w).

Pokud je tlumeni jen velmi malé vuci frekvenci vlastnich kmitt (7 < wp), potom mé imagindrni ¢len
ve jmenovateli (3.3) zanedbatelny vliv na fézi. Pro w < wq je tedy jmenovatel kladny a polarizace kmita
ve fazi s elektrickym polem. Naopak, pro w > wq, je jmenovatel zadporny a polarizace kmita v protifazi.
V piipadé rovnosti frekvenci, w = wp, dochazi k rezonanci harmonického oscilitoru. Ve jmenovateli
zlomku je nulova redlnd ¢ast, zbude pouze imagindrni ¢dst imeérnd 1/ —¢ = 1, kterd ndm da fazi 90° mezi
polarizaci a elektrickym polem.

3.1.1 Susceptibilita pro Lorentztiv model latky

Najdéme singularity vyplyvajici z podminky nulovosti jmenovatele, w? — w? — 12wy = 0. ReSenfm této

kvadratické rovnice je frekvence
w=—1y+\/wi—7%=—1ry L+ uw.

Vlivem tlumeni, které je popsané koeficientem 7, dojde k posunuti rezonanéni frekvence. Nyni bychom
méli provést renormalizaci, tedy wy — wj, = y/wi — 2. Pokud je ale tlumen{ malé, potom je i posun
rezonancni frekvence zanedbatelny a nebudeme tedy ddle ¢arku u vlastni frekvence oscilatoru psat. Tim se
dopoustime nepiesnosti fadu 72, ale matematicky zépis susceptibility bude trochu jednodussi. Dostaneme

w2 N 2
pl , kde %2)1 =2
(w~+wo +17) (W — wo + 1)

Xe(w) = — (34)

meo

je konstanta, kterou jsme zavedli pro zjednoduSeni zapisu. N oznacuje hustotu oscildtoru, které maji
rezonancni frekvenci wg. Naproti tomu u kovu, kde se mohou vodivostni elektrony o koncentraci N
volné pohybovat v celém objemu, by volné elektrony kmitaly s frekvenci wpi. Pouze pro zajimavost
poznamenejme, ze susceptibilitu (3.4) lze zapsat i v alternativnim tvaru

Rw) = "( ! ) (35)

_2w0 w—wo—i—w_w—l—wo—&—w

3.1.2 Susceptibilita v ¢asové oblasti

Zopakujme vztah pro Fourierovu transformaci, ktery nam umozni ziskat z predchoziho vyrazu ¢asovou
funkci susceptibility

x(1) = S / x(w)e ™7 dw. (3.6)



K vypoctu tohoto integralu pouzijeme Cauchytuv teorém. Opét protahneme frekvenci jako komplexni
veli¢inu, W = w1 + w2, do celé komplexni roviny. Budeme Fesit oddélené dva piipady.

Wy

Obr. 3.1: Integra¢ni kiivka pro integrdl (3.6) je zobra-
zena Cervené pro 7 < 0 a zelené pro 7 > 0. Mista, kde
neni integrovand funkce analytickd, jsou modré body pod
redlnou osou.

Pripad 7 < 0: Integrdl z y(w) podél redlné osy uzavieme do kiivkového integralu pres horni kom-
plexni polorovinu, jak je to zndzornéno ¢ervenou kiivkou na obr. 3.1. Pro zdporny ¢as vyjde x(7) ~
— [, eM*7dw — 0, a proto je zde x(7) = 0.

Piipad 7 > 0: nyni musime integra¢ni kiivku uzaviit dolni polorovinou, aby f2, — 0. Jak ukazuje
obr. 3.1, jsou uvnitf zelené integracni kiivky dvé singularity. Podle reziduové véty ziskame integral podél
realné osy jako zaporné vzaty soucet obou rezidui,

X(T) = —2m Z Res [X(w)e“”} — _ZZ Res [X(w) efuur] _
n=1 n—1
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Za x(w) dosadime vztah (3.4). Prvni reziduum vypocéteme v bodé & = wp—wy a druhé v bodé @ = —wy—1y.
- - — 2 =T
9 e YT e wWwoT e YT e’LWOT wpl e . )
T) = —w == 1sin(woT) + 2sin(woT
() A -~ L osin(wor) + rsin(uor)
2
w
= Ple7gin (woT)-
wo

Pro vypocet ¢asové zavislosti polarizace muzeme dosadit do vztahu (2.2)

t t

w2
P(t) = o / X(t — ©)E(€)de = e / B 00 sin (¢ — )] B() (3.7)

— 00 — 00

Pr. 3.1: Odezva na delta-pulz: Pokud na ladtku pusobi pouze ¢asové velmi kratky pulz, muzeme ho
matematicky popsat jako d-pulz, E(§) = Eyd(€). Dosazenim do vzorce (3.7) se ndm vyraz pro polarizaci
zjednodusi na tvar

w?

P(t) = co—2 e gin (wot)Ey  =eox(t)Ey, pro t>0.
wo

Prubéh polarizace podle tohoto vzorce je zakreslen v obr. 3.2. Delta-pulz vyvold v latce odezvu v podobé
polarizace, kterd zac¢ne kmitat s vlastn{ frekvenci wp a je tlumena s ¢asovou konstantou 1/7.

P(t)

o

\/ \/\/\/\1 " t Obr. 3.2: Casovy pribéh tlumeného kmiténi polarizace v
Case je odezvou materidlu na dopad §-pulzu.

Rychlost relaxace latky souvisi s neusporadanosti, ktera také zvysuje vodivost. To popisuje dielek-
trickd relaxaéni doba odvozend v sekci 1.3.2, 7p = /0. Pro kovy s velkou vodivosti jsou relaxace velmi
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rychlé, jsou srovnatelné nebo rychlejsi nez optické frekvence. Naproti tomu u skla muzeme diky podstatné
mensi vodivosti o¢ekavat relaxaéni doby v fadu mikrosekund.

Pri. 3.2: Spektrum permitivity: Nyni budeme zkoumat chovani realné a imaginarni slozky permitivity
v oblasti rezonance w = wg — »y. PFepiSeme si vyraz pro permitivitu s pouzitim (3.5). Druhy élen pro
zépornou frekvenci neni v rezonanci a muzeme ho zanedbat,
2
Wpl 1 (w—wo) — 1y

£w) +X(w) 2wp w—wp + 1y (W—wp) — vy

Po roznasobeni ziskdme funkéni tvar redlné a imaginarni slozky,

_Yn w-wy
2w (W — wo)?2 + 2’
2
w
pl g
= - 3.8
e2(w) 2wp (W — wp)? + 72 (3.8)

e1(w) =

Redlnd ¢ast se chovéd daleko od rezonance jako posunutd hyperbola ~ 1 — w_lw(). Rozdil je v tom, ze

zatimco hyperbola diverguje a mé nespojitost v bodé w = wy, redlna ¢ast permitivity je vSude spojita
a konecnd. To je zpusobené kone¢nou hodnotou tlumeni (¢ > 0). Imagindrni ¢ast mé tvar Lorentzovy
funkce, daleko od rezonance klesé k nule jako ~ m Toto chovani je znazornéno na obr. 3.3. Diky
tomu, ze imaginarni ¢ast permitivity ma ve jmenovateli druhou mocninu, klesa k nule rychleji nez redlna
cast. Daleko od rezonanéni frekvence wg je jiz absorpce minimalni, ale redlna ¢ast permitivity je stale
jesté ovlivnéna.

Obr. 3.3: Permitivita podle Lorentzova modelu latky s
jednim typem oscildtoru podle vztahu (3.8).

3.1.3 Sellmeierova rovnice

1.60 NS
1.58 .
= - i b; A [um]
5156 - 01
% 1 1.039 612 12 0.077 464 2
g 1o ] 2 0231792344  0.141 485
3

1.52 1.010 469 45 10.176 5

1‘50 PRI ISR U S SR SR SR N SR T SR SR S S N S S
02 04 06 08 1.0 12 14 16

A(pm)
Obr. 3.4: Index lomu pro BK7 podle Sellmeierovy rovnice (3.9). Vinové délky A1 a A2 od-
povidaji mezipdsové absorpci a A3 souvisi s fonony.

Typickym piikladem nazorné ukazujicim pouzitelnost Lorentzova modelu je Sellmeierova rovnice pro
index lomu dielektrik ve viditelném spektru,

2o
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Vinové délky \; odpovidaji absorpénim pasum daného materidlu, které jsou dost daleko od oblasti, kterou
tento vztah popisuje. Wilhelm Sellmeier navrhl tuto rovnici jiz v roce 1871, a ta, prestoze §lo o empirickou
rovnici, souhlasi s teoretickym vypoctem podle KKR.

Obrazek 3.4 ukazuje index lomu korunového skla BK7, ktery muzeme podle Sellmeierovy rovnice (3.9)
popsat pomoci tii nezavislych oscilatoru. Rezonanéni frekvence téchto oscilatoru jsou dvé v UV oblasti
(A < 150 nm) a jedna v IR oblasti (A > 10 pm). Pfestoze je absorpce mimo viditelnou oblast, index
lomu to ovliviiuje v celém viditelném spektru. Index lomu je ve viditelném spektru vétsi nez jedna a je
klesajici funkci vlnové délky. Tato zdvislost indexu lomu na vinové délce se oznacuje jako oblast normdlni
disperze.

3.1.4 Mrizkova reflexe

Problematika miizkové reflexe se tesi ve fyzice pevnych latek (napft. [1], kap. 10). Sledujeme odezvu latky
na optické pole, které v polarnich krystalech silné interaguje s fononovym systémem. Rezonanéni frekvence
se nachézi v infracervené oblasti. Mezipasové prechody elektroni, ke kterym dochézi pro mnohem kratsi
vlnové délky v ultrafialové oblasti, zpusobi vertikalni posun celé spektralni zavislosti €;. Bez detailniho
vypoctu pouzijeme empirickou znalost latky, kdy vime, ze pro vysoké frekvence se méa permitivita blizit
k hodnoté £(00) zndmé z optickych méfeni této latky.

2
“pl w —Wo

ai(w) = e(oo)*%om’

wpy Y

P

€ = =" 3.10
Q(W) 20.)0 ((U _ (UO)Q + ,72 ( )
Tento posun lze chapat také tak, ze pfi mikroskopickém popisu interakce latky s elektrickym polem
bychom méli brat v tvahu to, ze lokalni pole uvniti latky se lisi od dopadajiciho elektrického pole.

Ukazme si, jak se tato permitivita projevi ve spektru reflektivity. Ta se spocita z komplexniho indexu
lomu, ktery ziskdme vypoctem z komplexn{ permitivity, podle nasledujiciho schématu (€ = N = R). Pro
kolmy dopad muzeme vyuzit diive odvozené vztahy mezi optickymi parametry latky

n2= (\/e2+e24¢e)/2 _1)2 2
! 2 1)/ R(w) = w (3.11)

=
W= (\el+ed—e1)/2 (n+1)? + 5

Takto spocitana reflektivita je zndzornéna na obr. 3.5.

100 200
=4
g 50 150
2
+
= 0 100
~
o
.
50 50
-100 0
I R EEEEEENl EEEEEERERERRRE -
5 0.8
= Obr. 3.5: Permitivita l4tky (nahote) popisujici miizkovou
.E 0.6 1 reflexi podle vztahu (3.10) pro e(c0) = 12 a wo /v = 500.
% Frekvence wmin odpovida mistu, kde je e1 =1 a g2 = 0.
§5 0.41 Index lomu je tu n = 1 a reflektivita (dole) vyjde nulové.
o 0.2- Zluté oblast je frekvenéni pasmo, ve kterém je 1 < O.
Zde je index lomu n = 0, index extinkce » = /—¢&1 a
0.0 reflektivita se blizi jedné.

Wo Win
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3.1.5 Oblast zaporné permitivity

Fyzikové R.H. Lydanne, R.G. Sachs a E. Teller (LST) zkoumali oblast zdporné realné permitivity €1 < 0.
V obr. 3.5 je tato oblast zobrazena zluté. Podrobnym vypoétem ze vztahu pro polarizaci (3.3) ukézali, ze
spodni hranice tohoto intervalu lezi prakticky na frekvenci vlastnich kmita oscilatoru a rovna se frekvenci
piiénych (transverzdlnich) optickych kmita miizky wy = wro. Déle ukdzali, ze horn{ hranice tohoto
intervalu odpovidd podmince w?® = wg + w? /e(00) a toto misto je blizké frekvenci s nulovou reflexi
(Wmin)- Z téchto dvah odvodili vztah pro podil vlastnich frekvenci podélnych a priénych optickych vibraci

miizky

w?nin — E(O) _ WEO
wh £(00) w%o

Tento vypocet neni slozity, ale je nutné vyjit z presného vztahu pro susceptibilitu (3.4) a zapocitat
oba ¢leny. My jsme pfi odvozeni (3.10) druhy ¢len zanedbali.

3.2 Drudeho model

V kovech nejsou vodivostni elektrony striktné lokalizované u jednoho atomu, ale mohou se volné pohybovat
ve vodivostnim pésu. V polovodi¢ich n-typu jsou takto volné elektrony ve vodivostnim pésu?. Pi dopadu
svételné viny tyto volné elektrony zaénou kmitat vlivem elektrického pole svétla. Reseni dynamiky tohoto
problému provedl jako prvni P. Drude kolem roku 1900.

Kinetickou rovnici pro volné elektrony muzeme zapsat obdobné jako pro piipad vazanych elektronu
m& +m— = —ek. (3.12)
T

Proti rovnici (3.1) se lisf tim, ze chybi ¢len zodpovédny za harmonicky potenciél, a ze rychlost tlumen{
kmitt jsme si popsali pomoci relaxacni doby 7 = 1/27. Opét uvazujeme monochromatické elektrické pole
E = Eye ! a predpokldddme i harmonické fesen{ z = x¢ e "“!. Dosadime do kinetické rovnice (3.12) a
vypocitame si amplitudu vychylky

€
o *EO
—mw?zy — umw == = —eF = To = ' —5-
T we+1=

Tato vychylka v poloze elektront zpusobi, ze v ldtce potece stiidavy elektricky proud s amplitudou
hustoty proudu

2
Ne” i, Ne?2 7 Ne? 74 wr?

jo = —eNxy = 1w Ey,

m
— ) =
w? 4124 m 1 —wwr m 14 w212

kde N znaéi stiedni hustotu elektronu. Z tohoto vyrazu, ktery je vlastné Ohmovym zdkonem, muzeme
urc¢it komplexni vodivost

2 2 _ Ne2_ 7
~:Ne T+ wT N 0O1= ST 13
g m 1+ w2r2 oo — Ne?2  wr? - :
2= m 14+w?72

Pokud na latku pusobi velmi pomalé nebo statické pole, bude nas zajimat velikost statické vodivosti,
kterou ziskame jako limitu pro w — 0. Staticka vodivost je realnd a jeji hodnota je
Ne2r

o(0) = —

Nyni pouzijeme vzdjemné vztahy komplexnich veli¢in (1.19) odvozené na str. 12. Diky vztahu £ =
1 4+ 10 /wep muzeme spocitat permitivitu z komplexni vodivosti.

— _ 02 __ _ 2 7'2
e1= 1 weg 1 Whl THw?2 14
€9 = L — w2 T
2 weo pl 1+w?272

2Tyto elektrony v pasové struktufe polovodice se nékdy oznacujf jako tzv. blochovské elektrony podle F. Blocha.
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Konstanta wyp) vystupujici v predeslém vztahu se nazyva plazmovd frekvence,

2
2_Ne

wpl =

meo '

Ta odpovida frekvenci vlastnich kmitu elektronového plynu s danou hustotou N. U kovu znaéi m hmotnost
volného elektronu mg. U polovodicu se musi zadat efektivni hmotnost elektronu pro vodivostni pés tohoto
polovodice. Jeji typické hodnoty jsou = 0.1 mg. Napi. pro ¢asto pouzivany polovodi¢ GaAs je efektivni
hmotnost elektronu ve vodivostnim pasu 0.067 my.

Pokud jiz méme spocitanou plazmovou frekvenci pro dany kov nebo polovodi¢, muzeme si snadno
dopocéitat vlnovou délku této rezonance Ap;.

3.2.1 Plazmova hrana na volnych nosicich

Nyni budeme zkoumat, jak se projevi spektralni zdvislost permitivity (3.14) na optickych vlastnostech
kovi a polovodict. Zde budeme muset zapocitat vliv mezipasovych prechodu v latce, coz zpusobi to, Ze
musime k redlné ¢asti permitivity pficist konstantu. Ta zajisti, ze pro vysoké frekvence se bude permitivita
blizit k experimentdlné spravné hodnoté €(co). Déle budeme predpokladat, ze tlumeni kmitu elektrona
je velmi slabé, wr > 1. Proto muzeme zanedbat jednicku ve jmenovateli (3.14).

o)== eo0) [1- | ke -
e1= €(o0)— & = g0 - —, e Wy = ———,
1 w2 w2 pl E(OO)
—2
w w
n- B@i- B9 (3.15)

Pro optické frekvence, kde plati w < wyp1, dochdzi k iplnému odrazu dopadajiciho zafeni. V této oblasti
totiz podle (3.15) vychdzi, ze je £1(w) < 0, coz nedovoluje sifeni optického pole latkou. Vezmeme-li si jako
typicky ptiklad alkalické kovy, muzeme z koncentrace elektronu spocitat plazmovou frekvenci a plazmovou
vlnovou délku, jak ukazuje tab. 3.1.

Tab. 3.1: Koncentrace elektronu, plazmovéa frekvence a odpovidajici energie a

plazmova vlnova délka pro alkalické kovy.

Prvek Li Na K Rb
N [10%2 cm ™3] 470 265 140  1.15
wpr [1015 s71] 12.23  9.18  6.68  6.05
Fiwp [€V] 805 604 439  3.98
Apl [nm] 154 205 282 311

Experimentalni hodnoty plazmovych frekvenci kovu je mozné najit na webovych strankiach Alexan-
dera Moroze z Amsterdamu: http://www.wave-scattering.com/drudefit.html. Uvadi zde hodnoty
pro typické kovy, které ziskal fitovanim Drudeho modelu na vysledky riznych experimentu, proto maji
tyto hodnoty docela velky rozptyl:

Prvek Na K Cu Au
Apl [nm] 209-217 333 142-168 137-157

Po zapocitani mezipasovych pfechodi se plazmova frekvence posune na hodnotu Wy, coz nazorné
ilustruje obr. 3.6.

Na frekvenci plazmové hrany wp kmitaji vSechny volné nédboje v ldtce jako celek. Jak jsme si odvodili
v odstavci 2.3.3, elektromagnetické pole s touto frekvenci ma v latce tu vlastnost, ze faze mezi EaH
je ¢ = arctan(s¢/n) = 7/2. Poyntinguv vektor je tedy nulovy, energie se ldtkou nesii{ a reflektivita pro
zmensujici se frekvence roste blizko k hodnoté 100 %. Jak je vidét v obr. 3.6, skok z nuly na maximum
reflektivity na frekvenci @y nenf schodovity. Rozmazani této hrany je zptsobeno tim, Ze jsou zde nenulové
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ztraty, e > 0. Protoze plazmové hrana je pro kovy typicky v ultrafialové oblasti, jsou kovy vseobecné
dobra zrcadla pro celou viditelnou oblast spektra.

Permitivita
[\

Obr. 3.6: Zelend kiivka (nahofe) zndzoriiuje permitivitu
pouze pro elektronovy plyn, proto protind nulu pro frek-
venci wpi. Permitivita latky popisujici reflexi na kovu
podle vztahu (3.15) pro e(c0) = 3 a wp1T = 50 je zobra-
zena modrou a Cervenou ¢arou. Frekvence wpin odpovida
mistu, kde je e1 = 1 a €2 &~ 0. Index lomu je tu n = 1
a reflektivita (dole) vyjde nulova. Zluta oblast je frek-
venéni pasmo, ve kterém je €1 < 0. Zde je index lomu
n = 0, index extinkce » = \/Tsl a reflektivita se bliz{
jedné. Hranici této oblasti tvoii frekvence twp.

Reflektivita

3.2.2 Absorpce v kratkovinné oblasti

V tomto kontextu uvazujeme limitu: w — 0o, A — 0. Pro vypocet absorpéniho koeficientu o pouzijeme
vztah (1.21), do kterého dosadime spoé¢itanou imagindrni slozku permitivity.

w 1w 1 Ne? 1 o(0)
« = —52 = — = — =
cn cnw?t  enmeg w22 cnequ?T?
(317 Q) 0(0)
B n w272’

Jak je zfejmé, absorbéni koeficient je imérny statické vodivosti a je imérny druhé mocniné vinové délky,
a o< A2, Tato zavislost plati za plazmovou hranou, tj. v pravé ¢dsti obr. 3.6.

Pi. 3.3: Absorpcéni koeficienty materialu:
Vypocitejme koeficient « na vlnové délce A = 1 um a) pro typicky polovodi¢ a b) pro typicky kov.

a) Pro polovodi¢ méjme 7 = 2 x 10713 5, n = 4, (0) = 102 (Q cm)~!. Spoéitdme si souéin wr = 188.
Z toho ziskdme o =~ 0.27 cm ™ 1.

b) Pro kovy méjme o (0) = 10° (2 cm)~!. Po dosazen{ ziskdame hodnotu o ~ 10* cm~1.

3.2.3 Reseni dynamiky pohybu elektronové hustoty
Nyni si odvodime frekvenci kmitu elektronového plynu se stiedni hustotou N. Okamzita hodnota elektro-

nové hustoty je rovha N + AN. Vyjdeme z rovnice kontinuity pro hustotu elektronu, do které dosadime
vztah pro hustotu proudu a vyuzijeme nerovnost N > AN,

—— +NV.-7=0.

0 N O0AN
ot

Tuto rovnici zderivujeme podle ¢asu, potom dosadime za casovou derivaci rychlosti Newtonovu pohybovou
rovnici (m 90U/t = —eFE), ¢imz se ndm dostane do hry elektrické pole. Nakonec za divergenci elektrického

34



pole dosadime Maxwellovu rovnici MRz (V - E = —eAN/eo).

2 ~ 2
AN :_Nv.@:&v.E:——Ne AN.
ot? ot m meg

Vyslednou diferencidlni rovnici prepiseme do findlniho tvaru

0’°AN
atQ = 7wI2)1 AN.

Resenfm této rovnice je samoziejmé harmonicks zavislost oscilaci hustoty elektroni AN = ANy e et
Pokud dojde v elektronovém plynu kovu k vychylce elektronové hustoty z rovnovahy, zacne tato hustota
oscilovat s plazmovou frekvenci wy,.

AN [n..
/\ /\ /\f\/‘\v SEUN Obr. 3.7: Drudeho model volych elektronu dava tento
0 \/ \/\/\/ casovy prubéh tlumeného kmitdni hustoty elektronu s
frekvenci wp.

Obrazek 3.7 ukazuje, jak bude s casem oscilovat hustota elektront, pokud zapocitame tlumeni.
Kmitani ndbojové hustoty bude tlumené s ¢asovou konstantou 7. Vztah pro dielektrickou relaxaéni
dobu jsme si odvodili v sekci 1.3.2,

™ =¢/o.

Jeji hodnota je urcend permitivitou a vodivosti materidlu. Pro typické kovy je relaxac¢ni doba velmi
kratkd, 7o < 1074 s. Naproti tomu u dielektrik muzeme diky podstatné mensi vodivosti ocekdvat delsi
relaxaéni doby.

3.3 Shrnuti

e Mikroskopicky model latky umoznuje vysvétlit typické chovani permitivity ruznych latek.

e V Lorentzové modelu svétlo interaguje s elektronem, ktery je v dielektriku lokalizovany, tj. vazany
na jedno misto v krystalové miizce. Dynamiku takového elektronu lze simulovat pomoci harmonického
oscilatoru s vlastni frekvenci kmitu wq.

e Pro dielektrika je typické, ze maji rezonanéni absorpéni frekvence mimo viditelné spektrum. Proto ve
viditelné oblasti neabsorbuji, ale diky témto rezonancim vznika v celé viditelné oblasti disperze indexu
lomu.

e Empirické zavislosti indexu lomu materiali na vlnové délce jsou tabelizované a oznacuji se jako
Sellmeierovy rovnice.

e V Drudeho modelu svétlo interaguje s elektrony ve vodivostnim pasu kovu nebo polovodice. Tyto
elektrony maji rezonanéni frekvenci vlastnich kmitd, kterd se nazyva plazmova frekvence wyi, piip. wpi.

e Pro kovy je typicky plazmova frekvence v UV oblasti a pro delsi vinové délky kov svétlo odrazi. Kovy
jsou proto dobré zrcadla pro viditelné svétlo.
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3.4 Piiklady

Pi. 3.4: Pouziti Sellmeierovy rovnice:
Vypoctéte presné hodnoty indexu lomu optického korunového skla BK7 pro vlnové délky 400 nm, 700
nm a 1550 nm.

Népoveda: Vyuzijte Sellmeyerovy rovnice (3.9) a tabulky hodnot v obr. 3.4.
Resent: [1.53085, 1.51306, 1.50065]
Pi. 3.5: Reflektivita skla:

Jaka je odrazivost skla BK7 v pfipadé kolmého dopadu ze vzduchu pro vinové délky 400 nm, 700 nm a
1550 nm? Jak se zméni hodnoty odrazivosti v pfipadé odrazu uvniti materidlu (rozhrani sklo/vzduch)?

Népovéda: Vyuzijte hodnot indext lomu vypocitanych v predchozim piikladu.
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b s : 9 - o B
-’ as v > B oAl ol
Napét{ v pruhledném materidlu muzeme zobrazit tak, ze otd¢ime polarizdtorem v proslém

svéetle a sledujeme vzniklé barevné prouzky. Tato metoda se nazyva fotoelastometrie.
Zaznamenano na pozici: 47°22’07.698” N, 8°33°20.364" E.
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Pro zjednoduseni matematickych vyrazu budeme v nésledujicim textu pouzivat Einsteinovu sumaéni
konvenci. Podle této konvence, pokud se v rovnici vyskytuje néktery index pravé dvakrat, potom to
automaticky znamend sumaci pfes tento index a symbol sumace (D) se vynechd. Napiiklad

€ijEjE E €ijEj.
J

Pouziti Einsteinovy sumacni konvence umoznuje zkraceny a piehlednéjsi zapis tenzorovych relaci, ale
vzdy si musime byt jisti, Ze i po vynechani znacky sumace je zapsany vyraz zcela jednoznacny.
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4.1 Typické tenzorové relace

4.1.1 Zapis tenzorovych materidlovych vztaht

Zopakujme si zavedeni parametru jako je permitivita e, permeabilita p a susceptibilita y, jak jsme si je
uvedli v predeslych kapitolach pro izotropni prostedi,

[j = sosrﬁ = sOE + ]3,

B = popcH = poH + M.
V izotropnim prostiedi jsou vSechny elektrické vektory uvedené v prvnim materidlovém vztahu rov-
nobézné a podobné je tomu i pro vSechny magnetické vektory v druhém materialovém vztahu. Protoze
ale materidlové vztahy popisuji zavislost vektoru odezvy na vektoru vnéjsi sily, mohou byt parametry e,

1 a x v obecném pifpadé tenzory druhého fadu. A to je pravé piipad anizotropnich prostiedi, kde vektor
odezvy materialu neni kolinearni s vektorem vnéjsi sily.

Materidlovy vztah pro elektrickou indukci Dv anizotropnim prostiedi lze zapsat pro jednotlivé slozky
vektorl s vyuzitim Kroneckerova symbolu d;; nasledovneé,

D; = eoeqj By, Py = eoxi; Ej, €ij = 0ij + Xij
0ij =1 pro i =3, 6;5=0 pro i # j.
€ij POPI. N oznacuje relativni permitivitu v anizotropnim prostiedi, kvuli prehlednosti u ni uz neuvadime

index r. Druhy materidlovy vztah pro slozky vektori magnetického pole je analogicky a opét p;; je
relativni permeabilita,

Bi = popi;Hj, M; = poxijHy,  pij = di5 + X35

Pro splnéni podminek v piipadé termodynamické rovnovahy je nutnd urcitd symetrie koeficientu
tenzori permitivity T a permeability W Tato symetrie vyplyva z toho, ze ve vyrazu pro hustotu
energie muzeme prohazovat pofadi derivaci. Pro permitivitu i permeabilitu plati symetrie €;; = €3,
respektive p;; = pj;. V piipadé komplexnich veli¢in, které zahrnuji i absorpci materidlu, plati obecnéjsi
vztah €;; = €7;.

4.1.2 Tenzor mechanického napéti ¥;;
S tenzorovymi veli¢inami je mozné se setkat uz v mechanice, kde se pouzivaji pro popis napéti a deformaci

télesa. Uvedme si jako piiklad tenzor ? popisujici mechanické napéti, které vznikd v latce pusobenim
vnéjsich sil na studované téleso. Obecné nemusi mit tento tenzor zadny vztah k symetrii télesa, na které

vnéjsi sily pusobi. Zapisme si pro ndzornost tvar tenzoru pro typické pusobici sily do piehledného
seznamu:
> 0 0 3
jednoosé napéti 0o 0 0],
0 0 0
> 0 0
dvouosé napéti 0o X o0 |,
0 0 O
-p 0 0
hydrostaticky tlak 0 —p O ,
0 0 —p
> 0 0
smyk v oséch o - 0 ],
0 0 O 1
0 2 0 Obr. 4.1: Zobrazeni vyznamu slozek tenzoru mecha-
. i
smyk tecny X 00 ) nického napéti 3.
0 0 O
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Kladné hodnota diagonalni slozky tenzoru napéti znaci roztahovani télesa ve sméru dané osy, téleso
zvétsuje svuj rozmeér. Zaporna hodnota diagonélni slozky tenzoru napéti znamenad, ze dochazi ke stlacovani
télesa. Mimodiagondalni ¢leny tenzoru napéti potom uddvaji velikost krutu (torze) nebo smyku studo-
vaného télesa. Tenzory napéti jsou zde vzdy vyjadieny v oséch, které jsou vlastni pusobici sile. Hydrosta-
ticky tlak znamend piipad, kdy je téleso ponofeno v kapaliné a je vystaveno tlaku p. Tento tlak pusobi
ze vSech sméru stejné a, jak je zndmo z mechaniky, pusobi vzdy kolmo na sténu. Z definice vyplyva, ze
jednotkou tenzoru mechanického napéti v SI je Pascal (Pa = N/m?).

Pro zkréceni zapisu matematickych vztahu s tenzory je mozné vyuzit symetrie. Tenzor mechanického
napéti je symetricky, a proto ma pouze Sest nezavislych slozek, které lze zapisovat do matice tenzoru
nésledovné

Y11 Y12 Y3 Y1 XY Xp
@ = | Mo1 X2 Y93 | =| X 2o 34
Y31 Y32 X33 Y X4 X5

Téchto Sest hodnot muzeme zapsat také do sloupcového vektoru (6 x 1).

4.1.3 Piezoelektricky jev

Piimy piezoelektricky jev popisuje fyzikdlni tikaz, kdy mechanické napéti vyvola v latce odezvu ve formeé
elektrické polarizace,

P, = d;fg-kEjk, jednotky ve vztahu [C/m? =m/V - Pal.

Slozky piezoelektrického tenzoru tietiho fadu d;f’; & jsou tabelované parametry daného prostiedi. Piezoelek-
tricky tenzor ma v SI soustavé jednotky m/V. Naproti tomu u inverzniho piezoelektrického jevu dochdzi

k mechanické deformaci materialu vlivem pfilozeného elektrického pole,

Ui = dijp Bk, jednotky ve vztahu [l =m/V-V/m].
Zde tenzor ‘@ znaé&f tenzor malé deformace. Tento tenzor popisuje zménu polohy konkrétniho atomu
v latce vlivem vnéjsi sily. Zména polohy atomu je charakterizovana vektorem posunuti g, pomoci néj lze
tenzor malych deformaci definovat nasledujicim zptusobem:

1/ 0p;  Opj
uij = 5 (8xj + 8@) . (4.1)

Piezoelektricky tenzor d;;;, predstavuje tenzor tietiho fddu. Zapis slozek takového tenzoru tfetiho
fadu si lze predstavit tak, ze jednotlivé bloky pfedstavuji vrstvy 3D tenzoru.

Tab. 4.1: ZjednoduSeni v indexovani

111 112 113 symetrickych tenzoru.

121 122 123

131 132 133 ~ PPN

.............. plné zkracené
s 211 212 213 dvojice indexu jeden multiindex
d=1 221 222 223 |. 11 — 1

231 232 233 22 — 2

.............. 33 N 3

311 312 313 23 — 392 - 4

321 322 323 13 — 31 N 5

331 332 333 19 = 21 N 6

Takovy zapis je ale zna¢né nepiehledny. Diky symetrii muzeme zavést zkrdceny zapis pomoci mul-
tiindexu. Podle pfedpisu z tab. 4.1 se zavadi misto dvojice indexu (i,7 = 1,2,3) jeden multiindex
(n=1,...6).

Zkraceneé lze tedy piezoelektricky jev popsat pomoci rovnice P; = dz;- Y5, kde vektor polarizace m4, tii
slozky, transponovany piezoelektricky tenzor ma rozmeér (3 x 6) a posledni sloupcovy vektor mechanického
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napéti mé Sest slozek:
p = ;.
(3x1) (3x6) (6x1)
4.1.4 Vneéjsi vlivy
Vnéjsi vlivy pusobici na dané téleso mohou byt
skaldrn{ — napf. teplota (T,
vektorové — napf. elektromagnetické pole (E, H ),

B tenzorové — napi. mechanické napéti (?)

Tyto vnéjsi sily mohou zpusobovat (indukovat) zménu parametru prostiedi, tfeba i tenzorovych para-
metrﬁ, tij — tij + At”

4.2 Exkurz do tenzorové matematiky

4.2.1 Transformace vektoru pii zméné baze

Abychom mohli plnohodnotné popsat zménu veli¢in pole pfi ruznych transformacich, musime si osvézit
pravidla pro transformace vektori a tenzoru. V piipadé zmény baze u vektoru je prevodnim vztahem
matice slozend ze smérovych kosint @’ Transformované slozky vektoru se uréi z puvodnich slozek podle
vztahu

el ail a2 ais Z1
o / _
T; = @55, Zo = a1 Aag2 (23 : Z2
/
T3 a3z asz a3z Zs3

Uvazujme napiiklad vektor polarizace, ktery se transformuje pti prechodu od ne¢arkovanych souradnic
k ¢arkovanym soufadnicim néasledovné

ve slozkdch: P/ = a;; P;, vektorove: P' = ‘o’ P.

Inverzni operace (tj. pfechod od ¢arkovanych k necarkovanym) mé tvar P; = aiTjPi’ pficemz plati, ze

inverzni tenzor (matice inverzni transformace) je roven transponovanému tenzoru, @ =17T.

Obr. 4.2: Pfechod od neéirkovanych soutfadnic k
¢arkovanym soufadnicim lze zadat pomoci smérovych ko-
sinti. Funkce kosinus se pocitd z uhlu sevienych mezi
bazovymi sméry. Zakresleny jsou pouze tii uhly a jim
odpovidajici smérové kosiny.

popsany tenzorem druhého fadu ndsledovné: = T ¢, neboli ve slozkdch: p; = T;;q;. Prevedme si oba
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Vektory v této funkéni zavislosti do ¢arkovanych soufadnic pomoci tenzoru transformace, ﬁ =7 D a
q = @ q. Pro vektor ¢ budeme za chvili potfebovat inverzni relaci. Jak zndmo, inverzni matice k matici
smerovych kosinu je matice transponovand, a tedy ¢ = Ty q'. Nyni tyto vyrazy pouzijeme pro upravu
puvodniho funkéniho vztahu,

Takto jsme nasli transformaci tenzoru do ¢arkovanych soufadnic. Transformace tenzoru mezi dvéma
soustavami lze zapsat pomoci nasledujicich vztahu

T o Ter. T o@riw

Transformacni vztahy zapsané pro tenzory muzeme zapsat pro jednotlivé slozky tenzoru nasledovné:

! T
T = aikTriar; = aip@iTi.

Ptipomenme, ze vyuzivame opét zkracenou sumacni konvenci, kdy se scitd pfes indexy, které jsou ve
vztahu dvakrat. Obdobné lze odvodit transformaéni vztahy i pro tenzory vyssich rada. VSechny tyto
vztahy pro transformace radidlnich tenzoru jsou schematicky shrnuty v tab. 4.2.

Tab. 4.2: Transformace radidlnich tenzoru nultého az tietiho fddu pfi otoceni soufadnic.

skal4r S =S

vektor v} = a;;v;
tenzor 2. faddu T}; = airajiTi
tenzor 3. fddu diix = QimjnAkodmno

Pi. 4.1: Invariant transformace: Dokazme si jednoduché matematické pravidlo, které fika, ze délka
vektoru se pfi zméné souradnic zachovava.
Regeni:

x;xi = Qi AT = 5klxkxl =TT

4.2.3 Operace bodové symetrie

Uvazujme zménu souiadnic, ke které dojde pii aplikaci operace bodové symetrie. Operace bodové symetrie
tvofi grupu, kterd musi vzdy obsahovat identitu, ale muze obsahovat a obvykle obsahuje dalsi operace,
které délime do dvou skupin podle znaménka determinantu matice transformace:

det (a;;) =1 vlastni rotace (C,,)
det (a;;) = —1 nevlastni rotace, (zrcadleni, rotace se zrcadlenim a inverze).

Ukazme si vypocet determinantu pro inverzi

det(a)=] 0 -1 0 |=-1

Nevlastni rotace jako operace symetrie predstavuje zménu soutadnic, kterd je jind pro tzv. axidini
tenzory (pseudotenzory). Uvedme si pifklady axidlnich tenzort:

B Axidlni skaldr — optickd aktivita (OA), chiralita (std¢eni roviny linedrni polarizace v chirdlnich
roztocich napiiklad v roztocich cukru).

B Axialni vektor — vektory magnetického pole H , magnetické indukce B , magnetizace M.

B Axidlni tenzor — tenzor gyrace g;;.

Axialni tenzory jsou typicky tenzory popisujici vliv magnetického pole. Jejich transformaci pfi zméné
soutadnic popisuje vztah

pro axialni tenzor: T;; = det (aij) airajiTh-
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4.2.4 Rozklad tenzoru na symetrickou a antisymetrickou cast

Na zaveér této sekce o tenzorové matematice jesté pfipomenme nasledujici tvrzeni. Jakykoliv tenzor
druhého fadu muzeme zapsat jako soucet symetrického a antisymetrického tenzoru. Tento rozklad je
jednozna¢ny a lze ho provést nasledovné:

X . 11 12 13\° 0 12 13\
TijoiSijTg=§(Tij+Tji)+§(Tij—Tji): 12 22 23 | +( —-12 0 23
13 23 33 13 —23 0

4.2.5 Reprezentace tenzoru pomoci kvadratickych ploch

Ve fyzice je zvykem, ze skalar je popsan ¢islem a vektor muzeme znazornit jako sipku. Ale jak zobra-
zit tenzor? Tenzor muZzeme zobrazit geometricky jako kvadratickou plochu, kterd ma matematicky tvar
TZ’J xhx ; = 1. Prvni, co muzeme obecné provést, je diagonalizace tenzoru, kterou provedeme piechodem
do vlastnich os tenzoru pomoci transformacni matice a;;, Tj;a:xaxr2; = 1.

Ve vlastnich osdch mé diagonalizovany tenzor nenulové pouze diagondlni ¢leny, je tedy dany pouze
tfemi ¢isly

7 0 0
0 T 0
0 0 Ty

Rovnice kvadratické plochy se ve vlastnich osdch zjednodusi na Y, T;z7 = 1. Substituci za diagondln{
¢leny tenzoru (a = 1/y/T1, b =1/y/Ts a ¢ = 1/4/T3) dostaneme typickou matematickou formuli

2 2 2
ﬂ+ﬁ+ﬁf1
2 b2 02 ’

coz je rovnice elipsoidu v prostoru. Tento elipsoid ma poloosy délky a, b a c.

4.3 Meéreni tenzoru

4.3.1 Meéreni tenzoru vodivosti

Jako prvnl prlklad tenzorové veli¢iny budeme uvazovat tenzor vodivosti, ktery vystupuje v Ohmové
zékonu: j = o SE.V piipadé anizotropniho materidlu popisuje tento tenzor fakt, ze vnéjsi elektrické pole
budi v ldtce proud, jehoz smér neni kolinearni s vnéjsim polem, coz je zndzornéno na obr. 4.3.

Pokud mame prostorové omezeny vzorek, na ktery prikladame elektrické napéti, dojde k tomu, ze
vzorkem potece proud pouze ve sméru elektrického pole a jeho velikost bude rovna prumétu proudu j do
smeéru elektrického pole. Tuto skaldrni hodnotu muzeme vypocitat jako

oS

- E o
Jl\:ﬁzﬂ'a

kde jsme si zavedli jednotkovy vektor ve sméru elektrického pole @ = (a1, as, az). Podélenim tohoto proudu
elektrickym polem dostaneme hodnotu méfené elektrické vodivosti pro danou geometrii experimentalniho
uspofddani, o = j/|E|.

Vektor elektrického pole lze zapsat také pomoci smérového jednotkového vektoru E=Ei=EF (a1, az,a3).
Pokud si zvolime vlastni bazi tenzoru vodivosti, bude tento tenzor diagonalni

g1 0 0
=10 oo 0
0 0 g3

Dosazenim do Ohmova zdkona dostaneme proud

=z = =
] = Eo" -a= E(Jlal,dgag,a'g(lg).
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a) b)
Obr. 4.3: Zobrazeni vypoctu Ohmova zdkona v anizotropnim prostiedi. Vlevo 2D fez ukazujici zelené smér elek-

trického pole a fialové smér proudu, vpravo 3D zobrazeni vypoétu vodivosti, kterd je pro dany smér elektrického
pole dana délkou tsecky 7.

Prumeét do smeéru elektrického pole je potom roven

j” =F (O’la% —+ 020,% + 0’3(]%) = (TE,

(e
kde o je mérend hodnota vodivosti.

Pokud bychom neméli tenzor vodivosti v diagonalnim tvaru, dostali bychom hodnotu vodivosti pomoci
obecného vztahu o = o0y;0;a; = al .o -a. Nynf se vratme k obr. 4.3. Jak je jiz nyni ziejmé, kvadraticka
plocha popisujici tenzor vodivosti je definovand pravé tak, ze vodivost je pro danou geometrii experimentu
uréend vztahem o = 1/r2, kde parametr r oznacuje délku tisecky od st¥edu elipsoidu k priseéiku elipsoidu
s vektorem ve sméru elektrického pole.

Z levého obrazku je patrna geometrickd konstrukce Ohmova zdkona. V bodé pruseciku sestrojime
tecnu k elipsoidu a normala k této tecné plose udava smér vektoru proudu j.

4.3.2 Mereni slozek tenzoru teplotni roztaznosti

Uvazujme monoklinicky (jednoklonny) krystal. Pokud si ozna¢ime fixni krystalovou osu ve sméru kartézské
0sy xz, potom bude mit tenzor teplotni roztaznosti a;; nasledujici tvar

a1 0 asz
o 0 29 0
azr 0 assz

Jak je zfejmé, ctyfi nediagonalni prvky jsou identicky nulové a dalsi dva, které jsou nenulové, maji stejnou
hodnotu («13 = a31). Pro tento krystal by i jiné matice tenzoru 2. fddu vypadaly podobné.

Projekee tenzoru do sméru daného jednotkovym vektorem @ bude rovna A = @7 - ‘@ - @. Uvazujme
nejprve symetricky smeér ve sméru optické osy krystalu, tj. @ = (0, 1,0). Projekce do tohoto sméru ndm
dé pifimo jednu ¢iselnou hodnotu tenzoru

0
Ao10) = (0,1,0) - @l 1| =an.
0

Takze hodnotu asgs tenzoru teplotni roztaznosti krystalu muzeme zméfit piimo.

Trocha teorie ke zpracovani vysledka méreni

Pti méfeni v jinych smérech dostaneme vysledek zavisly na kombinaci vice slozek tenzoru. Proto je tieba
provést vice méfeni a slozky tenzoru urcit néjakou tomografickou metodou. Jednou z moznych metod je
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piimé feseni algebraickych rovnic popisujicich teoretickou zévislost. Ve sméru kolmém na optickou osu
neni zadny vyznacény smér piesné dan. Proto je dobré provést sadu méteni, které mizeme parametrizovat
pomoci dhlu 6, ktery svird smérovy vektor @ a osa x3, takze plati @ = (a1,0,a3) = (sin6,0,cos ).
Protoze métent je zatizené statistickou chybou, budeme provadét nékolik méfeni pro ruzné hodnoty ihlu
0, které pokryji rovnomérné cely interval od 0 do 27. Pro i-té méfeni ziskdme hodnotu teplotni roztaznosti
nésledovné

ax arai + 0+ azaz;
A; = (a1,0,a3) - o - 0 = (a1,0,a3) - 0+04+0 = a%au + 2a1a3a3; + a%oz;gg7
a3 aragr + 0+ azass
A; = sin?6; aqy + sin 26; sy + cos? 6; ass. (4.2)

Mohli bychom provést méteni pouze pro tii rizné hodnoty 1ihlu 8 a tim uréit t¥i neznamé koeficienty
teplotni roztaznosti {a11,as1,ass}. My ale provedeme vice méfeni a budeme se snazit uréit hodnoty
téchto ti{ koeficientn metodou nejmensich ¢tverct. Zapisme si vSechny naméfrené hodnoty do sloupcového
vektoru méfeni M. K tomuto vektoru si miizeme napocitat sloupcovy vektor teoretickych hodnot, které
bychom meéli pfi méfeni dostat: A= ? - Z. Vektor Z pfedstavuje hledané hodnoty tenzoru roztaznosti,
které jsme si zapsali také do sloupcového vektoru, 2z = (aq1, as1, ass).

— N
Kazdy radek matice 6 dava vypocet jedné teoretické hodnoty zapsané ve vektoru A z vektoru
nezndmych hodnot Z podle vzorce (4.2)

sin6; sin20; cos? 6,

.2 . 2
sin® g, sin26, cos® 0,

—
Matice 6 m4 rozméry (p x n), kde p znaéi pocet provedenych méfeni a n je pocet hledanych hodnot.
Musi tedy platit p > n.

Meéfeni je z principu zatizené chybou, kterou si pro jednotlivd provedend meéfeni muzeme zapsat do
vektoru ¢. Takze ¢, M i A jsou vektory (p x 1). Mdme tedy p rovnic pro n neznadmych,

G=A_N="0 7—M

Resen{ tohoto preuréeného systému rovnic hleddme optimalizaci fitu teoretické z4vislosti na naméfené
hodnoty. Déldme vlastné minimalizaci ¢tvercu odchylek, tj. minimalizaci velikosti vektoru chyb. Suma
¢tvercu je rovna S = Zle v? a nabyvd minimaln{ hodnoty v n-dimenziondlnim prostoru v misté, kde je
nulovy gradient S pfi derivaci podle vsech nezndmych. Mame tedy n rovnic, které upravime

(9’0- = ", — -
1},‘7120 = vzﬂij:() = UT' 0 =0.
azj
Do tohoto vztahu dosadime vektor chyb v a pak budeme vyraz upravovat tak dlouho, az dostaneme
vzorec pro vypocet hledanych parametri.

L -N\T -
(0-z-a1) -0 = 0,
— <~ - o
0T (¢ -z2-M) = 0,
< < < -
0T 0.2 = 07 M.
Vynasobenim inverzni matici ziskdme finalni vztah
R e -
5:(9T-0) TN V3 (4.3)

Tento vztah predstavuje soustavu n rovnic, které ndm umozni vypocitat n hledanych hodnot ze
sady méfeni tak, ze se automaticky minimalizuje suma ¢tverciu odchylek namétenych hodnot od hodnot
teoretickych. Podminkou feSeni je to, ze pocet méfeni je vétsi nez pocet neznamych.
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Dosazeni méfenych hodnot

Resen{ si nyni ukadzeme pro tfi hledané slozky tenzoru teplotni roztaznosti. Provedeme napifklad ¢tyfi
méfeni v uhlech §; = {0°,45°,90°, 135°}. Pro tyto dhly ngnéfime teplotni roztaznosti M; = (32,16, 15,31.5)x
1075, Dosazenim 1hli 0; spoéitdme koeficienty matice 6 a 6 T:

0 0 1
1 1
e LTV TR S O S
1 0 o [’ B -
1 1/2 1/2
1/2 -1 1/2 /201
Dosadime postupné do vztahu (4.3).
3/2 0 1/2
9.y = o 2 o0 |,
1/2 0 3/2
3/4 0 —1/4
-1
(?T-?) - o 12 o |,
~1/4 0 3/4
~1/4 1/4 3/4 1/4
-1
(?T?) P = 0 12 0 —1/2

3/4 1/4 -1/4 1/4

. e 121/8 15.13
Z=| s :(eT. 9) o = 318 | x10=| —7.75 | x10°C.
Q33 257/8 32.13

4.3.3 Urceni hlavnich os experimentalné zméreného tenzoru

Dalsim zajimavym piikladem je situace, kdy ziskdme z méfeni na urcitém vzorku tenzor néjaké vlastnosti,
ale nezname vlastni osy tohoto tenzoru. To je typické pro triklinickou krystalovou soustavu, ve které je
primitivni krystalova bunika rovnobéznostén a tthly mezi elementarnimi translacnimi vektory nejsou pravé.

Symetricky tenzor pro triklinickou soustavu je popsdn Sesti nezavislymi slozkami. Musime proto
provést minimélné sedm méfeni. Pro pravoihlou kostku vzorku muzeme mérit hodnoty ve tfech kartézskych
osach: (100), (010), (001). Dalsi ¢tyti sméry mohou byt sméry ¢tyf télesovych dhlopiicek: (111), (—111),
(1-11), (-1-11). Prvky tenzoru uréime tak, jak to bylo popsdno v pfedeslém odstavci. Vysledek necht je
tento

—_

0

T =

W

4 3
6 2 |. (4.4)
2 3

Soustavu hlavnich os tohoto tenzoru najdeme vyuzitim znalosti, Ze pokud tenzor vynasobim jakymkoliv
zvolenym vektorem, dostanu vektor, ktery sméfuje blize ke sméru nejkratsi poloosy odpovidajiciho elip-
soidu. Tento novy vektor znormuji a znovu s nim vynésobim tenzor T . Timto iterativnim postupem
dokonvergujeme k jednotkovému vektoru ve sméru nejkratsi poloosy.

1 10 . 0.8944 0.8041
T o= 4 - 0.3578 = 05013
0 3 gnoriug 0.2683 0.3195

Pokud stejnou proceduru provedeme s inverzni matici ?’1, potom dostaneme vektor nejdelsi poloosy
i3 = (0.2460,0.2088, —0.9465). Pokud mam jiz dva vektory ortogonélniho systému, muzeme snadno
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dopocitat treti chybéjici vektor pomoci vektorového soucinu, @s = iz x @ = (0.5412, —0.8397, —0.0446),
jak ukazuje obr. 4.4.

Obr. 4.4: Kosticka pfedstavuje méfeny vzorek s
kartézskymi osami oznacenymi Cisly. V této soustavé

mé zméfeny tenzor ? obecny nediagondlni tvar (4.4).
Napocitané vlastni osy tenzoru jsou zakresleny ba-
revnymi Sipkami zelené, modie a Cervené. Vlastni osy
predstavuji pravouhly systém.

4.4 Vyuziti symetrie pri urcovani tenzoru

4.4.1 Symetrie fyzikalniho jevu krystalu dané tridy

Tenzor popisujici jakoukoliv vlastnost krystalu musi mit minimalné symetrii krystalu. To znamena, ze
tenzor vlastnosti musi byt invariantni vuci jakékoliv transformaci souradnic, pii které prejde krystal zase
sém na sebe. Napiiklad pro radialni tenzor tfetiho fadu 7j;, a matice transformace soufadnic “a” musi
platit

Tijk = ipjqarr Tpgr = Tpgr- (4.5)

Nejcastéji nds bude zajimat, zda ma krystal symetrii popsanou inverzi. Transformaé¢ni matice operace
inverze ma tvar

-1 0 0 o
=0 -1 0 |=-16;=-11.
0 0 -1
Aplikujeme-li operaci inverze na vztah (4.5), dostaneme

Tijrk = anageassTijr = (—1)*Tij,

kde prirozené ¢&islo z znaci fad tenzoru. Pokud uvazime, za jakych podminek bude tento vztah platit,
dojdeme k néasledujicim vyrokum o symetrii fyzikalniho jevu:

Polarni tenzor sudého Ffddu ma stied symetrie (inverzi),
lichého fadu nema stied symetrie.

Axialni tenzor sudého Ffadu nem4 stied symetrie,
lichého fadu ma stfed symetrie.

Véta o nulovosti tenzora: Krystal, ktery mé stfed symetrie, ma identicky nulové vSechny
polarni tenzory lichého fadu a vSechny axidlni tenzory sudého radu.

4.4.2 Symetrie krystalt

Zopakujme si oznaceni{ sedmi Bravaisovych krystalovych soustav [1], které jsou shrnuty v tab. 4.3.
Nejméné prvku symetrie mé trojklonnd soustava (muze mit pouze jediny prvek symetrie, identitu). Pri-
mitivni bunku této soustavy tvoii rovnobéznostén s délkou stran a, b, ¢, které sviraji obecné thly «, 5, 7.
Naopak nejsymetrictéjsi krystaly jsou z kubické soustavy, kde je elementarni buiikou krychle.

48



Tab. 4.3: Parametry ¢trnédcti typt prostorovych miizek v sedmi krystalografickych soustavach véetné velikosti stran
a thlu primitivniho rovnobéznosténu. Zkratky jednotlivych typu znaci: P — prosté, I — prostorové centrovand, F
— plo$né centrovand, C — bazalné centrovand miizka.

Soustava Alternativni Pocet jednotlivé strany uhly
cesky nazev miizek typy a,b,c a, B,y
kubicka krychlova 3 P,IF a 90°
tetragonalni Ctverecna 2 P I a,a,c 90°
ortorombicka kosoc¢tverecna 4 P,C,ILF a,b,c 90°
trigonalni klencova 1 P a Q@
hexagonalni Sesterecna 1 P a,a,c 90°, 90°, 120°
monoklinicka jednoklonna 2 P, C a,b,c 90°, 3, 90°
triklinicka trojklonna 1 P a,b,c a, B,y

Operace symetrie

talu to muze byt jeden atom nebo néjaky bod vyssi symetrie elementarni buriky. Nésledujici seznam
obsahuje vSechny typy prvku bodové symetrie:

SN

= Tn 9
3

LR R

Oznaceni krystala

identita

n-Cetnd osa rotace

zrcadleni (podle roviny o}, horizontdlni, o, vertikdlni, o, diagonalnf)
n-Cetnd osa rotace se zrcadlenim podle roviny kolmé k ose

inverze (i = Sa).

Pro oznaceni symetrie daného krystalu se pouzivaji dva systémy znacek. Prvnim systémem jsou Schoen-
fliesovy symboly, které se pouzivaji hlavné pro oznaceni symetrie molekul. V krystalografii se ¢asto
pouzivaji Hermannovy-Mauguinovy symboly, které ale nejsou tak ptehledné. Oba typy symboli pro
jednotlivé krystalové soustavy jsou pro uplnost uvedeny v tab. 4.4.

Tab. 4.4: Seznam oznaceni symetrie krystalu z jednotlivych krystalovych soustav.

Soustava Schoenfliesovy symboly
Hermannovy-Mauguinovy symboly

triklinick4 4 C;

1 1
monoklinickéd Cy C Cop,

2 m 2/m
ortorombické Do Cay Doy,

222 mm2 mmm

trigonélni Cg Cgi D3 Cgv D3d

3 3 32 3m 3m
tetragondln{ Cy Sy Cap, Dy Cao Daq Dyp,

4 4 4/m 422 dmm  42m  4/mmm
hexagonélm’ 06 Cgh Cﬁh D@ CGv Dgh Dﬁh

6 6 6/m 622 6mm  6m2  6/mmm
kubickéa T}L O Td Oh

23 m3 432 43m m3m

49



Pro symetrii vlastnosti daného krystalu musi platit

Neumannuv princip: Prvky symetrie libovolné fyzikélni vlastnosti krystalu musi zahrnovat
vSechny prvky symetrie bodové grupy krystalu.

Tento princip muzeme interpretovat také tak, ze vlastnost musi mit vzdy minimélné stejnou nebo vyssi
symetrii, nez mé krystal. Pfipadné muzeme fici, ze tenzor vlastnosti je invariantni vuéi vSem prvkam
symetrie krystalu.

4.4.3 Symetrie krystalti z pohledu optiky

Pruhledné krystaly je mozno podle optickych vlastnosti rozdélit do tii charakteristickych skupin.

A) Krystaly, ve kterych je mozné vybrat t¥i navzajem ortogondlni, krystalograficky ekvivalentni sméry,
jsou krystaly kubické. Je jasné, ze tyto ekvivalentni sméry jsou totozné s hlavnimi dielektrickymi osami a

E1 = &9 = €3.

Takové krystaly jsou opticky izotropni a jsou v linedrni optice ekvivalentni amorfnim latkam jako je sklo
nebo kapalina.

B) Krystaly, které nepatii ke skupiné A), a ve kterych je mozné najit dva nebo vice krystalograficky
ekvivalentnich sméru lezicich v jedné roviné. Patii sem krystaly trigondlni, tetragonalni a hexagondlni.
Roviny, ve kterych lezi krystalograficky ekvivalentni sméry, jsou kolmé na trojcetnou, ctyicetnou, respek-
tive Sesticetnou osu. Jedna z hlavnich dielektrickych os musi byt totozna s touto symetrickou osou, ktera
je také optickou osou. Oznacéme si ji osou x3. Pro zbyvajici dvé osy muzeme vybrat libovolnou dvojici
ortogondlnich sméru kolmych na osu x3. Tyto krystaly oznacujeme jako opticky jednoosé. Zde je

€1 = &g # €3.

Obr. 4.5: Rozdéleni krystalt podle symetrie a z pohledu anizotropie.

Krystalova Dielektrické Elipsoid vInovych Opt. klasifikace
soustava osy normal krystalu

triklinick4 ccc A obecny elipsoid dvouosy
monoklinicka FCC /K » »
ortorombickd FFF )\ » »
trigonalni FRR rotacni elipsoid jednoosy
tetragonalni
hexagonalni
kubickd RRR ‘ koule izotropni
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C) Krystaly, ve kterych neni mozné vybrat dva krystalograficky ekvivalentni sméry. Patii sem krystaly
ortorombické, monoklinické a triklinické. Nazyvame je opticky dvouosé. Zde plati

€1 # €2 # €3.

Sméry dielektrickych os jsou uréeny symetrii krystalu pouze u ortorombickych krystali. U ostatnich
krystalu muze vznikat tzv. disperze os. Tento efekt znamend, Ze pro ruzné vlnové délky maji tyto osy
ruzny smer.

Pro prehlednost jsou v tab. 4.5 uvedeny vSechny mozné ptipady. Hlavn{ dielektrické osy (C), jejichz
smér muze zaviset na frekvenci svétla, jsou znazornény dvéma vektory svirajicimi maly 1hel. Pevné osy
(F), které jsou fixované na krystalograficky smeér, jsou zndzornény jednim vektorem. Osy, které mohou
zaujimat libovolny smér (R), jsou znaceny ¢drkovanym vektorem uvniti kruznice nebo koule.

4.4.4 Oznaceni symetrie daného fyzikalniho jevu

Pro oznaceni symetrie néjaké fyzikalni veli¢iny, kterd krystal ovliviiuje, se pouzivaji stejné symboly,
jako pro popis symetrie krystali. Ty jsme si uvedli v tab. 4.4. Zopakujme si syntaxi znaceni pomoci
Hermannovych-Mauguinovych symbolu:

cislo osa symetrie nejvyssi cetnosti;

m rovina symetrie (zrcadlen{), v této roviné lez{ osa nejvyssi symetrie;

mm dvé roviny symetrie, osa nejvyssi symetrie musi lezet v pruniku obou rovin;

/ prvek uvedeny za lomitkem znaci, Ze jde o prvek kolmy na osu nejvyssi symetrie.

Nyni uvedme piiklady veli¢in, které popisuji riizné fyzikdlni jevy v krystalu:
1. skaldir oo/comm
2. pseudoskaldr  oo/co, nemd zddné roviny zrcadleni ani inverzi
3. vektor ocomm, ma pouze roviny zrcadleni, ve kterych lezi tento vektor
4. pseudovektor oo/m, md pouze rovinu kolmou na tento vektor
5. polarni tenzor 2. fadu

B symetricky
Ty =Ty =T3 oo/oomm
T1 = T2 # T3 oo/mm
Tl#TQ%T;g?éTl m/m/m
B antisymetricky
oo/m

6. axialni tenzor 2. radu

B symetricky oo/00, 00/22, 222
B antisymetricky ocomm
B nesymetricky oo, 2, 1, m, mm2
Nakonec jesté dodejme, ze pokud je néjaka velicina v krystalu popsana nesymetrickym tenzorem,

potom mé tato veli¢ina prvky symetrie pouze z pruniku jeji symetrické a antisymetrické ¢ésti.

4.5 Symetrie krystalu pod vlivem pusobici sily

Nyni si popiSeme symetrii vngjsich sil, které mohou piisobit na krystal. Tato informace je dilezitd, nebof
vnéjsi sila muze i z puvodné izotropniho materidlu vytvorit materidl anizotropni. Studiu téchto jevu se
vénoval francouzsky fyzik Pierre Curie! kolem roku 1880.

IFrancouzsky fyzik a chemik Pierre Curie se zaslouzil o rozvoj védy v oblasti krystalografie, magnetismu a radioaktivity.
Se svym bratrem objevili a poprvé demonstrovali piezoelektricky jev. Pierre Curie je nositelem Nobelovy ceny za fyziku
z roku 1903.
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Curieuv princip: Pii ptusobeni vnéjsi sily na krystal se zachovavaji pouze ty prvky symetrie,
které jsou spolecné jak krystalu, tak vnéjsi pusobici sile.

Tento princip se muzeme pokusit zapsat matematicky s vyuzitim grup. Grupa symetrie krystalu pii

vevs

{q = Gk ﬂ Gps.
Uved'me si nékolik typickych ptikladi:

B jednoosé mechanické napéti pusobici na kubicky krystal ve sméru hrany krychle zpusobi zménu
symetrie napt. Tg — 4/mmm = Dy

B dvouosé mechanické napéti podél hran krychle zpusobi napt. T, — mmm = Day,
B jednoosé mechanické napéti v obecném sméru — 1 =C;

B jednoosé mechanické pusobeni v obecném sméru spolu s elektrickym polem — 1 = C;

4.5.1 Vliv elektrického pole

Jako prvni si popiseme vliv elektrického pole na krystal. Necht elektrické pole m4 smér jedné z krystalo-
grafickych os materidlu 3. Symetrie elektrického pole je tedy comm = C,. Jakykoliv tenzor druhého
radu, napf. tenzor permitivity, si zachova prvky symetrie, které ma i elektrického pole. Jaké jsou prvky
symetrie takto orientovaného elektrického pole?

a) Prvnim prvkem symetrie elektrického pole je otoceni o libovolny tihel . Matice odpovidajici trans-
formace souradnic ma tvar:
cosp —singp 0
R(¢p)=| sing cosp O
0 0 1

b) Druhou operaci symetrie, pfi které se zachovéva elektrické pole, je zrcadleni v roving, ve které lezi
osa x'3. Tato rovina zrcadleni je pootocend o libovolny thel a:

cos2a sin2a 0
S(a) = sin2a —cos2a 0
0 0 1

Piripomenme, Ze inverzni operace k obéma vyse zminénym prvkum symetrie se daji vyjadfit nasledovné:

R(¢)~' = R(—9), S(¢)”! = S(¢).

Aplikaci symetrie pii rotaci ziskdme nésledujici vztah ‘2" (E) = R(p)e R(—¢). Tato identita mus
platit pro vS8echny thly ¢. To zptisobuje nulovost ¢tyf prvka matice permitivity €15 = €93 = €31 = €32 =0
a rovnost koeficientll 11 = €99 a —g19 = €97. Tenzor T se zjednodusi na tvar

0 0 £33

Aplikace druhé rovnosti ndém da podminku ‘& (E) = S(«)‘e"S(«). Ale tato podminka nam jiz zadné dalsf
zjednodusSeni nepfinese. Muzeme nanejvys prejit do soustavy hlavnich os, ¢imz ziskdame

€11 0 0
? = 0 €11 0
0 0 £33

Vysledek vypoctu lze shrnout tak, ze izotropni ¢i jednoosy krystal s elektrickym polem v ose piejde na
jednoosy krystal. Jen je tieba mit na paméti, ze slozky permitivity se vlivem elektrického pole zméni.

52



¢) Uvazujme nyni operaci symetrie, kterd neni prvkem symetrie elektrického pole. Co zpusobi reflexe
v roving, ktera je kolmd na osu Z3? Je ziejmé, ze po aplikaci této reflexe se oto¢i znaménko elek-
trického pole. Tenzor permitivity je tenzor druhého fadu. Pti aplikaci této reflexe pro néj tedy musi
platit nasledujici transformacni vztah

10 0 10 0
F-E)=| 01 0 |FE|[o0o1 0
00 -1 00 -1

Permitivita je tedy sudou funkci elektrického pole, coz muzeme zapsat pomoci jedné relace

eij(—E) = iy (E). (4.6)

4.5.2 Vliv magnetického pole

V tomto odstavci si popiSeme vliv magnetického pole na permitivitu materidlu. Budeme postupovat
podobné jako pro elektrické pole. Dostaneme ale rozdilny vysledek, protoze vektor magnetické indukce B
je axialni vektor. Pokud budeme magnetické pole generovat smyckou vodice protékanou proudem, potom
jsou velikost a smér magnetického pole dany orientaci smycky a velikosti proudu protékajiciho smyckou.
Symetrie magnetického pole je tedy oo/m. Jaké jsou prvky symetrie pro magnetické pole orientované
v ose T3?

a) Pro rotaci kolem osy #5 dostaneme

eln €2 0
?: —&12 €11 0

0 0 £33
b) Reflexe v horizontaln{ roviné neptindsi zddnou dalsi informaci.
c) Reflexe v roviné obsahujici vektor pole neni operaci symetrie, nebotf dojde k reverzi magnetického
pole (magnetické pole zmeéni znaménko).
Podminka ‘€’ (—B) = S(«)‘€’(B)S(a) vede na nésledujici rovnosti koeficienti:

611(*§) = 611(§); 633(*5) = 633(5); 512(*5) = *612(§)-

Jednoduse teceno diagonalni prvky tenzoru "G jsou sudymi vuéi magnetickému poli B , kdezto nedia-
gonalni prvky jsou lichymi funkcemi.

Vysledek je formulovan jako tzv. magneticky Onsdgeruv princip, ktery je vlastné dusledkem symetrie
systému viuéi magnetickému poli. Matematicky zapis Onsdgerova principu zni

eij(—B) = ¢;i(B). (4.7)

4.6 Magnetooptické jevy

Vnéjsi magnetické pole muzeme povazovat za slabou poruchu vuci vnitinimu poli v krystalu. Vliv vnéjsiho
magnetického pole na tenzor permitivity muZzeme proto zapsat pomoci Taylorova rozvoje do druhého fadu.

— (0) 851‘]‘ 1 82€ij

M) = 94 My + = | ——2— MM, 4.8

eij (M) &ij [aMk]”_o T o L?MkaMl V=0 R (4.8)
= e+ KijuMy, + GijraMMy = €@ + W 4 @),

kde Kjji jsou slozky linedrniho magnetooptického tenzoru a Gyji; jsou slozky kvadratického magnetoop-
tického tenzoru. Tenzor Kjji je tietiho fadu, md tedy 33 = 27 slozek. Tenzor Gijrl je ctvrtého fadu a
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mé tedy 3% = 81 slozek. Slozky téchto tenzort nejsou ale nezavislé, a proto je vyhodné pouzit znaceni
pomoci multiindexu. UkdZzeme si, Ze tenzor K;;; muzeme zapsat jako matici (3 x 3), nebot ma pouze 9
nezévislych slozek. Tenzor G, muzeme zapsat jako matici (6 x 6), mé celkem 36 nezavislych slozek.

Vlastnosti tenzoru ‘& vedou diky vztahtum

1 1 1 1
El(j) = KijeMy, = Kjir(—My) = _55'1')7 El('i) = _51(‘2')
ke zmenseni po¢tu neznadmych v tenzoru ? Dojdeme k zjisténi, ze
Kiik =0, Kijk = —Kjik. (4.9)
V piipadé kvadratického tenzoru je zfejmé, ze diky moznosti zdmény poradi derivaci muzeme proha-
zovat poradi prvnich dvou indexu. Z dalsi relace plyne
e = Qi MMy = G (—My) (—My) = 17
ij ikl VIR VI = Uikl k 1 _€ji .
Déle muzeme odvodit, ze 1ze prohazovat také druhé dva indexy,

Gijrt = Gjint, Gijri = Gijik- (4.10)

Linearni magnetoopticky tenzor

Pro zjednoduSeni zapisu a vypoctu se provadi zapis slozek tenzoru permitivity do sloupce o deviti prvcich,
pficemz rozmisténi téchto prvku v puvodni matici by bylo nasledujici

€11 €12 €13 €1 € €5
= _ _
g = €21 €22 €23 = €9 €2 &4
€31 €32 €33 £ €7 €3

Ze stejného duvodu se u linedrniho tenzoru 3[? zavadi multiindexace, kdy se dva prvni indexy u K;jx
nahradi multiindexem m, jak jsme ho zavedli v tab. 4.1, K;jr — Kk, m=1,...,9 (11 — 1, 22 — 2,
33 —>3,23 54,13 —5,12 6,32 — 7,31 — 8, 21 — 9). Diky tomu se puvodni vztah s ndsobenim
tenzoru tfettho fadu pfevede na maticové nasobeni

Kiin Kz Kus
K21 Ky Koz
K31 Kizz Kiss

€11 €12 €13 K Ko Kizg Koin Koz Kois M,
€21 €22 €£23 = E Ko Koo Koz My =| Koo1 Kozp Kooz M
€31 €32 €33 k K31 Kzor Kaai Kaz1 Ko3zp Kass M3

0 0 0
€1 0 0 0
€9 0 0 0
E3 | | e
€4 Ky Kaoo K My
es | =| Ksi  Ks2  Ks3 M
€6 Ke1  Ks2  Ke3 M;
ET | | e
€8 —Ku —Kipo —Kg3
€9 —Ks51 —Ks2 —Ks3
—Ke1 —Kg2 —Kp3




Vidime, ze v matici K,,; je horni blok nulovy. VSechna informace je uloZzena ve stfednim bloku
rozméru (3 x 3). Spodni blok je pouze opakovdnim druhého bloku s opaénym znaménkem. Zapis pomoci
multiindexu je prehlednéjsi a vypocet vyzaduje pouze nasobeni 2D matic. Stéle ale musime mit na zieteli,
ze zkracené zapisy tenzoru jiz nejsou tenzory!

Pi. 4.2: Linearni magnetoopticky tenzor pro kubicky material: Linedrn{ magnetoopticky tenzor
ma pro kubicky materidl tvar

0 0 0
0 0 0
0 0 0
Kgs 0 0
Kmk - 0 K63 0
0 0 Kgs
—Kgs 0 0
0 —Kgs 0
0 0 —Kgs
Jak je vidét, tenzor ma pouze Sest nenulovych ¢lent, které jsou zadané pomoci hodnoty +Kg3. Zapiste
si tvar linedrnitho magnetooptického prispévku k permitivité AON
Resent:
0 KesM;  Ke3Mo
T = | —KgMs 0 K3 M, (4.11)

—KesMs —Kegz M, 0

Kvadraticky magnetoopticky tenzor

Obdobné zjednoduseni muzeme pouzit i u kvadratického tenzoru zavedenim multiindexu na prvni i druhou

44>
dvojici indexu G . Podminky (4.10) vedou na zjednoduSeny z&pis

€1 Gin G2 Giz G G5 Gis M3
€2 Ga1 Gz Gaz Gay Gas G M3
e3 | | Gs1 Gs2 Gzz3 Gz Gz Gsg M3
ea | | Gu Ga Guz G Gas Gue MsMs;
€5 Gs1 Gs2 Gsz Gss Gss Gse My M3
€6 Ge1 Ge2 Gez Ges Ges Ges My M,

Napriklad kubicky material mé jen nékolik nenulovych ¢lent

G2 G2 Gn 0 0 0
0 0

Pro amorfni materidl by navic platilo i nésledujici zjednoduseni: G44 = (G11 + G12)/2.

Dosadime do Taylorova rozvoje (4.8) a dostaneme druhy fdd magnetooptické permitivity

G111 M? + Gi2(M3 + M3) 2G 44 M1 My 2G 44 My M3
@ = 2G 44 My M, G111 M3 + G1a(M? + M2) 2G 44 Mo M (4.12)
2 i 3
2G4 My M3 2G 44 Mo M3 G11M32 + G12(M12 + MQQ)
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Pro kubicky material plati, Ze permitivita bez magnetického pole ma tvar

10 0
FO=:0O10 1 0 |. (4.13)
00 1

Pi. 4.3: Tenzor permitivity v magnetickém poli:

Ve specialnim piipadé, kdy je vektor magnetizace M rovnobézny s osou Iz, tj. M = (0,0, M), se ndm
tenzor permitivity pro kubicky materidl velmi zjednodusi. Zapiste tvar tenzoru permitivity do druhého
fadu rozvoje. Pouzijte véechny vyse odvozené vysledky (4.13), (4.11) a (4.12).

Resent:
6(0) + G12M2 K63M 0 €11 €12 0
? = —K63M 5(0) + G12M2 0 = —€12 €11 0
0 0 5(0) + G11M2 0 0 £33

4.7 Shrnuti

e Anizotropni materidly jsou popsany optickymi parametry ve formé tenzoru. Takto lze popsat jevy,
kdy vnéjsi elektrické pole vyvolava v materidlu polarizaci, kterd neni kolinearni s intenzitou elektrického
pole, P }f E.

e Pokud chceme popsat piezoelektricky jev, je vnéjsi sila popsana tenzorem napéti. Toto napéti generuje
elektrickou polarizaci materidlu, ktera je vektorovd. Obecny vztah zdvislosti vektoru na tenzoru muze
popsat pouze tenzor tiettho fddu. Tenzortim se zde tedy nevyhneme.

e Zéapis slozitéjsich tenzorovych vztahu se ¢asto zjednoduSuje zavedenim multiindexu. Napf. tenzor
druhého tadu si zapiseme jako sloupcovou matici prvka tenzoru.

e Pro zjednoduseni préace s tenzory je vzdy vyhodné vyuzit znalost symetrie materidlu. Tak muzeme
zjistit, ze nékteré prvky tenzoru jsou identicky nulové, nebo zZe se nékteré prvky tenzoru musi sobé rovnat
(Neumannuv princip).

e Piiredlném experimentu casto jednim méfenim neziskdme jeden izolovany prvek hledaného tenzoru,
ale linearni kombinaci nékolika prvku. Proto je tfeba pro urcéeni vSech prvku tenzoru provést sadu ruznych
méfeni a pouzit néjakou tomografickou metodu.
e Vngjsi pole, které pusobi na krystal, snizuje jeho symetrii (Curietv princip). Typické vnéjsi sily jsou
mechnické napéti, elektrické a magnetické pole.
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4.8 Piiklady

Pi. 4.4: Rozmérova analyza piezoelektrického jevu:
Proved'te rozmérovou analyzu vztahtl pro pffmy a inverzni piezoelektricky jev dany vztahy:

s T
primy P =d; ;1,3 k,
inverzni Uij = dijrp By

Napovéda: Pro odvozené SI jednotky plati: 1 N = 1 kgms™2, 1V = 1 kgm?s™3A~L

Pr. 4.5: Transformace tenzoru:

Uvazujte tenzor ? néjaké fyzikalni vlastnosti a dva tenzory transformace souradnic T resp. &3 v tomto
tvaru,

12 0 0 cosp —sing 0 1 0 0
? = 0 8 2 |, % = sin @p cosep 0 ], W= 0 cos 26 sin2¢
0 2 6 0 0 1 0 sin2¢ —cos2¢

Rozhodnéte, zda tenzory 1724 resp. 1724 popisuji vlastni, nebo nevlastni rotaci. Transformujte tenzor ? do
novych soufadnic pomoci E)(?)OO) resp. @(450). Novy i puvodni tenzor ? rozlozte na jeho symetrickou
a antisymetrickou ¢ést.

Pi. 4.6: Tomografie tenzoru:
Uvazujte méfeni sloZek tenzoru tepelné roztaznosti a;; pro monoklinicky krystal diskutované v sekei 4.3.2.
Pro zvolenou orientaci krystalovych os, kde fixni osa je ve sméru kartézské osy 2, bude mit hledany tenzor
nenulové nésledujici slozky,
air 0 as
o 0 29 0

az; 0 ass
Diskutujte vhodny pocet méfeni teplotniho roztazeni krystalu v ruznych smérech, ktery umoznuje urcit

vSechny slozky hledaného tenzoru.

Pi. 4.7: Urceni hlavni osy:
Urcete sméry hlavnich os tenzoru

T=| -2

\V]
o wt
~N O N

Népovéda: Muzete postupovat analyticky, nebo numericky podle navodu ze sekce 4.3.3.
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Tento pfirodni krystal kalcitu je umistén na zemépisné pozici: 49°35’36.485” N, 17°15’56.600” E.
Dole je krystalova struktura s barevné rozlisenymi atomy (Ca — sedé, C — zluté, O — Gerveneé).
Jde o negativni jednoosy krystal, cervené je zakreslena opticka osa s trojéetnou symetrii.
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Kapitola 5

Fresnelova rovnice

Obsah kapitoly
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5.1 Linearni anizotropni prostredi

V této kapitole odvodime Fresnelovu rovnici, ktera je zdkladnim vztahem pro popis Sifeni svétla v ani-
zotropnim prostiedi. V prostiedi s linedrni anizotropii plati nasledujici materidlovy vztah

D =¢,FE. (5.1)
Tenzor relativni permitivity € si muzeme zapsat v néjakém souradném systému jako matici. Z po-
hledu poé¢tu proménnych v tenzoru permitivity muzeme vsechny krystaly rozdélit do ti{ skupin: izotropni
prostiedi, jednoosé krystaly a dvouosé krystaly. Toto déleni je soucasné tzce spjaté se symetrii krystalové
struktury studovaného materialu, coz bylo diskutovano v kap. 4 na str. 50. Je vyhodné vyjadrit si tenzor
permitivity v hlavnich osach, kdy méa matice tohoto tenzoru diagondlni tvar,

&1 0 0
=10 & 0
0 0 3

5.1.1 Tenzor permitivity a indexu lomu v hlavnich osach

V nemagnetickém prostied{ si zavedeme hlavni indexy lomu pomoci vztahu n? = ¢;, kde i = 1,2,3.

U dvouosého krystalu jsou nezavislé tii indexy lomu uréujici hlavni osy tenzoru permitivity, pficemz je
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dobré dodrzovat jednotnou konvenci razeni indexu lomu podle velikosti: ny < ny < ngz. Tenzor permitivity
v hlavnich osdch ma tedy tvar

er 0 0 n2 0 0
=0 e 0 |= 0 n2 o0
0 0 e 0 0 n?

V piipadé jednoosého krystalu mdme pouze dva rozdilné indexy lomu, n, znaéi fadny (ordindrnf) a
ne mimotradny (extraordindrn{) index lomu. Tenzor permitivity se nejéastéji uvadi v tomto tvaru

g2 0 0 n 0
=10 e 0 |=(0 n2 0
0 0 e3 0 0 n?

Jenoosé krystaly jesté dale délime na pozitivni jednoosé pokud plati podminka ne > ne, a na negativni
jednoosé pokud plati opaénd podminka ne < n,.

V izotropnim prostiedi nedochézi k dvojlomu, indexovy elipsoid zdegraduje na kouli. Tenzor permi-
tivity je ddn pouze jednim parametrem

5.1.2 Proc je latka anizotropni?

Tabulka 5.1 uvadi indexy lomu typickych optickych krystalt. Otazkou ale zustava, pro¢ jsou tyto ma-
terialy anizotropni? Odpovéd lze hledat pomoci mikroskopické struktury téchto materiali. Napiiklad
prostorové usporadéni atomu kalcitu je takové, Ze v jedné roviné lezi uhlik ve stfedu trojihelniku tiech
kysliku. Véapnik se nachdz{ nad touto rovinou a spolu s uhlikem vytvaii trojéetnou osu symetrie, kterd je
i optickou osou kalcitu. Nakres krystalového uspotradani kalcitu je spolu s fotografii prirodniho krystalu
pouzit jako vodni obrézek této kapitoly.

Pokud krystalem kalcitu prochazi svétlo polarizované v roviné kolmé na optickou osu, bude silné
interagovat s elektrony ve vazbach mezi kysliky a uhliky. Silnd interakce ma za nasledek vyssi index lomu
pro tuto polarizaci a tedy pomalejsi rychlost Sifeni svétla s touto polarizaci. Svétlo polarizované ve sméru
optické osy bude interagovat s latkou méné, bude se sifit rychleji a bude citit mens{ index lomu [2].

Pro obecnou polarizaci svétla anizotropie zpusobi, Ze odezva materidlu nebude kolinedrni s budicim
elektrickym polem, coz pravé popisuje materidlovy vztah (5.1). V anizotropnim prostied{ se tedy vstupn{
polarizace rozlozi na vlastni stavy polarizace, které se mohou §ifit ruznou rychlosti a ruznym smérem.
Navic mohou mit obé polarizace i ruznou absorpci.

Tab. 5.1: Indexy lomu typickych jednoosych anizotropnich materidla

Typ Material No Ne A propustna
(nm) oblast (nm)
negativni  ADP ((NH,)H,PO;)  1.522 1478 633 2001700

ng > Ne Aly O3 (safir) 1.768 1.760 589 300-4000
CaCO3 (kalcit) 1.658 1.486 589 200-3000
KDP (KH2POy) 1.507 1.467 633 250-1700
LiNbO3 2.229 2.150 589 400-5000
pozitivni CdS 2.493 2.511 589 500-16000
No < Ne SiOq (kfemen) 1.544 1.553 589 190-4000
ZnO 1.990 2.006 633
ZnS 1.923 1.968 589
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5.1.3 Fresnelova rovnice

V této kapitole budeme fesit Maxwellovy rovnice v dielektriku bez volnych ndboju, tedy p = 0 a j=o0.
Reseni budeme hledat ve tvaru rovinné monochromatické viny

E = E, pU(F-i—wt) _ E, e (Ng5T-wt)
Jednotkovy vektor § udava smér vinového vektoru, k= |k|s = %5’ Redlny index lomu N je vlastnim
cislem feseného problému. Operace derivace se pro rovinnou vinu zjednodusi podle nésledujiciho schématu:
0/0t — —w a Vx — 1kx. Prvni dvé Maxwellovy rovnice tedy ziskaji tvar

wﬁ;%’ y Exd=-wh,
VXE:—%—? — kxE=wuH. (5.2)

Jako obvykle pfi odvozovani vlnové rovnice pouzijeme rotaci z rotace vektoru E a postupné dosadime
obé upravené MR (5.2) a nakonec materidlovy vztah pro anizotropni prostiedi (5.1)

(
(

Vyrazy na konci prvniho i druhého faddku se musi rovnat, coz muzeme zapsat jako rovnici

>
EE
=
I

kk - E — Ek?,
k x (wpH) = —pw?D = —peye 1 W?E.

o =
|

X X
X X

2
WE-kk-E-“2PE=o.

S pouzitim definiéniho vztahu pro index lomu, w?/c? = k? /N2, pokratime kvadrat vlnového vektoru a
ziskdme findlni vyraz, ktery se nazyvéa Fresnelova rovnice

. E - N? {E—gg-ﬁ}zo. (5.3)

Fresnelova rovnice je vlastné vlnovou rovnici popisujici Siteni monochromatické rovinné vlny v anizo-
tropnim prostiedi. Vlnovy vektor svétla ma smér dany jednotkovym vektorem §, polarizaci udava smér
elektrického pole E a takto polarizované svétlo citi index lomu N.

5.1.4 Vztahy mezi vektory elektromagnetického pole

Z prvni Maxwellovy rovnice (5.2) plyne, Ze vektor elektrické indukce Dj je kolmy na smér vlnového vektoru
k a na smér vektoru magnetického pole H. Ze druhé Maxwellovy rovnice ddle plati, ze H 1 k. Méme
tedy sadu tii vektoru, které jsou i v anizotropnim prostiedi vzdy navzdjem kolmé {D, H , k} Obdobné,
diky zavedeni Poyntingova vektoru S=ExH , mame i druhou sadu navzajem ortogonalnich vektoru
{E, H , S }, jak to ukazuje obr. 5.1a). Vztahy plynouci ze zdkonu zachovani energie elektromagnetického
pole se fesi podrobnéji v dodatku C.3.

Pripomenme, ze pro elektromagnetické pole definujeme dvé rychlosti:
Fazova rychlost: ve =w/k =c¢/N, ¥ || k,

Grupova rychlost: ¥, = S Jw, kde w je hustota energie elektromagnetického pole.

Nyni si odvodime vztah, ktery plati mezi témito dvéma rychlostmi. Vyraz pro hustotu elektrické
energie upravime dosazenim prvni Maxwellovy rovnice za D,

Vyuzijeme toho, ze hustota elektrické energie je polovinou celkové hustoty energie elektromagnetického
pole,

S cos p
¢ ¢ ¢ ve
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HIB SV
Obr. 5.1: a) Sméry vektort pole v anizotropnim prostfedi. b) Zelené ¢ary znaci vlnoplochy a Sipky zobrazuji smér
fdzové a grupové rychlosti. p znaéi ihel dvojlomu (v anglické literatufe se pouzivd termin walk-off).

p znaci thel dvojlomu, jak to ukazuje obr. 5.1. Tento vysledek dosadime do vyrazu pro velikost grupové
rychlosti a dostaneme

S SUf Vf
Ve = — _—
& w

- S cosp B cosp’

Jak je ziejmé, vektor fazové rychlosti je prumétem vektoru grupové rychlosti do sméru vinového vektoru
k, jak to ukazuje obr. 5.1b)

Vlnoplochy

V optice se zavadi pojem vlnoplocha jako rovina konstantni faze elektromagnetického pole. Obecné i
v anizotropnim prostifedi je vlnoplocha kolméa na vlnovy vektor k. Vlnoplocha v anizotropnim prostiedi
uz ale neni kolmé na smér Poyntingova vektoru S", ktery urcuje smér Sifeni energie, tj. smér tizkého
svételného paprsku.

V piipadé sifen{ svétla anizotropnim prostiedim, které navic jesté vykazuje absorpci, bude mit ma-
teridl komplexni index lomu N. Muzeme zavést komplexni vinovy vektor a vektorové vztahy budou jesté
komplikovanéjsi. Absorpce zpusobi, ze rovina konstantni faze uz nebude rovnobézna s rovinou konstantni
amplitudy. Navic pro absorbujici prostiedi jiz neplati podminka symetrie tenzoru permitivity, a tedy

Eij 75 Eji-

5.2 ResSeni Fresnelovy rovnice

5.2.1 Reseni Fresnelovy rovnice v roviné dopadu

Zvolme si vhodné rovinu dopadu tak, aby vlnovy vektor mél nulovou prvni slozku. Jednotkovy smérovy
vektor je tedy 5= (0, s2, s3), pficemz plat{ normovaci podminka s+ s% = 1. Pro vlnovy vektor tedy bude
platit k = %sﬁ a soucasné k L 7.

Pro rozpis Fresnelovy rovnice do slozek bude vyhodné si nejprve vyjadrit diadicky soucin jednotkového
vektoru — diddu §§,

0 0 0 0
§55=| s2 | (0sas3)=| 0 3 283
S3 0 s983 s§

Vysledek dosadime do Fresnelovy rovnice (5.3)

—
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Z obou clenu vytkneme skaldrni soucin s elektrickym polem a s pouzitim normovaci podminky na smérovy
vektor (s3 + s3 = 1) dostaneme

e11 — N? €12 €13 E; 0
€921 E99 — NQS:% €93 + N282$3 . FEs = 0 . (54)
€31 €32 + N28283 E3 — stg E3 0

P1i odvozovani tohoto vztahu jsme vyuzili normovaci podminku na slozky jednotkového vektoru.
Vysledek predstavuje ve t¥ech fadcich zapsanou soustavu tif rovnic s nulovou pravou stranou (homogenni{
soustavu linedrnich algebraickych rovnic). Aby existovalo nenulové feSeni soustavy, je nutné zajistit, aby
tyto tfi rovnice nebyly nezavislé. Tuto podminku zajisti spravna volba vlastniho ¢isla, kterym je kvadrat
indexu lomu N?2. Rovnice jsou zavislé pravé tehdy, kdyz je determinant matice nulovy. Tuto rovnici,
det() = 0, oznacujeme jako charakteristickou, neboli sekuldrni rovnici.

Pfi vypoétu determinantu matice z rovnice (5.4) dostaneme kvadratickou rovnici pro N2. Jejim
fesenim jsou dvé vlastni hodnoty indexu lomu Ny a N(3). Dosazenim do vztahu (5.4) ziskdme podminku

-E =0,
N=N@),N(2)

ze které vypocitame dva vlastni vektory elektrického pole E. Kazdému ze dvou feSeni sekuldrni rovnice
muzeme dale dopocitat vlastni fdzovou rychlost v = ¢/N a vlastni smér polarizace (smér vektoru D).
Reseni muzeme popsat nasledujicim schématem:

(det() =0) = N(z) = E(z) = Vg(4) = ﬁ(l), pro =12

5.2.2 Reseni Fresnelovy rovnice ve vlastnich osach tenzoru permitivity

Resen{ Fresnelovy rovnice je vyhodné provést ve vlastnich osdch tenzoru permitivity, kde je tenzor e;;
diagonélni

€1 0 0
T=]0 & 0
0 0 €3

—?-EJFN?((T—g’* E = o0,
NT.E-%.E = N%%.E,
N2—& 0 0
0 N?2-g 0 E = N%%.E.
0 0 N2—83

Matici pfevedeme na druhou stranu tak, ze budeme obé strany rovnice nasobit zleva inverzni matici a
potom jesté vyndsobime zleva skalarné vektorem s. Najit inverzni matici k diagonalni matici je snadné,
staci pouze dosadit prevracenou hodnotu vSech diagonalnich elementi.

. e 00 B}
E = 0 Es 0 N?.35-FE, (5.5)
0 0w
0 0
5. E = 7§ 0 = 0 55 E

Skalarni soucin s F je ¢islo, které muzeme pokratit na obou stranach. Déle vyuzijeme toho, ze 5 je
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R -
jednotkovy vektor a musi tedy platit 1 =[5]> =5-5§=5- 1 -5
2
v 0 0
— 2 —
1 = 3 0 e 0 g,
0 0 A
N2—63
N2
P -1 0 0
0 = 7 0 v — 1 0 .
0 0 |
N27€3

Vsechny diagondlni prvky maji analogicky tvar a vSechny je proto upravime tak, ze oba s¢itance prevedeme

na jeden zlomek,
N2 1_N2—N2+Ei_ E; 1 1

2 2 2_ . N2z 1 1
N2 —¢; N2 —¢; N?—-¢ N il

Nenulovy kvadrat indexu lomu N? miizeme z celé matice vytknout a pokratit. Zavedeme si hlavni in-
dexy lomu pomoci n? = ¢;. Dostaneme rovnici pro vlastni hodnotu indexu lomu a slozky jednotkového

smérového vektoru viny s,

1 11 1
N2 NZ T Rz  NTT nZ
Jestlize vynasobime tuto rovnici faktorem 1/c?, vyuzijeme vztahu vs = ¢/N a zavedeme hlavni rychlosti
Sffeni v; = ¢/n;, potom dostaneme Fresnelovu rovnici pro fazovou rychlost

2

§°
t =0. 5.6
Z v — v} (56)

=1

7y

Smysl hlavnich rychlosti sifeni je nasledujici. Pokud se anizotropnim krystalem §if{ vlna s polarizaci ve
smeéru osy &1, potom je jeji fazova rychlost rovna vy = vy. Analogicky pro polarizaci ve sméru dalsich
dvou vlastnich os dostaneme rychlosti vy a v3.

Na zdvér jesté spocitame vlastni vektory elektrického pole. Vyjdeme ze vztahu (5.5),

2 2 /ey
(= 0 0 | @eram 0 0 i}
E= 0 = 0 .55 E = 0 W 0 .55 E.

N2 2
U 0 0 Fri
Pro slozky vektoru elektrického pole dostaneme
2
[0k -
v; —vf

Tyto vztahy, oznacované jako Fresnelovy rovnice vlnovych normdl, jsou kvadratické pro vZ. Jejich
feSenim jsou ¢tyTi fdzové rychlosti vg1) a gy pro sifeni dvéma rychlostmi v jednom nebo v opacném
sméru. Vlastnim feSenim jsou pak dvé linearné polarizované viny, kdy polarizace obou vln jsou navzajem
kolmé.

5.3 Plocha konstantni energie

Ze zékona zachovani energie plyne, ze energie zafeni se pii $ifeni neabsorbujicim prostfedim nemuze
ménit. Hustotu energie zdfeni muzeme spocitat jako dvojndsobek hustoty elektrické energie podle w =
2we = E - 5, diky tomu, ze ptispévek elektrické i magnetické slozky je stejny wy = we. V izotropnim
prostiedi mé vektor D pro pole s jednotkovou energii (w = 1) vzdy stejnou délku bez ohledu na smér
polarizace. Zavedme si vektor X nésledovné,

X =D/ 2.
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Koncovy bod vektoru X pro vsechny mozné sméry polarizace vytvaii plochu v prostoru. Ta se nazyva
plochou konstantni energie. Pro izotropni prostiedi mé tvar koule. Naproti tomu v anizotropnim materialu
ma tato plocha obecnéjsi tvar a my si odvodime, ze tato plocha je elipsoid, ktery ukazuje obr. 5.2.

k 0=25"
¢ =65"

3N,

Obr. 5.2: Indexovy elipsoid anizotropniho materialu,
modfe jsou zakresleny vlastni osy a vlastni indexy lomu.
Zelend sipka oznacuje smér vlnového vektoru, cervené je
zakreslen fez elipsoidu kolmo na smér k.

Jednotkové plocha musi vyhovovat vztahu

D-E=1. (5.8)
Za vektor elektrické intenzity dosadime materidlovy vztah E = é?_l . D, ¢im# dostaneme
L5 <1 R
—D-7 .- D=1 (5.9)
€o

Uskali nalezeni inverzniho tenzoru permitivity pfekoname tim, ze budeme pracovat s tenzorem per-
mitivity ve vlastnich osach. Uréeni inverzniho tenzoru k diagondlnimu tenzoru je potom trividlni,

et 00
=1 0 &' 0
0 0 &5t

Rovnici jednotkové plochy muzeme zapsat ve tvaru

1 (D? D3 D3 X2 Xz X2
S s G R R b AL A A5 5.10
Eo(nf—i_n%—’—n% Hebo 2 Tt (5.10)

Pii odvozen{ jsme pouzili vlastn{ hodnoty indexu lomu zavedené pomoci &; = n?. Vyraz v rdmecku je
matematickym zapisem elipsoidu, ktery ma velmi vyhodné vlastnosti. Nazyva se indexovy elipsoid nebo
zkrdcené indikatriz a oznacuje se symbolem (E). Jeho poloosy maji délku velikosti vlastnich indext lomu
n;. Diky materidlovému vztahu

1 D;

2

%

E; =
Eon

je ziejmé, ze pokud zname smér elektrické indukce 5, potom nalezneme smér elektrické intenzity E jako
normalu k indikatrix v pruseciku se smérem vektoru D (viz Dodatek B).

5.3.1 Indexovy elipsoid (E)

Odvodime si dalsi vlastnosti indexového elipsoidu s pouzitim Fresnelovy rovnice,

TE =

ol

= N?[E - 55 E],
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kterou vynasobime skalarné zleva vektorem elektrické indukce D. Takto dostaneme

D-D |DJ? oo
:u:NQ[D~E—D-§§-E].
€o 50

Jelikoz vektor elektrické indukce je vzdy kolmy na smér vlnového vektoru, musi byt skalarni soucin téchto
kolmych vektora nulovy, D - §= 0. Druhy ¢len v zivorce proto vypadne a zustane pouze

D|? L .~ |DJ?
|€O| - N?D-E = aOE-D:|N—|2. (5.11)

Nyni provedeme odvozeni obdobné jako na str. 65, které vedlo na rovnici (5.10).

3
ek -D=D-%F'. => = (5.12)

i=1

%R

Po srovnani rovnic (5.11) a (5.12) dostaneme vysledny vyraz, ktery popisuje indexovy elipsoid. Zde N
znaci vlastni index lomu, ktery je feSenim Fresnelovy rovnice,

D? D? D2 D3 X? | X3 | X3
PE_Dr, De Dy Sl 22 58 (5.13)
N ni  n3 nj3 ny  ny N3

Z tohoto vyrazu je ziejmé, ze elektromagnetické pole v latce citi index lomu, ktery odpovida délce
usecky mezi stfedem elipsoidu a prusec¢ikem elipsoidu se smérem vektoru elektrické indukce D. Libovolny

bod na elipsoidu popisuje zavedeny vektor X , pro ktery plati X = %N . Délka vektoru X uddvé index

lomu prosttedi pro svétlo s polarizaci ve sméru D.

Z rovnice indexového elipsoidu (5.13) vyplyvd, ze smér normély v koncovém bodé vektoru Xk povrchu

elipsoidu
X Xo X3
n2’ nZ’ n?
L<-11

je rovnobézny s vektorem elektrické intenzity E7 protoze E= = €

5.3.2 Smeéry vektoru pole v anizotropnim prostiedi

Indexovy elipsoid je vyhodny k urceni sméra vektori pole. Pokud zndme smér $ifeni, potom kolmo na
tento smér provedeme Fez (II) jdouci stfedem elipsoidu. Prunikem elipsoidu a roviny fezu je obecné elipsa.
Smeéry hlavni a vedlejsi poloosy této elipsy vytycuji dvé feseni pro vektor elektrické indukce 5(1) a 5(2).
Vektory elektrické intenzity E(l) a E(Q) lezi v roviné urcené vektory ka 5(1), respektive 5(2). Vektory
magnetické intenzity H'(l) a ﬁ(g) jsou kolmé k roviné urcené vektory ka E(l), respektive E(Q).

Naopak, pokud zndme polarizaci svétla, tj. smér vektoru elektrické indukce 5, potom nam tento
vektor urci bod na plose indexového elipsoidu. Normala k te¢né plose v tomto bodé urcuje smér elektrické
intenzity E. Smér sfrenf (vlnovy vektor E) je kolmy na vektor D alezi v roviné dané dvéma nekolinedrnimi
vektory EaD.

Pomoci indexové plochy se fesi dvé standardni tlohy:

1. Znéame smér vlnového vektoru §ifici se elektromagnetické viny k a chceme zndt vlastn stavy pola-
rizace (smér elektrické indukce D).
Reseni: Provedeme fez indexového elipsoidu prochazejici jeho stiedem kolmo na smér vektoru k. Do-
staneme tak elipsu, jejiz hlavni osy udavaji sméry vlastnich stavu linedrni polarizace urceni vektory
13(1) a 5(2), viz obr. 5.2.

2. Pro danou polarizaci viny (danou vektorem D) chceme uréit smeér sifent.

Resent: V priseéiku Vektoru D a elipsoidu vytvorime tetnou plochu. Normalou na tuto plochu je
vektor elektrické intenzity E. _Smeér Sifent k je kolmy na vektor elektrické indukce D pficemz lezi
v roviné urcéené vektory E a D, viz obr. 5.3.
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Obr. 5.3: Cervené je zakreslen indexovy elipsoid pro po-
zitivni jednoosy krystal ne/no, = 1.6. Zelené je zakres-
len smér vektoru elektrické indukce, modie smér vektoru
elektrické intenzity a fialové smér vlnového vektoru. Pro
jednoduchost je zvolena polarizace v roviné kolmé na osu
Z1 a zobrazen je pouze fez v roviné kolmé na tuto osu.

Ve zcela obecném elipsoidu lze najit dva fezy prochazejici stfedem, které maji kruhovy tvar. Kolmice
k témto fezum urcuji sméry optickych os — jednd se o dvouosy materidl. U rota¢niho elipsoidu splynou
oba kruhové fezy v jeden, ktery urcuje jen jednu optickou osu — jde o jednoosy material.

5.4 Sifeni svétla v jednoosém krystalu

V jednoosém krystalu je vzdy opticka osa dana néjakou vyzna¢nou krystalografickou osou, napf. Sesticetnou
osou hexagondlntho krystalu. Vlastni osy krystalu ndm definuji pravothly systém soufadnic: &, ¥2, 3.
Smeér optické osy polozime do osy Z5. Smér vinového vektoru ka optickd osa krystalu #'3 spolu sviraji ihel
0 a spolu dohromady urc¢uji tzv. hlavni rovinu. I pii kolmém dopadu svétla na rovinné rozhrani vzduchu a
jednoosého krystalu dochazi k dvojlomu, kdy se ruzné polarizované svazky $iti dvéma vyznacnymi sméry,
které oznacujeme jako smér fadného a mimoradného paprsku.

Jak ukazuje obr. 5.4, v pfipadé fadného paprsku (ordindrniho, oznaceni o) je vektor elektrické indukce
D kolmy na hlavni rovinu. Index lomu pro tuto polarizaci je no(#) = n, a neni zavisly na whlu 6.
Naproti tomu pro mimofddny paprsek (extraordindrni, oznacen{ e) lezi elektrické pole v hlavni roviné.
Pro mimoradny paprsek plati, ze vektor elektrické intenzity E zde nenf kolmy na vlnovy vektor k. Index
lomu mimofadného paprsku n.(6) je ale zavisly na thlu 6.

a) fadny / ordinary b) mimofadny / extraordinary

Obr. 5.4: Sifeni f4dného a mimofadného svazku jednoosym krystalem. Cervené je zakreslena hlavni rovina. Vektor
elektrické intenzity je zobrazen zelené: a) pro fddny svazek je kolmy na hlavni rovinu, b) pro mimofddny svazek
lezi vektor elektrického pole v hlavni roviné.

Pi. 5.1: Dvojlom v anizotropnim prostiedi: Anizotropni krystal muzeme pouzit k vzdjemnému
rozposunuti polariza¢nich slozek svétla. Uvazujme Siteni svétla v jednoosém krystalu jako je tieba kalcit
(CaCOg3) podle obr. 5.5. Fotografie prirodniho kalcitu je ivodnim obrdzkem této kapitoly. S hlavni osou
krystalu je svdzdna necarkovand souradna soustava, pfi¢emz osa T3 je totozna s optickou osou krystalu.

V této vlastni soufadné soustavé je tenzor permitivity diagondlni s tim, ze plati: 1 = &3 = n2 a 3 = n?.

67



a) Pohled z boku v ose x; b) Pohled v ose x3

Obr. 5.5: Nékres geometrie sifen{ svétla v jednoosém anizotropnim krystalu kalcitu (CaCOs), ktery slouzi pro
prostorové rozposunuti polariza¢nich slozek vstupniho svazku svétla diky dvojlomu. 6 znaéi ihel sklonu (cut-angle)
a p je thel dvojlomu.

Smér siteni paprsku je svdzan s laboratorni soustavou, kterou oznac¢ime jako ¢arkovanou soustavu
soufadnic. Laboratorni soustava je vici ne¢arkované soustavé otoCend o ihel 6 kolem osy ¥ = 2/1, jak
to ukazuje obr. 5.5. Transformace mezi souradnymi systémy popisuje tenzor rotace, ' = R (6)Z, kde

1 0 0
@)= 0 cosf —sinf
0 sinf cosf

Diky tomu, ze R ~'(§) = R (—), miZeme tenzor permitivity ze soustavy krystalu transformovat do
soustavy smeéru sifeni nasledovné

<= <= <= c1 0 <=
T -RoeR-o=Fo | o o o |Fo.
0 0 3

Provedeme maticové nasobeni a dostaneme matici, kterd mé pouze pét nenulovych prvku,

o €1 0 0 g1 O 0
e =| 0 e1cos?0+e3sin?0 (e —e3)sinflcosd | = 0 ep ep |. (5.14)
0 (g1 —e3)sinfcosh e;sin®6+ e3cos? 6 0 ep ec

V c¢arkované soustavé je vlnovy vektor k rovnobézny s osou z! 3, z cehoz plyne, ze § = (0,0,1), a tedy
0 0 0 1 00
§§=10 0 0 = 1T —ss=1 0 1 0
0 0 1 0 0 0

>

Dosazenim do Fresnelovy rovnice (?E — N2(1" —3%)- E = 6), ¢imz dostaneme

g1 — N? 0 0 E
0 EB—N2 €D E2 :6.
0 €D ec Es

Vlastni hodnoty indexu lomu ziskdme feSenim podminky nulovosti determinantu. Z této podminky od-
vodime kvadratickou rovnici pro kvadrat indexu lomu N2,

2 2 2
(e1— N?)[(ep — N?)ec — ] = 0.
Reseni
Prvni kofen kvadratické rovnice ziskame z nulovosti prvni zavorky

N}y =e1=mnd. (5.15)
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Tento vysledek znamend, ze index lomu fadného svazku neni zavisly na dhlu 6 a je roven n,. Z nulovosti
druhé zavorky nam vyjde druhy koten
2 b 2

Kdyz nyni dosadime za prubézné parametry ep, €¢c a €p, dojdeme ke vztahu, ktery popisuje index
lomu jako funkci smérového uhlu 6, ktery je sevieny vlnovym vektorem a optickou osou. Tento vztah je
matematickou rovnici elipsy,

1 in% 0 29 in% 0 29
_ Sin T COS _ sin + COS ' (5.17)

n2(0) €3 €1 n2 n2

Podrobné odvozeni je uvedeno v dodatku C.4. Z této rovnice plyne, ze index lomu mimoiéddného svazku se
meéni v zdvislosti na thlu odklonu osy krystalu od smeéru sifeni dopadajictho svazku (nékdy se tento dhel
nazyva 6. — thel fezu krystalu (cut-angle)). Mezn{ hodnoty jsou ne(0°) = n, a n6(90°) = ne. Je ziejmé,
ze pokud se svétlo §it{ ve sméru optické osy, 8 = 0°, jsou indexy lomu stejné pro vSechny polarizace svétla
(Nay = Neg) = 10).

V literatufe muzeme najit nékolik alternativnich zapisu rovnice indexu lomu mimorddného svazku
(5.17). Provedeme odvozen{ jednoho alternativniho tvaru:

2, 2
ng(g) = ) ! 29 — X [oTle
sin_6 0 4 cos 6 n2sin?0 + n2 cos2 0
9 1 ,  sin®6 4+ cos?6
= nZ 5 =n 5 ,
c0529+( O) sin? 0 00820+( °) sin? 0
1+ tan? 6
ng(Q) = n2 +

1+( °) tan29.

Tento vztah plati ve smyslu limity, jelikoz funkce tangens diverguje pro 6 — m/2. Proto je vyhodnéjsi
pouzivat pfedchozi vztah (5.17) s funkcemi sinus a kosinus, které nikde nediverguji.

Vlastni stavy polarizace

Nyni, kdyz jsme zjistili vlastni hodnoty indexu lomu z Fresnelovy rovnice, muzeme je dosadit za N a
urc¢it vlastni vektory E.

0 0 1
. E(l) = 0, E(l) = EO O

0
Ordindarni : 0
0 0

N=Nq,

V prvnim piipadé radneho paprsku dostaneme matici s nulovym prvnim radkem. Z toho je ziejmé, ze
feSenim bude vektor E(l) ve sméru osy i, ktery je vzdy kolmy na vlnovy vektor k. V druhém piipadé

mimotradného paprsku bude mit vlastni vektor E(Q) nenulovou druhou a tieti slozku.

0 0 > 0

Extraordinarni : o . . ~Ez 26, Eg -9 ec
o R A

N=Nq) P

jiz smér paprsku neni totozny se smérem vlnového vektoru k. K uréeni sméru §fren paprsku svétla
tedy musnne pouzit jiny Vektor — vektor, ktery uddva smér $iteni energie, a tim je Poyntingtuv vektor,
S = E x H. Za vektor H dosadime z Maxwellovy rovnice vztah odvozeny derivovanim c¢asovych a
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prostorovych zavislosti pro rovinnou vlnu

o 0B
VxE = —=—
X ot’
Wk x E whB,
kxE = wuH,
A = LEixE
Wi
Tedy
- 1 = - o
S = —Ex(kxE),
W
~ 1 - IR
S = —(kE?-FEk-E) (5.18)
W

Ve druhé rovnici jsme pouzili zndmou identitu pro rozpis dvojitého vektorového souc¢inu na skalarni
souciny. Do tohoto vztahu dosadime a odvodime si Poyntinguv vektor pro fadny i pro mimotfadny paprsek.
V piipadé fadného paprsku je

0
Eu) = %no 01,
1
tedy skalarni soucin
1
kay - Eqy~(001)-( 0 | =o0.
0

Poyntingtiv vektor a tedy i smér sifeni fadného svazku je rovnobézny s vinovym vektorem. Pokud
uvazujeme nemagnetické prostiedi (u, = 1), potom

= 1 w €0 2o
Sy =———nE}y | 0 | = /—noE5Ts. (5.19)
Wiig € 1 Lo

V piipadé mimotradného svazku ma vlnovy vektor tvar

2

g w 9
koy=—\[eB— 2
C EC

Nicméné vlastni vektor elektrické intenzity mimotadného paprsku E(g) ma nenulovy druhy a tfeti clen,

proto tedy skaldrni sou¢in E(g) ~E(2) # 0 a Poyntinguv vektor uz nebude rovnobézny s vlnovym vektorem.
Dosadime do rovnice (5.18) a budeme zjednodusovat podobné jako pro fadny svazek,

- 0 1 0 0
S(Q) = 70N(2)E02 0 - m EcC (070, 1) . EcC
Ho L\ 1 c D —€p —€p
€ [0 1 0
0
= ;N(Q)Eg 0 - m Ec (_€D)
0 L\ 1 c D —€D
€ 1 0 € € 0
0 0 C
= ;N(Q)Egia +52 ECED = ;N(Q)Egicez +€2 ED s
0 C TP\ €2 62 - 0 CrTD N\ o
a €0 2 EC - .
S = — Ny WEf——5 (epZs + €cT3). 5.20
@) R 0620+€%( DT2 + e0T3) (5.20)
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Priklady sSifeni mimoiadného svazku

Sifeni podél optické osy: f=0° N(zl) = N(22) =ng =e, k I 5‘:
Sifeni kolmo na optickou osu: 0 = 90° N(Ql) =n2=e, N(22) =ng = ez, k | 57
Sifeni v obecném sméru: 0°< 6 < 90° N(Ql) =n2 =g, N(22) =n2(0), k) S

Jednoosé krystaly délime na pozitivni a negativni. Pokud je n. < n,, pak oznacujeme krystal jako
jednoosy negativni. Pokud je nerovnost opac¢né, ne > n,, potom krystal nazyvame jednoosy pozitivni.

5.5 Uhel dvojlomu

Pro kvantifikaci miry anizotropie daného krystalu je mozné pouzit jako parametr whel dvojlomu. Pro
jednoosy krystal je tento thel roven uhlové vzddlenosti mezi sméry Poyntingovych vektoru (paprski)
f4dného a mimofddného svazku. Uhel dvojlomu oznacujeme feckym symbolem p, v anglické literatuie
se pouziva termin walk-off. Tento dulezity uhel si nyni odvodime. Pro jednoduchost budeme uvazovat
jednoosy krystal s indexy lomu v hlavnich osach krystalu n, a ne.

Jestlize smér §iteni a hlavni osa krystalu sviraji mezi sebou tihel 6, viz obr. 5.6, potom je z analyzy inde-
xového elipsoidu patrné, ze sméry elektrickych vektoru muzeme parametrizovat pomoci ihlu 8 nasledovné

cosf sin 9>

2
no

D || (0,cos0,sin0), E | (0, Tz
Tento vztah plyne z derivace plochy indexového elipsoidu v misté Erﬁseéfku vektoru elektrické indukce,
viz Dodatek B. Vlnovy vektor je kolmy na elektrickou indukci (k L D) a je rovnobézny se smérem
Poyntingova vektoru fadného svazku S,

Sy |l k || (0,—sin®, cos6).

Uhel mezi osou #» a E je dén rozdilem mezi thly 6 a p, tedy

sinf/n? n?
tan(@p)cosaén2 = tan(Ofp):tanﬁﬁ

a dal8imi pravami dospéjeme ke tvaru

p(6) = 6 — arctan l(gof tan 9] . (5.21)

Obr. 5.6: Cervené je zakreslen indexovy elipsoid pro pozi-
tivni jednoosy krystal ne/no, = 1.6. Uhel odklonu od op-
tické osy 6 = 25°. Zelené jsou zakresleny kolmé vektory
DL E, modfie jsou zakresleny kolmé vektory E 1 8.
Uhel dvojlomu vyjde p = 14.7°.

Znaménko dvojlomu ma pro jednoosé krystaly nédsledujici vyznam:
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Pozitivni jednoosy: ne>n, =  p>0, pifklon svazku k optické ose (viz obr. 5.6)

Negativni jednoosy: Ne <Ny = p <0, odklon svazku od optické osy

5.6 Shrnuti

e Zavislost indexu lomu na sméru sifeni svétla a jeho polarizaci se oznacuje jako anizotropie.

e VlInova rovnice je diferencidlni rovnice druhého Fadu, kterd se da pro elektromagnetické pole odvodit
z Maxwellovych rovnic. Pro rovinnou monochromatickou vinu v anizotropnim prostiedi se obdobnym
zpusobem odvodi Fresnelova rovnice.

e Fresnelova rovnice predstavuje ve 3D prostoru soustavu tii algebraickych rovnic. Resenim této sou-
stavy ziskdme dvé vlastni ¢isla (indexy lomu) a dva vlastnf stavy polarizace, které se mohou $ifit anizot-
ropnim prostiedim v zadaném sméru.

e Anizotropni materidly délime na jednoosé (pozitivni a negativni) a dvouosé.

e Anizotropie materidlu je dobfe popsand pomoci indexového elipsoidu (E). Tento elipsoid umoznuje
geometrické feSeni tloh na sifeni svétla v anizotropnim materialu.

e Typickym jevem, ktery zpusobuje anizotropie, je dvojlom (walk-off). Svételny paprsek se nesii{ ve
sméru vlnového vektoru k, ale ve sméru Poyntingova vektoru.
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5.7 Piiklady

Pr. 5.2: Index lomu mimoradného svazku:
Dosad'te za parametry g, ec a ep do vztahu (5.16) a odvod’te vztah (5.17), ktery udava zdvislost indexu
lomu mimofddného svazku na smérovém thlu 6.

P¥. 5.3: Uhel dvojlomu:
Odvod'te tihel dvojlomu p ze sméru Poyntingovych vektoru S(1y a S(a), které jsou pro jednoosy materiél
dané vztahy (5.19) a (5.20).

P#. 5.4: Optické rozdéleni krystala:
Ktery z néasledujicich krystalu je jednoosy pozitivni, jednoosy negativni a ktery je dvouosy: ADP, KDP,
KTP, safir, kalcit, LiINbO3, ZnS?

Népovéda: Pouzijte tab. 5.1.

Pi#. 5.5: Dvojlom v kalcitu:

Spoctéte tihel dvojlomu v krystalu kalcitu pro vlnovou délku 532 nm (n, = 1.663, n, = 1.488), jestlize
je hlavni osa krystalu orientovana pod thlem 45° viéi rozhrani a svétlo dopada kolmo na toto rozhrani.
Urcete fazovou a grupovou rychlost svétla v krystalu. Jak se zméni thel dvojlomu, pokud bude tihel
sklonu optické osy (cut-angle) 6 roven 30°? Implicitné se pfedpokladd kolmy dopad na rozhrani.

Népoveda: Vyuzijte vztah (5.21).

Pi. 5.6: Polariza¢ni rozposun:

V uspofddani podle obr. 5.5 vypocitejte, jakd by byla potiebna tloustka krystalu kalcitu, ktery by roz-
posunul polarizaéni slozky vstupniho svétla o 2 mm. VInovou délku a indexy lomu uvazujte shodné
s predeslym prikladem.

P#. 5.7: Sifeni svétla dvouosym krystalem:

Fenomenologicky popiste, jak se bude vyvijet svazek nepolarizovaného svétla pfti $iteni v dvouosém krys-
talu ve sméru optické osy.
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”Ta baterka je néjaka vybitd. “

V této kapitole se budeme snazit vysvétlit to, proc¢ se svétlo

vvvvvv
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Kapitola 6

Sireni svétla v anizotropnim
prostredi

Obsah kapitoly

6.1 Linearni a cirkularni anizotropie . ... ... ... ... 000 75
6.1.1 Anizotropie indukovand nebo modifikovand napétim . . . . . . ... ... ... 76
6.2 Indexova plocha (X). ... . . . it ittt 76
6.2.1 Vypocet tvaru indexové plochy . . . . . . . . .. .. o oo 77
6.2.2 Vypocet sméru optické osy dvouosého materidlu . . . . . ... ... ... ... 78
6.2.3 Dvojlom . . . . .. 79
6.2.4 Porovnani popisu anizotropie jednoosych materidla . . . . . . . ... ... ... 79
6.2.5 Vlastni stavy polarizace . . . . . . . .. ... L 79
6.3 Sifeni svétla v absorbujicim prostFedi . . . . . v v v ittt e 81
6.3.1 Mala absorpce . . . . .. L 81
6.4 Cirkuldrni anizotropie. . . . . . . . . . o o L o s s e e 82
6.4.1 Anizotropie vyvolana elektrickym polem . . . . . . . ... ..o L. 82
6.4.2 Faradayuv jev. . . . . . . . e 83
6.4.3 Cirkularni anizotropie vyvoland magnetickym polem . . . . . . .. .. ... .. 84
6.4.4 Aplikace Faradayova jevu . . . . . . .. ..o 84
6.4.5 Magneticky Kerruv jev. . . . . . . . .. o 85
6.5 Shrnuti. . . . . . . i i e e e e e e e e e e e e e e e e 86
6.6 Priklady . . . . . . 0 0 i i e e e e e e e e e e e e e e e e 87

V této kapitole se budeme nejprve jesté chvili vénovat linedrni anizotropii, kde navazeme na piedeslou
kapitolu. Potom se zaméfime na efekty spojené s cirkularni anizotropii.

6.1 Linearni a cirkularni anizotropie

Zacatkem 19. stoleti bylo objeveno stéaceni roviny linedrni polarizace v nékterych ldtkach (chiralita, opticka
aktivita). Na tomto vyzkumu se podileli napf. F.J.D. Arago, J.B. Biot a J.F.W. Herschel. Tento jev lze
vysvétlit tim, ze polarizace generovana v daném misté latky je dand jednak elektrickym polem v tomto
misté, ale také polem v okoli. Matematicky to muzeme zapsat jako rozvoj, kdy polarizace latky zdvisi na
elektrickém poli a na jeho derivaci v daném misté. Zapisme si tedy materidlovy vztah zavislosti elektrické
indukce na elektrické intenziteé,

D; =eoE; + P, =¢0 [E; + xi; Ej + vijk V; Ex) -

Prvni ¢len popisuje vakuovy piispévek, druhy piispévek popisuje linearné anizotropni prostiedi. Tyto
dva ¢leny dohromady lze souhrnné popsat pomoci tenzoru permitivity e;; = d;; + Xij, kde d;; znaci
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Kroneckerovo delta. TTeti ¢len v rovnici popisuje cirkuldrni anizotropii prostiedi. Parametry x;; (resp.
€ij) & Vijk zévisi na struktufe materidlu, mohou ale zéviset i na frekvenci w prochazejiciho svétla, pokud
material vykazuje chromatickou disperzi.

Vliv symetrie: Cirkularni anizotropie je identicky nulova ve vSech materidlech se stfedem
symetrie.

Opticka aktivita byla poprvé pozorovéna na krystalu kiemene. Tento materidl ma dvé mozna zrca-
dlova uspofadéni atomu v miizce: levotocivou a pravotocivou formu. Kifemen m4 ale i linearni anizotropii
a protoze je tento efekt mnohem silnéjsi, je opticka aktivita pozorovatelnd pouze pii Siteni svétla podél
optické osy.

Podle typu anizotropie délime materidly na dva druhy:

Materialy s linearni anizotropii

B krystaly SiOy, CaCOg, LiNbOg, tekuté krystaly (nejsou amorfni)
B  izotropni materidly pod vlivem vnéjsitho pusobeni

— elastické napéti, tlak — fotoelasticky efekt
— elektrické pole — Pockelsuv a Kerruv jev
— magnetické pole — Cottontv-Moutonuv a magneticky Kerruv jev

B amorfni materidly (tekutiny, sklo, polymery) pod vlivem vnéjsitho pusoben{
Materidly s cirkuldarni anizotropii

B krystaly bez stiedu symetrie, napi. kiemen nebo NaClOg
B roztoky organickych latek (cukr ve vodeé)
B  kapaliny — benzen (CgHg), CSq
B pusobeni vnéjsich vlivii napi. na sklo (optické vldkno)
— magnetické pole — Faradayuv jev
— mechanické pnuti, krouceni

6.1.1 Anizotropie indukovana nebo modifikovana napétim

Jak bylo feteno na tvod této kapitoly, anizotropie muze byt v latce vyvoland plsobenim vnéjsi sily.
Typicka vnéjsi pole modifikuji tenzor permitivity puvodné izotropniho prostiedi nasledovné:

€1 0 0
1. Elektrické pole (E || #3), potom &= 0 & 0 |;
0 0 £3
. en €12 0
2. Magnetické pole (B || #3), potom & = [ —ei5 &1 0 ;
0 0 £33

3. Elastické napéti — pusobeni je ruzné podle tvaru tenzoru napéti, viz sekce 4.1.2.

6.2 Indexova plocha (X)

Uvazujme nyni pouze linedrni anizotropii a ukazme si alternativni popis. Pokud zndme smér vlnového
vektoru k svétla v anizotropnim materidlu a chceme znat index lomu, musime pii pouziti indexového
elipsoidu nejprve urcit dva vlastni stavy polarizace. Smér vektoru D pak urcuje index lomu. Tato metoda
je sice pfimocara, ale zna¢né tézkopadna, pro snazsi feSeni, napt. lomu svétla na rozhrani dvou prostiedi,
by bylo vhodnéjsi zobrazit si index lomu pro zadany smér vlnového vektoru k. Tento 3D geometricky
objekt se nazyva indexovd plocha a oznatuje se symbolem ().
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Indexova plocha je jinym zpusobem popisu indexu lomu anizotropniho materialu. Jelikoz vime, ze
obecné jsou pro dany smér vektoru k mozné dva rizné indexy lomu, musi byt plocha indexu lomu
v obecném sméru dvouvrstva. Jaky je rozdil mezi indexovym elipsoidem a indexovou plochou? Indexovy
elipsoid (indikatrix) popisuje tenzor L Naproti tomu indexova plocha neodpovidd pifimo néjakému
tenzoru fyzikalni veli¢iny.

Pti hledani tvaru indexové plochy vyjdeme opét z Fresnelovy rovnice TE = N2 (E —55-E ). VSechny
cleny prevedeme na jednu stranu a rovnici rozepiSseme na soustavu tii rovnic pro jednotlivé komponenty
vektorovych veli¢in. Tenzor permitivity muzeme v hlavnich osidch popsat pomoci indexu lomu

n? 0 0
= 0 n2 o0
0 0 n3

Mimodiagonélni slozky ve Fresnelové rovnici jsou dusledkem obecného smérového vektoru 8= (s1, sa, s3).
Pro tento jednotkovy vektor musi platit s3 + s3 + s3 = 1. Fresnelova rovnice ma feseni, pokud nalezneme
takové hodnoty indexu lomu, aby byl determinant A nulovy,

n? — (1 —s3)N? 51592 51532
A= 5159 N2 n2 — (1 —s3)N? 5953 N? =0.
s153N2 59832 n3 — (1 — s2)N?

Rozepsanim determinantu ziskdme nékolik élenti s mocninami N°, N2, N4 a N6. Cleny s mocninou N
se vzajemné odec¢tou diky normovaci podmince pro smérovy vektor, |5] = 1.

Podrobné feseni této rovnice je provedeno v Dodatku C.5. Vysledna rovnice mé tvar

nisi(N? — n3)(N? — nf) + n3s3(V? — nd)(N? — nf) + n3si(N? — ni)(N? — nj) = 0. (6.1)

Jejim fesenim jsou vlastni hodnoty indexu lomu N.

Pokud je vlastni hodnota indexu lomu odlisna od indexu lomu v hlavnich osach, N # nq,no,ng, jsou
zavorky nenulové a lze jimi podélit. Takto upravime rovnici pro vlastni ¢isla indexu lomu na symetricky
tvar

n2s? n2s? n2s?

N2—n?  N2-n3 N2-n2

= 0. (6.2)

Je tfeba mit ale stéle na zteteli, ze pokud pouzijeme numericky vypocet podle vzorce (6.2), muze nulovost
nékterého jmenovatele zpusobit zhrouceni numerického vypoctu. V téchto ptipadech je vhodnéjsi pouzit
puvodni vztah (6.1).

6.2.1 Vypocet tvaru indexové plochy

Zvolme si takové potadi os, aby platilo n; < no < ns. Je zfejmé, ze pokud se svétlo §iif podél nékteré
osy, napf. podél osy #1, bude smérovy vektor §= (1,0,0) a feSenim budou indexy lomu N = ngy, n3. Jak
to bude vypadat v fezu kolmou rovinou, tj. rovinou (2,3)? V této roviné je s; = 0, normovaci podminka
se zjednodusf na s3 + s3 = 1. Dosazenim se rovnice (6.1) zjednodus{ na tvar

(N —n2) [mBs3(N® — n2) + n2s3(N? — nd)] = 0.

Tato rovnice md dvé feSeni. Prvni je trividlni kruznice o poloméru N(;y = nj. Druhé feseni muzeme
upravit na rovnici elipsy

2.2 2 2

N2 _ nang o 1 1 55 53
@) 7 n2s2 4 n2s2 T s, 8 N T a2t nr
2°2 393 F% + ’Ilig (2) 3 2

Pro dalsi symetrické roviny fezu muzeme odvodit analogicky feSeni pouhou cyklickou zédménou indexu.
Vzdy ziskdme kruznici a elipsu. Indexové plocha je zakreslena pro virtudlni dvouosy krystal pomoci Fezu
v kartézskych osich v obr. 6.1. Z uvedenych fezu je pro piehlednost zobrazen vzdy pouze jeden kvadrant.
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Obr. 6.1: Indexové plocha pro virtudlni krystal s uvedenymi hlavnimi indexy lomu. Zobrazeny jsou pouze fezy v
kartézskych osdch. Rychld plocha je oznacena Cervené, pomald plocha modie. Casti kruznic jsou zakresleny plnou
Carou a Césti elips ¢arkované. Zelené je zakreslena optickd osa.

6.2.2 Vypocet sméru optické osy dvouosého materialu

Diky nas{ volbé posloupnosti velikost{ indext lomu (n1 < ny < ng) se budou obé vrstvy indexové plochy
dotykat ve smérech dvou optickych os, které lezi v roviné (1,3). Jak ukazuje obr. 6.1, smér jedné optické
osy je sklonény od osy Zs o uhel ¥, druhd osa by byla symetricky sklonénd o ithel —¢. Vnitini vrstva
dvouvrstvé indexové plochy se oznacuje jako rychléd a vnéjsi jako pomald vrstva. Je to dané tim, ze vnitini
vrstva ma mensi index lomu, a proto se svétlo s timto indexem lomu §iF{ rychleji.

Pro urceni thlu ¥ je vyhodnéjsi uvazovat dvé kiivky v fezu indexové plochy rovinou (1,3). Prvn{ je
kruznice o poloméru ny a druhd je elipsa s poloosami n; a ng. Optickd osa prochazi prusec¢ikem kruznice a
elipsy. V tomto sméru citi vSechny polarizace stejny index lomu rovny neo. Uhel 9 1ze spocitat jako prusecik
kruznice a elipsy pravé pomoci této podminky. Jak si nyni ukadzeme, vysledek zavisi pouze na velikosti
tif vlastnich indext lomu. Podminka priseciku Ny = N(2) = nz ndm pro smér 5§ = (sinJ, 0, cos ) dd

1 cos? 9 n sin?9  1—sin?9  sin?¥
2 = 2 2 = 2 2
n; ny ng ny ng

Vynésobime kvadrédty vsech indext lomu a tim se zbavime zlomk,
n3in3 = nan3(1 — sin®¥) + nanisin V.

Nakonec si rozndsobime zavorku a prevedeme na jednu stranu ¢leny se sinem. Tak ziskdme findlni vztah

20,2 2
sin? 9 — "3(n2 =), (6.3)
nj(ng —njy)

Potadi indexu v zavorkéch respektuje logické tazeni podle velikosti tak, aby ndm po odecteni v zdvorkach
vychézely kladné hodnoty.

Pozor: Smér optickych os ve dvouosém krystalu nesouvisi piimo s osami symetrie daného
materialu. Diky disperzi indexu lomu je navic smér optickych os zavisly na vinové délce.

Typicky dvouosy materidl je napft. krystal KTP (KTiOPOy). Indexy lomu tohoto materidlu ve vidi-
telné oblasti spektra jsou zakresleny na obr. 6.2a). Cernou ¢arou je zakreslen tihel optické osy ¥ vypocitany
podle (6.3). Jak je zfejmé, v modré oblasti spektra je sklon optické osy ¢ =~ 22°, kdezto v ¢ervené oblasti
spektra je to ptiblizné 18°.
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Obr. 6.2: a) Spektraln{ zdvislosti hlavnich indexti lomu KTP (Cervend, zelend a modrd ¢éra) jsou vztazeny k levé
ose hodnot. Spektralni{ zdvislost thlu optické osy ¥ je zakreslena ¢erné s pravou osou hodnot. b) Zavislost dhlu
dvojlomu na sméru vlnového vektoru daného dhlem 6. Vypocet je proveden pro materidl KTP a vlnovou délku
532 nm.

6.2.3 Dvojlom

V sekci 5.5 jsme si odvodili dhel dvojlomu p, ktery popisuje, jak se rozchazeji dvé vlastni polarizace
svétla v anizotropnim prostfedi. Toto odvozeni bylo provedeno s pouzitim popisu anizotropie pomoci
indexového elipsoidu. Na obr. 6.2b) je zakreslen uhel dvojlomu vypoéitany pro krystal KTP v roviné
(1,3) podle vztahu (5.21). Vypocet je proveden pro vinovou délku svétla 532 nm a pro vlnovy vektor 12,
ktery svira s osou &3 uhel . Tento material je malo anizotropni, tj. je maly rozdil mezi indexy ny a ns.
Dusledkem toho je, ze dochdzi k maximalnimu dvojlomu pro thel 6 blizky 45°.

Geometrické urceni uhlu dvojlomu lze provést i s pouzitim indexové plochy, jak je to naznaceno
v obr. 6.1. Z geometrie indexové plochy je zfejmé, ze paprsek svétla s horizontalni polarizaci se bude
§ifit ve sméru modie zakresleného vinového vektoru, S(l I k. Naproti tomu vertikalni polarizace bude
mit smér paprsku odklonény nahoru o thel dvojlomu p. Smér Poyntingova vektoru lze ziskat tak, ze
v pruseciku vlnového vektoru s indexovou plochou sestrojime te¢nou rovinu. Poyntinguv vektor je kolmy
na tuto te¢nou rovinu.

6.2.4 Porovnani popisi anizotropie jednoosych materialia

V predchozi a této kapitole jsme si ukdzali dva rizné popisy anizotropie. Jeden pomoci indexového
elipsoidu neboli indikatrix (E), a druhy pomoci indexové plochy (X). V literatufe se pouzivaji oba tyto
popisy, a proto je tieba si je neplést. Nasledujici obr. 6.3 zobrazuje tyto objekty pro jednoosé krystaly
pro porovnani hned vedle sebe.

6.2.5 Vlastni stavy polarizace

V piipadé jednoosého anizotropniho materidlu lze vlastni stavy polarizace oznacit jako fadny a mimoiadny
svazek svéta, jak to ukazuje obr. 5.4. Radny svazek mé smér linearni polarizace kolmy na optickou osu.
Polarizace mimotadného svazku je kolmd na polarizaci fadného svazku.

U dvouosého materialu je ale popis vlastnich stavii polarizace slozitéjsi, coz ukazuje obr. 6.4. V ¢asti
a) jsou zakresleny sméry vlastnich stavu polarizace na dvouvrstvé indexové plose. Rozdil indext lomu
je na obrazku pro prehlednost zvétsen. Vlastni stavy polarizace pro redlny dvouosy krystal KTP jsou
zobrazeny v obr. 6.4b).
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a) n,>n, ,pozitivni X3
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b) n,<n,,negativni

Obr. 6.3: Vlevo indexovy elipsoid a vpravo indexovd plocha pro a) pozitivni, b) negativni jednoosy krystal.

Obr. 6.4: a) Indexové plocha virtudlnfho anizotropniho materidlu, zluté je zobrazena rychld plocha a modfe pomald
plocha. Vlastni stavy polarizace jsou zndzornény ve vybranych mistech ¢ernou tseckou. b) Barevna skédla ukazuje
thel vlastnich stavu linedrni polarizace v rychlé plose popsané tihly 6 a ¢ pro dvouosy krystal KTP. Polarizace je
ve zvolenych bodech zobrazena teckovanou tseckou.

80



6.3 Sireni svétla v absorbujicim prostiedi

V absorbujicim anizotropnim prostfedi muze dochézet k tomu, ze vlastni stavy polarizace maji ruzny
absorpéni koeficient. Diky tomu se tyto dvé vlastni polarizace ruzné rychle absorbuji. Tento jev se oznacuje
jako dichroismus a muZe byt bud linedrni, nebo cirkuldrni. Jak vime, v absorbujicim prostiedi jsou optické

parametry komplexni. Tenzor permitivity v absorbujicim prostiedi jiz neni hermitovsky, € = € + 26(%.

Diky komplexnimu indexu lomu muzeme téz definovat komplexni vlnovy vektor
S oW w
k=—N§=—(n+1x)s.
c c

Podobné muzeme definovat i komplexni fazovou rychlost 13~'f =c/ N. Pro zjednoduseni se nékdy zavadi
popis pomoci soucinu N§ = ]\~7(51,52,53) = (Kfl,ﬁg,ﬁg), kde realné ¢dst je tvorena slozkami indexu
lomu (n1,n9,n3) a imaginarni ¢ast slozkami indexu extinkce (31, 79, 5¢3). Komplexni veli¢ina N§ ale neni
vektor. V obecném piipadé linedrniho dichroismu nemusi byt shodné hlavni osy indexu lomu (n) a hlavn{
osy indexu absorpce ().

Resenim Fresnelovy rovnice pro komplexni tenzor permitivity budou dva komplexni vlastni vektory

elektrické indukce 5(1) a 5(2), kterym odpovidaji dvé viny §itici se s komplexnimi fazovymi rychlostmi.
Tyto rychlosti muzeme nalézt feSenfm rovnice analogické k rovnici (5.6), kterd bude mit pro komplexn{
permitivitu tvar

2
Yo =0, kde  Gi=—<. (6.4)
i=1 ’U? — ’UZ-2 Ni

O obecném feSeni sifeni svétla v absorbujicim anizotropnim prostiedi se da fici, ze:

1. vlastnimi stavy polarizace jsou elipticky polarizované viny;

2. 5(1) a 5(2) nejsou kolmé na vlnovou normaélu;

- —

3. stale jsou dvé sady ortogonalnich vektori {B, D,5 || k} a {E, H, S}

V praxi to znamenad, ze pfi nekolmém odrazu na kovovém zrcatku se zméni obecnd linearni polarizace
na eliptickou.

6.3.1 Mala absorpce

V piipadé malé absorpce a za predpokladu, ze absorpce nezméni hlavni osy permitivity, lze brat zménu
permitivity jako malou imaginarni poruchu k permitivité puvodni. Tim se vypocet zna¢né zjednodusi,

el +1Ae; 0 0
€ij = 0 eh 4+ 1Aeqy 0
0 0 eh +1Ae3

Pro malou absorpci bude platit nerovnost n > 3. Proto muzeme ve vyjadieni kvadriatu komplexniho
indexu lomu zanedbat élen s »2, a tedy

~ »
N? = (n+1%)? = n? + 2 = n? (1 +21—> .
n
Déle si zapiseme fazovou rychlost a v rozvoji opét vezmeme do uvahy pouze Cleny linedrni v s,
e\ P
o = (~> = v} (1 - 21—) .
N n

Tyto rychlosti dosadime do jednotlivych ¢lent sumy v rovnici (6.4) a ziskdme




V dichroickém materidlu je ruznd absorpce obou vlastnich stavi polarizace. Pro elektrické pole
v neabsorbujicim prostiedi jsme méli vyraz (5.7):
2
V3 R
Ei = 7l281(8 . E),
v; — g

Redlna ¢dst zustane beze zmény, pribude pouze mald imagindrni slozka.
Obecné se dé fici, ze ve slabé absorbujicim prostiedi s linedrni anizotropii:

1. vlastn{ stavy polarizace (3iif se beze zmény polarizace) jsou linedrné polarizované jako v piipadé
bez absorpce;

2. oba mddy jsou tlumeny, ale mohou byt tlumeny rizné, Ny = n) + 13¢1), N2y = n2) + 13¢2).
Pokud je s(1) > »2), lze materidl pouzit jako polarizator.

Na tomto principu pracuji polarizatory vyrabéné tradi¢né firmou Polaroid.

6.4 Cirkularni anizotropie

Ve zbytku této kapitoly budeme probirat jevy spojené s cirkuldrni anizotropii latky. Nejznaméjsi efekt,
ktery cirkuldrni anizotropie zpusobuje, je stdc¢eni roviny linedrni polarizace svétla prochézejictho touto
latkou. Latky, které staceji rovinu linedrni polarizace, se oznacuji jako chiralni neboli opticky aktivni.
Prirodni opticky aktivni latky jsou napi. aminokyseliny v peptidech ¢i jednotlivé sacharidové jednotky
v cukrech. Tyto organické latky staci rovinu polarizovaného svétla v zavislosti na konfiguraci chirdlniho
atomu, ktery umoznuje dvé zrcadlova prostorova usporadani. Je prekvapivé, ze v zivé prirodé kolem nés
se vyskytuji chirdlni aminokyseliny i cukry dominantné pouze v jednom prostorovém usporadani. Na
tomto principu potom pracuji polarimetry, které dokazi presné zmérit koncentraci cukru v roztoku.

Vlastni stavy polarizace v opticky aktivnich latkach jsou pravotociva a levotoc¢iva kruhova polarizace.
Ty se pii pruchodu opticky aktivni latkou zachovavaji. Chiralni latky budou jinak interagovat se svétlem
s pravotocivou polarizaci a jinak se svétlem s levotoc¢ivou polarizaci. Obé tyto polarizace budou citit
odlisny index lomu a budou se proto viéi sobé fazové zpozdovat.

6.4.1 Anizotropie vyvolana elektrickym polem

Uvazujeme anizotropii indukovanou elektrickym polem. Materidlovy vztah mezi elektrickou indukei a
intenzitou bude mit linedrni a cirkuldrni ¢len,

D; =¢g [EijE]‘ + %ijkEj} . (65)

V piipadé monochromatické rovinné vlny muzeme provést parcidlni derivaci Vy,, ¢imz ziskdme faktor ¢ky,.
Vlnovy vektor si muzeme zapsat jako k= nko§, kde jednotkovy smérovy vektor ma slozky 5= (s1, s2, s3).
Ve vyrazu mnkovir;spE; se vyskytuje index k dvakrat, coz znamena séitani pfes tento index. Materidlovy
vztah (6.5) pro rovinnou monochromatickou vinu, kde kg = 27/\, takto piejde do tvaru

D; =¢g [é‘ijEj + ZkoGijEj] s (66)

kde slozky tenzoru ﬁ jsou dany vztahem G;; = nv;;si. Pro popis anizotropie materidlu jsme zvykli

3>
na materidlové tenzory jako susceptibilita ?, permitivita ‘& nebo tenzor 7. Tenzor ? zjednodusuje
vypocet, ale neni pfimo svazan s néjakym parametrem prostiedi. Zavisi totiz na sméru Sifeni svétla
prostfedim pfres jednotkovy vektor § a také na indexu lomu n.

Celkové muzeme materialovy vztah zapsat pomoci zobecnéné rovnice

ﬁzao?-ﬁ, kde ?:?—Hkoﬁ.
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, . o o L 2. . PP .
Z Maxwellovych rovnic v neabsorbujicim prostiedi plyne, ze € je hermitovsky (gi; = €3;). Tenzor  je

redlny symetricky a tenzor ﬁ je tedy redlny antisymetricky (G;; = —G;). Vektorova algebra udéva, ze
jakykoliv realny antisymetricky tenzor lze popsat pouze pomoci jednoho vektoru. V nasem ptipadé lze
t¥i nenulové slozky tenzoru usporadat do vektoru gyrace I' nasledovneé,

0 —I's I
ﬁ = Fg 0 —Fl ) kde deﬁnujeme I'= (Fl, F27 Fg)
Iy I 0

S pouzitim vektoru gyrace muzeme zapsat materidlovy vztah (6.5) ve vektorovém tvaru

—

D=¢ (?.EﬂkofxE). (6.7)

Rozborem sméru vektoru elektromagnetického pole E, D, S, BaH zjistime, Ze r je axialni vektor
rovnobézny se smérem S§iteni, muzeme ho tedy vyjadfit pomoci smérového vektoru §, r'= IT|S. Hodnota
velikosti vektoru gyrace |I'| se spocitd pro zadany smér § = (s1, s2, s3) pomoci kvadratické formy ve 3D
prostoru

T = g1157 + go255 + 93353 + 20125152 + 29235253 + 20315351 = G4 SiS;,

kde jsme zavedli symetricky tenzor gyrace ?

6.4.2 Faradayuv jev

Faradaytuv jev popisuje pusobeni magnetického pole B na puvodné izotropni prostiedi. Jestlize se svétlo
§ir{ latkou podél magnetického pole (é || ), potom se sta¢i rovina polarizace zafeni o thel ¢ = V BI, kde
V' znaci Verdetovu konstantu a ! délku krystalu (materidlu). To, ze magnetické pole vyvolava cirkuldrn{
anizotropii, je dané tim, ze nuti elektrony v latce diky Lorentzoveé sile cirkulovat po kruznicich.

Pokud provedeme zjednodusSeni a fekneme, ze vnéjsi magnetické pole sjednotime s osou ¥'3, potom
mé vektor magnetické indukce slozky B = (0,0, B). Vstupni linedrni polarizace ma smeér osy &7, tuto
vlnu rozlozime na levotoc¢ivou (4) a pravotocivou (—) slozku:

E(Z‘g,, t) = E+ + E. = Eo(fl + ng) e Uwt=2mNyz3/2)

V2
1
+ 7E0(i"1 _ 7,3—3»2) e—i(wt—Qﬂ'N_mg/A)-

V2

Na vstupu do latky je nulové faze mezi obéma kruhovymi slozkami pole. Po prichodu latkou tloustky !
dostaneme vystupni pole nasledujicim vypoctem,

= = = Ey . S\ e _
ElL,t)y=E,+E_- = 7%(301 + 12l et e N+ gt
E w
+ = (,fl - ng) el?lN— e*“*’t.

V2

Zvolime si odéitani casu tak, ze vynasobime cely vysledek faktorem e

w E "
(&1 + 1fp) 3! N+ V=) 4 %(fl i) e SN —N-)

wNetN- e . “r
“vet7 = | ktery zapis zjednodusi.

=0
V2
0z 1) er o B0z m ) i
ﬁ(x1+z:v2)e +ﬁ(a:17m)e
Eo o) —1 = o) —1
= —xl(e + e )—l—wcg(e — e )]
5l
= \/iEo(flcOSQb—i-fgSin(ﬁ).

Faradayuv jev popisuje tento vysledek

E
B o=tand, o= UN, — N, (6.8)
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Uhel ¢ se oznacuje jako Faradayova rotace. Pokud je magnetické pole pouze slaba porucha, tj. plati
€1 < gg, potom muzeme problém fFesit pomoci poruchové teorie. Vezmeme pouze ¢leny linearni v £1 a
dostaneme Ny — N_ =~ ¢1/,/2g.

Analogicky vyraz k (6.8) bude platit i v pfipadé ztratového prostiedi s komplexnimi veli¢inami. Fa-
radaytv dvojlom MCB (Magnetic Circular Birefringence) odpovida opét fazovému zpozdéni cirkularnich
polarizaci,

O = Re(¢) = %z(m —n_).

Faradayuv dichroismus MCD (Magnetic Circular Dichroism) znamend, Ze obé cirkuldrni polarizace cit{
ruznou absorpci, coz je mozné vyuzit k vyrobé cirkuldrnich polarizétort,

U = Im(¢) = %z(u — ).

6.4.3 Cirkularni anizotropie vyvolana magnetickym polem

Faradaytuv jev muzeme popsat také pomoci aparatu cirkularni anizotropie generované vnéjsim magne-
tickym polem B,

e —wwB 0
Pi = 5O'Vz'jkEjBk7 ? = Z’}/B 3 0
0 0 €

Pokud pusobi magnetické pole ve sméru osy Zs, tedy B= (0,0, B), potom tenzor permitivity nabude
tvar

e —wyB 0 e =T O
=B e 0 |=|4r] e 0
0 0 € 0 0 €

Bez magnetického pole je materidl izotropn{ a jeho index lomu je ng = /. Vliv magnetického pole
popisuje vektor gyrace, ktery je pfimo umeérny magnetickému poli, I' = vB = I'Zs.

Vlastni hodnoty indexu lomu uré¢ime jednoduse tak, ze matici popisujici tenzor permitivity zdiagona-
lizujeme. Nové ¢leny na diagondle ndm potom daji indexy lomu podle vztahu ny = /1. Takto ziskame

vlastni hodnoty
T
n%iI‘:nm/li;.
0

Vysledek rozvedeme do fady a za piedpokladu, ze I' < n, zanedbdme vyssf fady rozvoje. Vlastni hodnoty
indexu lomu maji tedy pfibliznou hodnotu
r I 4B
Ny =ng+ — n_.=ng— — = Ny —nN_ = —=—.
2n 0 27’L0 no g

Vlastni médy pole jsou samoziejmeé levotociva a pravotociva kruhova polarizace. V materidlu dochazi ke
staceni roviny polarizace. Uhel stoCeni polarizace vlivem magnetického pole se oznacuje jako Faradayova
rotace ¢ a spocita se podle vztahu (6.8), kam dosadime nyn{ spoc¢itané indexy

w w .y Ty
= — —n_ —B =—IB.

¢ 2¢ Hns )= 2 no Ano

Je-li v > 0, potom pokud je vektor k orientovan stejné jako vektor é dochazi k levotoc¢ivé rotaci. Pro

vzéjemné opacny smeér vektoru kaB docham k pravotocivé rotaci. Pokud je vy zadporna, potom je zavislost

smeéru rotace na sousmeérnosti vektori k a B opacna.

6.4.4 Aplikace Faradayova jevu

Dtlezitou vlastnosti Faradayovy rotace je to, ze smér otoceni roviny polarizace je stejny pro paprsek
Sifici se ve sméru osy Z3 i ve sméru opa¢ném. Na tomto jevu jsou zalozeny optické Faradayovy izolatory
popiipadé cirkulatory. Ukazeme si typické pouziti Faradayova izolatoru, ktery ma opticky oddélit laserovy
systém od zafizeni, do kterého se laserovy svazek pousti. Pokud by totiz doslo ke zpétnému odrazu
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laserového svétla zpét do laseru, mohlo by to zpusobit jeho nestabilitu. Optickou izolaci zajisti Faradayuv
izolator, ktery je pro svétlo pruchozi pouze v jednom sméru, viz obr. 6.5.

Obr. 6.5: Faradayuv izoldtor I0-5-NIR-LP firmy
Thorlabs. Svazek prochézi izoldtorem pouze ve
sméru Sipky. Pfevzato z webové stranky:

http://www.thorlabs.de/thorproduct.
cfm?partnumber=I0-5-NIR-LP.

Opticky svazek, ktery ma napi. vertikdlni polarizaci, se $if{ krystalem s vhodné nastavenym magne-
tickym polem tak, ze se polarizace oto¢i o 45°. Toto otoCeni kompenzuje pulvinng fizova desticka, kterd
otoCi polarizaci opét na vertikdlni. Pfi Sifeni svétla v opa¢ném sméru nejprve fazova desticka otoci polari-
zaci o 45°a Faradayuv jev prida dalsich 45°. Takto se na vstupni polarizator dostava zkiizend polarizace
(horizontdlni), kterou polarizator utlumi, nebo odklon{ jinym smérem.

Obrézek 6.6 ukazuje Faradaytv izolator s polarizatory umisténymi na obou vstupech. Ve sméru zprava
doleva projde vertikalni polarizace, kdezto zleva doprava projde horizontalni polarizace. Toto zafizeni se
zvlasté ve vldknové optice oznacuje jako cirkulator.

polarizaéni
delie

Al

Obr. 6.6: Faradaytuv izoldtor na vstupu do rezondtoru laserového zesilovace RegA od firmy Coherent. Vstupni pulz
se dostane do rezonatoru podél zelené Sipky. Pti pruchodu izoldtorem se oto¢i smér polarizace svétla z vertikdln{
na horizontdlni. Na sméru ven z dutiny se horizontalni polarizace v izolatoru nezméni a svazek postupuje podél
cervené §ipky. K rozdéleni dochdzi na vystupnim polariza¢nim déli¢i ozna¢eném bilou Sipkou.

6.4.5 Magneticky Kerrav jev

Magneticky Kerruv jev (angl. MOKE) se projevuje pfi odrazu svétla na materidlu, na ktery pusobi
magnetické pole. Pootoceni sméru polarizace je zptusobené rozdilem koeficientu odrazivosti (reflektivity)
pro levotoc¢ivou a pravotocivou polarizaci svétla. Kerrova rotace je velmi mald, ale sta¢i na to, aby na tomto
principu mohly fungovat magnetooptické zaznamové disky, viz obr. 6.7. Tyto zdznamové disky pfisly na
trh po roce 1985, ale diky konkurenci jinych zdznamovych médii se dnes jiz prakticky nepouzivaji.

Metoda méreni Kerrovy rotace je jednou z mnoha magnetooptickych metod studia magnetickych
vlastnosti latek. Typickym piikladem je tzv. Kerruv mikroskop. Ten pouziva k osvétleni vzorku polari-
zované svétlo, obvykle z laseru. Po odrazu na vzorku prochazi svétlo polariza¢nim analyzatorem, ktery
umoziuje konvertovat rotaci polarizace, nebo zménu elipticity na intenzitni profil, ktery muzeme pozo-
rovat o¢ima nebo zaznamenat CCD detektorem. Diky tomuto uspofadani Kerrova mikroskopu je mozné
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Obr. 6.7: Magnetooptické disky firmy Sony, které vyuzivaji ke ¢teni dat magneticky Kerruv jev. Pfevzato z webové
stranky: http://en.wikipedia.org/wiki/Magneto-optical_drive.

zobrazit magnetické domény studovaného materialu.

6.5 Shrnuti

e Anizotropie prostfedi miuze byt jak linedrni tak cirkularni. Materidl muze mit vlastni anizotropii nebo
muze byt anizotropie v materidlu vyvolana vnéjsi silou.

e Pro popis sifeni svétla v anizotropnim materidlu mizeme vyuzit indexovou plochu (X).

e Indexovy elipsoid (E) zobrazuje hodnotu indexu lomu ve sméru linedrni polarizace D. Naproti tomu

indexovd plocha (X) je dvouvrstva plocha, kterd zobrazuje index lomu ve sméru vlnového vektoru k.
Proto je vhodnéa pro vypocet lomu svétla na rozhrani dvou materialu.

e Dva vlastni stavy polarizace se mohou v anizotropnim prostiedi rizné absorbovat, coz oznacujeme
jako dichroismus.

e Cirkuldrni anizotropie zpusobuje optickou aktivitu prostiedi, tj. std¢eni roviny linedrni polarizace
svétla pri pruchodu timto materidlem.

e Cirkularni anizotropie vyvolana magnetickym polem B se oznacuje jako Faradayuv jev a pouziva se
v optickych izolatorech, které jsou pro svétlo pruchodné pouze v jednom sméru.
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6.6 Piiklady

Pf. 6.1: Uhel dvojlomu:

Proc je pro mélo anizotropni prostiedi, jako je KTP, tihel dvojlomu maximalni pro 8 = 45°?7 Srovnejte
s tthlem maximalniho dvojlomu pro kalcit, ktery je jednoosy a ma pro vlnovou délku 589 nm indexy lomu:
ne = 1.658, ne, = 1.486.

Pi. 6.2: Opticka aktivita kfemene:

V Cervené oblasti spektra A = 630 nm je optickd aktivita kiemene 329 rad/m. Spocitejte, o kolik stupna
se stoéi rovina polarizace svétla po prichodu krystalem tloustky 1 mm.
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Kapitola 7

Elektrooptické jevy

Obsah kapitoly

7.1

7.2

7.3

7.4
7.5

7.6

7.7
7.8
7.9
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Pi. 2: Pockelsuv jev v KDP a ADP napfic . . . . . .. ... .. .. 93
Pt. 3: Pockelsuv jev v LINDOs . . . . . . . oo 94
7.2.1 Aplikace EO jevu pro modulaci fdze . . . . . . . .. ... ... L. 95

Moduldtory svétla . . . . . . . o o i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 97
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7.6.2 Fotoelasticky tenzor . . . . . .. .. Lo L 102
7.6.3 Vazba na piezoelektricky jev . . . . . ..o o L 103

Dalsi elektrooptické jevy . . . . v . . o 0 e e e e e e e e e e e e e 104

Shronuti. . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e 105

Priklady . . . .« 0 o o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 106

7.1 Popis elektrooptickych jevi

Elektrooptické (EO) jevy obecné popisuji optické jevy zpusobené zménou optickych parametru ldtky,
ktera je ovlivnéna elektrickym polem. V puvodné izotropnim prostiedi vytvaii elektrické pole jednoosou
anizotropii. V anizotropnim prostiedi se vlivem vnéjsiho elektrického pole zméni tenzor permitivity, coz

muzeme zapsat pomoci rozvoje v mocninach pusobiciho elektrického pole

Prvni ¢élen popisuje puvodni hodnotu permitivity bez vnéjsiho pole, druhy ¢len udava linedrni zménu
(Pockelsuv jev) a tteti ¢len kvadratickou zménu (Kerrtuv jev) vlivem vnéjstho pole. Vyssi ¢leny rozvoje

5ij(E) =¢;;(0) + zijp Ex + ZijuEvEr + -+ - .

jiz maji zanedbatelnou velikost.

Abychom mohli néktery materidl pouzivat v optickych zafizenich, které vyuzivaji elektrooptické jevy,

musi mit tento material nésledujici vlastnosti:
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co nejvétsi hodnotu linedrniho (z;;,) nebo kvadratického (Z;;x1) elektrooptického koeficientu;
musi byt pruhledny (neabsorbujici) v pozadované spektralni oblasti;
d4 se snadno opracovavat — lamat podél krystalovych ploch a lestit;

je chemicky stabilni na vzduchu nebo v jiném pracovnim prostiedi;

d4 se snadno ziskat, bud’ je tedy hojné zastoupeny v ptirodé (byvdvalo), nebo se d4 dobfe uméle
péstovat (dnesni vyroba monokrystali);

B pro nékteré aplikace je nutné, aby byl krystal feroelektricky a mél dostatecné vysokou Curieovu
teplotu (pfi této teploté prestdvd mit materidl pevné orientované domény).

7.1.1 Popis pomoci indexového elipsoidu

Jedna z moznosti zkoumani vlivu vnéjsiho elektrického pole na optické vlastnosti materialu je sledovani
zmén indexového elipsoidu (indikatrix). Bez vnéjsiho pole je indexovy elipsoid zapsdn v hlavnich osdch

1 /D? D2 D2 1 (D? D2 D2
Nt +)=b ot et o)=L
o \ €1 &2 &3 €o \M11 M2 N33

Zavedeme-li normovany vektor elektrické indukce se slozkami X; = D;/,/€0, potom muzeme indexovy
elipsoid ve zcela obecnych osach zapsat jako

1
S XiX; =1 (7.2)

ij

V tomto zapisu se samoziejmé pouzivé Einsteinovo sumacni pravidlo pfes oba indexy. Vektor X popisuje
libovolny bod na plose indexového elipsoidu, méa smér vektoru Da jeho délka urcuje index lomu svétla
s touto polarizaci. Délka tohoto vektoru je svazand také s hustotou svételné energie w vztahem X =
D/ \/Ew.

Pokud chceme sledovat zménu indexového elipsoidu vlivem vnéjsiho elektrického pole, musime po-
stupovat tak, ze parcidlné zderivujeme materidlovy vztah D; = n?j E;. Takto ziskdme vyjadieni indexu
lomu,

OF;

1

Po zapnuti vnéjstho pole dochdzi ke zméné indexového elipsoidu, nové hodnoty indexu se spocitaji
z puvodnich hodnot bez elektrického pole pomoci nésledujiciho rozvoje

1 1 1
== TA|=|:
TR P i

Zména popsana druhym ¢lenem tohoto vztahu ma dva piispévky — linedrni Pockelsuv jev a kvadraticky
Kerruv jev:

1
A [2] =rijkEr + SijuEpEy. (7.3)

ni;

Koeficienty linedrniho ;5 a kvadratického S;;x; elektrooptického jevu jsou svazany s hodnotami koe-
ficientl z;jx a Zjp 2z rozvoje (7.1). Pievodni vztah ziskdme jednoduse ze zmény indexu lomu vyjadienim
diferencidlu,

1 0% oL 1
A [712} ~ e Ac= F;AE = _?(zijkEk + ZijmEEn),

kde za diferencidl permitivity Ae jsme dosadili vztah (7.1). Porovndnim s rovnici (7.3) dostdvame vztahy
mezi EO koeficienty. Tedy koeficienty popisujici zménu permitivity jsou piimo imérné koeficientum po-
pisujicim zménu indexového elipsoidu,

1 1
Tijk = 3 %ijks Sijkt = — 2 Zijk-
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Opét je typické zjednodusit zépis tenzoru vyssiho fadu pouzitim multiindexu, jak to bylo zavedeno
v tab. 4.1. U linearnitho tenzoru sdruzime prvni dva indexy, ¢imz piejde jeho zapis na matici veli-
kosti (6 x 3). U kvadratického tenzoru sdruzime prvni i druhou dvojici indext, pficemz vznikne matice
o velikosti (6 x 6).

A [1/”2] = Tij Ej + Sl E](CZ)

i

(6 x1) (6 x 3) (6 x 6)

Zapisme si jesté definice matic A [1/712]1. a E,(f), které jsou dimenze (6 x 1),

1/n%1 E1 El
1/71%2 EQEQ
ofel-| v | e
1/n2, 2E, s
1/77,%2 2E1E2

7.1.2 Elektrooptické materialy

Elektrooptické jevy délime podle zavislosti na mocniné elektrického pole na linearni a kvadratické. Jako
typické materidly pro linedrni EO jev se pouzivaji ve viditelné spektralni oblasti LiNbOg3 a LiTaO3 (jed-
noosé krystaly z trigonalni krystalografické soustavy 3m) a dale KDP (KH3PO,4) a ADP ((NH4)H2POy),
které jsou tetragonalni jednoosé krystaly se symetrii 42m.

V infracervené oblasti spektra se typicky pouzivaji krystaly GaAs a CdTe, které jsou kubické se
symetri{ 43m. Diky této symetrii jsou tyto materidly bez vnéjsiho pole izotropni. Nové materidlové
technologie dovoluji piipravovat EO prvky z organickych krystalti nebo z polymera. Rédové velikost
koeficientli r;; linedrnfho EO (Pockelsova) jevu je (10712-1071%) m V=1 = (1-100) pm/V.

Diky symetrii maji amorfni materidly nebo materidly se stfedem symetrie linedrni EO tenzor identicky
nulovy. Proto mé nejvétsi zastoupeni kvadraticky EO (Kerruv) jev popsany tenzorem S;i. Pouzivaji se
polykrystalické materialy KDP, ADP, popiipadé jesté jiné. Nebo také kapaliny jako CSs, nitrobenzen a
nitrotolulen. Velikost EO koeficientt je fadove (10720-10715) m2V—2,

7.2 Linearni EO jev, Pockelstv jev

Pokud je jako prostiedi pouzit krystal s nenulovym linearnim EO tenzorem, potom muzeme zanedbat
kvadraticky ¢len a rozepiSeme si jednotlivé ¢leny rovnice (7.2),

1 1 1
(2 + leEj) X7+ (2 + 7“2jEj> X3+ (2 + 7“3jEj> X3
ni1 USP N33

+27‘4jEjX2X3 + 2T'5jEjX1X3 + 2T6jEjX1X2 = 1. (74)

Reseni provadime diagonalizaci a rozvojem této rovnice. Tak ziskdme vlastni hodnoty polarizace a indexu
lomu.

Pi. 7.1: Pockelsuv jev v KDP a ADP podél: Krystaly KDP a ADP maji tetragonalni krystalickou
mifzku se symetrii 42m = Da,4. Prvky symetrie jsou: {I,Co, C%, CY,2S4,0’,0"}. Tenzor linedrntho EO
jevu ma pouze tii nenulové cleny:

0 0 0
0 0 0
. _| 0o o o
N T41 0 0
0 41 0
0 0 T63

Jelikoz se jednd o jednoosy material, muzeme k popisu indexového elipsoidu bez pole pouzit fadny a
mimotradny index lomu n, = n11 = Ng2 a Ne = ng3s.
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Budeme uvazovat pripad, kdy pusobi vnéjsi elektrické pole ve sméru osy '3, tj. E= (0,0, E), potom
se ndm indikatrix (7.4) zjednodusi na tvar
X2+ X2 X2
AP N g BX X, = 1,
n n
o e

coz je rovnice pootoc¢eného elipsoidu. Ukazeme si, o jaky thel je elipsoid pooto¢en. Pokud provedeme
transformaci rotace podle osy Z3 o obecny thel «, budou se soufadnice transformovat nasledovné

X, cosa —sina X
X, sina cosa X5 )
Protoze provddime rotaci kolem osy Zs, tak se slozka X3 vektoru neméni. Pfi transformaci se nemuze

ménit délka vektoru, a proto musi platit: X7 + X2 = X?> + X22. Dosazenim do indikatrix dostaneme
vyraz

X2 4 X2 X2
At Ay + =2+ 2rg3E(cosaX| —sinaX))(sinaX] 4+ cosaXy) =1,

ng ng
X2 +X/2 X2 ) ]
1717(2)2 + n—g + 2rg3E [cosasina(X{? — X?) 4 (cos® a — sin® o) X X}] = 1.

Abychom se zbavili nezddouciho ¢lenu X{ X}, potfebujeme, aby byla zdvorka u tohoto ¢lenu nulova
(cos® o — sin®a = 0). To urcuje velikost thlu rotace @ = 45°. Pro tento uhel vyjde druhd zavorka

cosasina = 1/2.

.y Xy

Obr. 7.1: Rez indexového elipsoidu KDP v roviné (1,2),
tj. kolmo na optickou osu tohoto jednoosého materidlu.
Modré kruznice o poloméru n, znézoriiuje fez inde-
xového elipsoidu bez elektrického pole. S elektrickym po-
lem podél optické osy se kruznice protdhne na cervenou
elipsu pod dhlem o = 45°.

Indikatrix se zdeformuje jak ukazuje obr. 7.1 a dostane tvar

1 12 1 12 1 2
(nﬁ + T63E> Xl + (n% — T63E> X2 + ;g XS =1.
L —— —_—
1/nf? 1/n?

Pod vlivem pole se jednak pootoéi soustava hlavnich os indikatrix, ale navic se zméni hlavni indexy lomu
na nové (¢arkované) hodnoty. Pfibliznou hodnotu novych indexi lomu uréime Taylorovym rozvojem podle
no, kde zanedbame vyssi rfady

/ o 2 3
ny = = ~ne|l—=n r63E) =ne — —nure3k.
\/n%g resl \/1 + nngBE 2°° 2°°

Obdobné uréime i druhy index lomu
1
nh R e + §n§T63E.
Ve vysledku muzeme fici, ze vlivem elektrického pole se indexovy elipsoid oto¢i kolem osy 3 o thel
45 stupnu. To by ale nebylo pozorovatelné, protoze v roviné (1,2) mél ptuvodni elipsoid kruhovy prufez
(o polomeéru n,). Nicméné dalsim dasledkem elektrického pole je také deformace této kruznice na elipsu
s hlavnimi osami o délkach n) a n.
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Smér Siteni svétla

Do této chvile jsme méli zadany pouze smér elektrického pole ve sméru optické osy krystalu, ale zatim
jsme si neurcili smér sifeni svétla. Efekt dvojlomu indukovaného elektrickym polem (zména rozdilu indexu
lomu pro dva vlastni médy polarizace) se Fesi obvykle pro dva typické piipady:

1. Siieni ve sméru elektrického pole, (5 || E || #3). Rozdil indexi lomu bude
An =nly —n} = nreE,

kde E = U/l. Napéti U se ptiklddd na pruhledné kontakty na koncich krystalu délky I. Pro F =0
je dvojlom nulovy (vypnuty).

2. Sifeni kolmo na smér elektrického pole, (3 || ac_’; L E). Rozdil indexit lomu:
L 3
An =ne—ny = (Ne — No) — §TLOT63E

je nenulovy i pfi vypnutém poli. Velikost elektrického pole E = U/d je pii stejném napéti vétsi nez
v pfedchozim pifpadé, napéti se priklada napiic optické drahy a piiéna tloustka krystalu d mize
byt fadové mensi nez jeho délka. Navic nepotiebujeme technologii na vyrobu pruhlednych elektrod.

Pi. 7.2: Pockelstiv jev v KDP a ADP napii¢: Nyni si probereme druhy mozny piipad geometrie
usporadéani. Uvazujeme opét krystal KDP, nebo ADP. Vnéjsi elektrické pole je nyni kolmé na osu krystalu.
Zvolme si smér E || #1, v tomto pripadé mé vektor elektrického pole slozky E = (E,0,0). Rovnice (7.4)
se nam zjednodusi na tvar

X+ X3 N X2

2 2
ns e

+ 2T41EX2X3 =1.

Chceme-li z tohoto vztahu dostat opét rovnici elipsoidu ve vlastnich osdch, provedeme rotaci podle
osy T1 o uhel 5. Jak je ziejmé, rotace se provadi opét kolem osy ve sméru elektrického pole. Matice
transformace souradnic méa tvar

Xs cos3 —sinf3 X} ,
( X3 ) B ( sin3  cosf XZ s podminkons Xy + X5 = X574 X5

Touto rotaci dostaneme vyraz pro indikatrix

X? n (cos BXY — sin BX})? N (sin BXY + cos BX})?

2 2 2
ng ng e

+ 2741 E(cos BX5 — sin 8X3)(sin 8X5 + cos fX3) = 1,

n

ktery upravime roznasobenim zavorek na tvar

X f cos? 3 sin? 15}
2 5t 3
n2 n2 n,

+ {27‘41E (0052 B — sin? ﬁ)

\in2 2
+ 2T41ECOSﬁSin/B> X/g + <51n2ﬂ + 00525 _ 27"41ECOSﬁSi1’lB> Xl?)
n n

o e

2sin B cos B n 2sin B cos B

2 n2

nO e

} XiX, = 1. (75)

Vlastni souradnice najdeme tak, ze zvolime thel 8 pravé tak, aby zdvorka u nezadouciho kiizového
¢lenu X5 X% byla nulova. Musi tedy platit

1 1
2ry1 E cos2f =sin2f3 (2 — 2) :
n,

o ne

kde jsme vyuzili identity pro sinus a kosinus dvojnasobného thlu. Snadnou ipravou dostaneme linedrni
zéavislost otoceni vlastni soufadné soustavy na elektrické intenzité ve tvaru

2,2

nZn,

tan25:2% raE.
nZ —n,

€ o
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Obr. 7.2: Rez indexového elipsoidu KDP v roviné (2,3).
Optickd osa tohoto jednoosého krystalu ma smér &s.
Modré elipsa s poloosami n, a ne znazoriiuje fez inde-
xového elipsoidu bez elektrického pole. KDP je negativni
jednoosy krystal, protoze n. < mno. S elektrickym polem
podél osy 1 se elipsa protdhne a pootoéi o ihel 8, jak
ukazuje ¢ervend kiivka.

Pro takovyto tihel pootoceni 3 piejde indikatrix (7.5) na rovnici elipsoidu ve vlastnich oséch, jak to
ukazuje obr. 7.2. Z vyrazu v kulatych zévorkdch v rovnici (7.5) muzeme snadno urcit nové vlastn{ indexy
lomu. Napfiiklad ve sméru zf, dostaneme

1 cos? sin? n 1
—5 = 2IB+ 2B+QSiH,BCOSﬁT41E = TLIQZ 2 =
n'; ng ng cos \/1 + 2% tan® B + 2r4 E tan fn2

Pro maly tihel otoceni 3 miizeme pouzit limity cos 3 — 1 a tan? 3 — 0. Vyraz pro index lomu rozvedeme
do Taylorovy fady, pficemz zanedbame ¢leny s tan? 3. Vysledkem bude pfiblizny vztah pro index lomu

ny ~ne [1— ran?Etan Bl =no — n3r41 E tan 3.
Obdobné bychom ziskali i vztah pro tfeti index lomu,
nh = ne +niry Etan B.

Pro tplnost jesté dodejme, ze prvnf index se vlivem elektrického pole v ose #1 nemént, tedy n} = n; = n,.
Je vidét, ze indexy lomu nb a n% jiz nejsou linedrné z4vislé na elektrickém poli E. Diky linedrni zavislosti
tan 8 na elektrickém poli bude zavislost zmény indexu lomu na elektrickém poli kvadraticka.

Smeér Siteni svétla
Opét budeme zkoumat dva typické priklady sméru siteni svétla:

1. Sifeni ve sméru elektrického pole kolmo na hlavni osu krystalu (3 || E || Z;). Rozdil indext lomu,
An =nl —nbh = (ne —no) + (n2 +n3)ry Etan B,
je nenulovy i pfi vypnutém elektrickém poli.
2. Sifeni kolmo na elektrické pole ve sméru optické osy krystalu (|| Z5 L E) Rozdil indext lomu,
!

An =nly —n| = —n3ry Etan 3,

je pro vypnuté pole nulovy.

Pi. 7.3: Pockelsuv jev v LiNbOj: Lithium niobét je dalsim typickym elektrooptickym materialem.
Je to také negativni jednoosy krystal, ale mé trigonalni symetrii 3m = (5, Jeho prvky symetrie jsou
{I,2C3,30,}. Po aplikace elektrického pole budeme opét fesit zménu indikatrix (7.2), ale tenzor linedrniho
elektrooptického jevu ma pro krystal s touto symetrif jiny tvar

0  —ree 713

0 ro2  T13

P — 0 0 733
* 0 51 0
51 0 0

—T9292 0 O
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Jestlize aplikujeme elektrické pole ve sméru optické osy, tedy ve sméru @3, F = (0,0, E), potom se
nédm indikatrix (7.2) zjednodusi na tvar

<n1§ + 7“13E> X7+ (nlg + 7“13E> X3+ (nlg + T33E> X;=1
Jak je vidét, pro tento smér elektrického pole nedochazi k zadné rotaci hlavnich os indexového elipsoidu.
Elipsoid se pouze zdeformuje, jak ukazuje obr. 7.3. Vyrazy v zdvorkdch urc¢uji nové indexy lomu. Piesnéji
feceno, musime zdvorku odmocnit a vzit pfevracenou hodnotu. Pokud provedeme stejné tpravy jako
v predchozich ptikladech, tedy rozvedeme vyrazy pro indexy lomu do Taylorovy fady a vyssi fady rozvoje
zanedbame, dostaneme pfiblizna vyjadieni novych indexu lomu v zavislosti na elektrickém poli ve tvaru

1
/ / 3
ny =Ny = No— 5n0T13E7
1
ny = MNe— §ng’r33E.

Obr. 7.3: Rez indexového elipsoidu LiNbOgs v roviné
(1,3). Optickd osa tohoto jednoosého krystalu ma smér
Z3. Modr4 elipsa s poloosami n, a ne znazornuje rez inde-
xového elipsoidu bez elektrického pole. LiNbO3 je nega-
tivni jednoosy krystal, protoze ne < no. S elektrickym
polem podél osy T3 se modra elipsa pouze zmensi na
Cervenou elipsu.

~ s~

Smeér Sifeni svétla

Opét budeme sledovat rozdil indexu lomu pro dva ortogonalni vlastni médy siFeni pole v krystalu pod
vlivem elektrického pole:

1. Sifeni ve sméru elektrického pole a ve sméru optické osy krystalu (5| E || &3). Rozdil indexit lomu
vyjde

2. Sifenf kolmo na smér elektrického pole a optickou osu krystalu (5 || #; L E || &3). Rozdil indexit
lomu vyjde

1
An =nf —nbh = (ne — no) — §(n§T33 —niri3)E.

7.2.1 Aplikace EO jevu pro modulaci faze

Funkci typického fazového moduldtoru, ktery pracuje na principu vyse popsaného linedrnitho EO jevu,
ukazuje obr. 7.4. Fazové zpozdéni I, které vznikne po pfilozeni elektrického pole, je uréené indukovanou
zménou indexu lomu dané polarizace pouzitého svétla An, délkou krystalu [ a vlnovou délkou A:

2
I'= %ZAn.

Casto se pouzivd pro popis funkce EO moduldtoru tzv. pilvinné napéti Uy. Je to takové napéti,
které vyvola fazové zpozdéni I' = 7, neboli drahové zpozdéni je rovné poloviné vlnové délky. Lze snadno
ukézat, ze tomu odpovidd zména indexu lomu o hodnotu An = A/2l. Pro ndzornost si vypoéitame velikost
pulvlnného napéti pro dva piipady diive zminovanych sméru Sifeni a materidlu:
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a) podélné napeti b) pfiéné napéti

e

3 -

i
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Obr. 7.4: Schéma uspotrddéni elektrooptického moduldtoru: a) s podélnym napétim, b) s pfiénym napétim.

1. Podélny smér pole: Smér Sifeni je rovnobézny se smérem elektrického pole a s optickou osou
1

krystalu v materidlu KDP. Zména indexu lomu je An = §n§r63E, a tedy fazové zpozdéni

I'= §n2T63U,

kde napéti U = El. Pulvinné napéti ndm vyjde

A
T = .
nf’)reg

Po dosazeni hodnoty koeficientu a vlnové délky kolem 1 pm dostaneme typické hodnoty pilvinného
napéti ~ 10* V. Jak je vidét, ptlvlnné napéti nezdvisi na délce krystalu [, protoze ¢im deldi je
krystal, tim mensi je elektrické pole generované pfilozenym napétim E = U/I. Technologicky je
tato konfigurace ndroénéjsi, nebot vyzaduje prihledné elektrody. Popiipadé se daji pouzit také
kontakty ve tvary prstence, v jehoz stiedu prochézi opticky svazek.

2. Pricny smér pole: Smér sifeni je kolmy na smér elektrického pole a optickou osu krystalu
v materiadlu LiNbOgs. Toto uspofadéani ukazuje fotografie na obr. 7.5. Zména indexu lomu jednoho
z polarizacnich moédu je popsand vztahem An = %ngrlgE. Fazovy rozdil je tedy ve tvaru

s U
= ~indriz—,

\ nyris d
kde d je piiena tloustka krystalu. Napéti se prikldda na kontakty podél celé drahy svazku a elektrické
pole E = U/d muze doséhnout vétsich intenzit pro velmi tenky krystal. Hodnota pulvlnného napéti
v tomto piipadé uz zavisi na rozmérech EO krystalu

Ad
Uﬂ- N Tlg’l“lg 7

Jak je zfejmé, ¢im bude krystal delsi a uzsi, tim je potieba mensiho napéti k dosazeni potifebného
fadzového zpozdéni. Pro typické usporadani je pulvinné napéti fadové v jednotkach voltu.

Obr. 7.5: a) Fédzovy moduldtor, b) detail jeho
vnitini konstrukce. Jako EO krystal je pouzit
LiNbO3 s délkou 47 mm. Elektrické pole se
prikldada v pfiéném sméru. Napéti se privadi na
horni elektrodu, spodni elektroda je uzemnénd na
kovové télo moduldtoru. U elektrického konektoru
je patrna 50€2 zatéz. Jako polarizator slouzi hra-
nol s Brewsterovym thlem na pfechodu svétla z
vldkna do krystalu.

=
=
=
u
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7.3 Modulatory svétla

Elektrooptické jevy méni anizotropii materialu vlivem pfilozeného elektrického pole. Toto elektrické pole
umoziiuje modifikovat vlastnosti svétla, jako jsou amplituda, fize, frekvence nebo polarizace. Elektroop-
tické prvky, které vyuzivaji tyto jevy, se casto souhrnné oznacuji jako elektrooptické modulatory, protoze
provadéji modulaci prochézejiciho svétla. Modulace muze byt kvazistatickd, napt. pokud chceme pouzit
modulator ke stabilizaci faze, polarizace, nebo vykonu. Modulace muze byt i vysokofrekvenéni s frekvenci
Q. Odezva standardnich EO modulétoru svétla se pohybuje mezi 1 ns a 10 ps, takze maximalni modula¢ni
frekvence byva typicky od 1 do 10 GHz.

7.3.1 Modulator polarizace

Pokud se modulatorem §it{ oba ortogonalni vlastni médy polarizace, kazdy citi jiny index lomu. V pripadé
elektrooptického jevu se generovany rozdil indexu lomu An oznacuje jako elektricky indukovany dvojlom.
Takto vznikd mezi ruznymi slozkami polarizace fazovy posun I', ktery lze #idit elektrickym polem. Tento
fazovy rozdil vede na kontrolovanou zménu polarizaéniho stavu svazku jako celku, nebot vystupni pola-
rizace vznikne sou¢tem obou polarizacnich médu s piislusnou fazi I'.

Uvazujme geometrii moduldtoru s podélnym polem popsanou v predchozi sekci. V tomto usporadéani
se pouziva podélny elektroopticky jev v materidlu KDP, jak je to zobrazeno v levé ¢asti obr. 7.6. Vstupni
polarizace je vertikalni. Vlivem elektrooptického jevu jsou vlastnimi stavy, které se siti KDP krystalem,
diagonalni (Dd X Ty + #1) a antidiagonaln{ (D & Ty — 1) linedrni polarizace. V pravé ¢dsti obr. 7.6
je zakreslena vystupni polarizace, kterd vznikne sou¢tem obou médu s fdzovym posunem, l_jout = 13a +
elFD’d7 kde faze je uvedena ve stupnich. Jde obecné o eliptickou polarizaci.

0° 30° 45° 60° 90°
Xl |
\ | - 10} (e} o (e} (e}
105 120 135 150 180

QOO

Obr. 7.6: Vlevo: schéma usporadani elektrooptického moduldtoru polarizace, na ktery dopada svétlo s vertikalni
linearni polarizaci. Vpravo: Vystupni polarizace a odpovidajici fazové zpozdéni generované ptilozenym elektrickym
polem.

7.3.2 Amplitudovy modulator

Amplitudové moduldtory umoznuji vytvorit obalku intenzity optického svazku podle vstupniho elek-
trického signalu. Casto se pouziva periodické elektrické napéti U = Uy, sin (Qt), kde Uy, znaéi amplitudu
napéti a Q je frekvence tohoto signédlu. Vyvolanou fazovou zménu I' a jeji amplitudu I'y, muzeme zapsat
jednoduse pomoci pulvinného napéti

Nejcastejsi konstrukce amplitudového moduldtoru je znazornéna na obr. 7.7. Vstupni zafeni prochazi
nejdiive polarizdtorem. Nepolarizované svétlo zde ztrati polovinu své intenzity, proto je vyhodnéjsi
pouzivat jiz na vstupu svétlo polarizované (napf. z laseru), jehoz polarizaci spravné nato¢ime pomoci
fazovych desticek. Takto na vstupnim polarizatoru nedochézi ke ztratam. Potom zafeni vstupuje do EO
krystalu, na ktery je aplikovano fidici napéti. Uvazujme pro jednoduchost konfiguraci sméru pole ve sméru
§ifeni svétla, presné stejné jako v predeslém odstavci u polariza¢niho modulatoru. Vlivem napéti se in-
dexovy elipsoid krystalu oto¢i o 45 stupiiu a zdeformuje se. Vstupni polarizace se rozlozi rovnomérné do
dvou vlastnich polariza¢nich médu, kterymi jsou diagondlni a antidiagondlni linedrni polarizace. Kazdy
moéd se Sif{ s jinym indexem lomu, obé slozky polarizace budou tedy fazové rozposunuté o I'. V zavislosti
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Obr. 7.7: Vlevo: schéma usporadan{ elektrooptického amplitudového modulatoru. Ten se sklada z vertikalné orien-
tovaného polarizdtoru, EO krystalu, ¢tvrtvlnné desticky otoc¢ené o 45° a horizontélné orientovaného analyzétoru.
Vpravo: Vystupni vykon v zavislosti na pfilozeném napéti na kontaktech EO krystalu.

na velikosti fazového posunu se zméni polarizace vystupni viny. Na vystupu moduldtoru je umistény
analyzator pootoCeny vuci polarizdatoru o 90°. Polariza¢ni slozka rovnobézna s polariziatorem s intenzi-
tou I analyzatorem neprochdzi, je absorbovdna. Analyzator propusti pouze kolmou slozku polarizace s
intenzitou I, . Absorbovana a propusténa intenzita tedy zavisi na fazovém posunu podle vzorcu

r r
I = Iycos® = I, = Iysin® =
I 0 5 1L 0 5
kde I je intenzita vstupniho polarizovaného zareni. Intenzita ne vystupu z modulatoru je tedy imérna

I, kdezto polarizacni slozka I, je analyzdtorem absorbovand.

Je videét, ze k nejvétsi modulaci intenzity dochdzi pro fazovy posun I' = 7/2. Proto se za krystal ¢asto
zafazuje Ctvrtvlnnd fézova desticka (A/4). Mald zména napéti oscilujictho kolem nulové hodnoty vyvold
nejvetsi zménu vystupni intenzity svétla, jak to ukazuje graf na pravé strané obr. 7.7. Vztah pro vystupni
intenzitu I = I, mtzeme upravit diky goniometrické identité,

r 1—cosI' 1+sin(I'—7/2
sin? (): cosI' _ +sin (T — 7/2)

2 2 2

Tuto identitu dosadime do vztahu pro vystupn{ intenzitu I, . Posun faze o 7/2 je zpusoben fixné nasta-
venou ¢tvrtvinnou fazovou destickou. Takto ziskdme Casovy prubéh vystupni intenzity

1 27 U,
I(t) = =1y [1 +sin (T, sin Q1)], kde Tp= =nireUny, = m—o.
2 A Unr
Vyraz sinus ze sinu muzeme rozvést do fady
sin (D, sin Q) = 2J1(Ty,) sin Qt + 2J3(Ty,) sin3Q¢ + . . .
a) b)
3 - - - - - 4 3 4
Z 2 z
= > e >
O =] Q =]
& 1 = = =
< — < —
=] = =] =
Nl 0 b} - leb)
= o = =
Q < Q <
3 & o =
%6 1 3 ;2 2
o o
g = E =
= =
-3 . . . .
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
t (us) t (ps)

Obr. 7.8: Pomoc{ osciloskopu je zobrazeno modula¢ni napéti na EO amplitudovém moduldtoru (modfe) a svételny
vykon na vystupu moduldtoru (Eervené). a) pilovité modula¢ni napéti, b) pravoihlé modulaéni napéti.
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kde J; jsou Besselovy funkce i-tého fadu. Pokud je 'y, malé, potom muzeme vzit pouze prvni ¢len rozvoje
a zanedbat vSechny vyssi fady (vyssi frekvence). Vystupni intenzita pak bude mit konstantn{ pifspévek,
na ktery bude namodulovana harmonicka slozka z fidiciho signalu elektrického napéti

I= %IO [1 4 2J1 (T sin Q] .

Obrazek 7.8 ukazuje méfeni intenzity svétla na vystupu z amplitudového moduldtoru v zavislosti na
modulac¢nim napéti. V levém grafu je patrné, ze pii linedrni zméné napéti se méni vystupni intenzita podle
funkce sinus. V pravém grafu je zakreslena generace kratkych svételnych pulzi skokovym piepindnim
modula¢niho napéti o hodnotu 2U,.. Timto zptisobem je mozné generovat nanosekundové pulzy.

7.3.3 Fazovy modulator

s
-

modulovana
vina

nosng
frekvence

Obr. 7.9: Schéma uspotradani elektrooptického fazového modulétoru. Elektrické pole se ptiklada podél, nebo naptic
gifeni svétla, jen je tieba zajistit, aby byla vertikdlni polarizace stale vlastnim mdédem polarizace i po ptilozeni
elektrického pole.

Pro spravnou funkci fazového EO modulatoru je potieba, aby nemeénil polarizaéni stav. Podobné jako
v piipadé amplitudového moduldtoru je prvni komponentou fazového moduldtoru polarizétor zajistujici
vstupni linedrni polarizaci. Z toho duvodu je opét efektivnéjsi pouzivat jiz polarizované svétlo, aby ne-
dochézelo ke ztratam. Na rozdil od predchoziho zafizeni se pro fazové modulatory pouzivaji materidly
se symetrii 3m, napiiklad LiNbOs. Pfi aplikaci elektrického pole podél osy &3 shodné s optickou osou
jednoosého materidlu nedochdazi k rotaci indexového elipsoidu. Vstupni vertikalni linedrni polarizace je
v krystalu vlastnim moédem i po ptilozeni elektrického napéti a nedochazi tedy ke zméné polarizace.
Obrézek 7.9 ukazuje aplikaci materialu KDP, kde ale musi byt krystal otocen o 45°.

Pokud je vstupni zafeni harmonickd monochromatickd vina, potom mé elektrické pole tvar Fy, =
A coswt, jako redlna ¢ast komplexn{ amplitudy Ae~**!. Pro tuto geometrii krystalu KDP vychdz{ ampli-
tuda fdzového zpozdéni poloviéni vuci velikosti v predchozim piipadé, tedy

™ w
Fm = 7”27‘63[] = %ngTﬁgUm.

To je dané tim, ze nés zajim4 posun faze jedné polarizace vlivem elektrického pole, a ne vzdjemny posun
faze dvou polariza¢nich komponent. Pokud uvazujeme také harmonickou modulaci, U = Uy, sin (Q2t), bude
se ménit frekvence vystupniho elektrického pole.

Eqyuy = Acos (wt - glno + I}, sin Qt),
c

zde prvni ¢len v argumentu kosinu popisuje puvodni nosnou frekvenci viny, druhy ¢len je konstantni posun
faze “in,. Tuto celkovou dodatecnou fazi muzeme polozit rovnou nule, jde pouze o nastaveni nulového
casu pro odecitani faze. Nejdulezitéjsi pro nas je tieti clen, ktery popisuje fazovou zménu v dusledku
proménného napéti. Vyraz kosinus ze sinu muzeme opét rozvinout do fady s pouzitim Besselovych funkci
a dostaneme

Eout = cos(wt + Iy, sin Q)
= Jo(Ty) coswt
+J1(Tm) cos [(w — Q)] + J1(T) cos [(w + Q)1]
+J2(T'm) cos [(w — 2Q)t] + J2(T'y) cos [(w + 2Q)t] + - - - .
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Ve vystupni viné se okolo puvodni frekvenci w objevi nové frekvence o velikosti w + kQ), k =
1,2,3.... Amplitudy téchto postrannich frekven¢nich pasem jsou rovny hodnoté Besselovych funkci
Ji(Tr). Pripomenme, Ze frekvenén{ posun Q je roven frekvenci elektrického pole prilozeného na fézovy
modulator a konstanta I'y, je amplituda fazové modulace.

Fabryuv-Perotuv rezonator

Nevyhodou amplitudovych moduldtora byva to, ze potfebuji rychle pfepinat vysoké hodnoty fidictho
napéti. Typické napéti na Pockelsovych celdch byva tisice voltu. Jednou z moznosti, jak toto napéti
snizit, je prodlouzit efektivni délku &ffeni svétla v krystalu. Bud mtzZeme krystal prodlouzit jako takovy,
nebo jej muzeme vlozit do Fabryova-Perotova rezonatoru. Musime brat zietel na to, Ze tento rezonator
propousti jen velmi tzkou spektrdlni ¢aru. Pokud ale EO krystal pouzivéa jako kontakty polopropustné
kovové vrstvy, potom tyto vrstvy vlastné jiz vytvareji rezonator. Pokud je reflektivita téchto vrstev
nezanedbatelnd, svétlo se pfi pruchodu v rezondtoru nékolikrét odrazi nez projde.

7.4 Kvadraticky EO jev, Kerruv jev

Kvadratické elektrooptické jevy jsou o nékolik fadu slabsi nez linedrni, a proto je v krystalech s linedrnimi
EO jevy muzeme zanedbat. Kvadratické jevy pozorujeme v krystalech, ve kterych jsou linearni jevy diky
symetrii identicky nulové. Tomu odpovidaji vSechny materidly se sttedovou symetrii, jakou maji napiiklad
nékteré kubické krystaly.

Kvadraticky EO jev je popsdn pomoci tenzoru ¢tvrtého fadu S;jx;, ktery lze pomoci multiindexace
popsat matici S;; o dimenzi (6 X 6). Zménu indexu lomu popisuje rovnice (7.3), ze které odpadl nulovy
linearni ¢len, takze

1 2
2 |5a], = st &
i

V piipadé kubického krystalu se da celd matice tenzoru S;; zapsat pomoci nuly a tii konstant,

St Siz2 Sz 0

Si2 St Si2 0

Si2 Si2 St 0
0 0 0 Sy O
0 0 0 0 Sy O
0 0 0 0 0 Sy

o O O

Sik =

o O O O

Kubicky krystal je bez vnéjsich sil izotropni, tj. ma ve vSech smérech stejny index lomu ng. Teprve
vlivem vnéjstho elektrického pole se indexova koule zacne deformovat na rotaéni elipsoid s osou ve sméru
elektrického pole. Pokud zvolime elektrické pole napiiklad ve sméru osy '3, tedy E = (0,0, F), potom
rovnice (7.3) prejde na tvar

1 1 1
(2 + SI2E2> X12 + (2 + 512E2) X% + (2 + S11E2> X§ =1.
no Y% o

Je vidét, ze nedochézi k rotaci, pouze k deformaci koule na elipsoid. Ve smérech kolmych na pole je
index lomu shodny. Odlisny je ve sméru osy #'s. Matematicky je to popsano rozdilem koeficientia S1; a
S12. Modifikované indexy muzeme opét najit jako v pfedchozim textu, tedy rozvojem do Taylorovy rady,
kde vyssi fady rozvoje zanedbame. Takto ziskame nésledujici vyrazy pro nové vlastni indexy lomu

1
/ / 3 2
ny=mny = Ng— §n0512E ,
= np— ndSyE?
ng = No 27’7/0 11 .

Elektrické pole generuje v materidlu rozdil indext lomu (elektricky indukovany dvojlom), ktery je dmérny
kvadratu elektrické intenzity,

1 .
ATL = ’rl/3 — ’/lll = 5118(5'12 — Sll)Ez.
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Diky tomu, Ze rozdilné indexy lomu jsou pouze mezi polarizaci ve sméru a polarizaci kolmo na smeér
elektrického pole, nemuzeme pouzit konfiguraci Sifeni svétla podél elektrického pole, protoze v tomto
sméru se negeneruje dvojlom. Jedind funkéni geometrie kvadratického EO modulatoru je tedy takova, ze
smér $ifeni je kolmy na elektrické pole, § L E.

7.5 Meéreni elektrooptickych koeficientt

V této sekci nastinime moznosti méfeni elektrooptickych koeficientii vyskytujicich se ve vyrazech popi-
sujicich dvojlom indukovany elektrickym polem. Prvni, nejjednodussi a do zna¢né miry alibistickd moznost
je, ze se hledané parametry najdou v tabulkach. Pokud ale nevime, co je to za materidl, nebo testujeme
néjaky novy material, musime si tyto koeficienty zméfit sami.

Obecné jsou linedrni i kvadratické EO koeficienty ;1 a S;jr; funkei vinové délky A, teploty 17" a mo-
dulaé¢ni frekvence 2. Proto musime mérit za podminek, za jakych potom chceme dany materidl pouzivat.
Je vyhodné znét symetrii daného materidlu, aby se zbytecné neméfily nulové nebo ze symetrie shodné hod-
noty. Moznosti méfeni koeficientt odpovidaji typickym uspofadéanim, které jsme diskutovali v pfedchozi
sekci. Pro danou konfiguraci (sifeni svétla podél nebo kolmo na smér elektrického pole) uréime jednu z
nasledujicich hodnot:

B paualvlnné napéti Uy, a potom

. Ad

3
763 nebo Nnar3z — NoTi3 = 7Tk
Ux

- 2n3U,
V druhém piipadé nelze timto méfenim urcit koeficienty r33 a r13 oddélené.

B intenzity postrannich pasem modulatoru, tyto intenzity jsou imérné Besselovym funkcim s argu-
mentem

w
', = —n3r63U.
S

7.5.1 Frekvencéni zavislost EO koeficientu

EO koeficienty diky své definici predstavuji zavislost indexu lomu (permitivity, susceptibility) na vyssich
mocninédch elektrického pole. EO koeficienty definujeme vztahem (7.3)

1
— | = rijpEr + Sy B + - (7.7)

A

Pokud chceme v materidlu sledovat nelinedrni efekty jako je generace druhé harmonické (SHG) nebo
generace souctovych/rozdilovych frekvenci, bude néds zajimat nelinedrni polarizace, kterou v materidlu
generuje elektrické pole dopadajiciho svétla. Nelinedarni polarizace je popsand vztahem

PNY = O B By + XSV B BB + -

7 17

kde Xz(j,)c a XE?,)CI predstavuji nelinedrni susceptibilitu druhého a tretiho fadu.

Porovndnim obou vyrazu je ziejmé, ze EO koeficienty jsou piimo svézané s nelinedrn{ susceptibilitou.
Rozdil je pouze ve frekvenci elektrického pole. V prvnim piipadé se jednalo o frekvence maximéalné fadu
10 GHz, ve druhém piipadé jde o optickd pole s frekvencemi 10'® Hz. Proto je tfeba znat disperzi
elektrooptickych koeficientu (zdvislost na frekvenci elektrického pole).
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7.6 Piezoelektricky jev

7.6.1 Vazba na mikroskopicky model

Index lomu materidlu popisuje to, Ze elektrické pole svétla zpusobuje v ldtce prerozdéleni nabojové
hustoty, a proto se v latce svétlo §ifi pomaleji. Cim vice s latkou interaguje, tim vice se zdrzi a tim vétsi
je piislusny index lomu. Jestlize chceme sledovat dynamické vlastnosti EO koeficientii, musime najit jejich
pric¢inu. Pomalé elektrické pole zpusobi nejen pierozdéleni hustoty naboje elektront g, ale i posunuti iont.
Prostorové rozlozeni iontu popisuje nabojova hustota ). Pohyb iontu je asi stokrat pomalejsi, navic maji
diky vétsi hmotnosti nezanedbatelnou setrvacnost. Proto muzeme napt. linedrni elektroopticky koeficient
studovat ve statické oblasti (riTjk, trage), kde prispivaji ionty, a vysokofrekvencni oblasti (risjk, schnell) kde
prispivaji pouze elektrony.

Pro molekuly je prispévek od iontu tisickrat mensi a lze ho zanedbat. V pevné latce ale ionty vytvareji

periodicky potencidl. Jeho zména vede na zménu rozlozeni elektront, a to zpusobi zménu susceptibility
nebo indexu lomu. MuZzeme si proto zapsat diferencidl linedrnitho EO tenzoru

. :8[5%} _ des g, o[\ o0
ijk OF; 8(] OE, 8Q 8EZ
Q q

Nyni je nutné si vzpomenout na Lorentzuv a Drudeho mikroskopicky model probirany v kap. 3. Elek-
trony muzeme popsat pomoci tlumeného harmonického oscilatoru s rezonanéni frekvenci wy. Rezonance
parcidlnich derivaci bude na této frekvenci fadové 10'4-10'® Hz. Druhy élen diferencidlu popisuje reakci
mifzky s rezonancni frekvenci mifzkové reflexe v radiové oblasti 1013 Hz.

U frekvenci elektrického pole €2, které jsou pod frekvenci miizkové rezonance, povazujeme deformaci
krystalu za piezoelektrickou a popisuje ji nizkofrekvenéni tenzor 7’1-7;. .- Pro vyssi frekvence je deformace
krystalu zprumeérovand, krystal se nestihd deformovat s frekvenci elektrického pole, coz popisuje tenzor
rfj &~ Oba tyto tenzory maji stejnou symetrii, ale lisi o neprimyj elektrooptickyj jev

TiTjk = Tfjk + Dijimdimk, (7.8)

kde p;jim znaci elastoopticky tenzor a dj,; piezoelektricky tenzor. Toto chovéni ukazuje obr. 7.10 pro
materidl KDP a ADP.

14 T T
12 ﬂ
= Ll
g r 63\ N, 1 KI S I o O | Obr. 7.10: Frekvenéni spektrum linedrniho EO
— 3 . ,/ 111 koeficientu pro KDP (zlutd kiivka) a pro
RE S ADP (Gervend kiivka). Je zfejmy rozdil mezi
6 & nizkofrekvenéni (rd3) a vysokofrekveneni (rs)
ADP \ TTIT hodnotou tohoto prvku tenzoru. V pfechodové ob-
A A lasti okolo 50 kHz je patrnd elastickd rezonance.
) Pr 8 .
16° 10* 10 10 10" fevzato z [8] a upraveno
Q [Hz]

7.6.2 Fotoelasticky tenzor
Pro vzajemné propojeni vyse zminovanych jevu s mechanooptickymi jevy si zopakujme nékteré tenzorové

vztahy, které s tim souvisi. Pokud na krystal pusobi jak elektrické pole, tak mechanické napéti, potom
popiSeme zménu indexového elipsoidu v linedrnim rezimu nasledovné

A

1
2] =iy + T2 (7.9)

ni;
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Tenzor mechanického napéti ¥j; jsme si zavedli jiz v sekci 4.1.2. Nové zde mame piezoopticky tenzor i,
ktery udévéd zménu indexu lomu vlivem mechanického piisobeni na krystal. Jeho jednotkou je Pa=! =
m?/N. Rédové velikost koeficienti piezooptického tenzoru je 10~'2 m?/N [7]. Mechanické napét{ v latce
muze byt generované deformaci, kterou popiSeme tenzorem malych deformaci. Tuto zdvislost v elastické
oblasti popisuje Hookuv zdkon

1 /ou,, Ou,
Ekl = Cklmnumna Umn = 5 ( + > .

0z, Oxm,

Climn znaci tenzor pruznosti a koeficienty t,, popisuji tenzor malych deformaci. Pfipomenme si, ze
diagondlni prvky ui1, use a uss popisuji stlaceni, kdezto nediagondlni prvky w2, uss a us; popisuji smyk.
Tenzor malych deformaci se pocitd z derivaci vektoru lokélntho posunuti @(7). Anglicky se oznacuje
displacement.

Provedeme tenzorové nasobeni a dostaneme pro zménu indexového elipsoidu nasledujici rovnost:

1
nQ‘| = TijkEk +pijmnumn7 Dijmn = Wijklcklmn- (710)
L)

A

Pijmn je bezrozmeérny fotoelasticky tenzoro fadové velikosti 1/10. Pokud materidl pti deformaci zmackneme,
zapticini to deformaci indexového elipsoidu o pfiblizné desetinu této mechanické deformace. S materidlem
se tedy stlacuje i indexovy elipsoid.

Pokud je deformace materidlu bez krutu, potom je tenzor deformace symetricky. Fotoelasticky tenzor
lze pomoci multiindexace zapsat jako matici (6 X 6).

7.6.3 Vazba na piezoelektricky jev

V nasem odvozovani miuzeme postupovat dal tak, ze budeme uvazovat mechanickou deformaci materidlu
vyvolanou statickym elektrickym polem. Tento jev se nazyva inverzni piezoelektricky jev a je popsany
rovnici

Us; = dijrp By,
kde d;ji, je piezoelektricky tenzor. Dosadime do rovnice (7.10) a ziskdme velikost modifikace indexového
elipsoidu ve tvaru

1
A [21 = (rijk + Pijimdimp) B (7.11)
ij

Porovnanim tohoto vztahu s definiénim vztahem pro linedrni EO jev je zfejmé, pro¢ musi platit (7.8).
Ve statickém rezimu, nebo pro nizké frekvence, je zména indexového elipsoidu dand jak pfimym, tak
nepfimym elektrooptickym jevem riTjk = rfjk + Dijimdimi. Prvni séitanec odpovidd pfimému EO jevu a
druhy nepfimému.

Inverzni piezoelektricky jev se vyuziva pro mikromanipulace pomoci elektrického napéti. Pokud na
piezoelektricky krystal pfilozime napéti, dojde k jeho mechanickému roztazeni nebo smrsténi v fadu jeden
mikrometr na 10 volti. Sila, jakou muze krystal ptsobit, je fadové 100 N. Takto muzeme velmi pfesné
nastavovat (nakldnét nebo posouvat) zrcadla rezondtoru nebo laseru. Piiklad piezoelektrickych krystala
vcetné kontaktt a pfivodnich elektrickych kabela ukazuje obr. 7.11.

Obr. 7.11: Piezoelektrické krystaly firmy
Thorlabs. Po prilozeni pti¢ného napéti se
prodlouzi v podélném sméru.
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7.7 Dalsi elektrooptické jevy

EO jevy zahrnuji vSechny efekty, kdy dojde ke zméné optickych vlastnosti materialu vlivem ptilozeného
elektrického pole. Toto vnéjsi elektrické pole mé frekvence o nékolik fadu nizsi, nez jsou frekvence op-
tického pole. Podle toho, ktery parametr latky je elektrickym polem ovlivnén, mizeme EO jevy rozdélit.

1. Zména indexu lomu
Do této kategorie patii vSe, co bylo v této kapitole doposud diskutovano. Vhodnym materidlem pro
EO jevy je dielektrikum s sirokym zakizanym pasem, které se pouziva ve spektralni oblasti, kterou
toto dielektrikum nemuze absorbovat. Energie fotonu je mensi nez sitka zakdzaného pédsu. Do této
skupiny jevu patii napf.:

B Pockelsuv jev

B Kerruv jev

2. Zména optické aktivity
Sem patii zména cirkuldrni anizotropie — elektro-gyrace.

3. Zména absorpc¢niho koeficientu
EO materidlem je v tomto pripadé polovodi¢ova struktura a pouziva se svétlo blizko hrany zakazaného
pasu tohoto polovodice. Polovodicova struktura je navrzena tak, abychom pomoci elektrického pole
mohli ménit §itku zakazaného pasu. Pti zuzeni zakdzaného pdsu se posune absorpéni hrana a svétlo,
které diive prochézelo bez tlumeni, zaéne byt absorbovano. Na zdkladé téchto jevi mohou fungovat
amplitudové modulatory svétla. Do této skupiny jevu patii napf.:

B Franzuv-Keldysav jev — Elektrické pole naklani vodivostni a valenéni pas, coz vede k posunuti
a sklonu absorbéni hrany pro mezipasovou absorpci.

B kvantové vdzany Starkuv jev — Je zpusoben tim, ze elektrony a diry v polovodi¢ovych kvan-
tovych jaméach jsou diky elektrickému poli prostorové rozposunuty k opa¢nym strandm jamy.
Néklonem pést pak dojde ke snizeni energie absorpéni hrany.

B n-i-p-i supermfiizky — Tyto polovodic¢ové prvky se vyrabéji pokrocilymi epitaxnimi metodami
rustu jednotlivych vrstev polovodice. Takto je mozné vyrobit nad sebou vrstvy dopované na
n-typ, p-typ a nedopované (i-typ). Diky pokrocilé litografii je mozné vytvorit kontakty na jed-
notlivé vrstvy a elektrickym polem pak ovlddat modulaci padsové struktury na p-n prechodech.
Schéma tohoto elektrooptického amplitudového modulatoru je zobrazeno na obr. 7.12.

pn

—

()
&/

E +eU

pn

X3 X3

Obr. 7.12: n-i-p-i struktura polovodi¢ového amplitudového moduldtoru. Napéti se priklddd a) podél osy rustu U,
b) na p-n vrstvy Upn. Puvodni §ifka zakdzaného pédsu je E, a modifikovang je ng. Prevzato z [1], kde je mozné
najit podrobngjsi vysvétleni funkce.
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7.8 Shrnuti

e Vngjsi elektrické pole vyvolava v latce zménu optickych parametri. Tyto efekty se souhrnné oznacuji
jako elektrooptické (EQO) jevy a vyuzivaji se pro modulaci optického signdlu pomoci elektrického signélu.

e Elektrickym polem lze modifikovat index lomu, optickou aktivitu nebo absorpéni koeficient.

e Pro popis EO jevu se pouzivd modifikace indexového elipsoidu. Elektrické pole méni hlavni indexy
lomu a muze ménit i smér hlavnich os.

e Typické EO modulétory jsou: polarizac¢ni, amplitudovy a fazovy modulator. Ty vyuzivaji linedrni EO
Pockelsuv jev. Jednim z dulezitych parametru je pulvlnné napéti U,.

e Pouzivajf se dvé konfigurace: podélny EO jev (elektrické pole ve sméru sifen{ svétla), pricny EO jev
(elektrické pole je orientované kolmo na smeér sifeni svétla).

e Piinizkych frekvencich elektrického pole pfispiva k EO jeviim jak pfimy tak nepiimy EO jev. Nepiimy
EO jev vznikd kombinaci piezoelektrického a fotoelastického jevu.
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7.9 Piiklady

Pi. 7.4: Fazovy modulator LiNbOj3:
Uvazujte fazovy modulator pouzivany s pricnou konfiguraci elektrického pole v lithium niobatu. Nacrtnéte
dvé geometrické konfigurace, jez se 1isi hodnotou pulvlnného napéti modulatoru, které jsou

A d oo A d

T

U —

T

3 7 3 :
ngr13 l ngrss l

Pi. 7.5: Fazové modulatory v interferometru:
Najdéte tii fazové modulatory ve vldknovém usporadani dvou Machovych-Zehnderovych interferometru
na obr. 7.13. Vysvétlete funkci fazového modulatoru ve vlaknovém interferometru.

Obr. 7.13: Experimentéln{
uspofddani dvou  propojenych
vldknovych interferometrua typu
Mach-Zehnder.
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Tento prepina¢ do ruznych prostorovych maédu je
na zemépisné pozici: 50°04’16.804” N, 14°24’9.128”E.
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Kapitola 8

Akustoopticky jev

Obsah kapitoly
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8.5.1 Technické parametry AO intenzitntho moduldtoru . . . . ... ... ... ... 119
8.5.2 Technické parametry AO spektralniho analyzdtoru . . . . . . . ... ... ... 119
8.5.3 AO prepinaC . . . . . . . o e e 119
8.6 Shrnuti. . . . . . . . . 0 i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e 120
8.7 Priklady . . v v v v v it e i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 121

V predchozi kapitole jsme diskutovali elektrooptické jevy v pevnych latkach. EO jevy jsou ale svazany
s dalsi skupinou jevu, které souviseji s mechanickou deformaci materialu. Tuto problematiku jsme disku-
tovali v sekci 7.6.2. Nékteré vysledky, které budeme nyni potfebovat, si zopakujme.

8.1 Fotoelasticky jev

Nézvem fotoelasticky jev oznac¢ujeme zménu indexu lomu materidlu pod vlivem mechanické deformace.
Diky tomu, Ze mechanické napéti snima symetrii krystalu, muzeme fotoelastické jevy pozorovat i v krys-
talech se stfedovou symetrii. Pod vlivem mechanického napéti dochézi v latce ke zméné indexového
elipsoidu. Zatimco jednoduchy tlak zpusobuje linedrni anizotropii, krut mé za nésledek cirkuldrni{ anizot-
ropii. Nejjednodussim pripadem mechanického napéti je jednoosé napéti, které popiseme pouze jednim
nenulovym koeficientem v tenzoru mechanického napéti 3 . Elastické napéti zpusobuje deformaci, kterou
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si muzeme zapsat jako tenzor nebo ve zkriacené podobé pomoci multiindexu.

IS
S

¥ 00 uw 0 0
S=(o0 0 o0 = W= 00|, w=
0 0 0 0 0

o O O o o

Diky deformaci se méni lokalni hustota latky a tim dochézi ke zméné optickych vlastnosti materidlu.
Provedeme rozvoj vyrazu pro indexovy elipsoid zavedeny v sekci 5.3.1. Obvykle staéi rozvoj do prvniho

radu
[ : ] :
2 | T 2
il Milg_w

Dale nés bude zajimat ¢len popisujici zménu indexového elipsoidu

1
A lQ] = DijklUkl-

1
2
ni;

+A

n;;
Pokud pouzijeme zépis pomoci multiindexti, potom tento vztah ziskd tvar

A [12} = PikUk-

n=1;
Podle definice dava fotoelasticky tenzor p;; do vztahu bezrozmérny index lomu a tenzor malych deformaci,
ktery je v relativnich jednotkach. Diky tomu jsou koeficienty fotoelastického tenzoru také bezrozmeérné a
Ffadove maji velikosti ~ 0.1. Proto deformace materialu o 1 % svého rozmeéru vede na deformaci indexového
elipsoidu o hodnotu 0.1 %.

8.1.1 Fotoelasticky tenzor pro jednoosé napéti

V piipadé jednoosé deformace, jak to ukazuje predpis (8.1), je nenulovy pouze prvni koeficient ve sloup-
covém zapisu tenzoru malych deformaci. Jeho velikost oznacime ug. Protoze je odvozeni deformace inde-
xového elipsoidu, které bychom ted méli provést, zcela analogické s vypoétem, ktery jsme provedli pro
kvadraticky EO jev, muzeme nalistovat sekci 7.4 na str. 100 a rovnou napsat vysledek. Z analogie vyplyva

44> 4>
i to, ze fotoelasticky tenzor P musi mit stejnou symetrii jako kvadraticky elektroopticky tenzor S . Pro
modifikaci indexového elipsoidu, napi. pro kubicky krystal, plati

p11 pi2 pr2 O 0 0 U

pi2 p11 pi2 O 0 0 0

1 pi2 pi2 pu1 O 0 0 0
Al=| =piu; =

[nQL Pijtj 0 0 0 py O O 0

0 0 0 0 pu O 0

0 0 0 0 0 pu 0

Modifikované indexy lomu budou

/ _ 1 3
n = n- 5” P11o,
1
/ / 3
Ny =Nz = nN— 5” P12uo-

n znaci index lomu daného kubického materidlu, ktery je bez pusobeni mechanického napéti izotropni.

8.2 Vyuziti akustooptického jevu

Akustooptika fesi interakci optického pole s akustickou vinou v materidlu pevné latky. To, Ze muze svétlo
prochéazejici latkou interagovat s akustickou vlnou, pfedpovédél Léon Brillouin jiz v roce 1922. Na jeho
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pocest se tento jev spojeny se zménou frekvence prochézejicitho svétla zacal oznacovat jako Brillouinuv
rozptyl. Poprvé byl experimentalné pozorovan v roce 1932 fyziky Debyem a Searsem v USA. Ve stejnou
dobu provedli podobny experiment ve Francii fyzikové Lucas a Biguard.

Nejzndméjsim akustooptickym jevem je bezesporu difrakce na miiZce, kterda je v latce vytvorena
periodickou modulaci indexu lomu. Tato periodickd modulace je vytvorena tlakem akustické viny. Akus-
toopticka interakce se ukazala jako velmi uzitetnd metoda pro spektralni rozklad zvukovych vin a pro
velmi rychlé pFepindn{ sméru sifen{ optického svazku v laserovych systémech. Typické akustooptické (AO)
prvky jsou: AO modulédtory svétla, spektralni analyzatory, deflektory optického svazku a laditelné filtry.

8.2.1 Popis akustooptického jevu

Nyni se jiz naplno vénujme akustooptickym jevim. Pod timto ndzvem se skryvaji takové jevy, kdy se
méni optické parametry prostiedi vlivem akustické viny. Akusticka vina, neboli zvuk, se ve vzduchu &it{
ve formé podélného vinéni. V krystalu s periodickym uspofaddanim muze byt smér kmitani akustické viny
jak podélny, tak pfiény. To odpovidéd také podélnym a pricnym fonontum v pevné liatce. Akustickd vina
se muze vybudit bud pomoci mikroreproduktoru, nebo pomoci piezokrystalu. Obé metody umoziiuji
meénit elektricky signal na mechanické vibrace. V laserovych systémech se musi velmi pfesné nastavit
faze akustické vlny, aby bylo mozné optimalizovat interakci s optickymi pulzy délky desitek az stovek
femtosekund.

Akustickou vlnu v materidlu popisujeme pomoci téchto parametri:
B Frekvence () popisuje casovy vyvoj akustické viny.

B Vinovy vektor, K = 2%5’, popisuje smér Siteni. Vétsinou volime smér Siteni akustické viny podél

osy s, tedy K = (0,0, K).
B A je vinové délka akustické viny.
B Rychlost v, = Q/K udédva fazovou rychlost sifeni akustické viny.

B Polarizace vinéni udava smér vychylek jednotlivych atomu. V piipadé pficného vinéni volime smér
vychylek v ose #1. Pro podélné vinéni je smér vychylek shodny se smérem Siteni akustické viny,
tedy podél osy Zs.

Akustické vlna se v materidlu pohybuje fazovou rychlosti. Pokud dochézi k odrazu, muzeme v pevné
latce vybudit i stojaté vinéni. Diky tomu, Ze rychlost svétla v = ¢/n ~ 10% m/s je o pét fadl vyssi nez
rychlost zvuku, v >> va ~ 103 m/s, mizeme akustooptickou interakci femtosekundového optického pulzu
popisovat jako interakci svétla se stojatou vinou v daném case.

8.2.2 Pri¢né vinéni

V piipadé piicného vinéni lze malou vychylku v ruznych mistech v materialu zapsat jako harmonickou
funkei soutradnice x3

ﬁ(l‘3, t) = Acos (Qt — K1‘3)f1,

kde A je amplituda vychylky a K znagi velikost vlnového vektoru akustické viny, K = 27/A. Zopakujme
si, jak se z vektoru vychylek pocita tenzor malych deformaci,

- 1 6u1 8Uj
Uij =5 (axj + axi) . (8.2)

ZapiSeme-li si tenzor malych deformaci pomoci multiindexu jako sloupcovy vektor o Sesti prvcich, bude
mit nenulovou hodnotu pouze prvek s indexem 5,

1 1
Uus = ig—z; = up sin (U — Kzs), uy = §AK.
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Vlivem akustického pole se v latce vytvori prostorova fazova miizka, miizka s periodickou zménou
indexu lomu. Tuto periodickou mfizku muzeme v piipadé izotropniho materialu zapsat pomoci elastoop-

4o
tického tenzoru P , ktery lze zapsat jako matici (6 x 6) diky multiindextim. Pro ndmi zvolenou geometrii
pticného vlnéni se uplatni prvek pyq tohoto tenzoru. Indexovy elipsoid nabude tvar

X2+ X2+ X2

) +2X1X3]?44U0 sin (Qt* ng) =1.
n

Dochéazi k deformaci indexové koule na elipsoid, coz je matematicky stejny problém, jako u kvadra-
tického elektroopického jevu. Pomoci analogického feseni tedy dostaneme analogicky vysledek. Po rotaci
do vlastnich os se zbavime smiSeného ¢lenu s nasobkem X;X3 a provedenim rozvoje do druhého Fadu
dostaneme hodnoty modifikovanych indext lomu,

1

n, = n-— 3 n3pagug sin (Qt — Kx3),

ny = n, (8.3)
1

ny = n+ 5 n3pagug sin (Qt — Kx3).

8.2.3 Podélné vlnéni

Druhou moznosti geometrie sifeni akustického signalu je ve formé podélného vlnéni. V tomto piipadé
atomy kmitaji ve sméru sifeni zvuku. Velikost malé vychylky proto zapiSeme nasledovné

(xs,t) = Acos (Qt — Ka3)Zs.
Jedinym nenulovym prvkem tenzoru malé deformace bude v tomto piipadé prvek s multiindexem tii,

us :AKSiH(Qthxg) :uOSiH(QthIg), Uug = AK.

Pomoci tohoto tenzoru si opét spocitdme, jak se zméni indexova koule izotropniho prostiedi na
elipsoid. V tomto piipadé se nam ale objevi dva prvky elastooptického tenzoru p;g,

1 1
Al—=| = — =
[”2}1 [”2]2 prots,
1
A[] = P1ius.
3

Rozvojem opét uréime transformované indexy lomu

1
ny=nyg = n— ingplguo sin (Qt — Kx3),
1
ng = n-— §n3p11u0 sin (Qt — Kx3). (8.4)

8.2.4 Dva rezimy AOQO difrakce

Je tfeba brat v dvahu tenzorovy charakter interakce, vektorovy popis optické a akustické viny. Vliv
akustické vlny na pruchod optické vlny materidlem je takovy, Ze se optickd vlna odkléni z ptuvodniho
smeéru, dochazi k difrakci na vzniklé fazové miizce. Tohoto jevu se vyuziva v rezondtorech pulznich lasera
pro vyvazani pulzu z laserové dutiny. Obecné timto jevem dochéazi k modulaci, popiipadé k fizené zméné
frekvence optického zareni.

V zévislosti na zvolené geometrii, tloustce materidlu L, kterym svétlo prochézi a sifce akustického a
optického svazku muzeme akustooptické jevy rozdélit do dvou kategorii:

B Bragguv rezim: materidl je natolik Siroky, ze akustickou vlnu, kterd se v ném §if{, muzeme
povazovat za rovinnou. Interakci dvou rovinnych vln, optické a akustické, muze dojit k difrakci
pouze do jednoho vystupniho sméru.

B Ramantv-Nathav rezim: material je natolik tenky, ze nelze akustickou vlnu aproximovat rovin-
nou vlnou. Na vystupu z krystalu vznika velky pocet difrakénich fada.
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Obr. 8.1: a) Bragguv rezim difrakce, b) Ramantuv-Nathtv rezim difrakce, c) Bragguv rezim s fokusovanymi svazky.
Vlnovy vektor dopadajici viny je zakreslen modfe, difraktované viny cervené a akustické viny zelené.

Na akustooptickou interakci se muzeme divat jako na interakci fotonu s akustickymi fonony, jak
ukazuje obr. 8.1. Protoze energie fononu je mnohem mensi nez energie fotonu, délka vinového vektoru k
se pii difrakci prakticky nezmeéni, pouze se pootoci jeho smér o thel 20g. Pokud by mél foton interagovat
s dalsim fononem, musel by mit tento fonon pootoceny vinovy vektor K. Uhlovy rozptyl vlnovych vektoru
akustické viny 6® v materidlu tloustky L se d4 odhadnout vyrazem

A
0d = —,
L
kde A je vlnova délka akustické viny. Zavadi se hodnotici bezrozmérny parametr vztahem @ = 476y /0P.
Pro Bragguv rezim difrakce je @ > 1. Pro Ramanuv-Nathuv rezim plati opa¢nd nerovnost, ¢) < 1. Uhlovy
rozptyl sméru K akustické viny je zde mnohem vétsi nez Bragguv thel, a tedy muze dochazet k difrakci

do vyssich difrakénich fadu.

V realnych aplikacich AO jevu, kde se vyuziva Braggova rezimu, je tieba pocitat s konecnou sitkou
AOQ krystalu L a s kone¢nou sitkou optického svazku D. Diky konecné sitce je divergence svazku nenulova.
V optimalnim a nejefektivnéjsim piipadé je tfeba dosdhnout toho, aby divergence obou vin byly stejné,
00 = 6@, jak to ukazuje obr. 8.1c).

8.3 Ramanuv-Nathuv rezim difrakce

2
1
0
Obr. 8.2: Ramanuv-Nathuv rezim AO difrakce. Krys-
-1 tal je tenky a akustickd vlna s vlnovou délkou A mo-
5 difikuje index lomu podle zobrazené cervené funkce. K

difrakci dochdz{ do mnoha médu oznacenych Sipkou a
¢islem difrakéniho fadu.

O Ramanové-Nathové rezimu AQO difrakce hovoiime tehdy, pokud je krystal, ve kterém se $ifi akus-
ticka vlna, tenky. V tomto piipadé nelze akustickou vlnu aproximovat rovinnou vlnou. Tento rezim AQO
interakce ukazuje obr. 8.2. Vstupni opticka vlna dopadéd kolmo na AO krystal a vlivem difrakce dochazi
k odchyleni optického svazku do mnoha prostorovych maédu, které se oznacuji ¢islem difrakéniho fadu.
Nulty fad odpovidéd pruchodu svazku bez vychyleni z puvodniho sméru.

Monochromatickou elektromagnetickou vinu, kterd vstupuje do AO krystalu, si zapiSeme v expo-
nencidlnim tvaru

E = EO ez(l_c‘-f‘fwt).
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Tato vlna ziskd po prichodu krystalem tloustky L riizny fazovy posun v riznych mistech. Posun zévisi
na pri¢né pozici 3,

L
:ko/{no+5nsin(9t—k-ﬂ dngQﬁg—i—Mcos(Qt—K-F),
0

Pro zjednoduseni zépisu jsme si zavedli dva parametry dn a d¢. Modulaci indexu lomu spoéitame jako
dn = nipug/2, kde p znaéi pifsluiny fotoelasticky koeficient a ug amplitudu materidlové deformace. Bez
akustické viny ziskd optickd vlna v krystalu posun fiaze ¢g = konoL, s akustickou vlnou ziskd navic
prispévek modulovany s amplitudou d¢ = kodnL.

V roviné vystupni hrany krystalu lze optickou vlnu popsat pomoci komplexni amplitudy elektrického
pole ve tvaru
E(ﬁ t) = F, ezd)o e~ wit ezE~Fez[6¢cos (Qt—I_("F)].

Konstantni posun faze ¢y ndm pouze urcuje nasi volbu poc¢atku. V nasem vypoctu zvolime pocatek tak,
aby ¢9 = 0. Posledni ¢len, ktery obsahuje exponencidlu z goniometrické funkce, mizeme rozvést do
Besselovych funkci. Takto ziskdme

E(’F, t) = E, Z Zme((5¢) e—l(w+m§2)t ez(E—Q—ml?)F

m=—0oo

7 tohoto zapisu vystupni optické viny do rozvoje jasné plyne, ze na vystupu z krystalu se objevuji nové
slozky pole o frekvencich w,,, které se budou §itit ve smérech k,,, kde m je rad difrakce,

Wm = w + mf, Em:E+mI?.

Intenzitn{ zastoupenf téchto svazki je pro kazdy fad ddno hodnotou Besselovy funkce J2, (6¢). Pro ilustraci
uvazujme konstrukei, kdy chceme do prvniho difrakéniho fadu odklonit co nejvétsi intenzitu. Jak ukazuje
obr. 8.3, J2(0¢) ma maximalni hodnotu 33 % a to pro d¢ = 1.8421. Intenzita svétla se na vystupu rozdéli
tak, ze pujde 33 % do +1. a —1. ¥ddu, 10 % do 0., +2. a —2. fddu. Zbyld ¢tyfi procenta se rozdeli do
dalsich vyssich Fadu.

1.0 4
: — 3’ =10%
08 b ; — )’=33% -
; — 3, =10%
' 2
< 06 : 3" =1% 7
Q\Q/ .
g
-

Obr. 8.3: Zavislost velikosti kvadratu Besselovych
funkci na argumentu d¢. Svisld teckovand cara
ukazuje maximum funkce J7 a v rohu jsou zapsany
hodnoty kvadrati Besselovych funkci v tomto
misté.

Jelikoz je vinovy vektor akustické viny mnohem mensi nez vlnovy vektor svétla, |I? | < |k |, je uhel roz-
ptylu jednotlivych Faddu velmi maly, pouze nékolik stupiiu. Pro lom z AO krystalu do vzduchu pouzijeme
Snellav zdkon a dojdeme k vyrazu pro vystupni thel jednotlivych adu 6,

s

A )

kde A je vlnova délka svétla ve vakuu. Pro malé ihly muzeme pouzit priblizny vztah sin 6,, = 0,,. Takto
dostaneme

. , o
|k| sin 0,,, = m|K]|, neboli Y sin0,, = m—

0., ~ m%.
VInové vektory jednotlivych difraktovanych vin jsou priblizné stejné jako puvodni vlnovy vektor optické
viny, |km| ~ |k|, jak ukazuje obr. 8.2. Jelikoz je ky, = k+ K, musf mit vinovy vektor akustické viny urcity
smérovy rozptyl. Nelze tedy pouzit rovinnou zvukovou vlnou, je lepsi vina kulova. Pomuze také, pokud
neni optickd vlna rovinnd, ale je fokusovana.
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Obr. 8.4: Bragguv rezim AO difrakce. Modré sipky ukazuji pruchod svazku bez difrakce, ¢ervené jsou zakresleny
difraktované paprsky, které musi do sméru 0p konstruktivné interferovat.

8.4 Bragguv rezim difrakce

Pro Bragguv rezim musi byt krystal dostatecné Siroky, a proto muzeme akustickou vlnu povazovat za
rovinnou. Difrakce svétla na vzniklé fazové miizce je analogickd difrakci rentgenového zafeni na atomarni
miizce krystalu. Protoze vinova délka akustické viny je typicky nékolik mikrometru, muze akustickd vina
efektivné difraktovat viditelné svétlo. Diky analogii s rentgenovou difrakei se tento proces nazyva Bragguv
rezim difrakce a tid{ se stejnymi vztahy. Geometrické usporadani je zndzornéno na obr. 8.4. Bez akustické
viny prochézi svétlo primocafe materidlem, jak to ukazuji modré paprsky. Po zapnuti akustické viny se
cast svétla odrazi na vzniklé miizce. Aby doslo ke konstruktivni interferenci jednotlivych odrazi, musi
byt splnéna difrakéni podminka. Smér difrakce je charakterizovan Braggovym thlem 6p,

K
2ksinfg = K = sinfp = 3% (8.5)
27 . 2 . A
277’[; SlnaB = X = 2A SIHQB = E’ (86)

kde k, K a A, A jsou velikosti vinovych vektoru a vinové délky optické, respektive akustické viny. Uvedené
vztahy plati v tomto tvaru pouze pro izotropni prostiedi s indexem lomu 7.

Redlny AO modulétor zalozeny na Braggoveé rezimu difrakce, ktery je zobrazen na obr. 8.5, se pouziva
jako AO prepinac v laserovém zesilovaci RegA od firmy Coherent. Typicky uhlovy odklon svazku je pouze
nékolik stupiiu, jak je to v obrdzku naznaceno ¢ervenymi Sipkami. Aby se odklonény svazek vyhnul zrcadlu,
které je blizko k AO moduldtoru, je toto zrcadlo shora sefiznuté. Tento AO prepinaé slouzi k zavedeni
laserového pulzu do dutiny zesilovace a po jeho zesileni se pouzije znovu k vyvedeni pulzu z dutiny ven.
Materidlem je SiO5 a pouziva se frekvence akustické viny 380 MHz.
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Obr. 8.5: AO moduldtor v dutiné laserového ze-
silovace RegA od firmy Coherent. Moduldtor se
pouziva jako ventil k navdzédni pulzu do lase-
rové dutiny, kde je zesilen béhem nékolika obéhu.
Stejnym moduldtorem je posléze zesileny laserovy
pulz opét z rezonatoru vypustén.

8.4.1 Braggova difrakce v anizotropnim prostiedi

V' anizotropnim prostredi musime navic zapocitat to, ze difraktovany svazek s vlnovym vektorem K
a puvodni svazek s vlnovym vektorem k maji ve svych smérech ruzné indexy lomu. Tedy thel sklonu
k vlnoplose akustické viny je ruzny pro dopadajici svazek (0g) a difraktovany svazek (05). Pro difrakéni
thel plati obecnéjsi vztah,

k,/Z _ /€2

T

Protoze nas pii této geometrické konstrukei zajima velikost vinového vektoru, je v tomto pripadé vyhodnéjsi
pouzivat pro popis anizotropniho prostiedi dvouvrstvou indexovou plochu. Geometrie vektoru je zakres-
lena na obr. 8.6a) pro izotropni materidl a na obr. 8.6b) pro anizotropni materidl.

2ksin6]3 =K —

a)

Obr. 8.6: Zékon zachovdn{ vlnového vektoru pro Braggiv rezim difrakce a) v izotropnim prostiedi, b) v anizot-
ropnim prostiedi. ¢) Vypocet Braggovy difrakce pomoci Dopplerova jevu. Svétlo s rychlosti ¢ se odrdzi od cela
akustické viny, kterd se §ifi rychlosti ¥ax

Pi. 8.1: Uhel AO difrakce ve vodé:

Uvazujme typickou vlnovou délku optického zareni z viditelné oblasti spektra, A = 500 nm. Parametry
akustické viny ve vodé jsou néasledujici: frekvence f,x = 500 MHz, rychlost Sffen{ v, = 1.5 km/s.
Z rychlosti a frekvence akustické viny muzeme uréit jeji vinovou délku A, thlovou frekvenci €2 a velikost
vlnového vektoru K s vyuzitim vztahu

Q 2
A=vaeffue  Q=2mfu, K= b= 2Tk
Vak Vak

Dostaneme vlnovou délku A = 3 um. Po dosazen{ do vzorce (8.6), kde dosadime index lomu vody n = 1.33,
ziskdame hodnotu difrakéniho 1hlu g = 3.6°.

8.4.2 Zakony zachovani pti difrakci

Stejné tak jako pro jiné optické jevy plati i zde zdkony zachovéni energie a hybnosti,

ho' =ho+hQ, K =k+tK.
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Necarkované velic¢iny popisuji vstupni optickou vlnu a ¢arkované veli¢iny odpovidaji hodnotam po difrakci.
Na elementdrni trovni spolu interaguji foton optického zdfeni s fononem (vibraénim mdédem) akustické
vlny. Znaménko plus odpovida tomu, ze pii difrakci zanikl jeden akusticky fonon, minus znamena, ze
jeden fonon vznikl. Vektorové vztahy pro vinové vektory znazornuje obr. 8.6.

8.4.3 Popis difrakce pomoci Dopplerova jevu

Zménu kruhové frekvence prochézejictho svétla w muzeme spocitat také pomoci Dopplerova jevu. Dop-
plertv jev popisuje zménu frekvence zdroje, ktery se pohybuje vici pozorovateli uréitou rychlosti, nebo
muze popisovat odraz viny na pohybujicim se pfedmétu. To se da aplikovat na n&as piipad, kdy lze
predpokladat, ze se difraktovand vina odrazi na cele pohybujici se akustické viny. Geometrie tohoto jevu
je zakreslena na obr. 8.6¢). Pro zménu frekvence u Dopplerova jevu plat{ vztah

Aw _pvasinbs e 2 ©

w v n

Zmeéna frekvence Aw je dana pomeérem rychlosti akustické viny v.k a rychlosti v svétla v materidlu
s indexem lomu n. Ciselny faktor 2 vyplyva z toho, ze pii odrazu se otoéi smér normélové slozky rychlosti
¥ na opacny. Upravou a po dosazen{ Braggovy rovnice (8.6) dokdzeme, ze se pii difrakei kruhovd frekvence
zafeni zméni o hodnotu

Aw=uw —w=2%¢n OBVa1 = 2k sin Opva = Kva, = €.
v

Dostali jsme o¢ekdvany vysledek, ze se kruhova frekvence svétla zmeéni o frekvenci akustické viny (fononu).

8.4.4 Ucinnost Braggovy difrakce

Oproti Ramanovu-Nathovu rezimu lze v Braggové rezimu ménit pomér intenzity proslé a difraktované
viny. Ucinnost difrakce 1 definujeme jako podil intenzity difraktovaného svazku Igi a intenzity dopa-
dajictho svazku [i,. Pomoci metody vézanych vin je mozné spocitat ti¢innost difrakce, ale toto odvozeni
je nad ramec tohoto textu. Proto si pouze zapiSeme vysledek

i

= sin? kL.
I;

Zde L oznacuje délku AO materidlu, kterym prochdzi svazek. Pfi pruchodu svétla se energie pieléva do
difraktovaného svazku a zpét se sinovou zavislosti na prostorové souradnici. x je vazebnd konstanta a jeji
hodnota je v izotropnim prostiedi s indexem lomu n rovna

w3
K= T Pertio-
Hodnota vazebné konstanty odpovida prostorové frekvenci, s jakou se preléva energie mezi prochézejicim
a difraktovanym svazkem. V konstanté  se skryva vinovy vektor svétla, nebot plati k = w/c. Zbylé ¢leny
predstavujf efektivni amplitudu modulace indexu lomu n3perug /4, se kterou jsme se jiz setkali ve vztazich
(8.3) a (8.4). Parametry per a up oznacuji efektivni hodnotu fotoelastického tenzoru pro danou geometrii
a amplitudu akustické deformace.

Vezmeme do tvahy vztah pro vypocet intenzity akustické viny,

1
Ly = 5/’”21&87

kde p znac¢i hustotu materialu a v,y fazovou rychlost. Pokud chceme vyjadiit zavislost ic¢innosti difrakce
na intenzité akustické vlny, muzeme tyto vztahy dosadit a vylou¢it nezndmou ug. Ta se ale vyskytuje
v obou vztazich v rizné mocniné, a proto je vyhodné si zavést materidlovou konstantu, kterd difrakci
popisuje,

n°pl

M = .
/’Uik

Ucinnost difrakce pak muzeme zapsat jako

L
_ sin? (”\/era ) . 8.7
=S V2 cos 05 ) (87)
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Protoze Bragguv uhel 0g je velmi maly, ¢asto se bere cosfg ~ 1. Hodnoty koeficientu M jsou pro ruzné
materidly tabelizovany, casto se uddva hodnota vztazend vuci vodé (M/Mpy,0).

Jak silnou akustickou vlnu budeme potiebovat na 100% tcinnost difrakce? Potfebujeme zajistit, aby
argument sinu byl 7/2, nebot sin?(7/2) = 1. Jednoduchou tipravou dostaneme, ze pro maximaln{ difrakci
potifebujeme akustickou intenzitu

max _ A2 cos? O
ak 2ML?

V praxi si musime dét pozor, aby pouzity krystal vydrzel takovy vykon akustické viny.

Pi#. 8.2: Uéinnost AO difrakce ve vodé:

Pokud budeme chtit spocitat ic¢innost difrakce na akustické viné ve vodé, musime dosadit do (8.7)
konstanty vody: n = 1.33, pet = 0.31, va = 1.5 km/s, p = 1000 kg/m?>. Pokud pouzijeme svazek ¢erveného
He-Ne laseru s vinovou délkou A = 632.8 nm, potom bude ti¢innost difrakce rovna n = sin? (1.4 Ly/T,y).
V zéavislosti na délce prostiedi a intenzité akustické viny muzeme ménit Gcinnost difrakce od nuly az do
100 %.

Pi. 8.3: Ucinnost AO difrakce v krystalu PbMoO,:

Méjme krystal PbMoO,4 délky L = 1 mm, ktery je pouzit pro difrakci optického svazku o prufezu
1 mm?2. Tento materidl ma relativni difrakéni koeficient M/Mp,0 = 0.22. Pokud m4 akustickd vina
intenzitu 1 W, potom dosazenim do uvedenych vztahtu ziskdme ticinnost difrakce 40 %.

8.5 Aplikace AO jevu

CCD

kolimétor

Obr. 8.7: Schéma akustického spektrdlniho ana-
lyzétoru, ktery diky AO jevu v Braggové
rezimu promitne na stinitko spektrum akustického
signalu. Akusticky signdl je buzen na piezokrys-
talu (éerny obdélni¢ek) elektrickym RF signdlem
v fadu desitek az stovek MHz.

Laser [= > -+ ------ il

/\/\/\/\/\ RF signal

Braggova rezimu akustooptické difrakce se vyuzivd v mnoha optoelektronickych zaiizenich. Uvedme si
nésledujici ptiklady:

1. Spektralni analyzator: vyuziva toho, ze v zavislosti na frekvenci akustické vlny je vstupni svazek
odklonén do ruznych thli. Na stinitku umisténém v ohniskové roviné ¢ocky tak lze vidét spektrum
akustické vlny, jak to ukazuje obr. 8.7.

2. Intenzitni modulator: vyuziva zavislost tc¢innosti difrakce na intenzité akustické vlny. Zménou
akustického vykonu lze efektivné prelévat intenzitu prochézejiciho svazku do difraktovaného svazku.

3. Frekvenéni moduldtor: diky zdkonu zachovéni energie (viz téz Doppleruv jev) se méni frek-
vence difraktovaného zareni podle vztahu w’' = w + Q. Na vysokofrekvencni opticky signal se da
namodulovat nizkofrekvenéni akusticky signdl.

4. Laditelny spektralni filtr: pokud se ve sméru difraktovaného médu umisti uzka stérbina, pro-
pusti jen ¢ast spektra, kterd vyhovuje difrakéni podmince. Propusténé spektrum lze nastavovat
v zavislosti na parametrech akustické viny.

5. AO prepinac: anglicky se oznacuje jako AO deflector. AO krystal se pouzivd v Braggové rezimu
na prepinani optického svazku z jednoho prostorového médu do druhého. Vyuziva se to predevsim
v laserovych systémech pro pfepinani cest optického svazku. Pouziva se také na tizené zvyseni ztrat
v rezonatoru Q-spinaného laseru nebo laserového zesilovace.
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8.5.1 Technické parametry AO intenzitniho modulatoru

Smeér difrakce v Braggoveé rezimu si diky (8.6) muzeme zapsat jako

An _ A/n Fx. (8.8)

N Ba — —
SO = 8 T 20

Se zvysovanim frekvence stoupa hel odklonu difraktovaného svazku. Typicky odklon je v fadu nékolika
stupnu, muzeme tedy nahradit funkci sinus pouze argumentem a tici, ze hel difrakce fg je tmérny
akustické frekvenci f,x. Maximalni odklon by nastal pro sinfg = 1, coz definuje maximalni frekvenci
akustické vlny,

max __ QUak

ak _)\/n

Dosadime-li typické hodnoty, dostaneme maximaln{ frekvenci fadu 10 GHz.

Jednim z dulezitych parametri AO zafizeni je $irka pdasma. Pokud by interagovaly rovinné viny, byla
by Braggova difrakéni podminka ostré, zafizeni by fungovalo jen pro jednu frekvenci fy a sitka pasma by
byla nulovd, Af. = 0. Redlné jsou ale obé vlny omezeny, coz rozsiii §iifku pasma na kone¢nou hodnotu.
Provedeme diferencidl (8.8) a ziskdme

A 20, 0
At = Afy = Hancosfs

A =
cos g Afp T \

Abs. (8.9)

Celkovy rozptyl Braggova tihlu je souc¢tem thlové sitky optického svazku 66 a ihlové sitky 6@ akustické
vlny v daném materialu,

Afp =60+ 6.

s v

Jak jsme si uvadeéli, je optimalni, aby byly thlové sitky optické a akustické viny stejné. Pouzijeme vztah
pro thel optické viny, ktery je pro gassovsky svazek s sitkou sedla wg roven

A
50 = 221
TWwo
Budeme uvazovat, ze celkova variance Braggova ihlu je dvojndsobek 06. Déle pro maly thel difrakce
nahradime cos g = 1. Potom dostaneme
8Uak Vak 1

Afo = 28 v 2 = 2
TWo wo T

Frekvencni sitka pdsma je tedy dand prevrdcenou hodnotou ¢asu pruchodu akustické viny pfes sifku
optického svazku 7. Pro zvétseni sitky pasma AO modulatoru je tedy potieba zuzit, tj. fokusovat, opticky
svazek a zkratit dobu pruchodu akustické viny pfes opticky svazek. Je tedy tieba, aby 7 bylo malé.

8.5.2 Technické parametry AO spektralniho analyzatoru

U tohoto AO prvku je tfeba maximalizovat rozliSeni akustickych frekvenci. Maximalizujeme parametr
N, ktery je dan pomérem sitky Afg, do které je opticky svazek rozmitnut, a velikosti stopy, kterd by
odpovidala monochromatickému akustickému signalu 66,

Afg  AfaA/n mwo  Twod fax

50  2uacosfp 2\/n 4v, cosfp’
w
V.

= Afakii - AfakT-

Pro danou sitku pasma je pro zvyseni rozliseni potieba 7 velké. To znamend, ze je tfeba Siroky opticky
i akusticky svazek. Je to tedy zcela opa¢nd podminka proti predeslému ptipadu.

8.5.3 AQO prepinac

AO ptepinace jsou typickou soucasti femtosekundovych pulznich laseru, jak jsme jiz diskutovali na str. 116.
Na obr. 8.5 je zakreslena konstrukce AO piepinace v laserovém zesilovaci RegA. V tomto zafizeni se ale
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pouziva jesté jeden AO prepinag, ktery se oznacuje jako Q-spinaé (spinaé¢ kvality rezondtoru). Ten je za-
chycen na obr. 8.8, AO krystal je vyroben z materidlu TeO,. Pokud je na krystal Q-spinace pustén akus-
ticky signél, dochazi k rozptylu prochézejiciho svétla, ¢imz se zvysi ztraty v dutiné a nedojde k rozsviceni
stimulované emise laserového svétla v rezondtoru. Po vypnuti Q-spinace se ztraty v rezonatoru zesilovace
snizi a dojde k zesileni pfivedeného pulzu o tii fddy az na hodnoty okolo 3 pJ na pulz délky 160 fs.

Obr. 8.8: AO modulétor v dutiné laserového zesilovace RegA
od firmy Coherent. Moduldtor se pouziva jako Q-spinac¢, ktery
zpusobi ztraty v dutiné rezondtoru. Az po otevieni Q-spinace
se muze laserovy zesilova¢ rozsvitit. AO krystal je umistén
na piezoelektricky krystal, ktery vytvaii akustickou vinu diky
prilozenému elektrickému signélu s frekvenci 80 MHz. Pod krys-
talem je vidét piivodni elektricky kabel a civka s kondenzatorem
pro spravné elektrické pfizpusobeni.

8.6 Shrnuti

e Akustoopticky (AO) jev patif do t¥idy fotoelastickych jevi. Akustickd vlna vytvai{ v materidlu
periodickou zménu indexu lomu. Prochézejici svétlo je difraktované takto vytvofenou miizkou.

e Podle geometrie optického a akustického svazku rozlisujeme Braggtiv rezim a Ramantv-Nathtv rezim
difrakce. Tyto rezimy se lisi poc¢tem difrakénich fadu a Géinnosti.

e K AO difrakci muze dochazet v pevnych latkach nebo v kapalinach.

e AO jev se vyuzivéd pro odklon sméru &ifeni optického svazku, ktery se dd velmi rychle a ¢asové presné
spinat. Tyto prvky se pouzivaji v laserovych systémech s kratkymi pulzy.

e AO jevy se déle pouzivaji pro spektralni analyzu nebo filtraci a frekvenéni nebo intenzitni modulaci.
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8.7 Piiklady

Pr1. 8.4: Parametr difrakce: Ukazte, Ze pro bezrozmérny parametr Q, ktery urcuje rezim AO difrakce,
se da odvodit pfiblizny vztah
0= 27 AL
 nA?

Népovéda: PouZijte definici parametru @ a za Bragguv tihel dosad’te vztah (8.6).
Pr. 8.5: AO prepinac: AQO pfepina¢ predvedeny na obr. 8.5 pracuje v pulznim rezimu. Vzdélenost
mezi pulzy je 13 ns. Aby byl v Braggové rezimu ovlivnén pouze jeden pulz, zapind se akusticky signdl

10 ns pred prichodem optického pulzu. Stihne se v AO piepinaci vytvorit akustickd vina pres celou sitku
svazku? Svazek je fokusovén na sitku 55 pm a rychlost zvuku v materidlu SiO je 4.2 km/s.
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1 2 300
bound exciton ominuum\\
complexes —1 W
E

: -
! E
DA péry BEX EX Ey
vazané excitovy volné excitovy
Piehled optickych vlastnogtl' materidlu: a) disperznf relace pro elektrony, b) spektrum absorpce

c) reflexe, d) lumniscence. Cervené je vyznacena sifka zakdzaného pasu Eg, modfe zédkladni volny
exciton EX, zelené vdzané excitony BEX, ¢erné donor-akceptorové (DA) pary. Pievzato z [12].
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Kapitola 9

Mezipasové prechody
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9.1 Popis pole pomoci potencialu

Elektrické a magnetické pole se d& zavést pomoci skaldrniho a vektorového potencialu. Pro harmonické
elektromagnetické pole ndm pro popis stacl vektorovy potencial A(7,t). Elektrické a magnetické pole
muzeme ziskat z defini¢nich vztahu

E(7,t) = _%, B(7,t) =V x A(F,1). (9.1)

Vektorovy potencial neni pfimo méftitelny, a proto jeho zavedeni neni jednoznacné. Elektrické a magne-
tické pole se pocitd z derivace vektorového potencialu. Pro jeho jednoznaé¢nost se voli dodate¢na podminka,
kterd se oznacuje jako tzv. cejchovéani. Obvykle se voli V - A = 0, coz budeme pouzivat i v tomto textu.

Pokud popisujeme harmonické pole s frekvenci w a vlnovym vektorem k= (n + 1) %5, potom bude
mit i vektorovy potencidl harmonickou zavislost, /T(F, t) = Agd e 7w Ay je amplituda vektorového
potencialu a @ je jeho jednotkovy smérovy vektor. Z defini¢nich vztaht dostaneme elektrické a magnetické

pole:

E = wiy d ez(’z'?—“’t)7
T 1 = 1k oo 2 a(krF—wt)
H=—B = —Ap(§xad)e
Ho Ho



Bude nés zajimat Sifeni energie, které popisuje Poyntinguv vektor. Pfi vypoc¢tu musime zapocitat
redlnou ¢ast komplexniho pole a ze sttedovani ptes periodu pole vyjde faktor jedna polovina.
= = = wrAin 2w

=(Ex H) = sk == 2
(S)y=(E x H) o e 3, de a p (9.2)

9.2 Mezipasové prechody

V této kapitole se pokusime popsat mezipdsové optické prechody elektront v pevné latce, ke kterym
dochézi pti absorpci kvanta elektromagnetického zafeni. Vysta¢ime zde se semiklasickym popisem inter-
akce latky s elektromagnetickym polem. Toto pole s frekvenci w popiSeme klasicky, ale pokud dochazi
k absorpci, predava pole kvazi¢asticim v pevné latce energii po kvantech Aw.

Pro popis latky budeme pouzivat jeji pdsovou strukturu, kde predpokladame znalosti fyziky pevnych
latek v rozsahu [1]. Obecné odvozeni mezipdsové absorpce by bylo mozné provést pro libovolny krystal
polovodice, dielektrika i kovu. Odvozovani je ale nejsnaze pochopitelné pro polovodice, kde je pasova
struktura relativné jednoduché. Budeme se tedy pii vykladu absorpce vénovat polovodi¢um, ale odvozené
vysledky se daji pouzit i pro jiné materidly.

Polovodi¢ ma zakazany pas sitky E,, ktery oddéluje valencni energeticky pas E zaplnény elektrony
a vodivostni pas E., ktery je prazdny. Vliv mezipasovych pfechodu na optické vlastnosti polovodice a
jejich provazanost jsou schématicky znédzornény na ivodnim obrazku této kapitoly na str. 122.

9.2.1 Latka v jednoelektronovém priblizeni

Jednim z nejjednodussich kvantovych zpusobu popisu latky je jednoelektronové ptiblizeni. Predpokladame,
ze zname periodicky potencial V (7), ktery je v 1dtce vytvoren systémem jader a elektront. Zkoumdme po-
hyb jednoho vybraného elektronu v tomto periodickém potencialu, coz se provede fesenim Schrodingerovy
rovnice s nasledujicim hamiltonidnem
2
y p
Ho=—+ V(7).
0= 5 + V()

Potenciél V (7) musi byt v periodickém krystalu periodicky s periodou miizky. Pro jednoduchost budeme
predpoklddat kubickou mfizku s periodou a, kterd se pohybuje v rozsahu nékolika angstromu (2-3 A).
Kineticka energie je v hamiltonidnu spoéitand pomoci operatoru hybnosti, p = —AV .

Svycarsky fyzik Felix Bloch odvodil jako prvni vyraz pro vlnovou funkei elektronu v periodickém
potencialu.

Blochtiv teorém: V dokonalém periodickém potencidlu krystalu lze napsat feseni Schrodin-
gerovy rovnice ve tvaru rovinné viny e'?” vynasobené periodickou funkef Up,7(T), kterd ma
periodu shodnou s periodou krystalu.

1;[}71@(7?) = un@(f‘) ezq.F~ (93)

Tento zapis vinové funkce elektronu se oznacuje jako Blochova vinovad funkce. V této funkci vystupuje
vlnovy vektor! elektronu ¢, ktery urcuje kvaziimpuls elektronu, h¢. Index n znaéi index energetického
pasu s disperzni zavislost{ F,,(g).

Energetické péasy jsou fesenim stacionarni Schrédingerovy rovnice, kterd mé tvar

Hoton 7(F) = En(@)n g(7)-

Abychom se vyhnuli komplikovanému znaceni indexu pédsu a vlnového vektoru, pouzijeme zkracené notace
do jednoho pismene: n,§— n a m,§ — m.

Diky tomu, ze hamiltonian Hy nezdvisi na Case, je feSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice trividlni,

O

h=py

= Fown (7, 1) = B (7,1).

I Vlnovy vektor elektronu se zde znaéi . V literatufe se obvykle pouziva symbol E, ale my jsme ho jiz pouzili pro svétlo.
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Ve vlnové funkci elektronu muzeme separovat ¢asovou a prostorovou zavislost,

'l/’n(ﬁ t) = %(F) eﬂ(E"/h)t = wn(f) e et

Pfechod mezi energii a kruhovou frekvenci je samoziejmé svazan s Planckovou konstantou FE,, = fw,.

9.2.2 Interakéni hamiltonian

Elektromagnetické pole popiseme vektorovym potencidlem A'(f’, t). Interakce ldtky s timto polem se da
zapocCitat tak, ze nahradime operator hybnosti: p — p — eA. Pro jednoduchost nebudeme zdvislost A na
(7, t) stale explicitné uvadét. Hamiltonidn upravime ndsledovné

o (- eA) v

2m

H

R ST I B P G G
o (p +efA*—e(p-A+ A p))-l—V(f').

Clen e?A? 1ze pro slabé pole zanedbat. Operator v zavorce pusobici na vinovou funkei se dé zjednodusit
(D-A+A-P)U =—h(V-A4+A-V)¥ = —2hA- VU,

Pi#i odvozeni musime vzit v ivahu, Ze derivace v operatoru V pusobi doprava jak na vlnovou funkci,
tak na vektorovy potencidl. Mzeme ale pouzit vhodnou volbu vektorového potencidlu, kde V - A = 0.
Vysledny hamiltonian bude mit tvar

. 52 B . .
Ho= 2 vy LAF ) -V = Ho + Ha,
2m m
o= “Piv-o_i
m m

Hamiltonian jsme tedy rozdélili na staciondrni ¢ast Hg a prvni fad poruchového poctu H;. Tento ¢len ha-
miltonidnu zavisi na ¢ase diky ¢asové zavislosti vektorového potencidlu A(7, t). Diky tomu muze indukovat
pfechody mezi stacionarnimi hladinami, které jsou vlastnimi stavy hamiltonianu Ho.

Vlnovou funkei ¥(7, ) mizeme rozepsat do béze {¢;(7,t)} vlastnich stavii o
g SCCIGUES SUCHIL B SUUTL

Index 7 v sumé znamend sc¢itani pres ¢isla vSech energetickych pésu a dale s¢itani pres vSechny povolené
vinové vektory elektronu ¢. Bazové vlnové funkce jsme si zapsali v Blochové tvaru (9.3) s periodickou
Casti Uj-

9.2.3 Reseni Schrédingerovy rovnice pomoci poruchového poétu

Diferencidlni Schrédingerovu rovnici budeme fesit s po¢dteéni podminkou v ¢ase t = 0: b;(0) = d;p,, kde n
oznaguje ¢fslo hladiny zdkladniho stavu. Pro ¢ > 0 znaéf tedy hodnota kvadratu |b,,(¢)|? pravdépodobnost,
ze systém zustal v zdkladnim stavu. Pravdépodobnost pfechodu systému ze zdkladniho stavu na m-tou
hladinu v éase t (n — m) spocitdme jako Py, (t) = b (t)|%.

Dosadime-li vyjadieni vlnové funkce ve vlastnich stavech hamiltonidanu do ¢asové Schrodingerovy
rovnice, dostaneme

mgt;bi(t)wi(r ’HOZb () (7t +leb ()i (7, t).

Nésledujici postup feseni Schrodingerovy rovnice ma tii kroky:

1) od rovnice ode¢teme staciondrn{ fesent,

2) vyndsobime zleva komplexné sdruzenou vlastni vlnovou funkei ¥} (7, t),
3) preintegrujeme pres cely objem krystalu ([ dV).

Takto ziskdme upravenou rovnici

E bi( Hmz ) ermit kde Wini = W, — Wi
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Maticovy element poruchového hamiltonianu ma tvar
Ay = [ v R v nay,

Budeme pocitat v prvni poruchové aproximaci pravdépodobnost Pp,,(t), ze dojde k piechodu ze
zékladniho stavu n do excitovaného stavu m,

abm l ymn 1w
Zh;at( ) = Hl (t) e mnt
1 t
= by, (t) = 7 / Hm (') eomnt' dt (9.4)
0

47T2 ymn 2
Ppn(t) = T ’7'l1 (Wmn)

Vyraz ﬁ?”(wmn) predstavuje Fourierovu slozku maticového elementu poruchového hamiltonianu s frek-
venci Wy,,. Vypocet maticového elementu provedeme nyni podrobnéji

) = [0 A Ve, mav

Vektorovy potencidl jsme si zde zapsali pomoci amplitudy Ay a jednotkového smérového vektoru a. Ve
vyrazu |e!(F7Twt) 4 c.c.} predstavuje prvni ¢len absorpci fotonu a piechod elektronu do excitovaného

stavu. Druhy ¢len popisuje emisi fotonu, ale protoze je elektron v zékladnim stavu, nemuze zadny foton
emitovat.

Clen u,, (¥)§ mizeme zanedbat, pokud je nenulovy ¢len Vu, (7). Toto zjednoduseni se oznacuje jako
dipélovd aprozimace. Nyni provedme analyzu vlnovych vektort, které musi spliiovat zdkon zachovani
hybnosti:

q=q+k=q+

Protoze vsechny mozné stavy elektronu jsou popséany vinovymi vektory ¢, které pokryvaji celou prvni
Brillouinovu zénu (1.BZ), musi pro jejich velikost platit ¢ < 27/a. Vinova délka svétla ve viditelné oblasti
(napf. A ~ 500 nm) je mnohem vétsi nez miizkova konstanta (typicky a ~ 0.3 nm). Proto je ¢ > k a

q' =~ ¢. To znamend, Zze mezipasové optické prechody jsou vertikdlni v BZ, jak to ukazuje obr. 9.1. Pii
prechodu elektronu mezi pasy se neméni vlnovy vektor elektronového stavu.

E

E.(9)

vodivostni pas

Obr. 9.1: ZjednoduSené pésové schéma polovodice.

Uvazujeme jednoduchy parabolicky vodivostni i valenéni
valenéni pés pas. Ty oddéluje zakézany pés sitky Fg. Sipka znazoriiuje
E.(q) prechod fotoexcitovaného elektronu mezi pasy, kdy se za-
chovava vlnovy vektor q.
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9.2.4 Fermiho zlaté pravidlo

Vypocitame si velikost maticového elementu interakéniho hamiltonidnu v dipdlové aproximaci.

AP = oot [ (e Vun (v
eA —wt = =
= _Tﬁi)e ta'pern((j)a
kde Prn (@) = —zh/u;‘n(F)Vun(F)dV.

Zde jsme si zavedli mezipdsovy maticovy element operdtoru hybnosti pp,,(q) popisujici prechod ze
zékladniho stavu s indexem n do excitovaného stavu s indexem m. Vypocitanou poruchu hamiltonidnu
dosadime do pfedchoziho vztahu (9.4)

t
[ Ao tar -
0

_1
"~ ah

eAo

b (T
(*) 22hma

t
ﬁmn(‘j}/ ez(wmnfw)t’dt/.
0

Pravdépodobnost prechodu mezi hladinami bude mit tvar

2
e? A2

t
Pan(®) =l (®)F = 555 | (@) / (@)t gy (9.5)
0

2m

2, (Ao
h 2m

GAO 2 1
() 2 |@ - Do (D) 2R £ 6 (Awpn — Fw),

2
S 2 -
Ponlt) = ) 18 B @3 (Bn) ~ Bula) ).
Pravdépodobnost pfechodu do excitovaného stavu je linedrné imérna casu. Derivace podle ¢asu je tedy
konstanta na ¢ase nezavisla, kterd urcuje rychlost, s jakou dojde k této excitaci. Toto odvozeni provedli
ve stejné dobé Paul Dirac a Enrico Fermi, nicméné tento vysledek se oznacuje pouze po jednom z nich.

Fermiho zlaté pravidlo: Pokud je systém pod vlivem poruchy ve formé harmonického
pole s frekvenci w, potom je pravdépodobnost prechodu ze zédkladniho stavu do excitovaného
stavu za jednotkovy Cas rovna nasledujicimu vyrazu,

—

@ B (D 8 (Bun (@) = Bul@) = o) (9.6)

P.(t) 27 LAO 2
t h

- 2m

Tento vysledek nam tika, ze pravdépodobnost pfechodu systému do excitovaného stavu je nenulova pouze
tehdy, pokud jsou splnény nasledujici dvé podminky:

1) Nezmén{ se vinovy vektor elektronu béhem prechodu (¢’ = q).

2) Vzdélenost energetickych hladin, mezi kterymi elektron pfechdzi, odpovidé energii absorbovaného
fotonu (E. — E, = hw).

9.2.5 Priechody z valen¢niho do vodivostniho pasu

Celkovy pocet mezipasovych piechodu W, z valen¢niho do vodivostniho pdsu v jednotkovém objemu
materialu za jednotkovy cas ziskame podle vztahu

2

3
N.
o

WCV =

Dvojka plyne ze spinové degenerace elektronii, faktor (27)3 souvisf s integraci ve 3D reciprokém prostoru
a pocet stavi dV ziskdme integraci pres 1.BZ nasledovné

AN = [ Puufon (B(@) (1 fon (Eu(@) &
1.BZ
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V tomto vyrazu frp(F) zna¢i Fermiho-Diracovu rozdélovaci funkci, kterd udédva pravdépodobnost obsa-
zeni hladiny s energii E elektronem pii teploté T'. V limité nizkych teplot (T — 0) lze brét valenéni pés jako
zcela obsazeny a vodivostni pés zcela prazdny. Vyrazy v zdvorkach budou frp(Ey) = (1 — frp(Ee)) ~ 1.
Pro pocet prechodu ziskdme dosazenim (9.6) formuli

ch =

2 27 (er

2
(27)3 h ) / @ - P (D)) 6(Ee — By — hw) d%q.

1.BZ

2m

Velikost skalarniho sou¢inu se méni malo v oblasti, kde je nenulovéa delta funkce, a proto muzeme absolutni
hodnotu vytknout jako konstantu pied integrdl. Pro charakterizaci rychlosti mezipdsovych prechodu je
vhodné si definovat bezrozmeérnou velic¢inu zvanou sila oscilatoru jako

forlw) = —— i i (@) (97)

Tato veli¢ina je bezrozmérnd a urcuje, jak moc silné interaguje latka s harmonickou slozkou pole na
frekvenci w. V integrélu zustane jen d-funkce, kterd ndm po integraci dava takzvanou sdruzenou hustotou
stavii s rozmérem [eV ! m~3]

)

/ §(E. — B, — hw)d?q. (9.8)
1.BZ

BNCLE

Tato veli¢ina udavé, kolik je v latce povolenych pfechodu na této frekvenci. Vypocet sdruzené hustoty
stavt je graficky zndzornén na obr. 9.2 pro 1D piipad. V ¢dsti a) jsou ¢ervenou sipkou zakresleny ruzné
optické prechody elektronu z valen¢éniho pasu E. (q) do vodivostniho pasu F.(q) v ruznych bodech prvni
Brillouinovy zény (1.BZ). Cést b) ukazuje energie optickych prechodi (E.(q) — Fy(q)) a ¢ést c) je his-
togram téchto energii pro ekvidistantni povolené stavy vlnového vektoru q. Tento histogram odpovida
sdruzené hustoté stavi, kterd se projevi ve spektru absorpce tohoto materidlu. Z obrézku je patrné,
7e maxima ve sdruzené hustoté stavu (oznaceny teckovanou ¢arou) odpovidaji mistum, kde jsou spolu
vodivostni a valen¢ni pasy rovnobézné.

a) E b)

E.(9)

E.(9) J.(B)

Obr. 9.2: Optickd mezipdsovd absorpce v 1D materidlu: a) Obecné pdsové schéma, ¢ervené jsou vyznaceny fo-
toexcitované mezipdsové prechody; b) zobrazeni energie optického pfechodu v ruznych mistech BZ; ¢) sdruzend
hustota stavu jako histogram z b).

Timto postupem se nam podafilo zredukovat vztah pro celkovy pocet mezipasovych prechodu na
zapamatovatelny vztah

Wy = me® A Fou (@) Jow (w). (9.9)

T 4m

Je tfeba si uvédomit, ze tato veli¢ina uddavd pocty mezipdsovych pirechodu. Pokud nis bude zajimat
energie, kterd se pii absorpci pfeddva latce, musime veli¢inu We, vynasobit energii jednoho fotonu hw.
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Poznamky k matematickému odvozeni

A ted kratké matematické intermezzo, kdy si podrobné&ji osvétlime nékteré detaily piedeslého odvozovani.
Spocitame si integrél ve vyrazu (9.5), kde pro jednoduchost zavedeme pomocnou veli¢inu € = wy,, — w.

t 2 2 2 sin2 (Et)
S 5
13 2
0

(§>2
2
V limité pro ¢as jdouci k nule dostaneme

ett —1
€

sin? <%)
lmn T = 21t 5(&t) = 2rht (h€) = 2mht §(hwymn — hw).
= £

2

Vyuzili jsme identity, které plati pro d-funkei:

)
i et | = e

() = ().

9.2.6 Energeticka bilance

Nyni se pokusime svézat vyslednou hodnotu celkového po¢tu mezipasovych prechodu podle vztahu (9.9)
s hodnotou méfitelné veliciny, jako je absorpéni koeficient a.. Sifeni energie v latce popisuje Poyntingtv
vektor S. Hustota energie bude v materidlu exponencdlné klesat s absorpénim koeficientem podle vztahu
w = wp e~ **. Diferenciédlni rovnice pro §ifeni hustoty energie podél osy Z mé tvar

dw 1 dw
a__hwwcv—_aw = a——;a.

Absorpéni koeficient muzeme tedy napoéitat z celkového poctu mezipasovych prechodu,

hwWey

=

(S)

Dosadime za stFedni hodnotu Poyntingova vektoru (9.2) a za pocet mezipdsovych piechodi (9.9). Vysledkem
dostaneme

hwme? A3w2pgc
a= chv(w).]cv(w).
To upravime a ziskdme findlni vztah
o= %weQchv(w)va(w). (9.10)

Pripomenme si, Ze sila oscildtoru (9.7) je nepiimo tumérna frekvenci, f., & 1/w. Pokud odhlédneme od
vSech konstant, je uzitec¢né si zapamatovat, ze frekvenéni zavislost absorpéniho koeficientu je

Joy (W) .

Jestlize dosadime hodnoty fyzikalnich konstant, za hmotnost ddme hmotnost volného elektronu, po-
tom muzeme ziskat piehled o fddovém poméru studovanych veli¢in

HOC e2h = 1.008-10"2° ¢V m? = 1.098 eV A”.

2m0
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Odvozeni permitivity

Nyni vyuzijeme vztahu absorpéniho koeficientu k ostatnim optickym veli¢indm, abychom je vyjadfili
pomoci neddvno zavedenych funkei. Z rovnosti o = 2wsz/c a 9 = 2n3¢ si vypocitdme imagindrni slozku
komplexni permitivity

nc me? Ry c?
g2 = UOé = chv(w)tjcv(w) =
e 2

- m%%ﬂ%p/W@ﬁﬁﬂﬂﬁ)ﬁummm%
1.BZ

Pres znamé Kramersovy-Kronigerovy relace 1ze integraci dojit i k redlné ¢asti permitivity e;.

9.3 Zjednoduseny vypocet sdruzené hustoty stavia

Predstavme si, Zze mame pasové schéma latky v zdkladnim stavu, kdy jsou vSechny stavy elektronu ve
valenénim pasu obsazeny. Tyto ruzné stavy jsou popsény kvantovym Cislem, kterym je vinovy vektor ¢,
kazdy takovy stav méd dvojndsobnou degenaraci diky spinu. Pfi optické excitaci muze elektron piejit do
prazdného stavu ve vodivostnim pésu se stejnym vlnovym vektorem ¢. Sdruzend hustota stavi Je,(w)
je proto dilezitd veli¢ina, nebot uréuje, kolik elektronovych stavii s riznymi hodnotami ¢ mé nad sebou
stav ve vodivostnim pasu, ktery je vzdaleny pravé o fw.

Zopakujme si definién{ vztah (9.8) pro sdruzenou hustotu stavi, jako integral pres prvni Brillouinovu
zonu,
2 3
Jﬂwzaﬁ?/a@—a—mmq (9.11)
1.BZ

Schéma vypoctu bylo graficky zndzornéno na obr. 9.2¢). O velikosti sdruzené hustoty samoziejmé roz-
hoduje chovéni delta funkce, coz budeme nyn{ studovat. Zavedeme si pomocnou funkei f(¢) popisujic
vzdélenost vodivostniho a valenéniho pésu,

6(Ec(q_)_Ev(q_j_m):6(f(®_hw)

Provedeme rozvoj této funkce do Taylorovy fady v okoli hodnoty vinového vektoru ¢y, pro kterou plati,
ze f(go) = hw. Tedy

P A T - R
f(ff)—f((Jo)+d*§%(q—%)+§W%(Q—QO) +ee (9.12)
hw
1. rad 2. F4d

Nulty #ad rozvoje se v argumentu d-funkce odecte. Prvni ¥ad si upravime s vyuzitim vlastnosti §-funkce

nasledovneé,
§ (d{
dg

a tedy pro puvodni argument ziskdme

q0

5(7 - qo)
|V§(Ec(q_) - EV(Q’))LTO '

§(Ee — By — hw) =

To dosadime do (9.11), ¢imz muzeme sdruzenou hustotu stavu vyjadrit jako

2 (g — q0) d*q
Jev(w) = 2n)3 / IVq(Be(d) — Ev(@)p,_po—pe

1.BZ

Diferencidl miizeme zapsat jako d3¢ = dS - dg,. 3D integrdl v g-prostoru spolu s é-funkci miizeme
zjednodusit na integral pfes plochu S, na které je splnéna podminka (7= ¢qo) = (E.— Ey, = hw). Je
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tfeba si uvédomit, ze pokud budeme pocitat integral pro jinou kruhovou frekvenci w, zméni se ndm i
integracni plocha S (plocha konstantni diference).

ds
o) = G5 = Gy / Vo (B~ B @y (6-13)

Pokud bychom fesili nejjednodussi 1D piipad, ktery je zndzornény na obr. 9.2, mohli bychom tento
vysledek popsat nasledovné: Maxima ve sdruzené hustoté stavu odpovidaji mistum, kde jsou vodivostni
a valenc¢ni pas spolu rovnobézné a jmenovatel ve zlomku se blizi k nule.

Ve 3D je ale situace mnohem slozitéjsi. Podminka nulovosti jmenovatele

|1V (Be(@) — Bu(@)] = 0.] (9.14)

nam definuje tzv. kritické body v g-prostoru. Podle toho, jak jsou pasy prohnuté v blizkosti daného
kritického bodu, vznikne v hustoté stavu charakteristicky zlom.

Pi. 9.1: Sdruzena hustota stavi pro parabolické pasy: Uvazujme parabolické pasové schéma
podle obr. 9.1 v okoli absorpéni hrany. To znamend oblast energii blizko Sitky zakdzaného pasu E;.
Nejdiiv si zapiSeme explicitné parabolickou zavislost energii vodivostniho a valenéniho pasu na vlnovém
vektoru,

ﬁ2q2
vodivostni pas: E = ,
P (@) 2me
thQ
valenéni pés: E.(q) = —E; — o

Veliciny m. a m, oznacuji efektivni hmotnost elektronu ve vodivostnim, respektive valenénim pésu a
urcuji zakfiveni energetické paraboly. Definujme si redukovanou hmotnost m, vztahem

1 1 1
= —+ —. (9.15)

My Me My

Podminka pro plochu S s rozdilem energii past, ktery odpovida energii fotonu, ndm vyjde

h2 2
ho=FE.— B, = By + —.
2m,
Jesté si vypocitame gradient pres vlnovy vektor,
h2

L)

Vg (Ee(q) — Ev(q)| =

T

Nyni jiz mdme vSechny ¢éésti, které muzeme dosadit do rovnice (9.13) pro sdruzenou hustotu stavu, kterou
budeme déle upravovat

2 m,dS 2 m,4ng? meq my 2mr
Jev = = — = = hw—FE
ev(@) (2m)3 h2q (2m)3 h? ¢ m2h?  w2h? 7 ( 5) =
s
V2m3
25 hw — Eg.

Tento typicky vysledek, ktery ddvd pro 3D hustotu stavi odmocninovou zavislost na energii, je zndmy
z fyziky pevnych latek, viz napf. [1] 6. kapitola a piiklady na konci této kapitoly. Sdruzenou hustotu
stavi muzeme dosadit do vyrazu (9.10) pro vypocet absorpéniho koeficientu

_ poce/m <2mr

4mh2n m

3/2
) fov(W)/fw — Eg.

Jako ptiklad dosadime typické hodnoty pro germéanium,
(hw — Eg) = 10meV; my = —m; fov =1; n=4.

Dostaneme hodnotu o = 6.65 - 102 cm™!. Fotony s energii o 10 meV vétsi, nez je sitka zakdzaného péasu
germénia, tedy proniknou do charakteristické hloubky 1/« = 1.5 pm.
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9.4 Absorpcni pasy a kritické body

Ke zménam profilu sdruzené hustoty stavi J.,(w) dochdz{ v bodech Brillouinovy zény, kde jsou energe-
tické pésy rovnobézné a je nulovy gradient Vz(E.(§) — Ey(¢)) = 0. Symetrie krystalu odpovidé za to,
kde se nachéazeji tyto kritické body. Symetrickym bodem je napi. bod T', jakozto stfed BZ. Pro popis
chovén{ v okol{ kritickych bodi budeme muset pouzit Tayloruv rozvoj rozdilu energetickych pésu (9.12)
do druhého fadu,

3

L R
Ee(7) — Ev(9) = Eo + Va(Ec(q) — Ev(@)lz (7 do) +; o, (T~ D0)i
0. 1ad 1. féd = 0 —
2. fad

K zjisténi, zda se pro dany kriticky bod ve 3D prostoru jednd o minimum, maximum ¢&i inflexn{ (sedlovy)
bod, potiebujeme znat hodnoty efektivnich hmotnosti m;. Tato veli¢ina je v tomto piipadé tenzorova a
ma tii vlastni hodnoty.

Podle znamének tif slozek m; délime kritické body do ¢tyt kategorii:

Mg — vSechny m; jou kladné, jde o lokdlni minimum,

€1 o const — v/ Fy — hw, €9 X vV hw — Ey.

€1 ‘ €2

E, hw E, hw
M; — dvé hodnoty jsou kladné, jedna zapornd, jde o sedlovy bod,

€1 o« const — \/hw — E1, €9 o const — /B — hw.

&1 ) €9

E, hw E, hw
M, — jedna hodnota je kladnd, dvé zaporné, jde o sedlovy bod,

€1 x —const + v Ey — hw, €9 ox const — v hw — FEs.

€1 €9
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M3 — vsechna m; jsou zaporné, jde o lokdlni maximum,

€1 x —const + viw — Fs, €9 X v/ E3 — hw.

€1 €9

E3 hw E3 hw

Belgicky fyzik Léon Van Hove jako prvni poukazal na nésledujici geometricky fakt.

Van Hoveuv teorém: Kazdy absorpéni pds musi obsahovat alespon jednu singularitu
kazdého typu (Mg, My, Ma, Ms).

Tento vysledek je zakreslen do obr. 9.3, ktery predstavuje typické spektrum imaginarni ¢asti permi-
tivity krystalu v oblasti mezipasovych prechodu.

€
Obr. 9.3: Typické spektrum imaginarni ¢asti permitivity
3D krystalu. Podobné by vypadalo i spektrum absorpce
a nebo extinkce .

0

Eo E E E3 hw

9.4.1 Absorp¢éni pas germania

b) a3
< I >

%

Obr. 9.4: a) Pdsova struktura germénia: valenéni pds mé zdporné energie, sitka zakdzaného pésu je Fy = 0.8 eV,
vodivostni pas mé energie ¥ > E,. Ve schématu jsou pfechody v kritickych bodech oznaceny sipkami. Pfevzato
z [12], str. 327. b) Znaceni symetrickych bodu v 1.BZ germaénia, které krystalizuje v diamantové struktufe.

vlnovy vektor

Obrazek 9.4 ukazuje kritické body v pasové struktufe germdnia. At uz byla tato pasova struktura
spoc¢itana, nebo ziskdna méfenim, je mozné z ni napocitat vSechny optické konstanty jako naptiklad
permitivitu?, ktera je pro germénium zakreslena v obr 9.5.

2 D.E. Aspnes, A.A. Studna, ,Dielectric functions“, Physical Review B 27, 985 (1983).
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Obr. 9.5: Permitivita germénia: ve spektrech redlné (1)
i imagindrni slozky (e2) jsou zfetelné extrémy a zlomy
blizko hodnoty 2 eV a hodnoty 4.5 eV. Tyto extrémy a
zlomy souviseji s kritickymi body M2 a M3 ve sdruzené
-10 e hustoté stavu, kterd je uréend pasovou strukturou krys-
talu germania. Pfevzato z ¢lanku uvedeného v poznamce
1 1 1 1 1 Il 1 1 2.

permitivita

energie [eV]

9.5 Dalsi modifikace mezipasovych prechodiu

vlastnosti. Pfi detailnim zkoumani experimentalnich dat ale zjistime, ze budeme pro lepsi shodu muset
do nasf teorie jesté nékteré drobnosti doplnit. A prévé to je cilem této sekce.

9.5.1 Dovolené a zakazané prechody

Doposud jsme uvazovali, zZe sila oscildtoru fe,(w) je ve studované oblasti viceméné konstantni a o cel-
kovém poctu mezipdsovych prechodiu rozhoduje pouze sdruzens hustota stavi J.,(w). V tomto piipadé
oznaéujeme piechody jako dovolené?. Pokud je pro néjaky vlnovy vektor gy maticovy element operatoru
hybnosti nulovy, pey(do) = 0, potom je nulovd i sila oscildtoru. Zde jsou prechody zakdzané. K tomu
dochézi zpravidla diky symetrii. To, zda je dany pifechod dovoleny nebo zakazany, oznacujeme jako
vybérovd pravidla.

V piipadé kubickych materidli, napt. s diamantovou strukturou (diamant, Si, Ge) nebo se sfaleritovou
strukturou (GaAs), je tento maticovy element izotropni. Ale v pifpadé nekubickych materidlu zévisf sila
oscilatoru, fo.(q) o |@ - Pev(q)|?, i na polarizaci svétla.

Zopakujme si vztah pro vypocet maticového elementu operdtoru hybnosti,

Fo(@) = —th / W () Vateg(F)AV.

Pro blizs{ analyzu musime rozvést operator hybnosti p.,(¢) v okoli bodu ¢y. Pifmo pro ¢y je prechod
zakdzany, ¢im vic se od této hodnoty vzdélime v ¢-prostoru, tim je pfechod pravdépodobnéjsi (,méné
zakdzany*).

—

ﬁcv((j) = ﬁcv(qO) + V(j’ﬁcv(i)'q‘o ((j_ (TO)
——

[}

Maticovy element je tedy linedrné zavisly na q. V sile oscilatoru mame ale kvadrat maticového elementu,
- 2
[Pev(@)]” o< (¢ = q0)-
Vysledkem tedy je, ze absorpéni koeficient nebo imagindrni slozka permitivity mé pro zakizané
prechody zavislost na jiné mocniné energie.
povolené prechody: ax ey o (hw — Eg)l/Q,

zakdzané prechody: o o g9 o (hw — Fg)*/2.

Tento rozdil tvaru absorpéni hrany mezipasovych optickych piechodt je zndzornén na obr. 9.6.

3 To je jednoduché, piechéazet jest dovolené tam, kde je zebra. Takze v africké savané jsou na tom relativné dobie.
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€2

—— povolené
zakazané
Obr. 9.6: Zavislost profilu absorpéni hrany na tom,
zda jsou mezipasové ptechody v latce povolené, nebo
zakazané.
0 f
E hw

9.5.2 Piimé a nepirimé piechody

Podle toho, zda minimum vodivostniho pasu polovodice lezi v g-prostoru ve stejném misté jako maximum
valen¢niho péasu, délime polovodic¢e na piimé a nepiimé. Typicky piimy polovodi¢ je napt. GaAs, kdezto
kfemik nebo germanium jsou typické nepifimé polovodice. Typickd pasova schémata polovodice jsou
znézornéna na obr. 9.7.

a) E E b)

Obr. 9.7: Schéma absorpce fotonu v pasové struktufe a) piimého a b) nepiimého polovodice. Pfechod elektronu
mezi pasy je zndzornén Cervenou Sipkou, fonon zelenou sipkou. Zluté je zakresleno odpovidajici spektrum absorpce.
V piipadé nepiimého polovodice neni minimum vodivostnitho pasu v centru BZ globalnim minimem tohoto pasu.

Pokud mé pii absorpci fotonu a nasledném nepiimém piechodu elektronu mezi pasy platit zdkon
zachovani hybnosti, musi se ho ucastnit jesté néjaka dalsi céstice, kterda potiebny rozdil v hybnosti,
Rk, = h(g. — §y), doda. Tou potiebnou kvazi¢astic je fonon jakozto kvantum tepelnych vibraci krystalové
miizky. Fonony maji vilnové vektory ¢, pokryvajici cely rozsah Brillouinovy zény krystalu, naproti tomu,
jejich energie I, jsou pouze 10 az 30 meV. Pokud dojde pii absorpci fotonu soucasné i k absorpci fononu,
ziska elektron energii potfebnou pro mezipasovy pfechod v sou¢tu od obou absorbovanych kvazicastic.
To ukazuje zelend ¢ara v obr. 9.7b), kterd zac¢ind na energii F; — E,. Se snizovanim teploty T' ale pocty
fononu ubyvaji a tento prispévek k absorpénimu koeficientu postupné vymizi. Fonon se ale muze pii
mezipasovém prechodu také nové vytvorit, coz lze pii jakékoliv teploté. Bude k tomu ale potfeba foton
s vyssi energii Fy + Ey,.

Pro teoreticky popis nepfimych prechodu je potfeba zapocitat druhy fad poruchového pocétu. Ve
vypoctu sdruzené hustoty stavu se ndm objevi integraly, kde se integruje nezdvisle pres vodivostni pas ¢
a pres valen¢ni pas ¢, tedy

/5 (Eo(@) — Ev(@) — (hw £ Ep)) d*qe d?qy.
Vysledny absorpéni koeficient mé tedy prvni ¢élen popisujici absorpci fononu a druhy ¢len popisujici emisi

135



fononu, a = a, + a., které jsou

absorpce fononu: Ay = Ay

emise fononu: Qe = Qg

9.5.3 Vliv excitonu

Pii optické excitaci dochazi v polovodici k prechodu elektronu z valenéniho do vodivostniho péasu. Z fyziky
pevnych latek je zndmo [1], ze chybgjici stav ve valenénim pésu se chova jako kvazic¢édstice s kladnym
nabojem nazyvand dira. Elektron ve vodivostnim pasu a dira ve valenénim pésu na sebe coulombovsky
pisobi a diky tomu mohou vytvofit vazany stav, kvazi¢astici zvanou exciton. Vyskyt intenzivnich tzkych
absorpénich car s energii pod hranou zakazaného pasu E, je dikazem existence téchto vazanych stavii.

Systém kladné nabité diry a zdporné nabitého elektronu je analogicky popisu atomu vodiku. Resenf
této 1lohy je zndmo z uéebnic kvantové mechaniky [6]. V pfipadé excitonu neni ale takovy rozdil v hmot-
nosti elektronu a diry, jako je tomu u elektronu a protonu v atomu vodiku. Proto je pfi feSeni vhodné

Vyklad excitonu se obvykle déli na dva limitni piipady, silné a slabé vazany exciton. My se v naSem
textu omezime pouze na slabé vazany exciton (Mottuv a Wannieruv exciton s velkym polomérem), ktery
je vhodny pro typické polovodice. Exciton v krystalu je zndzornén na obr. 9.8a).

a) by bez coulomb. interakce
....... N —— s coulomb. interakei

e & o o 0 o ,

®
o o ° o o ® a

Q
S

® e o o o o
° ° ° ° ® ¢
° ° ° ° ° b : E

Obr. 9.8: Exciton: a) prostorové schéma polovodice, b) absorpéni spektrum s typickymi excitonovymi liniemi.

7 analogie s atomem vodiku vyplyva i analogické feSeni. Zakladni stav je 1s vodikova funkce, kde se
pouzije modifikovany Bohruv polomér excitonu aey. Vazebnd energie zakladniho stavu se oznacuje jako
excitonovy Rydberg

myet
2(47T505h)2 '

Nebot redukovans hmotnost excitonového paru elektron-dira m, je mnohem mensf nez klidové hmotnost
elektronu my, je vazebna energie excitonu o tii fddy mensi nez pro atom vodiku. Napt. v GaAs vyjde
vazebnd energie zakladniho stavu excitonu Rex = 4.2 meV.

dregeh?
Qex =

. Rex = (9.16)

mye?

V absorpénim spektru daného materidlu se excitony projevi jako ostra maxima pod hranici zakézaného
pasu E,. Energeticky posun pod hranici zakdzaného pdsu odpovidd energii jednotlivych excitonovych hla-
din oznac¢enych kvantovym ¢éislem n.

R

o = By — .
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Obr. 9.9: Absorpce materidlia: a) GaAs — dovolené prechody, b) CuO2 — zakdzané piechody. Excitony jsou nahote
oznaceny kvantovym &islem n. Prevzato z [12], 13. kapitola.

Toto chovéni ukazuje obr. 9.8b) pro piimy 3D polovodi¢. Jak je v obrdzku naznaceno, i pii mezipdsové
absorpci nad hranici zakazaného pasu je absorpéni koeficient ovlivnén coulombovskou interakci mezi
elektrony a dirami.

Podrobnym vypoctem se dé ukéazat, ze intenzita excitovonych absorpénich maxim klesa s kvantovym
¢islem jako o< 1/n3. Nejsilngjsf je tedy zdkladni exciton s éfslem n = 1. Toto plati pro povolené prechody
napt v materidlu GaAs. Pokud jsou pfechody v daném materialu zakdzané, potom je zdvislost na kvan-
tovém c¢isle n podobnd, jenom s tim rozdilem, ze zdkladni exciton n = 1 zcela vymizi. Prvni nenulovy
exciton mé kvantové ¢islo n = 2. Experimentdlné zmétend spektra absorpce obou zmifiovanych materidlu
jsou zakreslena na obr. 9.9.

9.6 Shrnuti

e Pii absorpci svétla s energii vétsi nez je sifka zakdzaného pasu £, polovodi¢em nebo dielektrikem
dochézi k prechodu elektronu z valenéniho do vodivostniho péasu.

e Mezipasové optické piechody se studuji pomoci kvantového jednoelektronového pftiblizeni a poru-
chového poctu. Vysledkem je Fermiho zlaté pravidlo, které udava pravdépodobnost prechodu elektronu
do vyssiho energetického stavu za jednotku casu.

e Pro popis mezipasovych prechodu se zavadi dvé dulezité veliciny: sila oscilatoru a sdruzend hustota
stavi.

e Mezipasové prechody tvoii ve spektru absorpéni pés, jehoz profil je dany symetrii. Je ovlivnén tim,
zda jsou mezipasové prechody dovolené, nebo zakazané a zda je pfechod pifimy, nebo nepiimy.

e Na hrané absorpéniho pasu se typicky projevuje generace exciton.
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Fotografie uméle vyrabénych nelinedrnich krystalt BBO (BaB2Oy).
Ptevzato z webu: https://raicol.com/bbo/bbo-for-fhg
Rozlozeni atomu kolmo na optickou osu a podél osy.

Prevzato z Wlkipedie: https://en.wikipedia.org/wiki/Barium_borate
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10.1 Co znamena linearni a nelinearni optika

Diive se lidé domnivali, ze svétlo v latce 1ze vzdy chépat jako harmonickou vinu, kterd je projevem linearni
odezvy prostiedi na dopadajici elektromagnetické pole. Dusledky této linearity jsou nasledujici:

1. index lomu n, nebo absorpéni koeficient o nezavisi na intenzité svétla,

2. plati princip superpozice optickych vin, které se linearné skladaji a v zavislosti na fazi vzajemné
interferuji,
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3. svétlo z jednoho svazku, které se v latce prekryva se svétlem druhého svazku s jinym smérem Sifent,
se vzajemné neovliviuji,

4. svétlo v latce neméni svou frekvenci w.

V dnesni dobé, kdy mame k dispozici lasery, muzeme generovat optické pole, jehoz elektrickd slozka
m4 intenzitu srovnatelnou s elektrostatickymi silami vazeb v krystalické latce, 10°~10% V/m. Je ziejmé,
ze pokud takto silné pole pusobi na pevnou latku, nelze jiz oc¢ekavat jednoduchou harmonickou odezvu
této latky [10]. Je to analogické s mechanickym namdhénim ltky. Pokud mechanické napéti piekro¢i mez
pruznosti, nelze jiz pro deformaci latky pouzit jednoduchy Hookuv zdkon linedrni elastické deformace.
Ptedchozi seznam vyroku musime pro nelinedrni interakce invertovat. V nelinedrnim prostiedi plati:

1. index lomu n, rychlost svétla v = ¢/n a dalsi optické veli¢iny latky zdvisi na intenzité,

2. pii skladani optickych vin se projevuji odchylky vyssiho fadu od prosté superpozice vin,

3. svétlo z jednoho svazku muze v latce ovliviiovat (modulovat, spinat) pruchod druhého svazku,
4

svétlo jedné frekvence muze v latce generovat svétlo jiné frekvence.

10.1.1 Opakovani jiz zminovanych vlastnosti materialovych vztaha

Vratme se nejprve k definici vlastnosti materidlovych vztahi studované latky. Budeme potfebovat zdkladni
materidlovy vztah pro elektrické veli¢iny:
P =¢gpx.FE. (10.1)

Pokud je vngjsi elektrické pole dostatetné pomalé, muzeme piredpokladat, ze polarizace latky P
bude kmitat synchronné s budicim elektrickym polem E. Pokud je ale latka pod vlivem elektrického
pole s frekvenci optickych poli (10'° Hz), musime jiz misto synchronnosti uvazovat obecné&jsi podminku
kauzality. Stav latky je ovlivnén vnéjsim polem v dané chvili, ale také polem v ¢asech piedchozich.
Dusledkem kauzality je to, ze vySe uvedeny vztah jiz neplati pro ¢asové hodnoty poli, ale plati pro
jednotlivé harmonické slozky ﬁ(w) aE (w). Zpozdéni reakce latky na budici pole je pak popsané zavedenim
komplexniho parametru (funkce odezvy) latky. V tomto piipadé jde o komplexni susceptibilitu Xe(w).
Piipomeiime, Ze pro rozklad pole do harmonickych slozek mizeme pouzit bud prostou sumaci, nebo
integralni Fourierovu transformaci,

—+oo

E(t) = ZE(Wj)e—ijt — / %E(u}) e Wt

— 00

Jak jsme to popisovali v kapitole 2, zavedeni komplexni funkce odezvy latky umozinuje popsat absorpci
a také ziskat vzajemné integrdlni vazby mezi redlnou a imagindrni ¢asti vsech komplexnich materialovych
velicin (index lomu, susceptibilita, reflektivita). Tyto vztahy se oznacuji jako Kramersovy-Kronigerovy
relace a dusledkem této integrdlni vazby je disperze vSech materidlu. Jelikoz kazdd ldtka méd v néjaké
spektralni oblasti nenulovou absorpci, projevi se to tim, ze pfilehla spektralni oblast jiz bez absorpce je
oblasti normdlni disperze. V této oblasti je index lomu n(w) rostouci funkei frekvence, nebo-li n(\) je
klesajici funkei vlnové délky.

Dalsi dulezitou vlastnosti latky je otdzka izotropie daného materidlu. V optice jsou totiz velmi dulezité
anizotropni materidly, pro které plati, ze budici elektrické pole a polarizace jako odezva latky nejsou
kolinearni vektory. To je dané tim, ze zména rozlozeni elektrického naboje v latce neni urcend pouze
smérem vnéjsiho elektrického pole, ale musi rovnéz respektovat mikroskopické pozice chemickych vazeb
v daném materidlu. Proto je tfeba zavést materialové parametry jako je susceptibilata ve formé tenzoru
a do materidlového vztahu pridat skalarni sou¢in s budicim polem.

P= 50? . E, nebo ve slozkdch P; = eoxi Ej. (10.2)

Popis anizotropie latky a odvozeni Fresnelovy rovnice jsme diskutovali v kapitolach 4 a 5. Pokud bychom
chtéli byt ultra akuratni, dala by se diskutovat jesté také lokalnost odezvy, coz by vedlo na zavedeni
cirkuldrni anizotropie materidlu (viz kap. 6).
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10.1.2 Nelinearni materialovy vztah

Konecné se dostdvame k posledni vlastnosti materidlovych vztahu, kterou chceme podrobné studovat
v této kapitole, a to je linearita. Stojime tedy pred otdzkou, zda muzeme materialovy vztah mezi PaE ,
zapsany obecné jako Tayloruv rozvoj v mocninach elektrického pole, aproximovat pouze linedrnim ¢lenem.
Cleny s vyssi mocninou jsou vzdy Fadové slabsi, nicméné pokud nejsou principidlné nulové diky symetrii
¢i zanedbatelné, za¢neme se pohybovat v oblasti nelinearni optiky. D4 se fici, ze nelinedrni optika zac¢ina
tam, kde se v 1atce méni vinové délka (frekvence) optického pole. Jinymi slovy nelinedrni odezva materidlu
umoziiuje vazbu mezi ruznymi frekvenénimi slozkami optického pole. K tomu, aby k takovym efektum
dochézelo s dostateé¢nou ucinnosti je zapotiebi intenzivni koherentni svazek s odpovidajici frekvenci. Ke
studiu a posléze masivnimu rozsifeni nelinedrni optiky proto doslo jen diky rozvoji laserové techniky
v minulych desetiletich.

Pro studium nelinedrnich jevii se obvykle pouzivaji anizotropni materidly. Proto jsou parametry

prostiedi tenzory druhého a vyssich radu. Tayloruv rozvoj materidlového vztahu muzeme zapsat ve
slozkach,

P, = P + PN = oo (X\VE; + X2 B B + X EELE +..). (10.3)
——
lin NL

Prvni ¢len rozvoje Plin je zodpovédny za linearni efekty jako je index lomu. Frekvence svétla se v latce
zachovava, zmensuje se pouze rychlost sifeni svétla latkou. Cela nelinedrni optika je popsana nelinearni
polarizaci latky JBNL, kterou muzeme dale délit na jevy druhého Fadu (Xg,)c), ttetitho tadu (XS,)CZ) a
piipadné jesté vyssich radu.

10.2 Odvozeni vilnové rovnice pro nelinearni prostiredi

Pro odvozeni vlnové rovnice vyjdeme obdobné jako vzdy z Maxwellovych rovnic. Pro zjednoduseni budeme
uvazovat idedlni dielektrikum bez volnych nédboju a tedy i bez jim odpovidajicimu proudu.

VXE:—%E, V.-D=0, (10.4)
L9 4 .
VxH:&D, V-B=0. (10.5)
K tomu pridame jednoduché materidlové vztahy pro nemagnetické prostiedi.
D=eE+P, B=pH. (10.6)

Jako obvykle se provede druhd derivace (rotace) Faradayova zdkona (MRI).

—Vx (VxE) = oE (10.7)

0 5 0] - 9% - 0? 9? =

= VX =B=pu=VxH=p-—D= —F —P.

Xgrt T Hog Y X T Mg T Mt B oG
Vyslednou vlnovou rovnici muzeme zapsat v obvyklém tvaru,
. 1 02E(F,t) 92P(7,1) 1

AE(F 1) — — = 2, 2o - 10.8
(7" ) c? ot? Ho ot? ¢ EoMo ( )

kde vlevo méame druhé derivace elektrického pole podle prostorovych a ¢asovych soufadnic. Tyto ¢leny
jsou zodpovédné za sifeni harmonické vlny ve vakuu, protoze ve vakuu by byla prava strana této rovnice
nulova. Podle provedeného odvozeni je zfejmé, jak z permitivity a permeability vakua vyplyva rychlost
§iteni svétla ve vakuu c. Pfi Sifeni svétla latkou je prava strana rovnice nenulova a casova derivace
polarizace prostiedi je zdrojovym ¢lenem pro generaci jednotlivych harmonickych vin.

Nyni muzeme oddélit linedrni a nelinedrni ¢ast odezvy prostiedi. P = Plin 4 PNL Takto miizeme
zahrnout linedrni odezvu prostedi do indexu lomu, ktery méni rychlost sifeni optického pole (zpomaluje
Sifeni). Na pravé strané si pak nechdme pouze tu nelinedrni ¢ast, kterd je jako zdrojovy ¢len zodpovédna
za generaci novych harmonickych slozek optického pole.

L 14+ 92E 92 pPNL
AE — -
2 oz Mo

(10.9)
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10.2.1 Prechod k harmonickym slozkam

Pro spravny popis kauzality materidlové odezvy a disperze studovaného materidlu musime ptejit k fou-
rierovskym slozkdm poli. Indukovanou linedrni a nelinedrni polarizaci pak muzeme zapsat nasledovné:

Pi"w) = %YM Ew) (10.10)

B} e L

AW = SN = ) Bwy) Ewr). (10.11)
7 k

Dvojtecka v tomto vztahu znamens dvojndsobny skaldrni soucin. Uved me nyni nejcast&jsi nelinedrni jevy
rozdélené podle rdadu interakce:

NL jevy druhého fadu: generace druhé harmonické (SHG), generace souctové frekvence (SFG), ge-
nerace rozdilové frekvence (optické parametrické zesileni), sestupnd parametrickd frekvenéni konverze
(SPDC), tiivlnné smésovani (3WM).

NL jevy tietiho fadu: generace tfeti harmonické (THG), opticky Kerruv jev, samofokusace, samomo-
dulace fdze, ¢tyfvinné smeésovani (4WM).

Podrobny popis téchto jevii muzeme najit v ruznych uéebnicich optiky [10], nebo v knihdch zaméfenych
specidlné na problematiku nelinedrni optiky [14, 15].

10.3 Zakony zachovani a podminka fazové synchronizace

V této sekci se budeme vénovat zdkonum zachovéni, které musi platit samoziejmeé i pro nelinedrni optické
procesy [16]. Pro konkrétnost budeme uvazovat sestupnou frekvenéni konverzi (SPDC), coz je proces
druhého tadu. Ten probiha tak, ze do materidlu vstupuje vyhradné a pouze svétlo z cerpaciho laseru na
frekvenci wp, = 2w.

Obrazek 10.1 ukazuje typickou sestavu pouzivanou pro generaci SPDC v nasich laboratofi po roce
2002. V té dobé jsme pouzivali nelinearni krystaly LilOs. Foton ¢erpaciho svazku z kryptonového laseru
(modry, 413.1nm, ~100mW) se v nelinedrnim prostiedi s malou pravdépodobnosti (~10~?) rozpad4 na
dva fotony s nizsf energii. Tyto dva fotony se z historickych duvodu oznacuji jako signélni a jalovy (signal,
idler). Zékon zachovén{ energie pro fotony interagujicich polf lze napsat jako 2w — ws + wi. Oba fotony
si mohou energii cerpactho fotonu rozdélit v libovolném poméru. Jako degenerovany piipad oznacujeme
situaci, kdy si oba fotony rozdéli energii pfesné na poloviny:

2w — W+ w. (10.12)

Otoc¢ime-li ¢as vznikne z degenerované SPDC znaméjsi proces generace druhé harmonické. Je to jako
bychom otocili v posledni rovnici smér Sipky.

Cerpaci laser krystal LilOg

Obr. 10.1: Fotografie vlevo: kryptonovy laser a nelinearni krystal LilOs v optické montaZzi s nastavitelnymi naklony.
Fotografie vpravo: vzdéalené pole SPDC zachycené na stinitku (€as 15s, clona 2.0, ohnisko 7.19 mm)

Podminka fdzové synchronizace (PMC — Phase Matching Condition) vyplyva z nutnosti splnit pro
nelinearni interakci soucasné se zakonem zachovani energie i zadkon zachovani hybnosti. Zatimco zakon
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pro energii je skalarni, zakon zachovani hybnosti je vektorovy a po zkraceni Planckovy konstanty ho lze
zapsat jako zakon zachovani vlnového vektoru k. Podminka fazové synchronizace tedy urcuje geometrii
interakce optickych poli. = = .

kp(wp) = ks(ws) + ki(wp — ws). (10.13)

Jinymi slovy, podminka fazové synchronizace udava sméry, do kterych se §iti jednotlivé barevné slozky
vygenerovaného pole. Vlnové délky se vzdy méni spojité se zménou sméru (vystupniho dhlu) takze na
stinitku za krystalem se ndm zobrazi barevna duha, viz obr. 10.1 vpravo.

10.3.1 HOM - Hongtiv, Ouiiv a Mandelliv experiment

Platnost obou fundamentalnich zdkonu zachovani v uvedeném tvaru vyplyva z faktu, ze stav krystalu se
béhem nelinearni interakce neméni. Dochéazi tedy k pfenosu energie pouze mezi optickymi poli. Protoze
signalni i jalové pole jsou pred rozpadem cCerpaciho fotonu ve vakuovém stavu, hovoii se o tom, ze je
SPDC proces stimulovan nahodnymi fluktuacemi vakua a jako takovy vznika ve zcela ndhodném ¢asovém
okamziku. Nicméné i v ptipadé kontinudlniho cerpani jsou signalni a jalovy foton z jednoho paru vzdy
velmi pfesné ¢asové synchronizovény. Toho vyuzili poprvé autoii Hong, Ou a Mandel (HOM) k ovéfovan{
interference fotonu jakozto bosonu na délici svazku [17].

4000

3000

2000

1000

pocet soucasnych detekei (1/s)
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Obr. 10.2: Vpravo schéma experimentu pro méfeni HOM dipu, vlevo méfeny dip. Popis experimentu viz text.

Pii pouzivani zdroje fotonovych paru z fotografie na obr. 10.1 jsme i my proméfili dvoufotonovou in-
terferenci (tzv. HOM dip). Schéma tohoto experimentu a typicky vysledek méfeni dipu jsou zakresleny na
obr. 10.2. Jak je zfejmé k interferenci signélniho a jalového fotonu dochéazi na vldknovém délic¢i optickych
svazku (FC) s délicim pomeérem blizkym 50:50. Vzdjemné zpozdéni obou fotont Igom se provadi pomoct
vzdalovani/pfiblizovani vldknového kolimatoru k nelinedrnimu krystalu LilOs. Sou¢asné detekce fotonta
na obou detektorech Dy a Dy se vyhodnocuji pomoci koincidenén{ elektroniky (C). Zde byly pouzity jed-
nofotonové detektory SPCM-AQ-141-FC (PerkinElmer) a koincidenéni elektronika TAC/SCA (Ortec).
Soucasnd detekce (koincidence) znamend prekryv ndbézné hrany signdli v casovém okné sitky 1 ns.

Pii dostateéném rozposunuti, |lgom| > 200 pm, dochdzi k tomu, ze vlnové baliky signdlniho a jalového
fotonu se na déli¢i vibec nepotkaji. Diky tomu v poloviné piipadu projde do kazdého vystupu pravé jeden
foton a elektronika zaznamens koincidenci. Téchto koincidenci je fadové 4 x 10%s~!. Posunem do dipu,
[lzom| = Oum, dojde k tomu, ze se fotony shluknou a budou vychézet vzdy dva do jednoho vystupniho
ramene, kdezto ve druhém rameni zustane vakuum. Koincidence jdou na tomto misté idedlné k nule.
Sitka zmeéfeného HOM dipu je nepiimo umérnd sitce spektra fotont z paru a v zobrazeném piipadé,
kdy lze dip fitovat gaussovskou kiivkou, je mozné dojit v prvnim priblézeni k nasledujicimu vztashu pro
polositku spktra,

222 A2

. 10.14
FWHMg;, (10.14)

FWHM, =
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Na obr. 10.2 je FWHM kiivky dipu 72pm, coz dava v ¢asové oblasti 240fs a odpovidd Sifce spektra
5.9nm. Za A jsme dosadili vinovou délku pro degenerovany piipad SPDC (826 nm).

V élancich [18, 19, 20] jsme publikovali nase vysledky méfeni casovych a spektrdlnich korelaci
fotonovych paru. Jak jsme prokazali, pomoci spektralni filtrace je mozné rozsitit vlnové baliky fotonu a
tedy prodlouzit oblast vzdjemné interference fotonu.

10.3.2 SPDC v krystalu BBO

Od krystalu LilO3 jsme velmi rychle ptesli k nelinearnim krystalum BBO. Tento material se diky svym
vyhodnym parametrum a diky tomu, ze se dd uméle péstovat, stal velmi hojné uzivanym materidlem jak
v nelinedrni optice, tak v komerénich laserovych systémech. Jde o sul s chemickym vzorcem BaB5Oy.
Uspordddni atomu v krystalu odpovida trigonélni soustavé (klencovd) odpovidajici grupé symetrie 3m =
Cs3,. Z toho plyne, Ze musi jit z pohledu linedrni anizotropie o jednoosy materidl. Experiment pak dopliuje,
Ze se jedna o jednoosy negativni krystal, nebot pro jeho indexy lomu plati n. < n,. Protofe tento material
budeme i naddale casto zminovat, je vhodné uvést empirické Sellmeierovy rovnice pro indexy lomu BBO
od firmy Eksma, jejiz krystaly ¢asto pouzivame.

0.0184

2 o . 2
noZ(\) = 2.7405 + 00179 0.0155)2,
0.0128
2(0) = 23730+ ——————— — 0.0044)2. 10.15
ne"(A) 20,0156 (10.15)

Takto napocitand disperze indexu lomu pro BBO ve viditelné oblasti je vykreslena na obr. 10.3c).

7 pohledu potencialniho vyuziti v nelinedrni optice je naprosto nezbytné to, ze tento krystal nema
stfed symetrie. Diky tomu je XS,)C jako polérni tenzor tfetiho fadu pro BBO nenulovy. Krystal BBO je
pruhledny jako sklo v celé viditelné oblasti, viz ivodni obrazek této kapitoly na str. 138. Pro nelinedrni
optiku je nutné, aby krystal nedegradoval pii pruchodu intenzivniho laserového svazku, pro BBO se
udéva prah zniceni >5GW /cm?. Na tomto krystalu budeme zkoumat proces SPDC, kdy do krystalu
kolmo k rozhrani vstupuje ¢erpaci laser s vlnovou délkou 355 nm. Tuto geometrii ukazuje obr. 10.3a),
kde 6. znaéi thel sklonu optické osy vuéi prochdzejicimu ¢erpacimu svazku (kat, cut-angle). Krystal se
obvykle vylesti tak, aby dopadajici svazek vstupoval do krystalu prakticky kolmo k vstupnimu rozhrani.

a) c)

opticka osa 2w w
(/ 180 ———— NN
BBO / __n
/,/ . 175 b —n,
' 9} Ky ~ o | L7705
. A J
/ - 1.70 | ~ < - J
’ g T - _ 1.664
) - — - - — _ _ _ _ _ 1
/ e 1.65 ]
<
k=
1.60 J
1.577
— . 1.548
K, k; 1.55 ]
«@
1450 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Obr. 10.3: a) Hlavn{ rovina krystalu BBO pfi dopadu ¢erpaciho laseru kolmo na rozhrani. b) Vektorova konstrukce
podminky fadzové synchronizace pro SPDC. Uhel o uddva smér generovanych fotonu. c¢) Disperze fddného (n.) a
mimoradného (ne) indexu lomu BBO ve viditelné oblasti spektra. A\, = 355 nm.

Podobny obrézek jsme vidéli pfi vykladu anizotropie (viz obr. 5.5). Jejim dusledkem je to, Ze éerpaci
svazek s mimotadnou polarizaci se bude mirné odklanét doli smérem od optické osy. Uhel tohoto dvojlomu
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(walk-off) jsme oznagili p. Jeho velikost se pocita podle vztahu (5.21). V tomto sklonéném sméru sifeni
optického svazku miii Poyntinguv vektor. Pro ur¢eni podminky fazové synchronizace jsou ale podstatné
pouze sméry vlnovych vektoru k.

Pro velikost vlnového vektoru svétla s frekvenci w a indexem lomu n musi platit, & = nw/c. Aby
bylo mozné slozit vinovy vektor cerpani kj, z vlnovych vektorii signélniho a jalového fotonu, musi platit
trojihelnikova nerovnost (obr. 10.3b)). V degenerovaném piipadé (10.12) ji lze zapsat jako

k(2w) < 2k(w) = n(2w)2?w < 2n(w)%.
Po zkraceni dostaneme podminku, kterd musi platit pro indexy lomu na frekvenci ¢erpani a na frekvenci
generovanych fotonu z paru, n(2w) < n(w). Tato podminka je ale v naprostém rozporu s obvyklym
chovanim indexu lomu, nebot v oblasti normdln{ disperze je index lomu rostouci funkef frekvence, jak
to pro BBO ukazuje obr. 10.3¢). Proto se jako nelinedrni materidly zacaly pouzivat anizotropnf krystaly,
které splinuji PMC diky vyuziti ruznych indext lomu pro rtizné polarizace svétla. Podle sméru polarizaci
nazyvéame jednotlivé typy procesu (o — radny svazek, e — mimotrddny svazek).

typ O: 0— o0+ o, nelze v tomto pripadé splnit,
typ I: e —>o0+o, 16 (2w) < neo(w),
typ II: e—>e+o, Ne(2w) < (Ne(w) + no(w))/2.

Rédny index lomu v jednoosém krystalu nezavisi na sméru k. Naproti tomu mimoiradny index lomu
zavisi na thlu 6 mezi vinovym vektorem k a optickou osou. Tuto zavislost, kterd vyplyva z indexového

elipsoidu, muzeme matematicky zapsat nasledovné,
2 2
ng(6) = "o <= fe ~. (10.16)
1 —sin2 0 (1 ~ (10 /n0) ) 1— cos2 (1 (110 /) )

Vysledek ukazuji modré a ¢ervend kiivka v obr. 10.4.
Pt. 10.1: Mimoradny index lomu jednoosého krystalu:: Ze vztahu odvozenych pro indexovy
elipsoid jednoosého krystalu v kapitole 5 odvod’te alternativni vztah pro tihlovou zavislost indexu lomu

mimofddného svazku (10.16).

Pi. 10.2: BBO typ I a IT:: Pomoci{ hodnot z obr. 10.3¢) ovéfte splnéni PMC v BBO.

32.9 487
18— - - O

— ng (0) na 355 nm
— ng(6) na 710 nm
- — nyna710 nm

=
\l

index lomu

=
o

15 L L 1 L L 1 L L 1 L L 1 L L 1 L L
0 15 30 45 60 75 90

6. (stupné)

Obr. 10.4: Vypocet mezniho hlu sklonu 6. pro ¢erpani SPDC v BBO na 355 nm.
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Pro BBO tedy nelze jednoduse sfiazovat proces typu 0. Naproti tomu typ I a typ II maji urcity
minimélni mezni thel sklonu 6., od kterého lze proces sfazovat, viz obr. 10.4. Pro typ I tedy musi byt:
6. > 32.9°, pro typ II: 6. > 48.2°. Pro tento minimalni tthel je SHG proces kolinearni. Uéinnost SPDC
procesu ale postupné kleséd s rostoucim tthlem 6.. Proto je vhodné zvolit tento tihel co nejmensi. Tomu
potom odpovidd maly vystupni ihel pro kuzel generovanych fotonovych para. Pro ihel sklonu 6. = 90°
bude odklon generovanych fotonu od osy ¢erpaciho svazku nejvétsi. V nasich prvnich experimentech, kdy
jsme pouzivali krystal LilO3 pravé v tomto usporadani ¢erpani kolmo na optickou osu, byl vystupni thel
SPDC cca. 34°. Pro BBO by byl tento uhel 32°, ale tato kolmé geometrie se u BBO nepouziva, protoze
Gc¢innost procesu se pro tento kat krystalu bliz{ limitné k nule.

10.3.3 Geometrie fotonovych part generovanych v BBO typu 1

7 poméru k-vektoru spoc¢itame thel o generovanych fotonovych para v procesu typu I,

n2)% — (@) cos@) = |cos(a) = el )

: : - =00 (10.17)

Je potfeba si uvédomit, ze thel « spocitany z PMC podminky (10.17) plati pro sifeni svétla uvnitf
nelinedrniho krystalu. Poté, co svétlo slozené z péaru fotonu dorazi na konec nelinedrniho krystalu, je
potieba jesté dopocitat tihel 8 lomu svétla do vzruchu podle standardniho Snellova zdkona,

sin(8) = ne(As) sin(a).

Typicky vysledek pro krystal BBO ¢erpany na vlnové délce 355 nm je vykreslen na obr. 10.5

35 T T T

30 F — ,8 - Vné]§|'
— « - vnitfni

25

15

Uhel SPDC (stupné)

10

0 1 1 1
30 45 60 75 90

0. (stupne)

Obr. 10.5: Zavislost uhlu degenerované SPDC typu I pro BBO krystal na orientaci 8. optické osy: vnitini ihel
generace (Gervend ¢éra), vystupni thel z krystalu (modré ¢ara). Cerpaci vlnové délka je 355 nm.

10.3.4 Geometrie fotonovych pari generovanych v BBO typu II

U SPDC typu II v BBO m4 signdlni foton fadnou polarizaci a jalovy foton (idler) mimofddnou polarizaci.
Diky rozdilnym indextum lomu obou fotontu budou ruzné délky jejich k-vektoru a oba fotony budou mit
jiny thel ay, resp. ae. Diky tomu tedy musime feSit soustavu dvou rovnic: prvni je projekce PCM do
roviny kolmo na smér ¢erpani a druhd rovnice je projekce PMC do sméru ¢erpaciho svazku. Zkusme si to
zapsat obecné i pro piipad, kdy jsou vinové délky obou generovanych fotonu ruzné

flo sin(a,) = ne(6, A) sin(ove ), (10.18)
As Ai

No ne(0, i) ne(0c, \p)

N cos(a,) + " cos(a) . =0.
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Jak se pii feSeni postupuje? Nejjednodussi metoda je pulenim intervalu. Hledame thel a, v intervalu
(0,7/2). Pro zvolené «a, dopocitdm z geometrie thel odklonu vektoru Ee od optické osy 0 a ze vztahu
(10.16) spocitdm odpovidajici index lomu. Z prvni rovnice uréim dhel a,. Spo¢itdm levou stranu druhé
rovnice a podle vysledku se uréi spravna polovina puleného intervalu. Iterativnim postupem dojdu béhem
deseti kroku k dostatetné presnému vysledku.

10.3.5 Spektra barev v SPDC

Zatim jsme uvazovali hlavné degenerovany piipad SPDC, kdy signdlni i jakovy foton maji stejnou frek-
venci w a tedy i barvu. Za podminky splnéni pozadavku fdzového sladéni mohou ale vznikat i fotonové
pary, které si energii rozdéli na ruzné dily, 2w — ws + w;. To muzeme snadno prepsat na podminku pro
vlnové délky nésledovné,

1/ A =1/ + 1/ N

Spektrum paru fotonu pii ¢erpani vlnovou délkou 355 nm je patrné z obr. 10.6. VInové délky signédlniho
a jalového fotonu, které patii do jednoho vygenerovaného paru, jsou spojeny oblouckem. Vinové délky
v IR (tj. mimo zobrazeny rozsah) jsou pouze zapsény iselnou hodnotou.

A ﬁ mx’\./»o nm ./—\.
p 3150 1082
° ¢« o e
T T T T I T

[ S e _——
rrrrr L B B EARLEL L L L Y [HIII]
350 400 450 500 550 600 650 700 750 800

Obr. 10.6: Zakon zachovani energie pro spektrum SPDC fotonovych para pfi ¢erpani na A, = 355 nm.

Pokud se podivame o¢ima pres filtr blokujici modré svétlo na krystal BBO ¢erpany modrym nebo
UV svétlem a budeme pohybovat hlavou, uvidime na vystupu duhu barev z celého viditelného spektra.
Pouzijeme-li krystal, ktery muze generovat procesy typu I i II soucasné, potom geometrie vystupnich
poli bude odpovidat schématu na obr. 10.7. Hlavni rovina BBO je svisld a lezi v ni opticka osa, Cerpani
s vertikalni polarizaci proto pfedstavuje mimotradny svazek. V procesu typu I vznikaji dva horizontalné
polarizované fddné fotony. Ty lez{ proti sobé na kuzeli s vétsim vystupnim thlem (oznaceny fialove).
V procesu typu II je v kuzelu nad osou mimoiddny foton (oznacen zelené) a v kuZelu pod osou Fadny
foton (oznacen ¢ervené).

cerpani

Obr. 10.7: Geometrie vystupnich poli SPDC
za BBO krystalem. Smér optické osy krystalu
je naznacen na boku. Linedrni polarizace jed-
notlivych svazku je naznacena ¢arkou.

Ve vzdaleném poli za krystalem pak bude mozné na stinitku pozorovat duhu, viz obr. 10.8. Blize

osy jsou dva kuzely odpovidajici typu II. Na vnejsim kuzeli typu I lezi oba fotony z paru. Degenerovany
piipad vlnové délky 710nm je pro prehlednost v obrazku spekter vyznacen bilou kruznici.

147



Obr. 10.8: Vypocet spektra SPDC ve vzddleném poli za BBO krystalem pro zadané parametry: § = 49.3°,
Ap = 355 nm.

10.3.6 Efektivita SPDC procesu

Pro krystal BBO se symetrii 3m = C3, je tvar tenzoru nelinedarni susceptibility zapsany ve zkracené notaci
pomoci multiindexu nésledovny:

3¢ : . . X31  —X22
XBBO= | —X22 X22 - |X31 - . . (10.19)
X31  X31 X33

Nulové koeficienty jsou v matici oznaceny teckou. Velikost nenulovych koeficientt je x20 = 2.22pm/V
a x31 = 0.16pm/V. Vyznam jednotlivych ¢lenti na ruznych mistech matice je ndsledujici. V levém
Ctverci jsou na diagondle ¢leny zodpovédné za procesy typu 0, ostatni cleny vlevo umoznuji procesy
typu I. Vpravo jsou procesy typu II. Pii pocitdni efektivity neni vhodné tenzor (10.19) transformovat
do laboratorni soustavy, ztratila by se tim pfehlednost. Navic jde o tenzor tietiho fadu zapsany pomoci
multiindexu, ktery umi spravné transformovat mélokdo.

Obecné feseni, kdy ¢erpani, signal i idler maji ruzné sméry, nelze analytiky provést. Proto se pro
vypocet efektivity pfedpokladd pouze kolinedrni piipad a vSechny vektory se pfevedou do os krystalu.
Uvazujme smér vlnového vektoru zadany v soufadnicich os krystalu pomoci sférickych uhli. Jednotkovy
vektor ve sméru vlnového vektoru napiseme jako

k = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, cos 0).

Vlastni stavy polarizace jsou linedrni polarizace D, a D,. Jednotkové vektory v téchto smérech urcuji
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smeéry linedrni polarizace,

Dy o p,= (sing, —cosg, 0)

Do o .= (cos @ cos ¢, cosfsing, —sinbh)

Vektory {E, Dos Do} tvoiil ortonormélni bazi. Piitom p, je kolmy na optickou osu, takze mé nulovou tieti
slozku, nebot optickd osa m4 smér (0,0, 1), viz obr. 10.9.

Pe X3 opticka
7 osa

—

kp Obr. 10.9: Oznaceni sméru vektoru op-
tického pole pro popis SPDC v jednoosém
krystalu.

Pokud chci vytvoiit kvadrét elektrického pole E() pro generaci SHG jako sloupcovy vektor, kterym
budu nésobit matici susceptibility (10.19) zprava, budu postupovat nasledovné:

E(Z)(f, y) = [:1:1y1, T2Y2, T3Y3, T2Y3 + T3Y2, T1Y3 + T3Y1, T1Y2 -I-xzyl]

Pro SPDC predstavuje kvadrat pole E(®) pér fotont — signdlni a jalovy. Vypocet efektivity je tedy
analogicky, nebot SPDC je vlastné ¢asovou inverzi generace souctové frekvence.

Pr. 10.3: Kolmé vektory:

Ovéite kolmost vektorti a) k L g, L . L k;
b) vektor p, je kolmy na optickou osu.

10.3.7 Efektivni nelinearita

(Pm/V)

deﬂ

¢ (stupné)

Obr. 10.10: Efektivni nelinearita pro dva ruzné uhly 6. Pro 0° je efektivita nejvyssi (teckované ¢ary), ale procesy
nelze sfazovat. Pro 35° resp. 50° je efektivita mensi, ale lze procesy sfdzovat (plné ¢dry).

Koeficient efektivn{ nelinearity ziskdme vyndsobenim matice susceptibility (10.19) zleva polarizaci
Cerpani a zprava kvadratem polarizace fotonovych paru,

S s o 5 35 (2) o
det(T+ Yy — 2) =72 X B9 (&, 7). (10.20)
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V objemovych krystalech jsou mozné pouze dva typy fazové synchronizace: typ I a typ II. Pro né dosta-
neme zavislost efektivni nelinearity na sméru sifeni a polarizace, které jsou zadané dhly (6, ¢).

36
e—>0+o0: deIff = P X ‘E(Q)(ﬁoaﬁo)
= —x318in6 + a2 cosOsin(3¢), (10.21)
3>
e—>eto: dify = P X 'E(2)(ﬁ07ﬁe)
= xa2cos? 0 cos(30).

Efektivni nelinearita obou typu procesu je zakreslena v obr. 10.10 jako funkce thlu ¢ rotace kolem
optické osy. Maxima obou procest se opakuji po 60° a je jich dokola Sest. Pro optimalizaci procesii typu
11 IT se uvazuji dominantni ¢leny s vétsim koeficientem yoo. Proto je pro typ I optiméalni 1hel rotace
krystalu ¢ = 90°. Pro typ II je optimalni ¢ = 0°. Pro krystal fiznuty na typ II bude presto svitit i typ I
ovSem s koeficientem x3; a bude tedy o fad slabsi.

10.3.8 Praktické poznamky pro generaci SPDC v jednoosych krystalech

B Podminka fizové synchronizace nezavisi na ihlu ¢, ale efektivita NL procesu na ném zavisi.

B Pro sméry interagujicich poli lze odvodit piesné analytické vyrazy, pokud je mimoiddny (extraor-
dinary) nanejvys jeden svazek.

BV ostatnich piipadech je potieba provést feseni PMC numericky. Vysledkem je hladka zavislost,
kterd se d4 prolozit empirickou zavislosti s pfesnosti 0.2°. Tato pfesnost pro navrh geometrie pouziti
nelinearniho krystalu obvykle staci.

B Castéji pouzivané krystaly maji pro zavislost indext lomu ny, 7 na vlnové délce znamy Sellmeierovy
vztahy. Je ale potieba pouzit vztahy dodané vyrobcem krystalu, nebot zbytkové pifmési obsazené
v materidlu mohou tyto hodnoty mirné ovliviiovat.

B Je treba mit stdle na paméti, ze PMC feSi sméry generace fotonovych paru uvniti krystalu. Nés
samoziejmé bude zajimat smér fotont, které jiz opusti nelinedrni krystal. Na rozhrani je tedy tieba
splnit lom svétla podle Snellova zakona.

B Pro optimalizaci je vyhodné pokryt vstupni sténu krystalu antireflexni vrstvou pro ¢erpaci vlnovou
délku a vystupni sténu AR vrstvou jak pro ¢erpani, tak pro generované fotonové pary, aby se omezily
zpétné odrazy. AR na vystupu musi pocitat s tim, ze generované fotony neprochézeji vystupnim
rozhranim kolmo.

B Obecné je tieba vzit do uvahy i zdvislost parametru krystalu na teploté a pfipadné dalsich vnéjsich
vlivech (tlak, magnetické pole). Teplotni stabilizace je extrémné dulezitd pro periodicky pdélované
materialy, které budeme diskutovat v néasledujici sekci.
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10.4 Podminka kvazi fazové synchronizace

Podminka fédzové synchronizace PMC fyzikalné odpovidd prostorové rezonanci mezi vlnou nelinedrni
polarizace, kterd je zdrojovym ¢lenem ve vlnové rovnici (10.9), a produkovanym optickym polem na téze
frekvenci. Pokud ale neni PCM splnéna, je efektivita nelinedrniho procesu velmi slaba. Napt. pro SHG
to muzeme zapsat jako
I5HG — Imaxw, (10.22)
(AKL/2)?

kde Ak = ks — k1 — ko predstavuje rozladéni k-vektoru a L je délka nelinedarniho prostiedi.

Pi. 10.4: Odhad pfripustného rozladéni:: VysSe uvedeny vztah efektivity predstavuje kvadrat funkce
sinc, kterd je definovand jako sin(x)/z. Odhadnéte mozné fdzové rozladéni pro NL krystal délky 1cm.

Podminka (10.22) znamend, ze jsme v nelinedrni optice limitovan{ parametry dostupnych krystal,
které pak urcuji geometrii probihajicich procesu. Toto je velmi omezujici hlavné u nelinedrnich vlno-
vodu, kde jsme z principu limitovani na kolinedrni geometrii. Pokud je pfi kolinearni geometrii Ak # 0,
bude intenzita SHG oscilovat s periodou 2L, jak to ukazuje obr. 10.11. Vzdalenost L. se oznacuje jako
koherenéni vzddlenost, na které dochazi k narustu SHG vykonu, pak zaéne vykon opét klesat k nule.

L — Ak=0 Obr. 10.11: Zavislost vykonu generované druhé har-

- ii'\; o monické na vzdalenosti pfﬁchodu cerpaciho svazku
: v nelinedrnim krystalu. Cervené je zobrazen kvad-
raticky vzestup pfi presném sfizovani, zelené jsou
zakreslené oscilace pii vykonu pfi nedokonalém
sfazovani. Modrd kiivka QPM odpovidd splnéni
i i i podminky kvazi fadzové synchronizace a ptiblizné

0 Le 2. 8Le 4. se d4 oznaCit jako linedrni néartst generovaného
vzdalenost vykonu.

vykon

Striktni podminka fazové synchronizace nedovoluje generovat v objemovych krystalech procesy typu 0.
To jsou procesy, kdy maji vSechny tfi interagujici fotony stejnou polarizaci. Z principu ma tedy tato
interakce nejvyssi nelinedrni koeficient. Proto se zacaly pouzivat fotonické struktury z feroelektrickych
materialu jako je PP-KTP (periodicky pélované KTP, KTiOPQy), kde plati alternativn{ podminka kvazi
fazové synchronizace (QPM - quasi phase-matching) [21, 22, 23]. Muzeme si to predstavit tak, ze se
po vzdalenosti L. zméni orientace feroelektrické domény, tim se oto¢i znaménko nelinearni interakce a
intenzita SHG za¢ne opét stoupat. Vzestup vykonu generovaného pole je tedy prakticky linedrni s délkou
krystalu, viz modra kfivka v obr. 10.11.

V nelinedrnim materidlu musime vytvorit strukturu, kde se méni smér domény s periodou A = 2L,
typicky 5-15 pm. Tato perioda je dand feSenim podminky AkL. = 7 Tyto krystaly se proto nazyvaji
periodicky polované. Samotny krystal pak doddavéa k podmince fazové synchronizace vlnovy vektor \[? | =
27 /A. Tato metoda se hojné vyuzivd u vlnovodnych struktur, kde jsme z podstaty vlnovodného sifeni
vézdni pouze na kolinedrn{ procesy. Podminku kvazi fdzové synchronizace pro SPDC [24, 25, 26, 27, 28]
muzeme zapsat ve tvaru

—

kp =ks+ ki +mK,  kde m=1,2,.... (10.23)

Diky tomu, ze vektor K predstavuje volny parametr, muzeme si navrhnout strukturu tak, aby v ni
probihal pozadovany proces pfi zapocitdni celo¢iselného nasobku vektoru K. V nasi laboratofi jsme
pouzivali PP-KTP s vlnovody dodané od firmy AdvR! s periodou pélovani A = 7.62pm. Zde probihaji
procesy nasledovné: typ II - prvni fad (m = 1), typ 0 - druhy fad (m = 2), typ I - t¥eti fad (m = 3).

Vlnovody se vyrdbeéji obvykle v sérii. Na jednom vzorku krystalu (¢ipu) je vyrobeno fadové 50 vino-
vodu, které jsou dostateéné vzdalené, aby bylo mozné pomoci mikroskopovych objektivi do jednotlivych

lhttp://www.advr-inc.com/
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Obr. 10.12: Typické experimentdln{ uspofdddni s vilnovodem KTP pro generaci druhé harmonické (800 nm +
800 nm — 400 nm). Vlevo je sipkami zakreslen smér polarizace vstupnich poli (¢ervené) a SHG (modie). Vpravo
je fotografie ¢ipu umisténého na teplotné stabilizovany prst ke kterému sméiuji mikroskopové objektivy. Sipky
naznacuji sméry sifeni optickych poli.

vlnovodu navazovat ¢erpaci svazek nezavisle. Vétsi pocet vinovodu se déld jednak proto, ze vyrobni pro-
ces je znacné naro¢ny a ne vzdy se podaii dodrzet pozadovanou periodu a regularitu vlnovodu. Dalsim
duvodem je, ze vlnovod mé piicné rozméry ~ 5um. Pokud se na vstupni nebo vystupni hrané vytvoti
néjaky defekt, neda se tento vinovod jiz pouzit. Z celkového poc¢tu vinovodu na jednom ¢éipu se pak dé pro
praktické pouziti vybrat pouze nékolik vhodnych. Nastésti podminku fazové synchronizace lze alespon
v malém intervalu ladit pomoci teplotni zavislosti indexu lomu. Toho se vyuziva jak ve vilnovodech KTP,
tak i v objemovych krystalech lithium-niobatu, kde je zavislost na teploté obzvlasté citlivd. Na druhou
stranu mé tato vlastnost i sva negativa. Pro udrzeni sfazovani se musi vzorek stabilné udrzovat na presné
dané teploteé.

Usporadani atomu v krystalu KTP odpovidé ortorombické soustavé (kosoétveretnd) s grupou syme-
trie mm2 = Csy,,. KTP je typicky dvouosy materiadl a proto jsme jeho indexy lomu ve viditelné oblasti a
tvar jeho indexové plochy jiz diskutovali v kapitole 6 na str. 78. Symetrie krystalu je zodpovédna za tvar
jeho tenzoru nelinearni susceptibility:

30, . . . . X31 -
X KTp= . . . X32 . . . (1024)
X31  X32 X33

V literatuie se uddvé velikost nenulovych élent xs3 = 10.7pm/V a x32 = 2.65 pm/V. Nejvétsi nelinedrni
koeficient x33, ktery dava do interakce tii pole, kterd jsou vSechna orientovana ve sméru krystalografické
osy z tohoto materidlu, je zodpovédny za procesy typu 0. Typicky pfiklad schématu pro generaci SHG
nebo SPDC ve vlnovodu KTP ukazuje obr. 10.12. Volbou nastaveni polarizace ¢erpani a navdzaného médu
je mozné generovat vSechny tii ruzné procesy typu 0, I i II. Poznatky o tomto PP-KTP jsme publikovali
v ¢ldnku [29], kde je mozné dohledat i dalsi zakladn{ reference z oblasti periodicky pélovanych materidlu.

10.5 Entanglement v polarizaci

Termin entanglement (kvantovd provézanost) [30] je ryze kvantovy jev, ktery nemd v klasické fyzice
obdoby a je zasadni pro kvantovou informatiku i kvantové komunikace. Pro jednoduchost se omezme
pouze na Cisté stavy. Predpoklddejme dva podsystémy v Cistych stavech |©1) a |©2) (napiiklad dva
fotony s pfesné danou polarizac{). Je tfeba si uvédomit, Ze i jeden jediny foton muze mit zcela presné
definovany polariza¢ni stav, jenz lze zméfit pomoci stejného polarizacniho délice, ktery bychom pouzili
pro méfeni polarizace svétla s klasickou intenzitou. Nejsme-li schopni celkovy stav systému obou fotonu
separovat na soucin stavi dvou &dstic |©) = |01) ® [O2), oznacujeme stav téchto dvou fotonu jako
entanglovany.

Vzniknou-li v néjakém procesu dvé entanglované Castice, napi. dva fotony v SPDC procesu, jsou
provazané a musi byt popisovany spole¢né pomoci jediné vlnové funkce. Pokud na jedné ¢astici provedeme
méieni, dojde ke kolapsu této spoleéné vinové funkce a druhé castice se vyprojektuje do urcitého stavu
v zavislosti na vysledku méfeni na prvni ¢astici. K tomuto efektu dojde i v ptipadé, kdyz jsou tyto dveé
castice od sebe na kilometry daleko.

Predpoklddejme jeden typicky Belluv stav [31] fotonového péru, ktery je entanglovany v polarizaci,
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zapsany jako

) = 3 (HIVa) ~ [Vl ) (10.25)

kde |H) a |V') pfedstavuji dva na sebe kolmé stavy polarizace jednotlivych fotonu (horizontalni a vertikaln{
linedrni polarizace) a indexy oznacuji prostorovy méd. Zméfime-li, ze prvni foton je polarizovén napiiklad
ve stavu |H), druhy foton bude mit polarizaci |V') a naopak. Pied méfenim nejsme schopni ici, jak bude
ktery foton polarizovan. O tom se rozhodne az v okamziku méfeni na jedné z ¢astic — proejekce. Dopredu
zname pouze pravdépodobnosti moznych vysledki méfeni. V piipadé vyvazeného stavu, jak je zapsan stav
|¥~), je pravdépodobnost vysledku |H), nebo |V} v pomeéru 50 %:50 %. Ackoliv se na prvni pohled zd4,
ze kolaps vlnové funkce zpusobuje sifeni informace od méfené Céstice k té k druhé ¢astici nadsvételnou
rychlosti, samotny princip kolapsu vinové funkce a entanglementu neporusuje princip kauzality. Nelze ho
totiz pouzit k pfenosu informace rychlosti vétsi, nez je rychlost svétla.

10.5.1 TypI (e —o0+0)

Pii nekolinedrnim procesu SPDC jsou generovény fotony v celém spektru s ruznymi vinovymi délkami.
Diky symetrii musi lezet jednotlivé spektralni komponenty generovanych fotona na povrchu kuzele s osou
ve sméru cerpaciho svazku, jak to ukazuje obr. 10.13. Podminka fazové synchronizace tedy udava pro
kazdou vlnovou délku generovanych fotontu jeden konkrétni vrcholovy thel kuzele. Chceme-li ziskat foto-
nové pary se stejnou vlnovou délkou obou fotont, musime vybirat pomoci clonek dvojice fotonu, které
jsou emitovany na protilehlé strany povrchu kuzele, ktery odpovidd degenerované frekvenci ws = w; =
wp/2 = w.

LiIO; typ I: 6=90°, A

pump:4 13 nm

SPDC par
® 846 nm
® 806 nm

Obr. 10.13: Spektrum SPDC typu I generované v krystalu LilOs pfi ¢erpani na vinové délce 413 nm kolmo na
osu krystalu. Uhly v obrazku jsou definovany vuci sméru ¢erpaciho svazku.
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V kolinearnim ptipadé se kuzel limitné zizi a prechézi na polopfimku. Generované fotony vychdazi
z krystalu stejnym smérem jako Cerpaci svazek, coz piinasi obtize s oddélenim generovaného slabého
signdlu od silného ¢erpaciho svazku. Polarizace nové vzniklych fotonu je v procesu typu I kolmd k pola-
rizaci Cerpaciho svazku. Jednim krystalem typu I tedy nelze pfimo generovat fotonové pary entanglované
v polarizaci. Vznika ¢isty stav |HH).

10.5.2 Typ Il (e »o0+e)

V tomto piipadé dochézi ke generaci dvou fotonu s polarizacemi na sebe navzijem kolmymi. Fotony
z paru opousti krystal ve sméru povrchu dvou kuzeli, které jsou symetrické vuéi Cerpacimu svazku.
V zavislosti na sméru krystalickych os nelinedrniho krystalu viéi rozhrani a sméru dopadu &erpaciho
svazku rozlisujeme nékolik moznosti nekolinearniho sfazovani: kuzely signélnich a jalovych fotont se viibec
neprotinaji, kuzely se protinaji v jediném misté, kterym ze symetrie musi byt osa ¢erpaciho svazku, kuzely
se protinaji ve dvou smérech. Tento pfipad je zobrazeny na obr. 10.14. Dvoufotonovy stav entanglovany
v polarizaci lze pozorovat v tom piipadé, kdyz pomoci clonek vybirdame fotony pravé z téchto pruseciku.
Mira entanglementu je zde ale snizena castecnou spektralni rozliSitelnosti, protoze navazana spektra
emitovanych fotonu jsou ruznd. To vyplyva z odlisné uhlové disperze obou fotonu, coz je vidét z Sitek
kruznic v obr. 10.14. Zobrazen4 sitka odpovidéd spektralni sitce 20 nm.

Pokud se podivame na polarizaci generovanych fotonu, je ziejmé, ze fadnd polarizace musi byt vzdy
kolm4a na optickou osu. V zobrazeném piipadé 6. = 49.3°, optickd osa protne rovinu, kde sledujeme
vzdalené pole generovanych fotonu. Mimotradnd polarizace musi sméfovat k tomuto bodu a fadnd polari-

BBO: 6, =49.3°, A, = 355 nm
Idler (e)
mimoradny
_120 _8() ! ! éo ! ! ! 1é0
Signal (0)
Fadny
SPDC par
® 720 nm
® 700 nm

Obr. 10.14: Spektrum SPDC typu II generované v krystalu BBO pii éerpdni na vlnové délce 355 nm, kat 49.3°.
Uhly v obrazku jsou definovany vuéci sméru cerpaciho svazku. Barevné prouzky predstavuji spektralni sitku 20 nm.
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zace musi byt k tomuto sméru kolma. Na tomto misté provedeme pro ndzornost vypocet sméru polarizace.

Pi. 10.5: Vypocet polarizace fotonovych pari SPDC v BBO typu II:

V tomto piikladu chceme shrnout vypocty, které jsou nutné pro vykresleni obr. 10.14. Bude nutné
pracovat s vektory ve dvou soustavich. V ¢arkované laboratorni soustavé je smér ¢erpaciho laseru v ose
x%. V piiené roviné je horizontlni smér z) a vertikdlni smér vzhuru 5.

Necarkovand soustava je spojend s prvky symetrie krystalu. Optickd osa krystalu Z je shodnd se
smérem osy x3 a je sklonénd o ihel catu . vuci prochazejicimu ¢erpacimu laseru. Protoze popisujeme
proces typu II v BBO kde je optimélni efektivita tohoto procesu pro ¢ = 0, splyva horizontalni osa x;
s ;. Transformaén{ matice je tedy pouze rotace 27 = R (6,) - Z. Pfechod mezi soufadnymi soustavami si
muzeme ukédzat na ptikladu transformace optické osy,

o 1 0 0 0
2= R(:.)-Z=| 0 cosf. sinf,. 0 | =(0, sinf, cosby).
0 —sinf. cos6, 1

Nyni vytesime PMC podminku (10.18) a pro vybrany thel sklonu & vaéi horizontalni roviné ziskdme
jednotkovy vlnovy vektor idleru a 1hel a, odklonu od osy ¢erpactho svazku (viz obr. 10.15).

ke o 8o = (cos& sinae, siné sinae, cosae), lab. soustava.

Abychom mohli ur¢it index lomu idleru, je nutné znét dhel ktery svird k-vektor s optickou osou.
Skaldrni soucin obou vektoru zapsany v laboratorni soustavé nam dava kosinus tohoto hlu 6,

- -
!

cosf = s’ - 2/ = sin € sin a, sin O 4 cos a, cos b...

‘Walk-off

Protoze idler ma mimotadnou polarizaci, je potfeba dopocitat jeho dvojlom. U jednoosého negativniho
krystalu BBO dojde vuéi 128 I s k odklonu Poyntingova vektoru od optické osy. V hlavni roviné lez{
opticka osa, vektor ke sklonény o tdhel 0 i Poyntingiv vektor odklonény o thel dvojlomu p. Odklon
Poyntingova vektoru od optické osy je tedy dany rozdilem obou thlu (8 — p), jak bylo diskutovéno
v sekei 5.5 s vyslednym vztahem (5.21). Pro jistotu tento vztah zopakujme

6 — p = arctan [(no/ne)2 tan 6

Dvojlom se snéze pocitd v soustaveé symetrie krystalu (ne¢drkovand soustava). Hlavni rovina je pootocend
vuci optické ose o hel ¥, takze muzeme zapsat prepocet vlnového vektoru do os krystalu ndsledovné

R cos Y sin 6 sin a, cos &
Se= R(—0.)- 5, = sinysinf | = | sinagsinécosf. —cosaesinf, | . (10.26)
cos 6 sin a, sin € sin 6. + cos a, cos 0,
X2 X3 opticka

Obr. 10.15: Oznaceni thla popisujicich pro-
storovou geometrii SPDC v jednoosém
krystalu: € — zvoleny thel sklonu pro
vypocet uhlu ae, ao.
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Uhel 1 lze nyni uré¢it z poméru prvnich dvou slozek,

siny  sin e sin € cos B, — cos o sin O,

costy sin a, cos &

Ted jiz miizeme zapsat jednotkovy vektor ve sméru Poyntingova vektoru idleru,
S, = (costsin(f — p), sintsin(f — p), cos(d — p)), soustava symetrie krystalu,

ktery si vyndsobenim s matici rotace prevedeme do laboratorni soustavy.

Idler

Polarizaci idleru uréime ze znalosti, ze elektrické pole D, musf kmitat v roviné dané optickou osou Z a
smérem S. Jednotkovy vektor ve sméru polarizace oznacujeme p,. Muzeme ho tedy zapsat jako linedrni
kombinaci obou vektoru, p, = aZ + b3,. Vime ze elektrické pole kmitd kolmo na smér vinového vektoru,
Do L 8,. Takze p, - 5, = 0. Po dosazeni dostaneme FeSeni

Pe X Z — COS 0 S,

které musi platit v libovolné vztazné soustavé. Vysledek je sice nenormovany, ale smér je spravny.

Signal

Signalni foton je fadny a ma tedy kolinedrni vlnovy vektor a Poyntinguv vektor. V laboratorni soustavé
je muzeme zapsat:
Si || 8’0 = (—cos€ sina,, —siné sinae, cosay).

Jednotkovy vektor ve sméru fadné polarizace D, muzeme spocitat jednoduse jako vektorovy soucin
vlnového vektoru a sméru osy,

— — -

Dy, xp, =8 x 2.

Shrnuti

Vysledek 1ze shrnou nésledovné. 1) Fotony, které jsou generované daleko od hlavni roviny ¢erpaciho laseru
maji polarizace o par stupinu pootocené vuci horizontalnimu a vertikdlnimu sméru. 2) Dvojlom zpusob{
odklon sifeni idleru od optické osy, coz zpusobi to, ze degenerované SPDC fotony se uvniti BBO krystalu
it prakticky po stejném kuzeli. Pokud uvazujeme krystal dlouhy 1 mm, vytvoii fotonové pary na konci
krystalu kolecko o pruméru 20 pm.

10.5.3 Kwiattiv zdroj entanglovanych fotonovych paru

1. BBO krystal 2. BBO krystal

Obr. 10.16: Schéma uspoiddani dvou krystala BBO ve zdroji entanglovanych paru podle P. G. Kwiata. Smeér
optické osy je naznacCen na boc¢ni strané krystalu.

P. G. Kwiat navrhnul experimentalni usporadani pro efektivnéjsi generaci polariza¢né entanglovanych
fotonovych paru [32, 33]. Umistil za sebe dva totozné krystaly typu I vzdjemné otocené o 90°, viz
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obr. 10.16. Kazdy z krystali muze byt buzen pouze linearni slozkou polarizace ¢erpaciho svazku, ktera
odpovidd mimofadné polarizaci. Tento smér linedrni polarizace tedy lezi v hlavni roviné krystalu. Takto
se oznacuje rovina urcend smeérem vektoru k a optickou osou krystalu. Pokud je dvojice krystali ¢erpana
laserovym svazkem s obecné eliptickou polarizaci, budou jednotlivé krystaly generovat fotony v poméru
rozkladu intenzity obecné polarizace cerpaciho svazku do horizontdlniho a vertikdlniho sméru. Generace
muze probihat v obou krystalech soucasné. Jsou-li krystaly dostateéné tenké, drahy vygenerovanych
fotonu se prekryvaji. Diky tomu pak nelze po detekci fotonu urcit, ve kterém z krystalu fotonovy par
vzniknul. Generované fotonové pary maji polarizaci popsanou koherentnim souctem piispevku |[HH) z
jednoho a |[VV) z druhého krystalu. Timto zptusobem lze generovat pfimo polariza¢né entanglované stavy,

|¥) = cosa|HH) + e’ sina|VV). (10.27)

Parametry o a § zavisi na polarizaci ¢erpactho svazku. Pomér mezi |[HH) a |VV) slozkami ovliviiuje
parametr «, ktery je mozno plynule ménit rotaci pulvinné desticky (HWP) v Gerpacim svazku. Parametr
B oznacuje fazovy clen, ktery lze ovlivnit ndklonem ¢tvrtvinné desticky (QWP). Je-li o = 0 nebo o = ,
potom generuje vzdy jen jeden krystal a vysledkem jsou separabilni stavy. V piipadé o = 7/2 generuji oba
krystaly stejnou mérou, coz davéa vzniknout maximélné entanglovanénu stavu. Pfi nastaveni v intervalu
mezi témito limitnimi hodnotami se generuji stavy ¢astecné entanglované.
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10.6 Shrnuti

e Rozvoj nelinearni optiky byl umoznén diky rozvoji laserové techniky.

e ATD..
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10.7 Piiklady

Pi#. 10.6: Mimoiadny index lomu jednoosého krystalu:
Ze vztahti odvozenych pro indexovy elipsoid jednoosého krystalu v kapitole 5 odvod'te alternativni vztah

pro thlovou zdvislost indexu lomu mimotddného svazku (10.16).
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Priloha A

Matematicky dodatek

A.1 Opakovani vektorové algebry

V tomto dodatku si zopakujeme zdkladni matematické vztahy vektorové algebry, které se v textu casto
vyskytuji. Podrobnéjsi vysvétleni je tfeba hledat v ucebnicich zdkladniho kurzu matematiky. Jako ptehled
matematiky lze doporuéit knihu [5].

A.1.1 Nasobeni

Ve fyzice pracujeme se tfemi typy soucini dvou vektori @ a b. Uvedme si jejich ndzvy a znaceni.

nazev operace matematicky zapis typ vysledku
diadicky souc¢in ab tenzor
skaldrnf soucin ab skaldr (¢fslo)
vektorovy soucin axb vektor

Tyto vyrazy si rozepiSeme v kartézskych soufadnicich:

(@)i; = aiby,
a- g = a;b; = a1b1 + asbs + asbs,
a x g = (0‘,21)3 — CLng, a3b1 — CL1b3, albg — agbl).

Pro tpravy nékolikandsobnych sou¢inu muzeme pouzit nasledujici vztahy

@b-c=(ab)-c=a(b-?), vysledek je vektor ve sméru ptuvodniho vektoru a.
d-ab-c=(d-a b &) =ne, visledek je skalar.
————
n 3
@ bx c, smiSeny souc¢in, udava objem télesa vymezeného vektory.
ax(bxd) =b@-é—aa-b), dvojity vektorovy soucin.

A.1.2 Derivace

Ve 3D prostoru definujeme tii druhy prostorovych derivaci.

gradient: grad =V zvySuje fad tenzoru o jedna,
divergent: div=V. snizuje fad tenzoru o jedna,

rotace: rot = Vx minimélné na vektor, fad tenzoru se neméni.
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Tyto derivace aplikujeme na skalar ¢ a vektor A. Vysledek si zapiSseme v kartézskych souradnicich.

g 0 0
VSD - (5‘1}783/’5'2) SD(F)7

0 0 0
(%%+@%+&&)

VxA = <8A28A gAz—EA 2A aAm>.

vV-A

Ay 0z Y 0z oxr  “ oz Y Oy

A.1.3 Dvojité derivace

Ve fyzice se ¢asto pouzivaji pouze nékteré dvojité derivace. Uved'me si dvé relace, které pro né plati

2 92 02
. — 2 _ N -
VV=Vi= st et g

VxVxA = VV-A-V.-VA=VV.-A-AA.

A

Operétor A znaci Laplacetuv operdtor. Derivace se provadéji postupné od té nejblizsi k derivované funkci.
Dale plati identicka nulovost dvou nasledujicich dvojitych derivaci

V- VxA =
VxVp =
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Priloha B

Geometricky dodatek

B.1 Vztahy pro elipsu ve 2D

Na obr. B.1 je zakreslena elipsa umisténd v pocatku soustavy souradnic O a orientovana ve sméru hlavnich
os. Rovnice elipsy se obvykle zapisuje ve tvaru
2 2
T y:
P + i 1, (B.1)
kde a a b jsou délky poloos elipsy. Kterykoliv vybrany bod elipsy A = [z1, 1] mus{ spliiovat rovnici
(B.1). Pokud si oznacéime délku tisecky OA = r, muzeme prepsat tuto rovnici pomoci ihlu § sevieného

pruvodi¢em a hlavni poloosou.

r2cos?2f  r2sin®6 cos?f sin?f 1
St =1 = — t Y =3 (B.2)

Jednotkovy vektor ve sméru pruvodice je tedy @ = (cos#,sin6).

Obr. B.1: Geometrické vztahy v elipse. Za-
kresleny jsou: cervené elipsa s pomérem
a/b = 2, zelené pruvodi¢ bodu A, modre
teCna a fialové normala.

Nyni budeme hledat teénu k elipse v bodé A = [x1,y1]. K tomu staci provést diferencidl vztahu (B.1)

v tomto bodé. Tecnd rovina v bodé A méa potom rovnici
Tr1x my -
o

Tento zapis te¢ny nam piimo dava normalovy vektor. Jeho smér je dan koeficienty u proménnych = a y,

coz dava
L (T oy cosf sinf
1= ()= (T )

Vztah pro normélu si muzeme zapsat také pomoci tenzorového zapisu
. 1/a®> 0 x1
n= . . B.4
(0 e ) (o >4
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B.2 Vztahy pro elipsoid ve 3D

Vysledek vypoctu normély k elipse muzeme piimocaie generalizovat z 2D na 3D elipsoid. Pokud mame
elipsoid s poloosami a, b a ¢, potom normala v bodé [z1,y1, z1] bude mit smér

1/a®> 0 0 T
n= 0 1/ 0 A v |- (B.5)
0 0 1/ 21

Prvni ¢len je tenzor, ktery mé na diagonale prevracené hodnoty kvadratu velikosti poloos elipsoidu.
Tento tenzor se skaldrné nasobi vektorem spojnice pocatku s bodem, ve kterém chceme ur¢it norméalovy
vektor.
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Priloha C

Fyzikalni dodatek

C.1 Maxwellovy rovnice pro elektromagnetické pole

Nazev Mazwellovy rovnice se pouziva pro ¢tyfi rovnice, které davaji do vzajemného vztahu elektrické a
magnetické jevy, a vytvareji uplny klasicky popis elektromagnetického pole. Tyto rovnice se ¢asto zapisuji
v diferencidlnim tvaru (1.1), ktery byl uveden hned v prvni kapitole na str. 7.

Tyto rovnice se odvozuji podrobné v zdkladnich ucebnicich fyziky v ¢asti vénované elektiiné a mag-
netizmu. V ucebnicich optiky [2, 3, 4, 7] se Maxwellovy rovnice jiz neodvozuji, ale pouze se uvedou
jako znamé a dale se s nimi pracuje. My zde podrobné odvozovani nebudeme uvadét, pouze pro iplnost
pfipomenme integralni tvar Maxwellovych rovnic. V integralnim tvaru maji rovnice blize k redlnym expe-
rimentim, protoze pracuji s makroskopickymi ndboji a proudy. V této sekci budeme pouzivat geometrické
relace podle obr. C.1.

a) Faradaytuv zdkon b) Ampéruv zdkon c¢) Gaussuv zakon

=

B .
S

L vl

E c

Iy

Obr. C.1: Vektory pole, plochy, objemy a jejich hranice, které se vyskytuji v Maxwellovych rovnicich.

Faradaytuv zakon popisuje elektromagnetickou indukci,

. B
VXE:—%. (C.1)

Zavedeme si magneticky indukéni tok & = B.S , ktery protéka orientovanou plochou S. Preintegrujeme
pres tuto plochu a pouzijeme Stokesovu vétu o pfechodu od plosného integrdlu po plose S k integrdlu po
kiivce ¢, kterd plochu ohranicuje, f ¢VxE-dS = j:; E - dl. Takto dostaneme integralni tvar prvni rovnice

. d d [
}z{E-dz_—&cb_—& B-ds. (C.2)
c S

Ampériav zakon popisuje fakt, ze proudy generuji magnetické pole,
~ . 8D
VxH=j4+—.
Y
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Opét preintegrujeme levou i pravou stranu rovnice ptres plochu Sas pomoci Stokesovy véty pro rotaci
magnetické intenzity, [V x H -dS = §_H - dl, dostaneme integrlni tvar druhé rovnice,

fﬁ«fz:u%/ﬁ-d@. (C.4)
c S

Cleny na pravé strané maji vyznam proudu, I je proud volnych naboji a druhy ¢len nazyvame Maxwellav
posuvny proud.

Jaké magnetické pole generuje ve vzddlenosti r pfimy vodi¢, kterym tece proud I7

fﬁ«fz:mm:u[ ~ p=rI (C.5)

-

Sila, kterou by magnetické pole ptisobilo na testovaci vodi¢ s proudem ;, se vypocte ze vztahu F=7ixB.

Gaussuv zakon se nékdy oznacuje téz Coulombuv zdkon, protoze popisuje elektrické pole, které generuji
elektrické naboje s hustotou p,
V-D=p. (C.6)

Provedeme-li integraci, dostaneme celkovy ndboj @ ve zkoumané oblasti. Dale pouzijeme Gaussovu
vétu o pfechodu objemového integralu z divergence na plosny integrél, fv V.-DdV = fs D -dS. Jako
obvykle plocha S ohrani¢uje objem V. Dostaneme vysledny integralni vztah pro tfeti Maxwellovu rovnici

fﬁ-d@*:@:/pdv (C.7)
S 1%

Jaké elektrické pole bude generovat bodovy ndboj? Pro bodovy ndboj, ktery bychom uzavieli do
pomyslné koule o poloméru r, musi platit

D _ 10

E= e dmer? (©8)

Sila, kterou by pusobilo elektrické pole na testovaci ndboj ¢, se vypocte podle vztahu F= qE .

Spojitost indukéniho toku je posledni ¢tvrtd Maxwellova rovnice a znamend neexistenci magnetickych
monopdlu, V - B = 0. Po integraci to vede na vztah

fé.dtg:o.
S

Muzeme fici, ze tok magnetického pole uzavienou plochou je vzdy nulovy. Co na jedné strané pritece, to
musi druhou stranou odtéci.

C.1.1 Spojitost elektromagnetiskych poli na rozhrani

Maxwellovy rovnice a z nich ziskand vlnova rovnice popisuje sifeni svétla v prostiedi s danym indexem
lomu. Dalsim krokem je popis chovani elektromagnetického pole na rozhrani dvou pro jednoduchost
izotropnich materidlu s indexy lomu n, a ny. Normélu k tomuto rozhrani ozna¢me 7

Teéné slozky intenzit

Jako prvni budeme fesit elektrickou intenzitu, kterd ma v jednotlivych materidlech velikost E1 a Eg.
Zintegrujeme Faradayuv zdkon ptes plochu, kterd prochézi rozhranim, jak to ukazuje obr. C.2a). Pomoci
Stokesovy véty zminéné vysSe nahradime integral z rotace pres zelené Srafovanou plochu S integralem

podél obvodu této plochy c.
/VxEod_S:j{E-(ﬂ:—/a—B~d§.
ot
S c

S
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a) spojitost tecnych slozek b) normadlovych slozek

Obr. C.2: a) Integra¢ni plocha pro vypocet spojitosti tetnych slozek intenzit. b) Integraéni objem pro vypocet
spojitosti normalovych slozek indukci.

Provedeme limitu, kdy poZeneme k nule sitku integra¢niho obdélniku. Velikost plochy S ptujde k nule a
diky tomu pujde k nule i plosny integral z derivace magnetického pole. Integral podél kiivky ¢ piejde na
integraci podél delsich stran obdélniku. Tim dostaneme (Eg - El) -T'= 0, kde vektor { je teény vektor
podél rozrani. Protoze smér te¢ného vektoru je libovolny v 2D plose rozhrani, Ize spojitost te¢nych slozek
elektrického pole zapsat obecné tak, ze se na rozhrani dvou materidlii muze ménit pouze normalova slozka
elektrické intenzity.

(EQ—El) x 11 = 0.

Nyni bychom mohli analogicky zintegrovat Ampéruv zdkon. Rozdil je pouze v tom, ze v Ampérové
zéakonu vystupuje navic jesté proud. Vysledny vztah pro spojitost te¢nych slozek magnetické intenzity
proto vypada nasledovné, . . .

(Hy — Hy) x 11 = jg,

kde fs predstavuje hustotu povrchového proudu. Pro dielektrika je ale tento proud nulovy a i magneticka
intenzita ma tedy na rozhrani dvou dielektrik spojité své tecné slozky Hy a Ho.

Normalové slozky indukci

Nyni vyjdeme z Gaussova-Coulombova zakona, ktery budeme integrovat v objemu valce V', s podsta-
vou S jenz prochézi rozhranim dvou prostiedi podle obr. C.2b). Vyuzijeme Gaussovu vétu pro prechod
integralu z divergence na plosny integral po hranici integra¢niho objemu.

/v-ﬁdvzfﬂdfq:/pdv.
Vv S 14

Opét limitné snizime vysku integra¢niho valce k nule. Diky tomu objemovy integrédl se zmensi na nulu
a plosny integral bude integraci pouze pfes horni a dolni podstavu valce. Takto odvodime spojitost
normélovych slozek elektrické indukce na rozhrani. Nespojitost by mohl zpusobit pouze povrchovy néboj
s hustotou pg na rozhrani v plose S.
(Dg — Dl) - = pPs-

Samoziejmé u dielektrik, kde je povrchovy naboj nulovy, jsou normaélové slozky indukce na rozhrani
Spojité.

Obdobné muzeme postupovat i se ¢tvrtou Maxwellovou rovnici a dostali bychom analogicky pro
magnetickou indukci nésledujici vztah,

— —

(By — By)-ii = 0.

Uvedené ctyfi podminky na rozhrani nejsou nezavislé, protoze elektromagneticka pole jsou svazand
Maxwellovymi rovnicemi. Proto sta¢i splnit dvé podminky pro te¢né komponenty a diky splnéni Max-
wellovych rovnic v obou prostiedich oddélenych rozhranim budou automaticky splnény i dalsi dvé pod-
minky pro normélové slozky [34].
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C.2 Rozdéleni latek podle materidlovych vztaht

Zapisme si obvyklé materidlové vztahy, které jsou nezbytné pro feseni Maxwellovych rovnic,

Latky muzeme délit podle ruznych kritérii. Ukazme si to na piikladu péti druhu déleni magnetickych
vlastnosti latek. Obdobné se to da zavést i pro elektrické vlastnosti.

1. kritérium popisuje to, zda je latka bez ptsobeni vnéjsiho magnetického pole permanentni magnet,
B magneticky mékké, My =0

B magneticky tvrdé, My = 0, spontann{ magnetizace (bez vnéjsiho pole)

2. kritérium popisuje linearitu odezvy na vnéjsi pole

B linedrni, M o« H

B nelinedrni, M o« f(H, H?) + vyssi éleny

3. kritérium zkoumd, zda maji ruznd mista materidlu ruzné vlastnosti

B homogenni, x,, neni funkei polohy 7

B nehomogenni, x,(7), Casto se Fesi vrstevnaté nebo plandrn{ struktury
4. kritérium popisuje zavislost vlastnosti materidlu na frekvenci vnéjsitho pole

B disperzn{ (funkce odezvy) = xm(w)

B nedisperzni (bez zpozdéni, odezva ihned, pro pomalé vnéjsi pole, kvazistatické priblizeni)

5. kritérium zkoum4d, zda mé materidl ruzné vlastnosti v ruznych smérech

— —

. , e e ey <
B izotropni, susceptibilita je ¢islo Xm = Ym L , H | B

B anizotropni, {u, je skutecny tenzor, H }f B

Uvazujme napi. magneticky mékké, linedrni, homogenni a izotropni prostiedi bez disperze, potom
budou materidlové vztahy nasledujici

@ =eT, D=c¢E
W:u?7 E:ﬂﬁ.

a relativni konstanty prostiedi budou e, = 1 4 Xe, tir = 1 + Xm

Projevem toho, ze zdrojem elektromagnetickych poli jsou elektrické nabOJe a jejich pohyb, je to, ze
vektor polarizace P sméruje priblizné ve sméru vektoru elektrického pole E (neni v protismeéru). Proto
musi platit y. > 0; &, > 1.

Pro magnetické vlastnosti to tak neni, magnetickd susceptibilita muze byt i zdporna. Muzeme f¥ici,
ze odezva na magnetické pole je:

Xm <0 diamagnetika,

bud’ linedrn{ )
Xm >0 paramagnetika,

nebo nelinearni, x,, > 0 feromagnetika.
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C.3 Globalni zakony zachovani

\%
objem

veli¢ina ) L ) )
Obr. C.3: Zakon zachovani veli¢iny A v prostorové oblasti
o objemu V ohranicené plochou S.

V piirodé plati zadkony zachovani mnoha veli¢in. Z principu je tedy mozné si odvodit obecny zakon
zachovani néjaké veli¢iny s objemovou hustotou a. Zdkon zachovani si muzeme vyjadrit v diferencialnim
tvaru ve zvoleném bodé prostoru. Nebo si muzeme spocitat integralni zakon zachovéani veliciny A v objemu
V', jak to ukazuje obr. C.3. Mezi témito velicinami plati integralné diferencialni vztahy,

dA
a Fa /adV
v

Je potieba si definovat dalsi dvé veli¢iny. Prvni je hustota zdroju p%, jejiz objemovy integral nam
ur¢uje, kolik vznikne veli¢iny A v objemu V' za jednotku ¢asu (1 s).

Pt = / prdV.

\4

Velicina A muze ze zkoumaného objemu také vytékat. Proto je druhou dulezitou veli¢inou hustota toku
4. Pokud chceme uréit, kolik této veliciny A vytece z objemu V' za jednotku ¢asu, musime si definovat
plochu rozhrani S, pfes kterou tok zintegrujeme. Celkovy tok bude

I“z%]’“-d@.

S

Zakon zachovani zapiseme ve tvaru
dA
e = Pa7
dt
ktery znamend toto: Zdroje vytvoii za jednotku ¢asu P veli¢iny A v objemu V. To vede na ptirtstek
této veliciny a cést, kterd vytece pres hranici z tohoto objemu ven. Pokud do rovnice dosadime pfedchozi

vyrazy, dostaneme
/—dV+% dS = /p“dV,

—dV+/V

Pii tomto odvozeni jsme pouzili Gaussovu vétu o pfechodu z plosného na objemovy integral. Ma-li platit
tento integralni vztah pro jakykoliv objem, musi platit rovnost i pro integrované veli¢iny. Diferencialni
zakon zachovani ma tedy tvar

Il
—
S

=]
(ol
<

&L v Fo=pn (C.9)

Obdobné bychom postupovali i v pfipadé odvozovani zdkonu zachovani vektorové veli¢iny a. Pro
vektorovou veli¢inu bychom odvodili analogicky vyraz

aavﬁ

— 4+ 71_
at b
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C.3.1 Zakon zachovani energie pro elektromagnetické pole

Zacneme tim, ze si napocitame divergenci Poyntingova vektoru,

- - L . B -0D\ =~ -
V-S=V-(ExH)=H - VxE—-E-VxH= <H8+Eaat> E-j.

Nejdrive jsme rozepsali derivaci soucinu tak, aby se derivovala pouze jedna proménna napravo od sym-
bolu V. Potom jsme za Totace poh dosadlh prvni a druhou Maxwellovu rovnici. Pro latky s linearnimi
materidlovymi vztahy, D = =¢E, B = uH lze pouzit definici hustoty elektromagnetické energie a jeji
casové derivace,

=_(E-D+H-B), —=H—2+E—.

l\')\»—l

Zavedeny Poyntinguv vektor S = E x H znaéf tok energie z daného objemu. Takto muzeme zapsat
zdkon zachovéni elektromagnetické energie v obvyklém tvaru (C.9) a identifikovat jednotlivé ¢leny,

—+V-§=-j.E

ot J

Zde prvni ¢len zna¢i zménu energie pole ve zkoumané oblasti, druhy ¢len popisuje vytok elektromag-
netické energie ze zkoumaného mista. Pravéa strana je zodpovédna za Coulombovské teplo, ve které se
elektromagnetické pole mize ménit v absorbujicim prostiedi.

C.3.2 Hustota elektrické a magnetické energie

Ukazme si nyni, ze hustota elektrické energie w, a hustota magnetické energie wy, jsou pro elektro-
magnetické pole stejné. Pouzijeme prvni Maxwellovu rovnici (1.1) a spocitdme si derivace pro rovinnou
monochromatickou vlnu,
B oB Lo .

VXE__E = 1k x B =wpH.
Nyni pouzijeme vztah pro podil k/w = n/c = /e s tim, ze budeme uvazovat kolmost vektoru a déle
budeme pocitat jiz pouze jejich velikosti. Takto dostaneme pro elektromagnetické pole dulezity vztah pro
podil elektrického a magnetického pole,

VEE = \JuH. (C.10)

Diky této rovnosti ndm hned vychdazi rovnost elektrické a magnetické slozky hustoty elektromagnetické
energie,

We

N|— N =
au]] ?11
o O

I

1 72
sel
218 ) = We = Wp. (C.11)
Wm = §‘LLH

C.3.3 Anizotropni prostredi
Ukazme si, jaké podminky musi spliiovat tenzor permitivity v anizotropnim prostiedi. Hustota energie se

zde spocita podle

Casové derivace hustoty energie bude

Oue . 1 . .
ot = Ue = ifogij[EiEj + ElEj]

Diky tomu, ze miizeme prohazovat pofad{ derivaci, musi platit €;; = €;;. Pro neabsorbujici prostiedi

s komplexni permitivitou €, tj. v pfipadé cirkuldrni anizotropie, plati obecnéjsi podminka: €;; = €5
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C.4 Odvozeni indexu lomu mimoradného svazku

V sekci 5.4 jsme zavedli vlastni stavy polarizace v jednoosém krystalu. Zatimco fadny svazek ma index
lomu vzdy n,, mimofadny svazek mé index lomu zavisly na sméru daném thlem 6 podle (5.16), ktery

zde zopakujeme,

62

20) = e — L2,
ne(0) =¢en -

Uhel 6 je odklon sméru vlnového vektoru k od optické osy. Za pomocné parametry ep, €c a €p, které
jsme si zavedli ve vztahu (5.14), dosadime z textu kap. 5 a odvodime si vysledny vzorec.

((e1 — £3) sin f cos §)*

2 2 .2
n5(0) = e1cos“0+e3sin”0 —
() ! 8 £18in? 6 + £3 cos? 0

(£1 cos? 0 + egsin? 0) (e sin? O + 3 cos? 0) — ((e1 — e3) sin 6 cos #)?
e1sin? 0 + e3cos2 0
5153(sin4 0 + cos* 0) + 2¢1e3 sin® 0 cos? 0

g1 8in% 0 + £3 cos? 0

£1e3(sin? 6 + cos? )2 €1€3
1 sin% 0 + e3 cos? 0 g1 8in% 0 + e3 cos? 0
1

sin® /e3 + cos20/e;

Nyni dosadime hlavn{ indexy lomu (g1 = n2, e3 = n?) a dostaneme findln{ vztah (5.17) z textu kapitoly,

1 sin? 0 i cos?f  sin?6#  cos?6
n2(0) €3 €1 n?2 n2
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C.5 Odvozeni indexové plochy z Fresnelovy rovnice

V sekci 6.2 jsme si z Fresnelovy rovnice odvodili vztah pro vlastni hodnoty indexu lomu. Nyni podrobné
probereme postup, kterym se z feSeni nulovosti nasledujictho determinantu dostane rovnice indexové
plochy (6.1).

n? — (1 —s2)N? 5159 N? 5183 N?
A= 5189 N2 n3 — (1 — s3)N? 5283 N? =0 (C.12)
s183N? 5283 N? nZ — (1 — s3)N?

Resen{ spocivéa v tom, ze pro smér sifeni zadany jednotkovym vektorem § = (s1, 82, 83) najdeme vlastni
¢islo (hledany index lomu N) tak, aby byla splnéna rovnice (C.12). Normovaci podminka na jednotkovy
vektor zni: |3] = s? + 83 + 53 = 1.

Pii vipoétu determinantu ziskdme ndsobenim diagondlnich ¢lenti nasobky {1, N2, N* N6} — ¢ést I,
pak ziskdme tii zdporné pifspévky (jeden ¢len na diagonale krét dva ¢leny mimo diagonalu) {N4, N} —
¢ast I1. Nakonec zbyvajf dva kladné pifspévky nasobenfm ¢lentt mimo diagonalu { N®} — éést I11. Zapisme
si nyni jednotlivé ¢asti determinantu:

cast 1
ningni + N?[(s7 — Dninj + (s3 — D)ning + (s3 — Dninj]
+ N*[nf(s3 = 1)(s3 — 1) +n3(s7 — 1)(s3 — 1) + n3(sT — 1)(s5 — 1)]
+ NO(sT—1)(s3 —1)(s3—1)
cast 11
—  N'(nis3s3 +nisiss +n3sis3)
— NO[(sT —1)s5s3 + (55 — 1)s7s3 + (s3 — 1)s7s3]
cast I1T

650222
+N"2s755535.

Prispévky ze vSech tii ¢dsti musime secist. Proto dame k sobé ¢leny s odpovidajici mocninou N a dosta-
neme u jednotlivych mocnin tyto vyrazy:

NO:
ninni = ninin3(si + s3 + s3)
NZ.
—(s3 + s5)ning — (s1 + s3)ning — (s + s3)ning = —sind(n3 +nj) — s3n3(nd + n3) — sin3(ni + n3)
N4
—ni(s3 +s3 — 1) —n3(s] + 55 — 1) = n3(si + 53 — 1) = sind + sin3 + sinj
NG:

222 22 22 22, .2, 2, 2 22,2 1 2.2, 2.2, 2.2 2.2.2
518585 — 8185 — 5155 — 8553 + 87 + 55 + 53 — 1 — 3575585 + 5553 + 8755 + 5755 + 2575355 =0
Jak je ziejmé, ¢élen s nejvyssi mocninou (N) vyjde identicky nulovy.
Podivéame se podrobnéji na ¢leny celkového determinantu s s2. Cleny s s3 nebo s s2 musf byt symet-
rické, ziskame je pouhou cyklickou zdménou indexi.

2 [ndndng — Non3(nd 4 n3) +ndN'] = sind [N* = N2(nd +n3) + n3n3]

= sini(N? = ng)(N? —n3).
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Secteme-li analogické ¢leny pro vSechny tii slozky s7, s3, s3, potom dostaneme podminku nulovosti
determinantu (C.12) ve tvaru

sini(N? — n3)(N? — nj)
+sin(N? —nf)(N? —nj)
+53n3(N? —n})(N? —n3) = 0. (C.13)

Pokud jsou zavorky (N? —n2) # 0 pro i = 1,2,3, potom miiZzeme témito zdvorkami podélit a
podminku pro vlastni ¢islo N upravit na nasledujici tvar,

2,2 2,2 2,2
sing 55M5 5315

N2—-n?2  N2-n3 N2-—n3

=0 (C.14)

Napriklad, pokud se omezime jen na osu x1, tedy s; = 1, s = s3 = 0, potom dostaneme vztah
2 2y 72 2y _
(N“—n3)(N°—n3) =0.
Je ziejmé, Ze pii &ifeni ve sméru osy &1 maji dva vlastni stavy polarizace svétla index lomu ns a ng.

V obecném sméru musime fesit kvadratickou rovnici pro N2, kterou miizeme ziskat roznasobenim zavorek
v (C.13),

N¥(sini + s3nj + sing) — N* [sini(n] +ng) + sin3(nd + ng) + sin3(nd + n3)] + ninjng =0

Jak je zndmo, fesenim kvadratické rovnice AN*+ BN?+C = 0 dostaneme dva kofeny, které maji velikost

N2 = (—B+ /B2 —4AC)/2A.

Zavedeme si vektor délky indexu lomu ve sméru k vlnového vektoru: Xy, = (X,Y,Z) = N(s1, 82,53).
Dosazenim do predeslé kvadratické rovnice ziskdme vztah pro dvouvrstvou plochu, kterd se oznacuje
indexovd plocha (X)

IX2+n3Y? +n3Z%|[ X2 +Y? + 7%
= [X*ni(nd +n3) + Y03 (nd + n3) + Z*ni(n} +n3)]
+ ninin3 =0 (C.15)

Jaky je rozdil mezi timto zépisem a predeslym vyrazem (C.13)?
B Rovnice (C.13) je rovnice pro vlastn{ ¢islo — index lomu N.

BV rovnici (C.15) hleddme vektor )Zz, ktery vyhovuje této rovnici. Index lomu je pak délka tohoto
vektoru.
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Seznam pouzitych symbola

1D jednodimenzionalni, jednorozmérny

2D dvoudimenzionalni, plosny

3D trojdimenzionélni, prostorovy

? jednotkovéd matice, identita

X1, Zo, T3 osy kartézského souradnicového systému

a miizkova konstanta kubickych miizek

Qeox polomér excitonu

a jednotkovy vektor ve sméru polarizace

@, ai; matice transformace souradnic

A vektorovy potencial

B vektor magnetické indukce

c rychlost svétla ve vakuu, ¢ = 299792458 m/s (presné)
Chp operace symetrie, n-Cetnd osa rotace

Crimn tenzor pruznosti popsané v elastické oblasti Hookovym zdkonem
d tloustka krystalu

dijk piezoelektricky tenzor

D sitka optického svazku

D vektor elektrické indukce

e Eulerovo ¢islo (2.718 281 828 4)

e elementdrni naboj, e = 1.602 176 634 x 101 C (piesné)
eV elektronvolt, energie, kterou ziska elektron urychlenim potencidlem 1 V
E energie

E.(q),E.(q) vodivostni a valenéni energeticky pds v g-prostoru

Eq §itka zakazaného péasu

E, energie fononu

E vektor elektrické intenzity

frD Fermiho-Dirackova. statisticka rozdélovaci funkce

fl@) vzdélenost vodivostniho a valenéniho pasu v g-prostoru
fev(w) sfla oscildtoru

fax frekvence akustické viny

? symetricky tenzor gyrace

h redukovand Planckova konstanta, 2mh = 6.626 075 15 x 1073* J s (piesné)
H hamiltonian

7:lo, Hy stacionarni a poruchovy hamiltonian

H vektor magnetické intenzity

) imaginarn{ jednotka (2 = v/—1)

) operace symetrie inverze

1 operace symetrie identita, nebo proud
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hustota proudu

.
ok‘ !
<

sdruzend hustota stavu

kg Boltzmannova konstanta, kg = 1.380 649 x 10723 J/K (piesné)

k vlnovy vektor svétla, k = 27/

K vlnovy vektor akustické viny, K = 27 /A

L délka krystalu

m hmotnost elektronu

mo hmotnost volného elektronu, mg = 0.910938 370 x 10~3% kg

My My efektivni hmotnost elektronu ve vodivostnim pésu, diry ve valenc¢nim pasu
my redukovana efektivni hmotnost excitonu

M materidlova konstanta popisujici i¢innost AO difrakce

M, hmotnost neutronu, M,, = 1.674927 x 10~2" kg

M vektor magnetizace

n index lomu

No,y Ne Ffadny a mimofadny index lomu v jednoosém krystalu

N indexu lomu jako vlastni ¢islo feSené rovnice, koncentrace elektront
N komplexni index lomu, N =n+1x

Na Avogadrova konstanta, Na = 6.022 14076 x 1023 mol~! (piesné)
p operator hybnosti

P vektor polarizace

Dijmn fotoelasticky tenzor (nékdy se oznacuje jako elastoopticky tenzor)
q velikost vlnového vektoru elektronu, hustota naboje elektronu

Q hustota néboje iontu, parametr popisujici rezim AO prvku

q vlnovy vektor elektronu

7 polohovy vektor elektronu

Tijk tenzor linedrniho elektrooptockého jevu (Pockelsuv jev)

Rex vazebnd energie zédkladniho stavu excitonu (excitonovy Rydberg)
g jednotkovy vektor ve sméru vlnového vektoru svétla, k=ks

S plocha

S Poyntinguv vektor

Sh operace symetrie n-cetnd nevlastni osa rotace

Sijkl tenzor kvadratického elektrooptického jevu (Kerruv jev)

t cas

ug () periodicka ¢ast Blochovy vinové funkce

Usj tenzor malych deformaci

U vektor vychylky z rovnovazné polohy pii deformaci krystalu
U,Upn napéti ptilozené na kontakty

Ux pulvlnné napéti

1% objem

V(7) periodicky potencidl pro elektrony v krystalu

il vektor rychlosti

Vak rychlost akustické viny

U, Ty fazova, resp. grupova rychlost

w hustota elektromagnetické energie

We, Wiy hustota elektrické energie a magnetické energie

wo polositka sedla gassovského svazku

Wey pravdépodobnost prechodu elektronu z valenéniho do vodivostnitho pasu (v —c)
X vektor popisujici indexovy elipsoid (indikatrix)

z fad tenzoru (T}, je tenzor 3. fadu, z = 3)
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Q@ absorpéni koeficient

Vijk tenzor cirkularni anizotropie

r vektor gyrace

) Diracova §-funkce

0ij Kroneckerovo delta

€ permitivita

€ komplexni permitivita, & = 1 + 1e2

) permitivita vakua, g = 8.8541878 x 10712 F/m
Er relativni permitivita

n cinnost AO difrakce

0 polarni thel

00 uhlovy rozptyl (divergence) optického svazku

0B Bragguv thel rozptylu

0. thel fezu krystalu

U sklon optické osy dvouosého materidlu

K vazebnd konstanta popisujici difrakci

» index extinkce, komplexni ¢ast indexu lomu

A vlnova délka svétla

A vlnové délka akustické viny

I permeabilita

1o permeabilita vakua, pg = 47 x 10~"H/m

Ly relativni permeabilita

v frekvence svétla

m Ludolfovo ¢islo (3.141 592 653 6)

Tijkl piezoopticky tenzor

p hustota nédboje; mérny odpor; dhel dvojlomu (walk-off)
o vodivost

Ohy Oy, Od operace symetrie ruzné orientované roviny zrcadleni
Y5 tenzor mechanického napéti

T doba zivota, relaxacni doba, ¢asova konstanta
10} azimutalni thel

0P dhlovy rozptyl akustické viny

X5 Xe elektrickd susceptibilita

Xm magnetickd susceptibilita

g (T) Blochova vlnové funkce

w kruhové frekvence svétla (hw je energie jednoho fotonu)
Wa frekvence prechodu v atomu

Wr frekvence médu rezonatoru

wWTO, WLO frekvence pri¢ného a podélného optického fononu
Wpl plazmova frekvence elektront v kovu

Q frekvence akustické viny
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