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Uvod

Tento studijni text by mél slouzit pro prvni sezndmeni studenttt prirodovédnych obort se zakladnimi
principy fyziky pevnych latek. V této védni oblasti byla v nedédvné dobé publikovana celd fada velmi
kvalitnich knih. Nékteré se ale vénuji jiz pokrocilejsim tématim a navic prevazna vétsina publikaci je
dnes dostupna pouze v anglickém jazyce. Tento text by mél proto uleh¢it studium pevnych latek i tim,
Ze je v CeStiné.

Razeni kapitol tohoto textu bylo inspirovano ¢eskym piekladem knihy Ch. Kittela: Uvod do fyziky
pevngch latek [1]. Tato kniha byla od svého vydani v minulém stoleti doporucovani jako tvodni text
pro studenty fyziky pevnych latek. Dodnes je tato kniha ucelenym textem, ktery lze doporucit i diky
vybornému ptekladu, ktery uvadi vzorce v jednotkdch SI. Piiklady na konci kapitol tohoto studijniho
textu jsou cCasto prevzaty z tohoto ceského prekladu a jsou proto citovany i s odkazem na stranku jako:
Kittel, str. 49, pr. 1. Pfiklady jsou ¢asto doprovazeny vysvétlivkami a jejich feSeni miZe napomoci k lep-

vvvvv

(*). Pfestoze Ch. Kittel vydal jiz osmé upravené vydani své knihy [2], ¢esky preklad je dodnes dostupny
pouze pro druhé vydani z osmdesatych let minulého stoleti. Je pravda, ze fyzikalni vlastnosti pevnych
latek se neméni, nicméné toto téma by si zaslouzilo pfece jen nové upravené vydani. Navic ¢esky preklad
druhého vydani je dnes dostupny pouze v knihovnéch.

Pokroc¢ilejsimu ¢tenari je mozné doporucit knihu R.F. Pierreta [3] Advanced Semiconductor Funda-

N

pevnych latek. Kniha M. Razeghiho [4] je velmi podrobné a pokryva i pokro¢ild témata. Symetrii krystalii
se velmi podrobné vénuji M. De Graef a M.E. McHenry [5]. Jednou z mdla pivodnich éeskych knih je
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Knihy doporucené pro dopliujici studium, pfesné citace jsou uvedeny v kapitole Literatura na str. 169.



text L. Eckertové a kol. [6] Fyzikdlni elektronika pevngch ldtek vydany v roce 1992.

Pievazné koviim se vénuje knizka autortt N.W. Ashcrofta a N.D. Mermina [7]. Pfestoze je tento text
jiz z poloviny sedmdesatych let, je pro vyklad kovii jedineény. Kniha C. Klingshirna [8] se v prvni poloviné
podrobné vénuje vykladu fyziky pevnych latek a v druhé poloviné probira optické vlastnosti polovodict
a ruzné optické metody studia pevnych latek.

Velmi zajimava je i kniha L. Mihalyho a M.C. Martina [9], kterd vysvétluje problematiku pevnych
latek na souboru fesenych piikladi. Tato koncepce dovoluje ¢tenéri prohloubit si znalosti diky nutnosti
hledat feseni typickych tloh. Pfi feseni téchto tloh nezaskodi si zopakovat nékteré matematické poucky,
vhodnou knihou mtize byt napf. Matematicky aparat fyziky od J. Kvasnicy [10]. Navic problematika
pevnych latek vyuziva zndma feseni typickych tloh z kvantové mechaniky. Zaklady kvantové mechaniky
si Ize zopakovat v knize L. Skaly [11] Uvod do kvantové mechaniky.

Teoretic¢téjsi pohled na pevné latky podédvaji skripta E. Majernikové [12] vydana UP v Olomouci v roce
1999. Kniha Ch. Kittela [13] Quantum Theory of Solids je opét souborem fesenych tiloh. Symetrii krystalt
se vénuje kniha autort P.Y. Yua a M. Cordony [14], kterou lze ale opét doporuéit pouze pokroéilému
¢tenafi. Posledni kniha, jejiz autor je J. Cely [15] z MU v Brné, se vénuje problematice kvazi¢astic pro
popis pevné latky a rtiznych interakci v pevné latce.

Seznam jmenovanych knizek, které se vénuji problematice pevnych latek, by mohl byt mnohem roz-
sahlejsi, ale dalsi hledani prenechme vlastni iniciativé ¢tenafe. Navic mnoho zajimavych textt, ale i
multimedidlnich souborid na téma pevné latky lze najit i na internetovych strankach znamych univerzit,
nebo na Wikipedii: http://www.wikipedia.org/. Jak zndmo, dlouhé vysvétlovani miize snadno zastou-
pit jeden obrazek a dynamiku néjakého procesu je mozné nejsnaze pochopit z reprezentativni animace.
Neni mozné zde vypsat vSechny zajimavé internetové odkazy, ale bez obav: ,Kdo hleda, najde.“


http://www.wikipedia.org/

f ' ‘_. 3, o W
Tento krystal je pivodné z Brazilie, ale dnes ho najdete na zemépisné pozici: 49°24°24.220” N, 11°0’23.203” E.
Jde o krystal SiOq, trigonalni krystalova soustava, tvrdost 7.
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Prostorové usporadani krystalu
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1.1 Historicky vyvoj pohledu na pevné latky

Nejprve pripomenme nékteré historické milniky ve vyvoji pohledu na strukturu latky. Ty jsou do znacné
miry svazény s formovanim zaklad® kvantové mechaniky na pocatku dvacatého stoleti.t

1858 — Prvni pozorovani ¢arového spektra vodiku.

1864 — Maxwellova teorie elektromagnetického pole (J.C. Maxwell).

1869 — Mendélejevova periodické tabulka prvki (D.I. Mendélejev).

1895 — Objev rentgenového zafeni (W.C. Rontgen).

1896 — Objev radioaktivity (A.H. Becquerel).

1897 — J.J. Thomson objevil elektron a navrhl tzv. pudinkovy model atomu.

1898 — Identifikace « a [ zareni.

1899 — Mé¥eni elementarniho naboje elektronu.

1900 — M. Planck odstartoval zrod kvantové teorie vysvétlenim zareni absolutné ¢erného télesa.

1905 — A. Einstein vysvétlil princip fotoefektu pomoci kvanta elektromagnetického zafeni.

1906 — E. Rutherford? provedl experiment s rozptylem « ¢astic na kovové félii (100 atomarnich vrstev).

1911 — Tento experiment vedl Rutherforda k zavéru, Zze kladny nadboj atomu je soustfedén do ,,bodového*
jadra atomu.

1913 — N. Bohr pouzil planetarni model pro vysvétleni stability atomu.

1921 — Objev silné nuklearni interakce, kterd zodpovida za stabilitu jadra.

1931 — Objev neutronu.

ITento seznam obsahuje hned nékolik nositeltt Nobelovy ceny za fyziku: 1901 - W.C. Réntgen, 1903 - A.H. Becquerel,
1906 - J.J. Thomson, 1918 - M. Planck, 1921 - A. Einstein, 1922 - N. Bohr, 1929 - L. de Broglie.

2Ernest Rutherford byva povazovan za zakladatele jaderné fyziky. Za studium radioaktivity obdrzel v roce 1908 Nobelovu
cenu za chemii.



1.1.1 Model atomu vodiku

Pro vysvétleni stability atomu vodiku pouzil dansky fyzik Niels Bohr kvantovani [11]. Pfedpoklady Bo-
hrova modelu jsou:

B Elektrony se pohybuji po kruhovych drahéch, pro které je splnéna kvantovd podminka pro moment
hybnosti

fpdr:nQﬂ'h, n=12..., (1.1)
kde p je hybnost elektronu, dr je element kruhové drahy, n je kvantové celé ¢islo a A je redukovana
Planckova konstanta (A = 1.054 588 7 x 10734 Js).

B Elektrony pii pohybu na kruhovych drahéch, spliujicich kvantovou podminku, nevyzafuji energii.
B Elektron mize pfijmout nebo vyzarit energii pouze pii pfechodu z jedné drahy na druhou.
Nyni pouzijeme klasickou podminku vyvazeni pfitazlivé coulombovské a odstiedivé sily pii kruhovém

pohybu. Na zakladé téchto semi-klasickych tvah ziskdme polomér povolenych kruhovych drah ve tvaru

47T€0 h2
e2mg

r, =n’ap,  kde ap= ~ 0.529 177 A. (1.2)
Polomér kruznice zékladni energetické hladiny ap se oznacuje Bohriv polomér. Pro energie jednotli-
vych elektronovych hladin dostaneme vztah, ktery je ve shodé s experimentalné pozorovanym carovym
spektrem atoméarniho vodiku

Ry e*mg

E,=—— kde Ry:2(

oy ~ 13:605 8 ev. (1.3)
TEQ

Energie zakladni hladiny se nazyva Rydberg.

Je zajimavé, Zze Bohrovu kvantovaci podminku (1.1) mizeme s vyuzitim vlnové délky pro elektron
podle L. de Broglieho (\. = 27/i/p) zapsat néasledujicim alternativnim zpisobem. Délka stabilni kruhové
drahy elektronu atomu vodiku je vZdy celociselnym ndsobkem vinové délky elektronu,

277, = N)e.

Podrobny kvantovy vypocet spektra, které se ziska feSenim Schridingerovy rovnice, lze nalézt v uceb-
nicich kvantové mechaniky [11]. Vysledkem jsou kromé energetickych hladin (1.3) jesté vlnové funkce elek-
tront. Kvadrat vlnové funkce predstavuje pravdépodobnost nalezeni elektronu v daném misté prostoru.
Zde uvedeme pro ilustraci pouze vlnovou funkci zékladniho kulové symetrického stavu (1s orbitalu)

P1s(r) = L e~ r/aB (1.4)

Vmag

Energetické hladiny atomu vodiku a dvé vlnové funkce nejnizsich hladin jsou zakresleny v obr. 1.1.

Energie

o I — \7K ,,,,, 1

Obr. 1.1: Cervené je zobrazen coulombovsky potencial atomu vodiku U(r), teckované jsou znazornény
energetické hladiny (1.3) a modfe jsou zobrazeny atoméarni vlnové funkce 1s a 2s.



1.2 Pevné latky z pohledu kvantové mechaniky

Pevna latka obsahuje fadové 10%% atomii na krychlovy centimetr. Matematicky lze systém interaguji-
cich ¢astic latky popsat pomoci Hamiltonova operdtoru energie. Hamiltonian popisujici perfektni krys-

2
tal ma cleny odpovidajici kinetické energii elektronti, ) 5=, a coulombovské interakci mezi elektrony,
i

!/
1 e? . . v s . .y 1.z o . “r % s “r1s
5 Z Telr = Céarka nad sumou znamena to, 7e indexy i a i’ musi byt rtzné. Dalsi ¢leny piislusi kine-

T — T |

P2 1 < Z;7Z;€?
.y .\ : L . . i Z;
tické energii jader, Z 370 @ coulombovské interakci mezi jadry, 5 Z —
j

—J . Posledni ¢len odpovida
]j' 47TEU|R]‘7R p

]

‘. ‘- . . ‘s Z;e? N - ”
vzdjemné interakci mezi elektrony a jadry, — > ic kde proménné m, 7, p; znaci hmotnost, po-

Z] 47\'60‘7_“1‘71%]" ’
lohy a hybnosti elektront a proménné M;, Z;, éj, ]5; znaci hmotnosti, atomové ¢islo, polohy a hybnosti
jader. Atomové ¢islo udava pocet protoni (elektront) daného neutralniho atomu.

Cely systém popiSeme hamiltonidnem, ktery je souctem vsech zminénych c¢lent,

Z;Zje?
H = + + + = 1.5
Z 47r€o|m — T Z 2M; Z 47750|R R] /| ; 47r50|1"Z R | 15)

Problém takového poctu interagujicich ¢astic nelze fesit a ani by to nemélo smysl. Z pohledu klasického
pozorovatele nas stejné budou zajimat makroskopické parametry, jako je tfeba vodivost daného vzorku.
Je tfeba provést zjednoduseni daného reseného problému.

0) Rozdéleni elektronu na valen¢ni a vnitini slupky

Nulté zjednodusSeni muzeme provést tak, ze rozdé€lime elektrony na valenéni, které vstupuji naptiklad
do vazeb v latce, a na elektrony v uzavienych orbitalech. Pro kiemik jsou uzaviené orbitaly elektronové
slupky 1s2, 252, 2p8. Tyto elektrony jsou lokalizované u jader a neméni se béhem procesu krystalizace.
Od této chvile budeme proto pouzivat indexy ¢ pouze pro elektrony ve valenéni slupce, protoze prostorové
rozlozeni téchto elektront se béhem krystalizace méni. Pro kiemik jsou to elektrony ve slupkéach 3s a 3p,
valence kfemiku je Z* = 4. Jadro s elektrony v uzavienych orbitalech budeme povazovat za fixni iont.

1) Bornova-Oppenheimerova aproximace® (adiabaticka aproximace)

Hmotnost elektronu je o t¥i fady mensi nez hmotnost protonu. Proto elektrony mohou reagovat na zménu
polohy jader prakticky okamzité. To umoznuje pouzit pro elektrony aproximaci, kdy se polohy jader berou
jako stacionarni. Naproti tomu atomova jadra nemohou sledovat pohyb elektronti a vidi tedy pouze ¢asové
zprumeérovany adiabaticky elektronovy potencial. Takze hamiltonian lze pfepsat nasledovné

H = Hy(R;) + H.(F,, Ryo) + He_ 5 (7, 6;), (1.6)

kde H ; popisuje pohyb ionti v poli samotnych iontd plus primérny adiabaticky potencial elektront. H,
znac¢i hamiltonian elektronti s ionty zamrzlymi na stacionarnich polohéach Rjo. Konecné H._; popisuje
zmény energie elektron pfi posunu jader z jejich rovnovazné polohy o Jﬁj. Tento ¢len odpovida za
elektron-fononovou interakci, ktera se bude diskutovat az v pozdéjsich kapitolach.

Elektronovy hamiltonian ma tedy tvar

! 2 * . 2
P 1 e Z*je
H, = E L — - — — E = 1.7
e - 2m 2 vy 47T50|’)”‘Z' —7‘2-/| i 47(_50|7?i _ Rj0| ( )

2) Aproximace stfedniho pole (jedno-elektronova aproximace)
V této aproximaci predpoklddame, ze kazdy elektron citi stejny stfedni potencidl V(7). Schrodingerova
rovnice?, ktera popisuje pohyb libovolného zvoleného elektronu v pevné latce, bude mit nasledujici tvar

Hispn(?) = (Lo 4 V() ) onl) = B (18)

kde ¢,, oznacuje vlnovou funkci jednoho elektronu.

3Max Born je nositelem Nobelovy ceny za fyziku z roku 1954.
4Erwin Schrédinger je nositelem Nobelovy ceny za fyziku z roku 1933.



Reseni jedno-elektronové Schrédingerovy rovnice spoéiva ve dvou krocich. V prvnim kroku se spoéita
elektronovy potencidl V(7). Ve druhém kroku se nalezne FeSeni Schrodingerovy rovnice, takto ziskdme
spektrum energetickych hladin a vypocitame obsazeni téchto hladin elektrony. Kazda energeticka hladina
miize byt obsazena pouze dvéma elektrony s opaénym spinem, diky Pauliho vyluovacimu principu®.

1.3 Krystalografie

Vsechny latky délime podle skupenstvi na plyny, kapaliny a pevnée ldatky. Jako ¢tvrté skupenstvi se nékdy
uvadi jesté plazma. Pevné latky pak délime podle prostorového usporadani na krystalicke, polykrystalicke
a amorfni. V celé této praci se soustfedime vyhradné na latky krystalické, u kterych se pfi popisu pro-
storového usporadani atomid da vyuzit symetrie.

(PO. 1.1: Periodicka tabulka)

1.3.1 Krystalova mrizka

Krystal je periodické usporadani atomil, které je pravidelné na velkou vzdalenost. Krystalova struktura
je definovana pomoci miizky a baze atomi v kazdé jeji elementarni burice.

Krystal se da chapat jako periodické opakovani jedné elementarni burnky, ktera je dana tfemi elemen-
tarnimi transla¢nimi vektory dy, ds, ds. Objem elementéarni butiky oznaéime V. = |@ - da X ds|. Primitivni
bunka je elementarni buinka s nejmensim objemem. Pro kubické krystaly se ¢asto misto primitivni buriky
pouziva burika elementarni, jejiz objem je celistvym nasobkem objemu primitivni buiiky.

(PO. 1.2: Kubické SC, BCC, FCC)

Obréazek 1.2 ukazuje elementarni buitku jednoduché kubické miizky (SC) soli CsCl. Jednotlivé mriz-
kovée body jsou Cervené zobrazené atomy chléru. Tyto miizkové body jsou v prostoru vzdaleny vzdy o
celoéiselny nasobek elementarnich transla¢nich vektord. Bdzi tohoto krystalu tvoii dvojice atomi (Cs-Cl),
kde atom cesia je posunuty vuci atomu chléru o polovinu télesové tihlopticky. Abychom spravné popsali
cely krystal, musime jednotlivé atomy baze umistit pfesné stejné do vSech elementarnich bunék miizky.

Volba elementarni bunky krystalu neni jednoznac¢ni, proto se nékdy zavadi Wignerova-Seitzova
butika®, jejiz definice jiz jednozna¢na je. Pfestoze tato buiika dobfe odrazi symetrii krystalu, moc se
nepouziva. K jeji definici se dostaneme v nasledujici kapitole.

® CI
® Cs

Obr. 1.2: Elementarni butika a elementarni translac¢ni vektory v mfizce soli CsCl. Elementarni a soucasné
primitivni bunka je jednoducha kubicka. Bazi tvori dva atomy. Cely krystal lze vytvorit opakovanim této
elementarni bunky.

5Wolfgang Pauli za formulaci vylu¢ovaciho principu ziskal Nobelovu cenu za fyziku v roce 1945.
6Eugene Paul Wigner je nositelem Nobelovy ceny za fyziku z roku 1963.



1.4 Sedm krystalografickych soustav

Tabulka 1.1 shrnuje 7 krystalografickych soustav. Mfizky v nékterych soustavach maji né€kolik variant,
takze zapoctenim vSech variant dostaneme 14 Bravaisovych mfizek, které popisuji vSechny mozné varianty
usporadani pravidelného tiirozmérného krystalu. U kubické miizky se tii varianty miizky casto znaci jako:
prostd m¥izka (P = SC), prostorové centrovana (I = BCC) a plosné centrovana (F = FCC). U ortorombické
miizky je jesté navic bazalné centrovand varianta (C).

(PO. 1.3: 14 Bravaisovyjch m¥iZek, 7 skupin)

Tab. 1.1: Parametry ¢trnacti typu prostorovych mrizek v sedmi krystalografickych soustavach véetné ve-
likosti stran a Uhlt elementarniho rovnobéznosténu. U kubické miizky budeme pouzivat anglické zkratky
typl miizek: prostad miizka (P = SC), prostorové centrované (I = BCC) a plosné centrovana (F = FCC).

Soustava Alternativni Pocet jednotlivé strany uhly
Cesky nazev miizek typy a,b, c a, B,
kubicka krychlova 3 P,ILF a 90°
tetragonalni Ctverecna 2 P, 1 a,a,c 90°
ortorombické kosoctverecna 4 P,C,ILF a,b,c 90°
trigonalni klencova 1 P a «
hexagonalni SestereCna 1 P a,a,c 90°, 90°, 120°
monoklinickéa jednoklonna 2 P, C a, b, c 90°, 3, 90°
triklinicka trojklonna 1 P a,b, c a, B,

1.5 Operace symetrie

Krystal mizeme zobrazit prostym opakovanim jeho elementarni bunky. Proto je prvni operaci symetrie
idealniho nekonec¢ného krystalu operace m7izkové translace dané vektorem T = k.@ + l.@> + m.ds. Navic
samotnd elementarni bunka mtze mit nékteré prvky symetrie podobné jako t¥eba molekuly. Tyto prvky
symetrie se oznacuji jako operace bodové symetrie. VSechny operace bodové symetrie nechévaji na misté

symetrie elementarni bunky. Nasledujici seznam obsahuje vSechny typy prvka bodové symetrie:

I = identita

c, = n-¢etnd osa rotace

o = zrcadleni (podle roviny o, horizontélni, o, vertikdlni, o4 diagonalni)
Sn = n-Cetna osa rotace se zrcadlenim podle roviny kolmé k ose

i = inverze (i = Sa).

(PO. 1.4: Zobrazeni prvki symetrie)

Kubicka
Hexagonalni Tetragonalni
Trigonalni Ortorombicka Obr. 1.3: Diagram hierarchie symetrie jednotlivych
L l krystalovych soustav. Zvolend krystalovd soustava
— Jednoklonna obsahuje vsechny prvky symetrie nizsich soustav, t.j.
téch, ke kterym se lze dostat ve sméru Sipek.
Trojklonna

Podle poc¢tu vsech prvka symetrie lze sedm Bravaisovych krystalovych soustav usporadat do diagramu
podle obr. 1.3. Nejméné prvka symetrie mé trojklonnd soustava (miize mit pouze jediny prvek, identitu).
Naopak nejsymetri¢téjsi soustava je kubickda mfizka. Pro detailnéjsi vyklad krystalovych symetrii 1ze
doporucit knihy [5, 14]. Jako cvifeni hleddni prvkd symetrie zadaného objektu se doporucuje si najit



vSechny operace bodové grupy symetrie napt. krychle. Téchto 48 prvkt symetrie krychle je zakresleno
v obr. 1.4. Symetrii krychle se vénuje téz pt. 1.1 na konci této kapitoly.

Vsechny operace bodové symetrie daného krystalu tvoti grupu. Grupova teorie je rigorézni matema-
tickd disciplina, kterd se probira v radmci prednasek matematické algebry. Na tomto misté nejsou uvedeny
detaily této teorie, ale stoji za to zopakovat zakladni vlastnosti grupy.

Definice: Grupa G je mnoZina proki {a,b,c,...}, pro které je definovdna operace ndsobeni libovolngjch
dvou prvkiu. Tato operace musi podle definice splriovat ¢tyri vlastnosti:

Uzavienost: Vysledek nasobeni dvou prvka grupy G, ¢ = ab, je opét prvek grupy G.

Asociativnost: Pro libovolné tii prvky a,b, ¢ plati: (ab)c = a(bc).

Identita: Grupa musi obsahovat identitu I, pro kterou plati I = z pro libovolny prvek z z grupy G.
Inverzni prvek: Ke kazdému prvku grupy z existuje inverzni prvek z~! spliiujici podminku: 2 'z = I.

3C,, 6Cy, 6S, 8C,, 85

6C',
30’h 60’d
Obr. 1.4: Operace symetrie krychle: horni fadek osy symetrie, spodni fadek roviny symetrie. Jednotlivé

sloupce odpovidaji prvkim symetrie ve sméru os [000], [110] a [111]. Nad jednotlivymi krychlemi jsou
vycty odpovidajicich prvkt symetrie, napt. 654 zahrnuje operace Sy a S_4 podle t¥i zobrazenych os.

1.6 Indexy krystalovych rovin

Libovolnou rovinu lze zadat tfemi body, které nelezi na pifimce. Mlzeme zadat praseciky této roviny

s osami miizky vyjddiené prosttednictvim m¥izkovych konstant, nap¥. {3,2,2} pro obr. 1.5. Pfevracenou
hodnotu téchto ¢isel prevedeme na cela ¢isla se stejnym pomérem: (333) — #(233). Odpovidajici rovina
se oznad¢i (233), vSechny roviny k ni rovnobézné oznacujeme jako ekvivalentni roviny {233}. Normélu

k roviné (233) oznacujeme [233] a v8echny rovnobézné vektory jako ekvivalentni sméry (233).

V4
Millerovy indery = Konvence pro oznaceni smérti a
rovin v krystalografii:

Notace Vyznam ~
(hkl) rovina .
{hkl} ekvivalentn{ rovina
[hKD] smér
(hkl) ekvivalentni smér a a

(PO. 1.5: Indexy rovin &tvercové miiZky),
(PO. 1.6: Indexy rovin v kubické m¥iZce).

o

Obr. 1.5: Rovina ekvivalentni s rovinou (233).



Polovodicové soucastky se velmi ¢asto vyrabéji litograficky na substratu kifemiku. Protoze krystal se
Stipe podél rovin symetrie, byla zavedena jednotné syntaxe pro orientaci substratil s riznou orientaci
krystalovych os. Znaceni krystali ve formé kruhovych desti¢ek se provadi pomoci odlomeni priméarni a
sekundarni tsece na kraji desticky. Smér lomu odpovida prislusné roviné symetrie. Jako priklad je uvedeno
znaceni kfemikovyjch substratd (PO. 1.7: Kfemikové substraty).

1.7 Jednoduché krystalové struktury

Soli:
CsCl— SC, bazi tvoii jeden atom Cs a jeden atom Cl posunuty o 1/2 té&lesové uhlopticky.
NaCl— FCC s bazi s jednim atomem Na a jednim Cl posunutym o 1/2 té&lesové uhlopticky.

Kovy:

HCP — hexagonalni struktura s nejtésnéjsim usporddanim (Mg, Ti, Zn, Cd).
FCC — kubicka struktura s nejtésnéjsim usporddanim (Al, Cu, Ag, Au).

BCC — kubické struktura s méné tésnym uspofaddnim (Li, Na, K).

Nejlepsi zaplnéni prostoru koulemi (p = 74 %) spliiuji struktury HCP a FCC.
BCC struktura mé koeficient zaplnéni prostoru koulemi o néco mensi (p = 68 %).

Obr. 1.6: Struktura koordinacnich vazeb ve sfaleritu jako napft.
GaAs. Cervené jsou zakresleny atomy galia a modfe arsenu.

Polovodicée IV skupiny:
Diamant — kubicky FCC, koordina¢ni uspofadani vazeb (C, Si, Ge, Sn).

Polovodice ITI-V:
Sfalerit — kubicky jako diamant, ale st¥idaji se dva atomy (GaAs, ZnS, CuCl, InAs), viz obr. 1.6.

Polovodice II-VI:
Wurtzit — hexagondlni struktura (ZnS, ZnO, ZnSe, CdSe).

(PO. 1.8: Obrazek nejt&sndjsiho uspotadavani kouli v prostoru),
(PO. 1.9: Pfiklady uspotadani krystald typickych soli),
(PO. 1.10: Ptiklady uspofadéani krystald kovid).
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PO. 1.1: Krystalova struktura prvki. Kazdé policko obsahuje chemickou znacku prvku, krystalovou

10719 m). Prvky

dné c. Parametry jsou uvedeny v A (1 A

~7

, Pripa

%

stejné krystalové soustavy maji policko podbarvené stejnym barevnym odst

N

soustavu a miizkové parametry a

tav je

’

mem, oznaceni sous

’

Y7y

shrnuto v tab. 1.1, navic diam. oznacuje diamantovou strukturu a cmplx. neperiodické miizky. Data

byla prevzata z [2].
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SC BCC, Fe

diamant, GaAs

PO. 1.2: Kubické krystalové struktury.
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Simple cubic Body-centered cubic Face-centered cubic

A—T

\ N

Simple tetragonal Body-centered tetragonal

e A=

I e \ e

Simple Body-centered Base-centered Face-centered
orthorhombic orthorhombic orthorhombic orthorhombic
Simple Base-centered Triclinic
monoclinic monoclinic
o Fa
Trigonal
a
Hexagonal

PO. 1.3: Ctrnact Bravaisovych krystalografickych mifzek. Pievzato z [4].
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a (11) (23)

PO. 1.5: Ukazka krystalovych rovin ve 2D ¢tvercové mrizce.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Miller_index

Si monokrystal

(100) Si B{ll El]
p-typ
[011] [011]
[110] [110]

[112] \ [011]

PO. 1.7: Priklady znaceni orientace krystalografickych os u kifemikovych substratu.

Kfemik se umeéle vyrabi Czochralského metodou rustu. Polsky chemik Jan Czochralski objevil tuto
metodu jiz v roce 1916. Pfi této metod€ se precizné orientovany primarni krystal zanoii do taveniny
k¥emiku. Tento primarni krystal se potom velmi pomalu vytahuje z taveniny (10-100 mm za hodinu) a
na jeho povrchu dochazi ke krystalizaci. Touto metodou se da vypéstovat monokrystal ve tvaru dlouhého
valce, viz fotografie vlevo pfevzata z webu WIKIPEDIA:
http://en.wikipedia.org/wiki/Czochralski_process

Monokrystalicky véalec se rozieze podélné na tenké desticky (substrity), které se brousi a lesti.
Tyto substraty se pak pouzivaji pro litografickou vyrobu polovodic¢ovych soucastek. ProtoZe je substrat
tenkd desticka pravidelného krystalu, stipe se pii ohybu podle rovin vyssi symetrie. Odstipnutim jedné
nebo dvou tseci z kruhového substratu se provadi oznaceni typu krystalu. Pokud jsou napf. primarni a
sekundarni Gsece provedeny kolmo na sebe, jedné se o krystal, ktery rostl ve sméru [100] a jde o kiemik
s dopovanim na p-typ.

16
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121
HCP

1 12’

123
FCC

PO. 1.8: Geometrie nejtésnéjsiho usporadani kouli vedouci na kubickou strukturu FCC (123123123,
kolmo z obrazku vystupuje osa [111]), nebo hexagonalni HCP (121212, kolmo z obrézku vystupuje
6-ticetna osa Cp).
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a) NaCl, kubickd mtizka FCC b) CsCl, kubickd mfizka SC

c¢) GaAs, kubickd miizka sfalerit d) ZnS, hexagonalni miizka wurtzit

PO. 1.9: Priklady prostorového uspofadani atomt typickych soli: a) aZ c) kubické m¥izky, d)
hexagonalni miizka s osou shora dolt. V obrazku a) jsou zobrazeny elektronové obaly, v obrazku b) jsou
zobrazena atomdrni jadra. U obrazka ¢) a d) jsou zobrazeny smérové vazby. 3D modely téchto krystali

si 1ze vytvofit a prohlédnout pomoci programu z webu OpenRasMol: http://www.rasmol.org/
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b) Kubickd miizka BCC

c¢) Hexagonalni mtizka HCP d) Kubickd miizka SC

PO. 1.10: Piiklady prostorového uspofadani atomii kovii. VSechny miizky jsou kubické. a) az c) jsou
mifzky s tésnéjsim usporaddénim, d) mfizka SC je méné obvykla.

19



1.8 Piiklady

Pr. 1.1: Symetrie krychle: NapiSte 48 operaci symetrie krychle Oy a nacértnéte priklady prvka
symetrie do obrazku krychle.

On={ I, 3Cy(100), 6C4(100),  6C,(110),  8Cs(111),

Napovéda:
apoveda i, 30,(200),  6S4(100),  604(110),  8Ss(111)}.

Pr. 1.2: Symetrie tetraedru: Symetrie ¢tyfsténu odpovida symetrii krychle ale bez operace inverze.
Celkovy pocet prvkia symetrie je tedy poloviéni. NapiSte 24 operaci symetrie tetraedru 7y.

Népovéda: Ty = {I,3C5(100), 654(100), 654(110),8C5(111)}.

Pr. 1.3: Symetrie krystalu: Napiste operace symetrie ortorombické (kosoctverecne) krystalové sou-

stavy, Dap, neboli mmm. Navic sestavte matice transformujici soufadnice R = ?R.
Népovéda: Dap, = {I,Ca(x), C2(y), Ca(2), %, Ony, Ouz, Oy }-

cos(a) —sin(a)

0
2
Cl'(z) =\ sin(aw) cos(a) 0 |, a=""
0 0o 1 "
cos(28) sin(28) 0 1 0 0
oy, = | sin(28) —cos(28) 0 |, on=| 01 0
0 0 1 0 0 -1

P¥. 1.4: Tetraedrické tihly: Uhly mezi tetraedrickymi vazbami v diamantu jsou stejné jako tihly
seviené télesovymi thloprickami krychle, viz obr. 1.7. Uzitim elementarni vektorové analyzy spocitejte
velikost tohoto thlu. Kittel, str. 49, pt. 1

Diamant

Obr. 1.7: Schéma prostorového usporadani tetraedru v krychli.

Pr. 1.5: Elektronova 1s funkce atomu vodiku: Zéakladni stav atomu vodiku je dany 1s funkci ato-
marniho orbitalu (1.4). Ukazte, Ze: a) tato vlnova funkce je normovand, b) nejpravdépodobnéjsi vzdalenost
elektronu od protonu (jadra atomu vodiku) je Bohrtiv polomér ag.

Napovéda: a) Pravdépodobnost vyskytu elektronu (n(r) = |[¢15(r)|?) v celém prostoru je rovna jedné.

Integraci per-partes ukazte, ze
o0

/47Tr2 dr e 279 = rqp.
0

b) Pravdépodobnost vyskytu elektronu ve vzdalenosti r je danéd n(r), mnozstvi bod s touto vzdalenosti
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je 4mr2. Maximum pravdépodobnosti je dané podminkou

d
&(47r7“2 e 2r/asy = 0.

7 této podminky pfimo dostaneme 7y,.x = ap.-
Pf. 1.6: Indexy rovin: V miizce FCC uvazujte roviny (100) a (001). Indexy se vztahuji k Bravaisové

elementarni kubické burce. Jaké indexy maji tyto roviny vzhledem k translacnim vektortim primitivni
bunky a}, a%, a5 podle obr. 1.8. Kittel, str. 49, pt. 2

elementédrni bunka FCC

—

Obr. 1.8: Schéma prostorového usporadani vektort primitivni bunky FCC.

Pr. 1.7: Koeficient zaplnéni: Vypocitejte koeficient zaplnéni prostoru tuhymi koulemi v geometrickém
usporadani daném zakladnimi mfizkami

SC: /6 = 52 %,
BCC: V3n/8 = 68 %,
FCC=HCP: V27 /6 = 74 %,
diamant: \/§W/16 = 34 %.

Pr. 1.8: Optimalni HCP mtizka: V pfiblizeni nejtésnéjsiho usporddani kouli HCP spoditejte pomér
vysky a zékladny elementérniho Sestihranu ¢/a. (Pokud je v redlném krystalu tento pomér vyrazné vétsi,
mizZeme krystal poklddat za slozeny z tésné usporadanych rovin, které jsou na sebe volné vrstveny.)
Kittel, str. 49, pr. 3

Napovéda: Vyska c¢ je dvojnasobkem vzdélenosti vrstev kouli nad sebou, strana zdkladny a je rovna
pruméru kouli.

Reseni: ¢/a = /8/3 ~ 1.633.

P¥. 1.9: Rekrystalizace Zeleza: Zelezo krystalizuje pii teploté T' < 910°C v BCC mfizce. P¥i vyssi
teploté krystalizuje v FCC mriZce. Z geometrie usporadani urcete, jaky je pomér hustot téchto rtznych
krystalt zeleza. Vypocet provedte za predpokladu, Ze atomy Zeleza jsou tuhé koule o poloméru r.
Resent:

4 /2
PFCC _ = 12 _ {09

pecc 3V 3

Pr. 1.10: Krystaly soli: Pro krystaly GaAs, CaFs naértnéte elementarni buiiku, urcete o jakou krys-
talovou strukturu jde a jaké jsou vektory primitivni bunky a;, i = 1,2, 3.

Reseni: GaAs (sfalerit): polohy prvkit — Ga na (0,0,0), As na %(1,1,1). Elementérni buiika je kubicka
FCC s 4 atomy Ga a 4 atomy As.

CaF, (sfalerit): polohy prvkil — Ca na (0,0,0), F na ¢(1,1,1) a na %‘1(1, 1,1). Elementarni buiitka je
kubickd FCC s 4 atomy Ca a 8 atomy F.
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Lauegram krystalického vzorku

) VEOTER S
g ¥ . 5 :. ! . g : I: I; : a' '
; B ooy s e SR - A ! . ) ) - .
. " “" - .-‘ - L . - L ] . l
A 3 o e > . . o .
| SRR ——— | il
,i‘ = - L™ & L " : JI
' LG A LB o D= ['ica ALFe D=2¢p%
LiCaAlFg, trigonalni LiCaAlIFg, trigondlni krystal,
krystal, trojéetna osa trojéetnd osa rovnobézna
kolma K roviné snimku s rovinou snimku (svisld)

© Jiii Hybler, Fyzikalni astav AV CR, Praha. Pfevzato z webu XRAY:
http://www.xray.cz/kryst/difrakce/hybler/monokrystal.htm

Debyegram nebo difraktogram praskového vzorku

Pievzato z webu XRAY: http://www.xray.cz/kurs/

Dalsi uzite¢né odkazy:
http://www. jcrystal.com/steffenweber/JAVA/jlaue/jlaue.html
http://cst-www.nrl.navy.mil/lattice/
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Kapitola 2

Difrakce na krystalu, reciproka
miizka
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Pokud na krystal dopada optické zafeni ve viditelné oblasti (typicky 5 000 A), je atomarni struktura
materidlu (2-3 A) pod rozliSovaci schopnosti této viny. Pro odrazenou a proslou vlnu plati tedy standardni
zakon odrazu a lomu. Prostiedi se jevi jako homogenni, popsané danym indexem lomu.

Pokud je pouzito tvrdé rentgenové zéafeni, které ma vlnové délky v rozmezi od 0.2 A do 2 A, potom je
vlnova délka mensi nebo srovnatelna s mfizkovou konstantou. V tomto pfipadé se $ifi difraktované viny
ve smérech zcela odlisnych od sméru dopadu.

2.1 Krystalografie pomoci riznych svazku

Jaké Castice jsou tedy vhodnymi kandidaty na studium krystalové struktury? Dualita castic a vinéni
v pripadé svétla znamend, ze v zavislosti na usporadani experimentu a na zptisobu pozorovani mizeme
svétlo popisovat bud jako vinu, nebo jako diskrétni kvanta energie, ¢astice — fotony.

Fotony: rentgenové paprsky interaguji s elektrony.

_ 2mhe 2mwhe 12.4

= tj.  AA] =

E A ~ eE[eV]’ ~ ElkeV]’

U téchto vzorci se energie Castice zadéva v jednotkach elektronvolt, kladné vzaty elementarni néboj
elektronu e = 1.602 189 2 x 10~!° C.

Neutrony: nemaji naboj, interaguji s magnetickymi momenty elektront a jsou tedy vhodné pro struk-
turni analyzu magnetickych krystalti. V nemagnetickych materidlech interaguji s jadry. De Broglieova
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vlnova délka'! hmotné ééstice je dand vztahem p = 27h/\. Piipomefime hmotnost neutronu, M, =

1.674 927 x 1027 kg.
2 27h)? 0.285
P (2mh) tg. MA = ———.

E = =
2Mn 2Mn)\2 ' E[QV]

Elektrony: maji naboj a proto kvili coulombovské interakci pronikaji jen tésné pod povrch studovaného
materidlu. Energie elektronti je dand podobné jako pro neutrony, ale s hmotnosti o 3 faddy mensi, my =

0.910 953 4 x 1073 kg.
12.2

VERVT

Pokud budeme chtit, aby vyge uvedené &astice mély vinovou délku A = 1 A, potom budeme potiebovat,
aby mély nasledujici energii:

MA] =

foton neutron elektron
12.4 keV 0.081 eV 149 eV

10
—— foton, energie v keV
—— neutron, energiev 0.01 eV
5 elektron, energie v 100 eV
2
o‘i 1
,(
5
2
10"
1 2 5 10 2 5 107
Energie

Obr. 2.1: Zavislost vlnové délky na energii fotonu, neutronu a elektronu.

2.2 Fourierova analyza

K rozptylu rentgenového zareni dochazi na elektronech v krystalu. Hustota elektrond v periodickém
krystalu musi byt periodickou funkci s periodou danou translacemi o mfizkové vektory. Matematicky to
Ize zapsat tak, ze elektronova hustota zistane stejna pfi posunu o libovolny vektor mtizkové translace,
n(7+ T) = n(7). Periodickou funkei elektronové hustoty lze zapsat pomoci 3D Fourierova rozkladu

n(r) = Z neg G (2.1)
G

1Louis de Broglie ziskal za objev vlnové povahy elektronu Nobelovu cenu za fyziku v roce 1929.
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Vsechny vektory G , které vystupuji v sumé, lze zapsat jako linearni kombinaci zédkladnich transla¢nich
vektori reciproke mrizky, které jsou definovany takto:

L9 -
by = VW(&Q x ds), kde V. = |dy.ds X d3l, analogicky pro bs, bs. (2.2)

Protoze tyto vektory uréuji diky Fourierové transformaci prostorové frekvence, je jejich jednotkou m=1.

S danou krystalovou strukturou jsou tedy svdzany dvé mrizky. Pfima mfizka je definovand transla¢nimi
vektory di, do, ds a popisuje rozlozeni atomu v krystalu. Reciprokd mfizka definovana transla¢nimi
vektory reciproké miize by, by, b3 ma stejnou symetrii a velmi tizce souvisi s rentgenovou difrakci.

Pro vektory pfimé a reciproké mrizky plati nékteré uzitecné identity:

C_L'i . gj = 27T(57;j,
exp[eT - G =1,

pro libovolny vektor T pfimé miizky a libovolny vektor G reciproké miizky.

Nyni nas bude zajimat amplituda pruzného rozptylu rentgenového fotonu. Vektor zmény sméru vl-
nového vektoru tohoto fotonu muzeme zapsat jako Ak = K — k. Vlnovy vektor dopadajicitho zareni
oznacujeme k a difraktovaného zéieni k' Amplitudu rozptylu A zapiSeme jako integral pfes objem krys-
talu s tim, Ze intenzita rozptylu je v kazdém misté imérna hustoté elektront a jednotlivé prispévky
z riznych mist se musi séitat s odpovidajicim fazovym faktorem. S vyuzitim (2.1) dostaneme

A(AK) = / AV n(r) e =Y "ng / AV e(G-AR)-, (2.3)
G

Integral v sumé odpovida delta funkei (G — AK). Vztah (2.3) lze tedy interpretovat tak, e v idedlnim
krystalu je mozny pruzny rozptyl rentgenového zareni pouze pod podminkou, Ze zména vlnového vek-
toru dopadajiciho fotonu je rovna néjakému vektoru reciproké miizky G. Amplituda rozptylu v tomto
konkrétnim sméru je pak timérnd slozce Fourierova rozkladu elektronové hustoty, Az = Vengs. V tomto
vztahu Vg oznacuje objem celého krystalu. Podminka pro sméry difrakce ma v tomto piipadé tvar

—

Ak=F —k=03G. (2.4)

Tuto podminku muzeme Tesit efektivni geometrickou konstrukci, kterd se podle jejtho autora oznacuje
jako Fwaldova konstrukce.

2.3 Zakony rozptylu, difrakéni podminky

2.3.1 Bragguv zakon

Uvazujeme odraz na rovinach krystalu, které jsou umisténé pod sebou ve vzdalenosti d. Ke konstruk-
tivni interferenci odrazt z jednotlivych rovin dojde, pokud se budou jednotlivé odrazy k sobé pric¢itat
konstruktivné ve fazi, t.j. pokud budou vzajemné zpozdéné o celoCiselny nasobek vinové délky A. Tuto
geometrickou podminku lze zapsat ve tvaru Braggova zakona?:

(PO. 2.1: Geometrie Braggova zakona)

2dsin @ = n\, n=12 ..., (2.5)

kde 0 oznacuje tthel dopadu a d je vzdélenost krystalovych rovin. Vzdélenost sousednich rovin (hkl) lze

spocitat z velikosti odpovidajicitho vektoru Gv reciprokém prostoru,
2m = - - -
d(hkl) = @, kde G = hby + kbs + [bs. (2.6)

Diikaz tohoto vztahu je feSen v pf. 2.2 na konci této kapitoly.

2Sir William Henry Bragg a jeho syn William Lawrence Bragg ziskali za tuto metodu urdovani krystalové struktury
pomoci rentgenového zareni Nobelovu cenu za fyziku v roce 1915.
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2.3.2 Brillouinuv zakon

Uvazujeme-li, Ze dopadajici foton s vlnovym vektorem k se odrazi pruzné, potom bude mit jeho vlnovy
vektor stale stejnou velikost, ale odlisny smér. Plati tedy |k’| = |k|. Dosadime-li do této rovnosti podminku
difrakce k' = k — G, dostaneme?:

- =

k2 —2k.G+G? =k? = 2%.G = G2.

Ef = (2)2 (2.7)

VInové vektory dopadajicich fotont E, které splnuji tuto podminku, pfedstavuji hranici tzv. Brillouinovy
zony (BZ) v reciprokém prostoru. Tuto BZ mtiZeme sestrojit tak, ze v poloving kazdého vektoru reciproké

Odtud dostaneme Brillouiniv zdkon

mrizky G sestrojime kolmou rovinu. Brillouinovo vyjadfeni zdkona rozptylu lze pfrevést na Braggovo
s vyuziti rovnosti (2.6).

(PO. 2.2: Brillouinovy zény &tvercové miiZe),

(PO. 2.3: Zaplnéni reciprokého prostoru 1.BZ),

(PO. 2.4: Model prvni Brillouinovy zény FCC m¥iZky).

2.3.3 Laueho podminky pro rozptyl

Posledni vyjadfeni téhoz zakona rozptylu je mozné zapsat pomoci Laueho rovnic*. Tyto rovnice odvodime
tak, ze vektorovou rovnost (2.4) vynasobime skaldrné bézovymi vektory miizky.

@ - Ak = 27h,
o - Ak = 27k, (2.8)
_'3 . AE = 2m7l.

Reseni difrakce pak odpovidé splnéni vSech t¥1 uvedenych podminek soucasné.

2.4 Experimentalni difrakéni metody

K difrakci mize dochazet pouze, pokud je polovina vlnové délky mensi nez vzdalenost rovin v krystalu,
A/2 < d. Zéznamy typického lauegramu a debyegramu, které jsou diskutovany v této sekci, byly uvedeny
na uvodnim obrazku k této kapitole.

Intenzita

M A]

Obr. 2.2: Schéma Laueho difrakéniho uspofadani. Krystal (zeleny) je umistén na goniometrickém drzaku
s naklony. Rentgenovy svazek se spojitym spektrem je oznacen cervené. Modfe zobrazené fotografické
desky umoznuji ziskat lauegram na priichod nebo na odraz.

3Volba znaménka je opaéné proti (2.4). Znaménko si miizeme zvolit, nebof pokud je G vektor reciproké mrizky, tak -G
je také vektor reciproké mrizky.
4Max von Laue ziskal za tento vyzkum Nobelovu cenu za fyziku v roce 1914.
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2.4.1 Laueho metoda

Touto metodou se zkouma monokrystalicky vzorek pomoci dopadu kolimovaného svazku se spojitym spek-
trem v oblasti 0.2 A az 2 A. Lze sledovat priichod i odraz na rovinném zéznamovém médiu, viz obr. 2.2.
Krystal vybird sméry (odraz na rovindch symetrie) a vlnové délky, pro které je splnéna difrakéni pod-
minka. Tato metoda se pouziva pro presnou orientaci krystali. Teoreticky se da pfedpovédét rozmisténi
difrakénich maxim v lauegramu geometrickou metodou (PO. 2.5: Ewaldova konstrukce lauegramu).

2.4.2 Metoda rotujiciho krystalu
Pri této metodé se pouziva monokrystalicky vzorek a monochromaticky svazek s jednou vlnovou délkou

A. Vzorkem se otac¢i kolem pevné osy kolmo na smér paprskt. Svazek je difraktovan, pokud dojde pri
otaceni ke splnéni Braggovy rovnice. Geometrické uspotadani je schematicky znazornéno v obr. 2.3.

—_—
_.e:@:
=y

Obr. 2.3: Schéma uspofadani méfeni difrakee s rotujicim krystalem. Krystal (zeleny) je umistén na rotuji-
cim drzéku v ose vélce, na kterém je zevnitf rozlozen zaznamovy film (zobrazen modfe). Monochromaticky

rentgenovy svazek je oznacen Cerveneé.

Intenzita

0 1 2 | 3
AA]

2.4.3 Debyeova-Scherrerova praskova metoda

Tato posledni metoda pouzivéa pragkovy vzorek® a monochromaticky svazek. Praskovym vzorkem se miize
navic jesté rotovat. Splnéni Braggovy podminky pro jednu vlnovou délku a zcela ndhodny smér orientace
krystalu odpovidé difrakci ve sméru kuzelovych ploch s thlem odklonu 260 od osy svazku.

Intenzita

0 1 2
AA]

Obr. 2.4: Schéma usporadani méfeni difrakce Debyeovou-Scherrerovou praskovou metodou. Prasek krys-
talu je umistén v tenkosténné kapilafe (zelend). Zaznamovy prouzek filmu (zobrazen modie) je umistén
na sténé valce. Zaznamenany debyegram je slozen z difrakénich kruZnic s poloméry danymi geometrii
usporadani. Smér prichodu monochromatického rentgenového svazku je oznacen Cervené.

5Praskovou metodu difrakce vypracovali Peter Debye a jeho doktorand Paul Scherrer. Za tento vyzkum ziskal P. Debye
v roce 1936 Nobelovu cenu za chemii.
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2.5 Fourierova analyza baze a strukturni faktory

Je-1i splnéna difrakéni podminka Ak =G pro néjaky konkrétni vektor @, je amplituda rozptylu podle
(2.3) dand

Az =N / AV n(i) e 7 = NSg (2.9)
bunka

Rozptyl na krystalu sloZzeného z N bunék je N ndsobkem strukturniho faktoru Sz, coz je piispévek od
jedné elementarni bunky. Pokud kazda elementarni bunka obsahuje s atomii baze, mtzeme elektronovou
hustotu v burice zapsat jako sumu prispévka od jednotlivych atomi

n(r) = ZW(F— 7)-

Strukturni faktor daného krystalu pak muzeme spocitat z geometrie usporadani jednotlivych atomt
baze jako

Sg = ij e_zé'Fj, kde f; = /dV n;(p) e 107 (2.10)
j=1

je atomouvy rozptylovy faktor a pri jeho vypoctu se integruje pres elementarni buiiku v relativnich sou-
fadnicich g s pocatkem v tomto j-tém atomu. Atomovy rozptylovy faktor je fakticky charakteristikou
daného atomu a v prvnim pfiblizeni odpovida poctu elektronii daného atomu. Casto je vyhodné zapsat
strukturni faktor S5 pomoci relativnich soufadnic atomt baze 7; = (£dy + nd2 + (d3) a danou krystalo-
vou reflexi zapsat pomoci indext p¥islusné krystalové roviny (hkl). Vyraz (2.10) se potom zredukuje na
geometrickou sumu v bezrozmérnych jednotkach

S(hkl) — Zf] e ? 27T(Eh+77k+Cl). (211)
j=1

2.5.1 Strukturni faktory kubickych mrizek

Jako exemplarni pfiklad se da vycislit strukturni faktor pro elementarni mfizku BCC. V tomto pfipadé
m4 elementarni buitka dva atomy (s = 2). Prvni lez{ v pocéatku (¢ = n = ¢ = 0) a druhy ve stfedu krychle
(& =n = (¢ =1/2). Rozptylovy faktor obou atomu je identicky (f = f1 = f2), a proto se vztah (2.11)
zjednodusi na

S(nrty = [ {1 + e_l”(h+k+l)}~
Pro mfizku BCC je tedy S = 0 pro (h+ k + 1) liché a S = 2f pro (h + k + [) sudé ¢islo.
Obdobné se da postupovat i pro mrizku FCC. Vysledkem studia strukturnich faktora dané mrizky

vvvvvv

potla¢ena. Toto chovani zobrazuje skript na webu JCRYSTAL:
http://www.jcrystal.com/steffenweber/JAVA/jlaue/jlaue.html
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Bragguv zékon
72dsin(d) =n\’

\ “ tihel rozptylu 8 = 30° /

PO. 2.1: Braggiiv zdkon rozptylu na krystalu. Cerné tecky oznacuji polohy atomii v miizce.
Rentgenovy svazek se odchyluje od ptuvodniho sméru o thel 26.
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PO. 2.2: Sestrojeni Brillouinovych zén ¢tvercové 2D miizky. Mfizkové body reciproké mrizky jsou
oznaceny Cervenymi teckami. Hranice BZ lezi na kolmici v poloviné spojnice dvou miizkovych bodu
reciproké mrizky.
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FCC
jednotky (27/a)

PO. 2.3: Zaplnéni prostoru pomoci opakovani prvni Brillouinovy zény kubické struktury FCC.
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PO. 2.4: Model 3D Brillouinovy zény ke kubické strukture FCC si lze poskladat z této vystfihovanky.
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b)

PO. 2.5: Metoda konstrukce sméri difrakénich maxim lauegramu podle P.P. Ewalda. Body znaci
reciprokou mfizku a jejich vzdalenost odpovida transla¢nim vektoriim reciproké miizky. Rentgenovy
svazek je pii Laueho difrakci Sirokospektralni, ale kolimovany. VIinovy vektor k vychézi danym smérem
ze zvoleného bodu A. Pro nejkratsi vinovou délkou je zobrazen modfe a pro nejdelsi vinovou délku
¢ervené. Po difrakci musi vysledny vinovy vektor K lezet ve zluté podbarvené oblasti mezi kruznicemi a
musi zaéinat v nékterém bodé reciproké miizky, napf. v bodé B. Body A a B jsou takto spojeny
vektorem reciproké mfizkové translace G. Uhel odklonu rentgenového svazku pfi difrakei je 26.
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2.6 Piiklady

Pt. 2.1: Inverze Fourierovy fady: (a) Ukazte, Ze koeficienty rozvoje n, periodické funkce n(z) v 1D
splnuji vztah

a
@ 1 o
n(x) = n, e 2TaP, n, =— [ den(z)e 2 aP,
0= p= [dznto)
0
(b) Ukazte, ze ve 3D piejde tento vztah na analogii trojrozmérné Fourierovy transformace

- 1 -
n(r) = Zné eCr, nGg =7 / dV n(7)e T,
C_j c

bunka

Kittel, str. 81, pr. 1

Napovéda: Pouzijte nasledujici dvé identity, které 1ze odvodit pfimou integraci nebo z defini¢nich vztahi:

a
/

/dx6127r§(p—1?/) — §(p;p ) = aé(p _pl)7

0

61‘ . gj = 27T(Sij.

P7. 2.2: Krystalové roviny: Uvazujeme rovinu (hkl) krystalové miizky. Ukazte, ze
a) vektor reciproké miizky G = hby + kby + lbs je kolmy na rovinu (hkl);

b) vzdalenost sousednich rovin d(hkl) = 27 /|G|;

c) pro SC m¥izku je d? = a?/(h? + k2 + 1?).

Kittel, str. 82, pr. 2

Napovéda:

as/l

n o upXuy

Uy

ag/k
al/h

Obr. 2.5: Vektor kolmy k roviné lze ziskat jako vektorovy soucin dvou vektort, které lezi v této roviné.

Pi. 2.3: Vztah pfimé a reciproké mrizky:
- 2 . N .
blz—agxag, V:::‘al'(lgxag.
c

Dokazte, ze vektory reciproké k vektorim b jsou praveé vektory d.

Néapovéda: Pouzijte vektorovou identitu: @ x (l; X ¢) = Z;(Ei- ¢) —dé@-b).
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Pr. 2.4: Objem 1. Brillouinovy zény:

(a) Jaky je objem primitivni reciproké butiky (1.BZ)? Kittel, str. 83, pt. 5 (b) Pro¢ je 1.BZ k primitivni
buiice krystalu vétsi, nez kdyz si zvolime pro popis neprimitivni elementarni buitku? (c) S ohledem na
(b), jak se d4 vysvétlit nezavislost difrakénich maxim na vybéru elementarni butiky daného krystalu?

Napovéda:
(2m)°

c

Q:|51-52X53|:

Pr. 2.5: Reciproka mrizka k variantam kubické mrizky: Naleznéte vektory reciproké miizky pro
primitivni buiiky réiznych variant kubické miizky (SC, BCC, FCC)

SC, d, = a(1,0,0), ds = a(0,1,0), ds = a(0,0,1);
BCC, ar = 5(1, 1,71) dy = 5(-1,1,1), az = 5(1,-1,1);
FCC? a; = %(L 170)7 y = %(Oa 1,1)7 a:3 = %(1,071)
Resent:

SC, by = 25(1,0,0), by = 27(0,1,0), b3 = 27(0,0,1);
BCC, by = 7“(1, 1,0), by = 77’(0, 1,1), by = 7”(1 0,1);
FCC, by 7”(1 1,-1), by = 7”( 1,1,1), b3= 7”(1 -1,1).

Pr. 2.6: Nejblizsi sousedi: Reciprokd mtizka k FCC je BCC. Urcete pocet a polohu nejblizsich bodi
T" v sousednich BZ. Najdéte hranici BZ v daném sméru. S tim souvisi tvar 1.BZ ve 3D, ktery je zobrazen
na (PO. 2.3: Zaplnéni reciprokého prostoru 1.BZ).

Regeni: 8 bodit v télesovych thloptickach G = 27 (+1,+1,+1), TL = |G| = /3.
Dalsich 6 bodi v oséch, napt. G = by + by = 27”(2,0,0), TX = %|C3| = %T’T

P7. 2.7: Rozptyl na vodiku: Zékladni stav atomu vodiku je dany 1s funkci atomérniho orbitalu (1.4).
Hustota elektront je dand kvadratem této funkce:

n(r) = [1s(r)* = (mai) " exp(—2r/ap),

kde ap je Bohrtiv polomér. Odvodte vztah pro atomovy rozptylovy faktor fg. Kittel, str. 84, pr. 9

Reseni:
™

1 . N2 2 . .
fG _ /dV - e—27/aB e—zG~7 — T; /drr2 e—27/aB /da sin o e—zG7 cos a

mag mag

0 0
9 e} 1 4 e}
=— /dr r2e2r/ae /d§ e 0T = 3 /drrefzr/“B sin(Gr)
ag Gaj
0 1 0
4 4Gay, 16

B Gag (4+ G2a3)?  (4+ G2d3)?

Pro malé vektory G je rozptylovy faktor blizky jedné, nebotf vodik m4 jeden elektron. S rostoucim vek-
torem G rozptylovy faktor klesd, fq oc G4

P¥. 2.8: Krystalografie praskového india: Pomoci rentgenového zafeni s A = 2 A zkouméame pragek
india (tetragonalni prostorové centrovana miizka, a = 3.244 A, c=4.938 A) Spocitejte thly, pod kterymi
se odklangji kuzely difraktovaného zafeni (26).

Napovéda:

elementérni, (a,0,0), (0,a,0), (0,0,c¢);
primitivnt, @ = (3.5,-5), = (-3.8.5).  G=(355)
reciprokd, b1 = 22(c,¢,0), b1 =2(0,c,0), b1 = 2(c,0,0),

Objem elementarni buiky V, = Eazc. Rozptylovy zdkon sinf = ﬁ|é |
Pro smér [100], G = b; dostaneme 6 = 25.8°.
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Pro smér [010], G = by dostaneme 6 = 21.6°.

Obecné pro G = hby + kb + 153 vyjde thel sinf = 2 (hti)? | (h;f)z 4+ (k£D?

c2

2 a?

Pro dalsi roviny dostaneme: 6(110) = 45.9°, §(111) = 74.0°, viz obr. 2.6.

Roviny krystalu india

(111) (110)

(100) (010)

Obr. 2.6: Krystalova struktura india: elementarni bunka je ¢tvereéna prostorové centrovand, vektory
primitivni m¥izky jsou znaceny modfe. Indexy krystalovych rovin jsou vztazeny k primitivni bunce.
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Fyzikalni a strukturni vlastnosti ¢tyt krystalovych vazeb®.

Vlastnost Tontova vazba Kovalentni vazba
strukturni Presné usporadani Smeérové vazby s malym poctem sou-
sedil, mald hustotou krystalu

mechanické Silna vazba, tvrdé krystaly Silna vazba, tvrdé krystaly

tepelné Velmi vysoky bod tani, maly koefi- Vysoky bod tani, maly koeficient
cient teplotni roztaznosti, v taveniné teplotni roztaznosti, v taveniné jsou
jsou ionty molekuly

elektrické Izolatory, vodivost mohou zptisobo- Dobré izolatory v pevném skupen-
vat ionty v taveniné nebo roztoku stvi a jako tavenina

optické Absorpce a dalsi vlastnosti jako Velky index lomu, v pevném skupen-
maji samotné ionty stvi je jina absorpce nez u taveniny

Vlastnost Kovova vazba Van der Waalsova vazba

strukturni Tésné usporadani s velkym poctem Tésné usporadani s velkym poctem
sousedtl sousedl

mechanické Rizné sila vazby, mtize se pfi napi- Velmi slaba vazba, mékké krystaly
nani bez pretrzeni protahovat

tepelné Rizny bod tani ruznych kovi, Si- Nizky bod tani, velky koeficient tep-
roky teplotni interval kapalné faze lotni roztaznosti

elektrické Vodivé diky vodivostnim elektro- Izolatory
ntm

optické Nepriihledny, kovove leskly Stejné vlastnosti jako maji molekuly

9R.C. Evans, An Introduction to Crystal Chemistry, Cambridge University Press,

2nd edition 1964, Re-issued 2011.
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Za stabilitu (soudrznost) krystalt musi byt zodpovédna ptitazliva elektrostatickd interakce mezi za-
pornymi naboji elektront a kladnymi naboji jader. Magnetické sily maji jen slaby vliv, gravitacni sila je
zanedbatelné a jaderné interakce maji dosah pouze na vzdalenosti odpovidajici velikosti jadra. Porovna-
vat stabilitu jednotlivych krystal je mozné pomoci kohezni energie. Ta se definuje jako energie potfebna
k roztrhani krystalu na jednotlivé atomy a normuje se na jeden atom. Krystal je stabilni, pokud je tato
kohezni energie kladna, t.j. Fyon > 0.

3.1 Prehled krystalovych vazeb

Vazby, které se podileji na soudrznosti krystalt, délime na ¢tyfi typy:

Vazba inertnich plynu: typické piiklady Ne, Ar, Kr. ProtoZe inertni plyny maji uzaviené elektronové
slupky, vytvari krystaly s nejtésnéjsim usporadanim kouli diky van der Waalsové interakeci.

Iontova vazba: typickym piikladem jsou soli jako NaCl, LiF. Krystal vznikd pravidelnym sti¥idanim
kladnych kationtd a zdpornych aniontt, které se elektrostaticky pritahuji.

Kovalentni vazba: typickym piikladem jsou krystaly prvki ze IV. skupiny prvki periodické tabulky
jako C (v krystalu diamantu), Si, Ge. Tyto prvky maji ¢tyfi valen¢ni elektrony, které vytvareji kovalentni
vazby maximalné se ¢tyfmi sousednimi atomy. Tyto vazby jsou uspofadany geometricky do tetraedru.
Kovova vazba: vétsina prvkl periodické tabulky vytvaii kovové krystaly — alkalické kovy (Na), kovy
alkalickych zemin (Ca), pfechodové kovy (Fe, Pt, Cu, Au) a kovy pod diagondlou (Al, Pb). Krystal je
tvoren modifikaci elektronové struktury, kdy se z atoméarnich hladin tvoii vodivostni pasy. Rozdéleni kovi
do skupin je znazornéno na obr. 3.1.

38



A 1A A IVA VA VIA VIIA VIIA

0
=DE e - ]
- B IVB VB VIB VIIB VI B IB IIB’ Al H S H P H s H cl H Ar‘

H

RIS s || w0 [ v ] [ [ e ] oo [ Ni ] e | 2n | S |REEASY| & || & | Kr
i || wn [ ] Ao | ca | ]SRRI 1 | %
(S A ST I I

Cs H Ba H La H Hf H Ta H W H Re

REEESE v |[ = | e [ | e |/ R

o RN EN S

alkalické kovy ‘ ’ kovy alkalickych zemin ‘ ‘ prechodové kovy ‘ ’ kovy pod diagonalou ‘

polokovy ‘ ‘ nekovy ‘ ‘ halogenidy ‘ ‘ vzacné plyny ‘

Obr. 3.1: Rozdéleni kovt a nekovt do skupin je znazornéno barvou poli jednotlivych prvka v periodické
tabulce. Dole je uvedena barevna legenda.

3.2 Krystaly inertnich plynu

Jako priklad si mtzeme vzit napf. argon, viz (PO. 3.1: Periodicka tabulka). Z tabulky mutzZeme
vycist, ze argon krystalizuje ve struktufe s nejtésnéjsim usporadanim FCC s teplotou tani 84 K. Kohezni
energie krystalu na jeden atom argonu je 0.08 eV, naproti tomu ioniza¢ni energie, nutna pro odtrzeni
jednoho elektronu, je 15.76 eV. Elektronové slupky jsou zcela zaplnény a rozlozeni naboje elektronii
volného atomu je zcela kulové symetrické. Pfi vytvafeni krystalu se rozlozeni elektronti prili§ nezméni a
atomy si sednou do nejtésnéjsiho uspoiradani kouli. Velmi malé distorze rozlozeni naboje elektront vede
k van der Waalsové interakei' neboli indukované dipél-dipSlové interakei. Jeji vznik si popiseme pomoci
nejjednodussiho modelu.

3.2.1 Pritazliva van der Waalsova interakce

e
@"\NV\N\I‘@ @"VVVVV\I‘@ Obr. 3.2: Znaceni soufadnic dvou véza-

| R | Xg | nych oscilatori.

Uvazujme dva atomy ve vzdalenosti R s jednim elektronem na atom, zavedeme znaceni podle obr. 3.2.

ZapiSeme nejprve hamiltonidn dvou stejnych neinteragujicich osciladtort
P
» 1 2 1 2 .2
Ho=—+ mwx—i———&- —mwy T 3.1

0= 5 T MW T1 5 T 5wy T (3.1)

Nezavislé oscilatory maji vlastni frekvenci wg a m oznacuje hmotnost elektronu. Poruchou k tomuto ha-

miltonidnu je vzajemnéa coulombovska interakce mezi dvéma nabitymi ¢asticemi vlevo a dvéma ¢asticemi

vpravo,

€2 1 1 1 1
— — — — . 3.2
dmeg R+R+$1—l‘2 R+ R — zo ( )

Pro malé vychylky x1,z2 ve srovnani se vzdalenosti R lze omezit rozvoj jmenovateli pouze do tfetiho
radu:

R+x R R? R¥ R—=x R RZ2  R3 '
S pouzitim téchto rozvoji ziskdme interakéni hamiltonian ve tvaru
e [1 1 (v1—mx9) (21 —m2)2 1 @ a2 1 @y a3
o~ 4= Sl Y (e 3.4
e |lRTRT T R T (R R2+R3> (R+R2+R3>}’ (34)

1Johannes Diderik van der Waals je nositelem Nobelovy ceny za fyziku z roku 1910.
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kde se vétsina roznasobenych ¢lenti odeéte, prvni nenulovy ¢len je fadu 1/R3. Interakéni hamiltonidn se
takto zjednodusi na

2e% 11T
Hy = ——". 3.5
! 47T€0R3 ( )
Po dosazeni bude celkovy hamiltonian dvou oscilatort s interakci obsahovat ki¥izovy ¢len
2 2 2
_ _ b1 L 9 o, D3 L 9 o 2e°mxo
H—'HO—F”Hl—%—FimwOx1+%+§mwoz2—m. (36)

Soustavu dvou nezavislych harmonickych oscilatort lze ziskat zpét standardnim pfechodem k normalnim
soufadnicim xg, T4 a sdruZzenym hybnostem pg,pa. Pfechod se provede pomoci transformace

x1::i%(xs4—xA% $2::§%(x5"xA%
Py = %@s +pa) p2= %@s —pa). (37)

V téchto normalnich soufadnicich ma hamiltonian tvar

2 2 2 2 2 2
DS mwg e 9 D% mwg e 9
H = |Es _ I Z4 —_— . 3.8
[Qm * ( 2 47r50R3> xs] * [2m * ( > 47r50R3) xA] (38)
To odpovida dvéma linearnim harmonickym oscildtorim na posunuté frekvenci vlastnich kmiti:
2 1 e? 1 e? 2

2 ¢ ~

= — i) - ] 3.9

ws.a “OF SmmeeRE 0| T 2 (2mw37r50R3> 8 <2mw(2)7r50R3> * (39)

Energie zédkladniho stavu je tedy sniZzena o posun energie nulovych kmitt

AU = [’;(werwA)] - [g(wﬁwo)] = Puo [_513 <62)2

2mwiTeoR?

A

Vysledny posun energie je zaporny, vzajemnou interakci obou dipdla dojde ke snizeni energie zakladniho
stavu. Protoze AU je energie ziskana pii vzniku vazby, je kohezni energie Fyo,n x —AU. Navic se ndm
podarilo ukazat, ze tato pritazliva interakce je nepfimo imérné Sesté mocniné vzdalenosti dipdola R.

3.2.2 Odpudiva interakce

Interakce mezi dvéma atomy snizuje energii zakladniho stavu (stavu nulovych kmiti) se zavislosti AU =
—A/R®. Pokud mé nastat rovnovéha na néjaké vzdalenosti, musi existovat odpudiva interakce, ktera bude
pusobit proti dalsimu piiblizovani. Pti pfiblizovani dvou atomt se za¢nou postupné prekryvat rozlozeni
naboja. Diky Pauliho vylucovacimu principu nemohou dva elektrony obsazovat stejny kvantovy stav.

v s

Proto se elektron musi posunout do vyssiho excitovaného stavu, jak ukazuje obr. 3.3.

O @

R=4.4a,

Obr. 3.3: Odpudiva interakce vznika
prekryvem  elektronovych  vInovych
funkci. Nahofe jsou dva dostatecné
© ® vzdalené atomy bez interakce. Dole
jsou atomy natolik blizko, ze se jejich
prostorové rozlozeni elektront prekryva
ve zluté zvyraznéné oblasti.

Teoreticky vypocet by byl komplikovany, nicméné experimentalni hodnoty lze dobre popsat em-
pirickym potencidlem AU = B/R!'2. Celkové lze zapsat odpudivou i pfitazlivou interakci do jednoho
potencialu, ktery se nazyva Lennard-Jonestiv potencial

U(R) = 4¢ [(;)12 - (2)6] , (3.11)
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kde € a ¢ jsou empirické parametry, které lze ziskat z méfeni na atomech inertnich plynt v plynném
skupenstvi. Typické hodnoty jsou uvedeny v tab. 3.1. Rovnovazna poloha R; se nalezne jako minimum
potencialu. Derivace potencidlu ndm dava ptsobici silu, takze rovnovaha je samoziejmé dand podminkou,
ze v rovnovazném bodé je vysledna sila nulova. Takto dostaneme teoretickou rovnovaznou vzdalenost
atomu Rgh = v/20. Pro srovnani jsou v tab. 3.1 uvedeny i experimentalni hodnoty Rgx.

Tab. 3.1: Parametry Lennard-Jonesova potencialu (3.11) inertnich plynti.
Hodnoty jsou extrapolovany k nulové teploté (0 K) a nulovému tlaku.
Data v této a nésledujicich tabulkéch této kapitoly byla pfevzata z [2].

Prvek ¢ [10722J] o [A] R{ (Al Rg[A]

He 14 2.56

Ne 50 2.74 3.08 3.13
Ar 167 3.40 3.82 3.76
Kr 225 3.65 4.10 4.01
Xe 320 3.98 4.47 4.35

3.2.3 Rovnovazné mriizkové konstanty

Pokud zanedbame kinetickou energii, je kohezni energie krystalu inertniho plynu dana sou¢tem potencialu
(3.11) pres vSechny pary atomu v krystalu. Pro N atomu je celkova energie

1 ! o 12 ! o 6
Ut = =N 4 - 7 3.12
T 2 (Pin) 2 (Pin) (8.12)

J J

kde p;; je relativni vzdalenost atomu j od referencniho atomu ¢ v jednotkdch vzdalenosti nejblizsich
sousedi R. Sumaci pfes index ¢ referen¢niho atomu ziskame celkovy pocet atomti N a numericky faktor
% eliminuje zapo¢itavani dvojic (¢, ) dvakrat. Mrizkové sumy Z; pi_j? jsou uréené pouze geometrii dané
miizky, takze je lze napocitat jednou pro vzdy pro vSechny krystaly se shodnou krystalovou strukturou
najednou, viz tab. 3.2. Interakce v Lennard-Jonesové potencidlu jsou pouze kratkodosahové a do mrizkové
sumy nejvice prispivaji nejblizsi sousedi, kterych je v miizkach s nejtésnéjsim usporadanim 12.

Tab. 3.2: Mfizkové sumy pro krystaly inertnich plynt.

Struktura Z; pi_j12 Z; pi_jG
FCC 12.131 88 14.453 92
HCP 12.132 29 14.454 89
BCC 9.114 18 12.253 3

Z podminky nulovosti derivace dU;ot/dR = 0 ziskdme pro dvé nejtésnéjsi konfigurace (FCC a HCP)
prakticky stejnou rovnovaznou vzdalenost Ry = 1.09 0. Kohezni energie na jeden atom potom vychézi

Fion = —Usot(Ro) /N = 8.6¢. (3.13)

Tvar odpovidajiciho potenciélu je zakreslen v obr. 3.4a).

3.3 Iontové krystaly soli

Krystaly soli jsou slozeny z kladnych kationtti a zapornych aniontti, které se v miizce stiidaji tak, aby
nejblizsi sousedi jednoho iontu byly ionty opac¢né nabité. Za stabilitu krystalu je zodpovédna elektrosta-
tickd coulombouvskd interakce. Typické ptiklady krystalii soli (NaCl, CsCl, GaAs a ZnS) byly popsény
v (PO. 1.9: Krystaly soli). Budeme pfedpokladat nejjednodussi soli, kde se stiidaji pouze dva ionty,
kationt s ndbojem (+@Q) a aniont s nabojem (—@Q). Hodnota @ je celoéiselny nésobek elementarniho
naboje dany oxidac¢nim ¢islem iontd v soli. Pro NaCl je @ = e.
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Obr. 3.4: Zavislost energie na meziatomdarni vzdélenosti v krystalu a) inertniho plynu b) soli KCL

Kohezni energii krystalu NaCl lze odvodit z energetické bilance pro jednu molekulu nasledovné:

Na + 5.14 eV = Nat + e~
e” + Cl = Cl~ + 3.61 eV
Nat + CI~- = NatCl™ + 7.9 eV

Celkové dostaneme kohezni energii na jednu molekulu, Fyo, = (7.9 + 3.6 — 5.1) eV = 6.4 V.

3.3.1 Pritazliva elektrostaticka neboli Madelungova energie

Coulombovska interakce dosahuje déale nez jen k nejblizS§im sousedim a navic se stfidaji pritazlivé a od-
pudivé sily. Interakce i-tého atomu s okolnimi atomy lze zapsat jako U; = Z/‘ U;;. Protoze pro atomy soli
nemame empirické parametry jako u vzacnych plyni, budeme predpokladat odpudivou interakci v expo-
nencialnim tvaru Ae~"/#, kde silu interakce A a dosah p bereme jako konstanty, uréené z pozorovanjch
hodnot mfizkovych konstant a stlacitelnosti. Pfispévek energie od jednoho atomu ma tvar

U o yertes L@ [ AeTfr- =% (nejblizsi sousedg) 3.14)
i = AC dreg Tij e (ostatni) 8.
v 471‘6() pin

Soucet U; nezavisi na tom, zda je referencni atom aniont nebo kationt. Cely krystal obsahuje N
molekul nebo 2N iontd, protoze ale nechceme pocitat prispévky od para atomi dvakrat, je celkova
energie

1 2
Uiot = NU; = N (Z/\ e Bl _ mﬁ) ) (3.15)

kde z je pocet nejblizsich sousedu kazdého atomu a « je Madelungova konstanta definovand vztahem

a= i (i) (3.16)

P Dij

Protoze znaménko elektrostatické interakce se u aniont a kationtt stfida, je tfeba toto zohlednit pii
vypoctu sumy. Diky tomu, ze se vypocet Madelungovy konstanty provadi v relativnich soutadnicich, je
jeji velikost dana opét pouze geometrii uspoiradani krystalu a nikoliv velikosti mtizkové konstanty. Pro
typické soli je vysledek uveden v tab. 3.3.
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Tab. 3.3: Madelungova konstanta a typickych kubickych soli.

Sul Struktura z @
NaCl chlorid sodny 6 1.747 565
CsCl chlorid cesny 8 1.762 675
GaAs kubicky sfalerit 4 1.638 1

3.3.2 Podminka rovnovahy soli

V rovnovaze musi platit podminka minima celkové energie. Toto minimum ziskdme z nulovosti derivace
dUiot/dR = 0. Takto ziskdme vztah pro rovnovaznou vzdalenost nejblizsich sousedd

2
Ry~ tolo — P09 3.17
0° degz ( )

Celkovou energii krystalu sloZzeného z 2N iontidi v rovnovaze dostaneme dosazenim Ry do (3.15)

NaQ@? p
ot = — 1-——. 1
Ut ¢ 47T50R0 ( R0> (3 8)

Pomér dosahu odpudivé interakce a délky vazby p/Ry ~ 0.1. Hodnota zévorky je blizkd jedné a velikost
celkové energie, ktera je oznacovana jako Madelungova energie, je prakticky rovna konstanté pied zavorkou
ve vyrazu (3.18). Tvar odpovidajiciho potencialu je zakreslen v obr. 3.4 b).
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RbF 0.96 =
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Obr. 3.5: Podil iontové a kovalentni vazby u typickych krystalt. Krystaly jsou rozdélené do skupin podle
sloupcti periodické tabulky obsazenych prvki. Cislo ve tietim sloupci piedstavuje zastoupeni iontového
charakteru ve vazbé u dané soli, ¢erveny vodorovny prouzek ukazuje tuto hodnotu na skéle od nuly do
jedné. Typicky kovalentni krystal jako kfemik ma hodnotu iontovosti nula. Data ptevzata z [2].
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3.4 Kovalentni krystaly

Typickym piikladem kovalentniho krystalu je tfeba kfemik nebo uhlik ve formé diamantu. Tyto prvky
vytvareji krystal vazbou valenénich elektront mezi sousednimi atomy. Tyto atomy maji 4 valenéni elek-
trony a vytvareji tedy tetraedrické smérové vazby se ¢tyfmi nejblizsimi sousedy. Sila kovalentni vazby
v diamantu je 7.3 €V, coz je srovnatelné se silou iontovych vazeb soli. Dva elektrony, které se podileji
na vazbé, jsou prevazné lokalizovany v oblasti mezi atomy, mezi kterymi vytvafeji vazbu. Spiny obou
elektrond jsou orientovany antiparalelné.

Vyznam kovalentni vazby je znac¢ny, uhlikové vazby jsou zdkladnim prvkem organické chemie a bi-
ologie. Na kiemiku zase stoji zna¢nd ¢ast mineralogie a majoritni ¢ast polovodicovych technologii. Nej-
jednodussi model kovalentni vazby mizeme studovat u molekuly vodiku Hy. Diky Pauliho vylucovacimu
principu se modifikuje rozlozeni naboje rtizné pro souhlasné a opacné orientace spini. Tato spinové zavisla

coulombovské energie se oznacuje jako vymennd interakce.

Pokud se vratime jesté jednou k diamantu, uhlik v zdkladnim stavu méa elektronovou strukturu
15225%2p2. Aby mohl vytvoiit sp® tetraedrické vazby musi prejit do excitovaného stavu 1s22s'2p3, na coz
potfebuje 4 eV. Po vytvoreni vazby ale ziskd mnohem vice energie, coz zptisobi vznik stabilniho krystalu
s kohezni energii 7.3 eV.

Je tfeba podotknout, ze Cisté kovalentni vazba je pouze u krystalti ze IV. skupiny, ale i u krystala
soli se na kohezni energii podili ¢astecéné. Podil iontové vazby roste s tim, jak se dva odpovidajici prvky
soli od sebe vzdaluji v periodické tabulce, viz obr. 3.5.

3.5 Kovové krystaly

Kovy jsou charakteristické vysokou vodivosti. Velké mnozstvi elektronti se miize pohybovat volné v celém
krystalu kovu, typicky jeden nebo dva elektrony na atom. Tyto elektrony oznacujeme jako vodivostni
elektrony. Krystal alkalickych kovt je stabilni diky snizeni energie elektrond v péasech vici energii na
hladin€ v izolovaném atomu. U pfechodovych kovl k vazebné energii pfispivaji i kovalentni vazby, které
se vytvareji mezi vnitinimi stavy d-slupek atomt. Podrobny vyklad bude nasledovat v samostatné kapitole
kovy (kap. 6).

K vytvafeni vodivostnich pasti je tfeba dostatecny piekryv elektronovych stavi sousednich atomii,
proto kovové krystaly preferuji tésné usporadani FCC, HCP, BCC, jak to ukazuje (PO. 3.1: Periodicka
tabulka).

3.6 Krystaly s vodikovou vazbou

Atom vodiku ma pouze jeden elektron a logicky by mél tvorit pouze jedinou vazbu. Je ale znamo, Ze vodik
mize vytvafet vodikoveé mistky mezi dvéma atomy s vazebnou energii ~ 0.1 eV. V této vazbé je vodik
ionizovan, elektron se presouva na néktery z propojovanych atomt a vazbu tvori kladné nabity proton
mezi dvéma atomy spojenymi mustkem. Vodikové mustky jsou dulezité pro popis neobvyklych fyzikalnich
vlastnosti, které jsou typické pro vodu. Jsou dulezité také pro formovani biologickych sloucenin jako je
DNA.
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3.7 Piiklady

Pr. 3.1: Madelungova konstanta v 1D: Dokazte, ze pro 1D fetizek soli, kde se stiidaji ionty s
nabojem +e a —e, vyjde Madelungova konstanta o = 21n(2) ~ 1.386 294.

Napovéda: Z definice dostaneme pro 1D fetizek

1 1 1
—2l1—Z 4= 4.,
@ R

Porovnejte s Taylorovym rozvojem funkce logaritmus v okoli hodnoty 1,

2?2 3 2t

m(lta)=a— 42 -2 ..,
n(l+z)=ux s t3 -7+

Pr. 3.2: Kohezni energie neonu se strukturou FCC a BCC:

Porovnejte rovnovazné miizkové konstanty a kohezni energie neonu ve dvou konfiguracich FCC a BCC.
Pouzijte zépis Lennard-Jonesova potencidlu podle (3.12) a miizkové sumy podle tab. 3.2.

Kittel, str. 115, pr. 2

Napovéda: Pozor, rovnovazné vzdalenost Ry se pro ob€ varianty mfizky lisi.

Reseni: Podil kohezni energie vyjde 0.9566.

Pi. 3.3: Krystalicky molekularni vodik:

7 méfeni plynného vodiku Hy jsou znamy parametry potencidlu (3.12): ¢ = 5 x 10722 J, 0 = 2.96 A
Povazujte krystalicky vodik za FCC strukturu nejtésnéjsiho usporadani kouli molekul Hs. Najdéte kohezni
energii v jednotkach kJ /mol. Srovnanim s mnohem mensi experimentalni hodnotou 0.751 kJ/mol mtZzeme
usoudit, ze kvantové opravy musi byt velmi dilezité. Kittel, str. 115, pr. 3

Népovéda: Pro FCC strukturu mtizeme pouzit obecny vysledek odvozeny v rovnici (3.13).

Reseni: e = 3.12 meV, Fi,, = 2.59 kJ /mol.

Pi. 3.4: Kohezni energie dvou konfiguraci soli KCI:

Parametry potencidlu (3.15) pro stil KCl jsou ve struktuie NaCl: 2\ = 2.05 x 10715 J, Ry = 3.147 A,
p = 0.326 A. S vyuzitim Madelungovy konstanty podle tab. 3.3 spoéitejte kohezni energii KCI: 1) v kubické
struktufe sfaleritu, 2) v kubické struktute soli NaCl. Vysledné energie komentujte. Kterou krystalovou
strukturu bude sul KCl pii krystalizaci preferovat?

Kittel, str. 116, pt. 6

Néapovéda: Pro obé struktury se lisi parametry z a «.

Reseni: 1) Pro sfaleritovou strukturu vyjde kohezni energie 7.002 eV (Ro = 3.003 A), 2) pro usporadani
ve struktuie NaCl vyjde kohezni energie 7.174 eV.
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Kapitola 4

Fonony I - kmity mrizky

Obsah kapitoly

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

Popis dynamiky mfizky v harmonické aproximaci . . . . ... ... ... .. 48
Kmity mrizky stejnych atomii . . . . . . v v v v v i it i e e 50
Dvouatomarni Fetizek . . . . . . . . . o Lo e e e e e e e 52
Experimentalni uréovani silovych konstant kova . . . . .. ... ... .. .. 53
Kvantovani kmitd miizky . . .. . ..o it i e e e e 53
Kvazihybnost fononu, nepruzny rozptyl neutronu . . . . .. ... ... ... 53
Priklady . . ¢ v v v v i i e e e e e e e e e e e e e e e 58

4.1 Popis dynamiky mrizky v harmonické aproximaci

Obr. 4.1: Rovnovazné polohy atomt v miizce soli CsCl. Cerveny atom chléru mé index k = 1 a modry

N>

atom cesia mé index k = 2.

Pro popis kmiti mfizky musime zavést vhodné znaceni. Jednotlivé primitivni bunky krystalu budeme
¢islovat indexem [. Jednotlivé atomy v bunce budeme znacit indexem k. Protoze rozmisténi atom je stejné
v kazdé primitivni bunce, sta¢i ndm pro zapis hmotnosti vSech atomu v krystalu M} pouze jeden index.
Pro popis poloh atoméarnich jader v mtizce zavedeme rovnovazné polohy jader, které budeme oznacovat
vektorem s indexem nula ﬁo, viz obr 4.1. Tyto polohy jsme probirali v kapitole 1. Aktualni pozici atomu

pak muzeme psat pomoci vychylky z rovnovazné pozice jako

kde vektor i oznacuje vychylku z rovnovazné polohy. Pro ionty muZeme napsat celkovy hamiltonian jako

ﬁ=ﬁ0+ﬁ7
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soucet kinetické energie a potencidlu pro ionty V. Tento potencidl miizeme rozepsat jako
V= VO(RO,kl, .. ) + V/(ﬁkl, .. )

Prvni ¢len odpovida energii mfizky s atomy v rovnovaznych polohach a je konstantni, pro feseni dynamiky
miizky ho nemusime uvazovat. Tim si pouze zvolime nulovou hodnotu na energetické skale. Protoze
vektory ﬁo popisuji rovnovazné polohy atomt, nemiZze zdviset V' na vychylkdch z rovnovahy linedrné.
Pro minimum potencidlu musi byt prvni derivace podle vychylek nulova. Prvni netrividlni pfiblizeni je
tedy kvadraticky rozvoj ve vychylkéch ;. K celkové energii piispiva jeden konkrétni iont & v cele [ svou
kinetickou energii a kvadratickym neboli harmonickym potencidlem nasledovné

. 1 din\? | I~ .
H/(ukl) = §Mk (dt) + 5 Z’U/kl@(kl,kll/)uk/l/. (41)
k'l

Prvni ¢len je kinetickd energie, kde M} zna¢i hmotnost atomu. Druhy ¢len uréuje zménu energie zptuso-
benou vychylkou iontu s indexy (kl) zatimco ostatni atomy jsou ponechény na misté. Silové konstanty
jsou dané derivaci potencialu jader?

2
(kL. K1) = aﬁjal}zk,lﬁ

Z definice pfimo vyplyvaji nékteré vlastnosti silovych konstant ®(kl, k'l’):

1. jsou realné: ®(kl, k'l") = ®*(kl, k'l");

2. jsou symetrické: ®(kl, k'l") = ®(k'l', kl);

3. zéavisi na indexech jen pres vzdalenost primitivnich bunék: |ﬁl — By l;

4. celkova suma silovych konstant je nulova: ) _,,, ®(kl, k'l') = 0 (odpovida posunu celého krystalu);

5. silu puasobici na jeden atom je mozné zapsat pomoci vychylek ostatnich atomi:

R d
P = _% = "Gkl K
ukl klll

Silové konstanty zahrnuji dvé interakce: a) pfimou coulombovskou interakci jader, kterd je odpudiva,
b) nepfimou interakci zprostiedkovanou elektrony. Pohyb iontu vede ke zméné rozlozeni hustoty elektront,
coz dava vzniknout sile ptisobici na okolni ionty.

Reseni dynamiky mifzky popsané hamiltonidnem (4.1) se d4 provést klasicky, kdy se fesi klasické
pohybové rovnice. P¥i klasickém popisu je celkova energie souc¢tem energie jednotlivych atomi konajicich
malé oscilace kolem rovnovazné polohy. Tento problém mnoha vazanych oscilatora lze zjednodusit pre-
chodem do normalnich soufadnic. Norméalni souradnice maji tu vlastnost, ze jednotlivé oscilatory jsou
v soustavé téchto souradnic nezavislé, tyto kmity se oznacuji jako normalni mody. V druhém kroku se
energie téchto normalnich médt kvantuji. Energie systému popsaného pomoci normélnich médd se mtize
zvétSovat pouze prechodem nékterého normalniho harmonického oscildtoru na vyssi energetickou hladinu.
Tyto hladiny jsou, jak zndmo, ekvidistantni [11]. Pfechod na vyssi energetickou hladinu je tedy doprové-
zen zvysenim energie o jedno kvantum miizkovych vibraci. Toto kvantum energie se nazyva fonon.

Z transla¢ni symetrie silovych konstant ®(kl, k'l’) vyplyva, ze vlastni funkce feSeného problému vy-
chylek ionti jsou rovinné vlny. Vychylku k-tého iontu v [-té primitivni bunce lze vztahnout k vychylce
odpovidajicitho iontu v primitivni butice v poc¢atku soufadného systému (I = 0) podle

ﬁkl(q: w) = ’ljko ez((j'Rl_Wt), (42)
kde ¢ je vlnovy vektor a w je frekvence Sifici se vlny. Kvazic¢éastici fonon charakterizujeme pomoci stejnych
parametru ¢ a w. Diky diskrétnosti rozlozeni iontu v latce staci pro popis vSech vibra¢nich méda vybrat
vlnovy vektor ¢ pouze z 1.BZ. Substituci (4.2) do (4.1) dostaneme pohybovou rovnici pro jeden vybrany

LObecné jsou silové konstanty ®(kl, k'l’) tenzor druhého fadu.
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atom. ReSeni miizeme provést také tak, e si pifmo zapiSeme Newtonovu pohybovou rovnici pro iont k
v nulté primitivn{ butice: (hmotnost)x (zrychleni)=(sila)

Myt = ®(k0, k') e B . (4.3)
k'l

Za zrychleni jsme dosadili druhou derivaci uy; podle casu.

Nyni provedeme 3D Fourierovu transformaci silovych konstant s modifikaci na hmotnost podle

D (@) = Y ®(k0, K1) T R0 /My My

4

Silové konstanty jsou funkci polohovych vektord vSech atomi mfrizky, naproti tomu dynamickd matice
Dy () je funkei vlnového vektoru rovinné deformaéni viny, kterd se §f#i v krystalu. Timto pfechodem
k frekvencim zjednodusime rovnici (4.3) na

3s

Z [Dier (§) — e Jtigro = 0. (4.4)
k=1

Hledani vlastnich fononovych mdédu v krystalu timto zptisobem vede na feseni soustavy linearnich
rovnic s nulovou pravou stranou. Vlastni ¢islo této soustavy je w. Nenulové feSeni této soustavy rovnic
je podminéno nulovosti determinantu této soustavy. Podminku pro vlastni hodnotu w tedy piepiSeme
nasledovné

det |Dkk/(cj> — w25kk/ =0. (4.5)

Pripomenme si, ze index k ¢isluje atomy v primitivni bunce. Pokud primitivni bunka krystalu obsahuje
s atomt, potom mé tato soustava pro 3D krystal 3s feSeni.

Pfi kvantovém popisu dostaneme energii kvantového vibraéniho médu w rovnou (n + %)hw, kde
kvantové ¢islo n oznacuje obsazeni vibra¢niho mdédu. Analogii s feSenim harmonického oscilatoru, coz je
typicky piiklad tlohy ze zékladd kvantové mechaniky, mézeme pro pfechody mezi energetickymi stavy
obsazeni médu pouzit kreacni a anihilacni operdatory a zavést fonony. Kvantové ¢islo n pak oznacuje pocet
fononi s frekvenci w.

4.2 Kmity mrizky stejnych atomu

Uvazujme pruzné kmity mfizky s jednim atomem v primitivni buiice. Pro popis vlnéni v krystalu po-
tfebujeme znat jeho vlnovy vektor ¢ a smér vychylek @. Jsou-li tyto vektory paralelni (resp. kolmé),
hovotime o podélném (resp. pricném) vinéni. Nékdy se uzivaji terminy podélna (longitudalni), resp.
pfiné (transverzalni) polarizace vlnéni. Z obrazku 2D vInéni v ivodu této kapitoly je dobfe patrné, ze
v piipadé podélného vinéni dochézi k lokalnimu zhustovani a zfedovani atomt, kdeZzto u pri¢ného vinéni
se vzajemné posouvaji atomarni roviny nad sebou, ale hustota se neméni. Pokud se vlnéni $ifi podél osy
symetrie napf. [100], [110], [111], d4 se FeSeni i pro 3D krystal hledat jako jednorozmérna dloha ve sméru
Sifeni.

M
—o—e o e o o o e o o o~
- a-= $2 s1 S s+l s+2 X Obr. 4.2: 1D fetizek stejnych atomd.

Elastické pnuti v materidlu se popisuje pomoci Hookova zdkona, ktery vyjadfuje vztah mezi pisobici
silou a deformaci pfedmétu. Protoze deformace je obecné tenzorova veli¢ina, obecné se tento zdkon za-
pisuje v tenzorovém tvaru (viz dodatek A). Nejjednodussim zpisobem se d4 Hookliv zdkon zapsat jako:
(napéti)=(tuhost) x (deformace). To umoziiuje zapsat silu ptisobici na atom s v obr. 4.2 pomoci zmény
vzdalenosti vici vSem ostatnim atomim

/
Fs = Z Cp(Ustp — s), (4.6)
P
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kde C), jsou silové konstanty vztazené na jeden atom. Zname-li silu plisobici na atom s, mizeme Tesit
jeho pohybovou rovnici ve tvaru: (hmotnost)x (zrychleni)=(sila),

d?u,

M
de?

Z Cp(ussp — us). (4.7)

Sumu miiZzeme zjednodusit tim, ze seéteme symetrické ¢leny s indexem +p . Reseni budeme pfedpokladat

ve tvaru rovinné vlny ve tvaru
Usyp = we'(sHpae gmwt (4.8)

kde ¢ oznacuje vlnovy vektor (v 1D by se mél spravné nazyvat vinové &islo).

Obecné reseni, které ziskame, se nazyva disperzni zdkon, t.j. zavislost frekvence na vinovém vektoru:

w? = % Z Cp(1 — cos(pga)). (4.9)
p>0

Tento zakon se zjednodusi v pribliZeni interakce pouze nejblizsich sousedt, (C, =0 prop > 1, C1 = &)

w? = 2Ma(l — cos(qa)) = w= \/g ‘sin (%)‘ . (4.10)

Pro popis vIinéni zavadime tfi rtizné rychlosti:

Limita dlouhgch vin (rychlost zvuku v latce)

w Q
= lim — =ay/—. 4.11
Yo q—l>r(1;1+ q “ M ( )

Fazovd rychlost (rychlost $ifeni vinoplochy)

sin( %)
qa
2

w
Vfr=— =17
q

Grupova rychlost (rychlost toku energie)

_dw qa
Vg = diq = Vg COS (5) .

Vsechny vySe zavedené rychlosti spolu s disperznim zakonem (4.10) jsou graficky zndzornény v
obr. 4.3. Je dilezité si uvédomit, Ze rovinné viny (4.8) popisuji vlnéni atomi, které jsou v prostoru
diskrétné rozmisténé. Proto maji smysl pouze vinové vektory fononovych médu z 1.BZ. Vyssi prostoro-
vou frekvenci nemohou diskrétni atomy prenaset.

(PO. 4.1: Podélné 1D fononové médy),
(PO. 4.2: Pfic¢né 1D fononové mdédy).

a 10F ' ' ' ] b) 10— " ]
— 08| . 08| .
= [ —
E o6l . % 06 f -
3 <]
N’ —
N oost i S 04t i
3 >
02 i 02 Vi .
Vg
00 . ' . 00 .
110 05 0.0 05 10 00 05 10
q[n/a] q[n/a]

Obr. 4.3: a) Disperzni zadkon (4.10) pro Fetizek identickych atomil, b) fdzova a grupova rychlost fononovych
médu s danym vlnovym vektorem q.
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4.3 Dvouatomarni retizek

vvvvv

které se pravidelné stfidaji, nebo se mohou lisit silové konstanty jednotlivych vazeb. Vybereme si jako
priklad situaci, kdy se v 1D fetizku stiidaji dva atomy v usporddani podle obr. 4.4. Jako v predeslé sekci
bude se i zde hledat feSeni v piiblizeni interakce omezené pouze na nejblizsi sousedy. Hmotnosti atomi
oznac¢ime mnemotechnicky podle velikosti, M > m. Rovnovaznou vzdalenost atomii oznacime a.

M m 2n-1 2n+1
-0—o0—0—o0o—0 o0 —0 0000~ Obr. 4.4: 1D fetizek ze dvou atomi,
e a-tea- 2n-2 2n 2n+2 X miizkova konstanta je zde 2a.

V tomto pfipadé musime fesit dvé pohybové rovnice, pro kazdy druh atomt jednu. P¥i zapocitani

pouze interakce nejblizsich sousedt se silovou konstantou C; = a dostaneme pro atomy 2n a 2n + 1 tyto
rovnice

Miio, = a(U2n—1 + Uznt1 — 2u2y),

Milgpy1 = Oé(Ugn + U2p42 — 2u2n+1). (4.12)
Tecka nad funkci zna¢i éasovou derivaci, i = d?u/dt2.

Reseni budeme hledat ve formé rovinnych vln, kde ale mohou mit riizné atomy réizné amplitudy
vychylky, takze

12nqa
b

U, = Ae e Ugpy1 = Be ™t ?nthaa, (4.13)

Dosazenim do (4.12) ziskdme sadu dvou algebraickych rovnic

B (2acos(qa)) + A(Mw? — 2a) = 0,
B(mw? — 2a) + A (2accos(qa)) = 0. (4.14)

Soustava homogennich linedrnich rovnic ma netrividlni (nenulové) feSeni pouze tehdy, kdyZz jsou obé
rovnice zavislé. Coz je pravé tehdy, pokud je determinant soustavy dvou rovnic roven nule. Tato podminka
ndm dé4 dvé feseni pro w?. Reseni se zdpornym znaménkem je ale pouze vlna s opaénym smérem §ifeni.
Méme tedy dvé disperzni zéavislosti: akustickou (—) a optickou (+), které jsou dané vyrazem

wi(q) =a <A14+;>i\/(]\14+;>2—w ) (4.15)

Obecné muzeme fici, ze pokud primitivni buiika krystalu obsahuje s atomu a krystal je slozen z N
elementarnich bunek, potom ma tato soustava 3/Ns stupnd volnosti. Vlnovy vektor fononovych média ¢
nabyva v 1.BZ N rtiznych hodnot. Fononové spektrum obsahuje 3 akustické vétve (jedna podélnd LA a
dvé ptiéné TA) a (3s — 3) optické vétve (z toho tietina podélnych LO a dvé tfetiny pfiénych TO). Tyto
zévislosti ukazuje obr. 4.5.

(PO. 4.3: Obréazek riznjch fononovjch médd dvouatomdrniho Fetizku).

a) T T T b) 10 T T T T
TO
8+ o g
~
I 5} i
Y LA
=
— 4} i
3
2 - TA .
0 A il i 1
-05 0.0 0.5 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
q[n/a] d/ Omax

Obr. 4.5: a) Disperzni zakony (4.15) pro Fetizek st¥idajicich se atomtt Ga a As, teckované je zobrazen fit
parabolou. b) Fononové disperzni zdvislosti ve sméru [111] pro Ge pfi teploté 80 K, pfevzato z [2].
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4.4 Experimentalni uréovani silovych konstant kovu

V kovech mohou byt sily mezi ionty dalekodosahové, byly pozorovany jevy, kde se ukazalo ptisobeni az
na vzdalenost dvacet krystalovych rovin. Mame-li k dispozici méfenou disperzni zavislost, miizeme ziskat
silové konstanty z teoretické zavislosti (4.9) Fourierovou transformaci. Obé strany rovnice vyndsobime
cos(rqa), kde r je celé &islo, a preintegrujeme pies oblast 1.BZ

w/a T/a

27 C,.

M / wg cos(rga)dq = 2 Z Cp / [1 — cos(pga)] cos(rga)dg = — pt
—7/a p>0 —7/a

Integral na pravé strané je nenulovy pouze pro r = p, kdy se rovnd —m/a. Takto dostaneme pro silovou
konstantu p—té atomové roviny integralni vztah pomoci Fourierovy kosinové transformace funkce w?

7/a
Ma
Cp = 3 / wg cos(pga)dgq.
—7/a

Je tfeba zminit, Ze tento vztah plati pouze pro mfizky s jednim atomem v primitivni burce.

4.5 Kvantovani kmitt mrizky

Spravny popis elektromagnetického zareni absolutné ¢erného télesa byl mozny az po zavedeni kvantovani
elektromagnetického pole. Tato kvanta tepelné excitovaného zaieni zavedl M. Planck? a dnes je nazjvame
foton. Kvantovani energie elastickych tepelnych kmitd m¥izky krystalu vede k popisu zalozeném na tepelné
excitovanych kvazicasticich nazyvanych fonony. Nazev této kvazicastice byl odvozen od nazvu fotonu, ale
je tfeba si uvédomit podstatnou odlisnost. Fonon je pouze kvazic¢astice, popisuje excitace systému atomu
v krystalové mrizce, mimo krystalovou mfizku se proto nemuze vyskytovat.

Energie fononového modu s frekvenci w je E = (n + %)hw, kde %ﬁw udava energii nulovych kmita a
obsazeni modu n je pfi dané teploté dané Boseho-Einsteinovym rozdélenim (viz dodatek B)

1
Ng = V77— -
97 Ghwg/keT _ |

V harmonické aproximaci (analogie s harmonickym oscildtorem) nese méd polovinu energie v kinetické a
polovinu v potencilni energii. Hustota kinetické energie je 3 pi?®. Casova stfedni hodnota vyjde 3piw?ud.
Pro cely krystal o objemu V tedy ziskdme porovnanim vztaht pro vypocet klasické a kvantové energie

nasledujici vztah
1 Vi ,2“2 = 1 + 1 hw
4’ 0= \" 3 '

Stiedni kvadratickou vychylku kmiti atomii v miiZce mtuzeme tedy ziskdme jako
2 2(n + %)h
0 pVw

Je to zajimavy vztah, ktery ndm dévd moznost spocitat klasickou veli¢inu (vychylku) z fyzikalnich kon-
stant a veli¢in popisujicich kvantovy objekt (kvantové ¢islo obsazeni fononového médu n).

4.6 Kvazihybnost fonont, nepruzny rozptyl neutronu

Fonony popisuji vychylky atomi z rovnovazné polohy v miizce. Celkova hybnost je nulova, t.j. krystal se
jako celek nikam nepohybuje. AvSak v rtznych rozptylovych experimentech se kvaziGastice fonon chova
tak, jako by nesla hybnost Aq.

Budeme uvazovat pfipad nepruzného rozptylu neutronu na krystalové miizce podle obr. 4.6. Pri
tomto rozptylu se predava c¢ast kinetické energie neutronu miizce nebo naopak. Zakony zachovani pii

2Max Planck ziskal za objev kvantovani elektromagnetického pole Nobelovu cenu za fyziku v roce 1918.
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nepruzném rozptylu neutronu na fononech v krystalu mizeme zapsat tak, ze (+) znamend zanik fononu,
(=) znamend vznik fononu.

Qy

x4

Obr. 4.6: Schématické znazornéni nepruzného neutronového
t t Ox « . oy ~ ;o s
= rozptylu ve Ctvercové mftizce. Zluty ctverec znaci 1.BZ.
€ Modfe jsou znazornény vlnové vektory neutronu, zelené je
zakreslen vektor reciproké miizky G = —(27/a, 0) a Cervené
fonon spliiujici souc¢asné zakon zachovani energie a vlnového
vektoru.

~

Zakon zachovani energie:
h2k/2 h2k’2
oM,  2M,

=+ hw,

kde M,, oznac¢uje hmotnost neutronu, M,, = 1.675 x 10727 kg. Neutron m4 na podatku vlnovy vektor k
a po nepruzném rozptylu je jeho vinovy vektor k'

Zakon zachovani hybnosti: L
EF=k+G=+q,
kde bereme vztah pro hybnost neutronu pred rozptylem p'= hk a analogicky po rozptylu. Vektor reciproké

mrizky G se vybere pravé tak, aby vlnovy vektor ¢ fononu, ktery vstupuje do interakce, lezel v 1.BZ.

Experimentalni disperzni zékon pro fonony v daném krystalu se ziskd méfenim zmény energie ne-
utronu jako funkce sméru Sifeni rozptyleného neutronu. Ve ¢étyticatych letech dvacatého stoleti rozvinuli
techniku neutronové difrakce E. Wollan a C. Shull®. Jako zdroj neutronfi pouzivali reaktor, viz obr. 4.7.

Obr. 4.7: Fotografie ukazuje Clifforda Shulla s neutronovym difraktometrem.
Prevzato z webu OAK RIDGE ASSOCIATED UNIVERSITIES:
http://www.orau.org/ptp/museumdirectory.htm

3 Clifford Shull ziskal za rozvoj techniky difrakce neutronti Nobelovu cenu za fyziku v roce 1994. Ernest Wollan se této
slavy nedozil, zemfel v roce 1980.
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PO. 4.1: Ukazka podélnych moédu vlnéni pro vybrané vlnové vektory q. Pro tento vinovy vektor je
oznacen odpovidajici bod v zavislosti frekvence a v zavislostech rychlosti. VSechny zobrazené veli¢iny
jsou znormované: ¢ je v jednotkéch [r/a] a 1.BZ odpovida intervalu (—1,1). Rychlost v je v jednotkéch
[vo] a w je v [24/a/M].
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PO. 4.2: Ukéazka pri¢nych méda vinéni pro vybrané vlnové vektory g. Pro tento vlnovy vektor je
oznacen odpovidajici bod v zavislosti frekvence a v zavislostech rychlosti. VSechny zobrazené veli¢iny
jsou znormované: ¢ je v jednotkéch [r/a] a 1.BZ odpovida intervalu (—1,1). Rychlost v je v jednotkéch
[vo] a w je v [24/a/M].
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PO. 4.3: Ukazka pficnych médi vinéni dvouatoméarniho fetizku pro vybrané vinové vektory g.
Srovnanim s pfedchozim obrazkem je patrny vznik optického fononového médu, ktery je znacen modfe.
Akusticky mdd je zelené. V piipadé optickych méda kmitaji lehké a tézké atomy proti sobé. VSechny
zobrazené veliCiny jsou opé€t znormované.
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4.7 Piiklady

Pr. 4.1: Podélné vinéni v tyéi: Odvodte vztah pro rychlost $ifeni zvuku v kovové ty¢i. PouZijte vztah
pro rychlost zvuku vg = v/ E/p, kde E je Youngtiv modul pruznosti a p je hustota.

Népovéda: PouZijte vztah pro definici Youngova modulu podle: E=(napéti) /(relativni prodlouzeni) a pro
hustotu: p = m/a3.

Pi. 4.2: Priéné kmity ¢étvercové mrizky:

Postupujte analogicky s feSenym 1D atoméarniho fetizku a odvodte vztahy pro pfiéné vinéni 2D ¢étvercové
mfiizky. Hmotnost kazdého atomu je M, silova konstanta mezi nejblizsimi atomy je C. Vychylka zvoleného
atomu v [—tém sloupci a m—tém Fadku je kolm4 na rovinu atomi a znadi se u; ,,,. Odvodte disperzni zdkon
ve sméru osy X, ve sméru diagonaly ¢tverce a dale odvodte limitu dlouhych vin. Kittel, str. 134, pi. 1

Néapovéda: Postupujte nasledovné: a) pohybova rovnice

Mﬂl,m = C[(Ul+1,m +U—1,m — 2ul,m) + (ul,m+1 + Upm—1 — 2ul,m)]a

b) predpoklddané feseni

wqea imaya —wwt

Upm = ue" e e
b) disperzni zakon

w? = M(2 — cos(gga) — cos(gya)).

Disperzni zakon je zobrazen v obr. 4.8.

14

o, (r/a)

10 05 00 05 10
0y (/)

Obr. 4.8: Disperzni zdkon pri¢ného vlnéni pro ¢tvercovou miizku. Studovana zavislost je zobrazena v 1.BZ
a) pomoci plosného barevného topologického zobrazeni, b) pomoci 3D grafu.

Pr. 4.3: Energie atomarniho retizku:
Uvazujte nejjednodussi atomarni fetizek fesSeny v sekci 4.2 v pfiblizeni interakce pouze nejblizsich sousedi,
viz obr. 4.2 a disperzni zdvislost (4.10). Kittel, str. 134, pf. 2 Po dosazeni harmonické vlny,

1sqa

e—uut7

Ug = U

ukazte ze: a) Celkova energie viny je
1 . 1
E= iM zS:(US)Q + 50 Zs:(us —ust1)?,
kde index s probih4 pfes vSechny atomy. b) Casova stiedni hodnota energie pfipadajici na jeden atom je

1 1 1
(E1) = ZMw2u2 + Ea[l — cos(qa)u® = §Mw2u2.
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Pi. 4.4: VInova rovnice ve spojitém prostredi:
Ukazte, ze v limité dlouhych vinovych délek (A > a) je mozné pfevést pohybovou rovnici

Mis = a(us41 — us) — alus — us—1)
na vlnovou rovnici pro spojité prostiedi:

2
507U

’lLs = U(] (9.’1:2,

kde vy oznacuje rychlost zvuku. Kittel, str. 135, pt. 3

Pi. 4.5: Dvouatomarni retizek:

Pro dvouatomarni fetizek byl odvozen disperzni zakon ve tvaru (4.15). Namalujte tyto zavislosti wy(q)
a doplnte frekvence w v limitnich bodech BZ (¢min = 0 & ¢max = 7/2a). S vyuzitim (4.13) najdéte
pro optickou i akustickou vétev pomér amplitud vychylek A/B pro ¢ = gmin. UkaZte, Ze pro ¢ = gmax se
chovaji obé skupiny atomt jako nezavislé miizky, t.j. jedna kmité a druha je v klidu. Kittel, str. 135, pt. 4

Pf. 4.6: Retizek molekuly H:

Uvazujte fetizek stejnych atomil, kde se ale stfidaji silové konstanty o = C' a § = 10C, viz obr. 4.9.
Klidova vzdélenost atomi a je vzdy stejna. Tato tloha simuluje krystal z dvouatoméarnich molekul.
Pro tento krystal odvodte a nacértnéte disperzni zdkon a dopoditejte frekvence w v limitnich bodech
BZ (¢min = 0 @ gmax = 7/2a). Ukazte, ze pomér amplitud vychylek A/B pro ¢ = @min je roven +1.
Kittel, str. 135, pt. 6

M C 10C 2n-1 2n+1

AAAA AAAA AAAA AAAA AAAA

LALLM L AL AL X Obr. 4.9: 1D fetizek molekul Ha.

Reseni:

wi(q) = % {(a +5) £ \/(a +B)° — 4af sin2(qa)} . (4.16)

Pi. 4.7: Kohnova anomalie:*
V kovech lze predpokladat ptsobeni mezi vzdalenéjsimi atomovymi rovinami, pfiblizeni interakce nej-
blizsich sousedt neni dostac¢ujici. Pfedpokladejte, ze silové konstanty ve vztahu (4.9) maji tvar, ktery
predpovédél W. Kohn v roce 19594,
sin a
Cp —A (pqo )
pa
Parametry A a ¢¢ jsou konstanty a index p nabyva vSech celych kladnych ¢isel. Naleznéte disperzni
zévislost w?(q), ukazte, ze ma tato zavislost pro ¢ = qo svislou teénu (zlom, nekone¢nou derivaci).
Kittel, str. 135, pt. 5

Népovéda: Pouzijte identitu: 2sin(a) cos(8) = sin(a + () + sin(a — B).
Déle pouzijte Fourierovu fadu pilové funkce podle obr. 4.10, kterou lze zapsat jako:

o) = 5 i sin(nx) N i sin(nz) 7 — f(z) (4.17)
r)=m7 2 — 2 = 5 .
f(¥)
2 A
X
-2m 0 27 Am 6m 87 10w

Obr. 4.10: Tvar pilové funkce f(z) uvedené ve vztazich (4.17).

4W. Kohn, ,Image of the Fermi surface in the vibration spectrum of a metal“, Phys. Rev. Lett. 2, 393 (1959).
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Pr. 4.8: Kmity atomt v kovu sodiku:*

Uvazujme nésledujici hruby model jednoduchého kovu (s jednim vodivostnim elektronem) jako je sodik
23Na. Bodové ionty o hmotnosti M a naboji e jsou ponoieny do homogenniho kontinua vodivostnich
elektronii. Pfedstavme si, ze ionty jsou ve stabilni rovnovaze v mfizkovych bodech. Je-li néktery atom vy-
chylen z rovnovahy o malou vzdalenost u, je tlacen zpét silou, kterd je vyvolana homogennim rozloZzenim
elektrického nédboje vodivostniho elektronu uvnitt koule o poloméru prévé |i| a se stfedem v rovnovazné
poloze. Jinymi slovy, sila pusobici na iont je vyvolana elektronovou hustotou v kouli o poloméru rovném
vychylce iontu, viz obr. 4.11. Hustotu vodivostnich elektronti miizeme zapsat jako 3/47R3, ¢im7 je defi-
novano R jako polomeér koule s pravé jednim elektronem. Kittel, str. 135, pt. 7

a) Odvodte vztah pro vlastni frekvenci oscilaci iont,

1 e?
4’/T€0 MR3

b) Kolik vychazi tato hodnota pro sodik?
¢) Pomoci vyse uvedeného odhadnéte fadové rychlost zvuku v kovu.
Typicka hodnota pro kovy je 2-5x10% m/s.

Napovéda:

a) Pfevedte vztah pro potencial do tvaru obvyklého pro harmonicky oscildtor: U = %M wra?.

b) Parametry sodiku najdete diskutovany v kap. 6.

¢) Pro vypocet fadového odhadu rychlosti zvuku pouzijte vlnovy vektor dany typickou vzdalenosti v kovu,
t.j. ¢ = m/R. Pro sodik dostaneme 1.7x10% m/s.

u . .
e koule
_____ s jednim

. elektronem .-~

Obr. 4.11: Tont vychyleny z rovnovazné polohy o « je tlacen zpét silou ﬁ, kterda vznika coulombovskou
interakci kladné nabitého iontu s homogennim rozlozenim elektrického naboje vodivostniho elektronu
v kouli o poloméru rovném vychylce (tmavé zluta oblast). Hustota ndboje vodivostniho elektronu je dand
podminkou, Ze v kouli o poloméru R je pravé jeden elektron.

60



Kapitola 5

Fonony II - tepelné vlastnosti mrizky

Obsah kapitoly

5.1 Popis tepelnych kapacit . . . . . . . .. .. 0L o e e e 61
5.2 Hustota modll . . . . . . v v v i ittt e e e e e e e e e e e e e e e 62
5.2.1 Fixni okrajové podminky . . . . . .. ... .. L o 62
5.2.2 Periodické okrajové podminky . . . . ... ... Lo oL 63
5.2.3 3D periodické okrajové podminky . . . . . .. ... oo 63
5.2.4 Vypocet hustoty stavl . . . . . . . . . ... Lo 64
5.3 Einsteindv model . . . . . . . . . i e e e e e e e e e e e e e 65
5.4 Debyetuvmodel . . . . . . . . i e e e e e e e e e e e e e e e 65
5.5 Anharmonické efekty . . . . . ¢ v i i i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e 66
5.5.1 Tepelnd roztaznost . . . . . . . . .. L oL 66
5.5.2 Tepelnd vodivost . . . . . . . . . L L 67
5.5.3 Tepelny odpor . . . . . . . . . e 67
5.5.4 Nedokonalé krystaly . . . . . .. .. .. . 68
5.6 PrIKIady . . ¢ ¢ v v v i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 70

5.1 Popis tepelnych kapacit

Zakladni vztah pro mérné teplo materidlu C'y znamy z termodynamiky udava mérné teplo pfi konstantnim

objemu
ou
== 1
o= (5r), oy

Naproti tomu méreni se obvykle provadi pfi konstantnim tlaku. Rozdil obou hodnot je sice maly, ale
neni nulovy. Zopakujme dilezité konstanty, které budeme v této kapitole potiebovat. Latkové mnozstvi
1 mol je definované tak, Ze obsahuje pocet ¢astic rovny Avogadroveé konstanté, jejiz velikost je Na =
6.022 141 x 1023 mol~'. Boltzmannova konstanta zase davé do poméru energii a absolutni teplotu, kg =
1.380 662 x 10723 J K~!. Tepelné kapacity jsou ¢asto uvadény znormované na jeden mol latkového
mnozstvi, coz se oznacuje pouzitim malého pismene cy .

kde U oznacuje celkovou energii.

7 experimentu jsou fenomenologicky zndma nésledujici fakta:

1. Pii pokojové teploté plati Dulongtv-Petitv zdkon: cyy = 3Nakp ~ 25 J mol~! K1,
(Nekdy se jako jednotka energie pouziva kalorie, 1 cal = 4.1868 J.)

2. Za nizkych teplot plati pro izolatory: %im0 cy ~ T3,
—

3. Za nizkych teplot plati pro kovy: Tlim0 cy ~1T.
—
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4. V magnetickych pevnych latkdch ptibude k tepelné kapacité cy prispévek v oblasti teplot, kdy
dochéazi k uspofadavani magnetickych momenta.

7 vyse uvedeného se da usuzovat, Ze tepelna kapacita mrizky ma teplotni zavislost za nizkych teplot
amérnou T3. U kovil je tepelna kapacita mifzky zastinéna dominantnim piispévkem od vodivostnich
elektrond, ktery mé ale jinou teplotni zavislost. V nésledujici casti této kapitoly se budeme vénovat
charakterizaci tepelnych vlastnosti miizky, které souvisi s popisem vibraci pomoci fononi. Energii vSech
vibra¢nich méda v (5.1) mZeme obecné zapsat jako sumu

U= ZZUpt?: Zzhwpq<npq>, (5.2)

kde se s¢ita pres vSechny vibra¢ni médy p a vSechny vlnové vektory ¢’ v 1.BZ. Obsazeni vibrac¢nich méda
pfi dané teploté n,g; je dané Boseho-Einsteinovym rozdélenim (viz dodatek B). Ve vztahu pro energii
nezapoditavame kvantovy ¢len 1/2; ktery odpovidd vakuovym fluktuacim. P#i derivovani podle (5.1)
tento konstantni ¢len stejné vypadne.

5.2 Hustota modu

Pii v§poctu energie (5.2) se pro zapo¢itani vSech normélnich mdédt obvykle pfechazi od sumace pies ¢
k integrélu pres frekvence w. K tomu je t¥eba zavést novou veli¢inu, kterd se nazyva hustota mddi/stavi,
D. Veli¢ina D(w)dw udéva podet vibracnich méda v intervalu (w, w4+ dw) pro dany krystal. Energie vSech
vibraci mrizky je potom dana vyrazem

U= / dwD(W)n(w, T = / de(w)%. (5.3)

Pro vypocet mérného tepla musime provést derivaci celkové energie podle teploty. Je dobré si uvédomit,
7e jediné, co v tomto vztahu zdvisi na teploté, je obsazeni médu n(w,T’). Nasim tkolem je nyni najit
tvar spektralni zavislosti D(w). Nejprve musime odvodit, jaké jsou dovolené hodnoty vlnového vektoru q.
Potom se urci frekvence vibra¢nich médu pro vSechny tyto dovolené vlnové vektory. A nakonec spocitame
histogram, t.j. kolikrat jsme dostali hodnotu z intervalu (w,w + dw).

5.2.1 Fixni okrajové podminky

Jako obvykle ndm kvantovani néjaké velic¢iny, ktera je klasicky spojitd, vyplyva pfimo z feSeni okrajovych
podminek. Podivdme se na jednoduchy 1D pfipad (N + 1) atomt. U atomérniho fetizku mizeme poza-
dovat, aby koncové atomy fetizku byly fixni. VSechny mozné normalni vibra¢ni médy lze potom zapsat
ve formé stojatych vin pro s-ty atom

us = usin(sqa)e "
Jak to ukazuje obr. 5.1, podminka fixniho prvniho atomu je automaticky splnéna vybérem funkce
sinus a podminka fixniho posledniho atomu omezuje dovolené hodnoty vlnového vektoru g,
sin(¢L) =0 = gL=nw, n=12,...,.N—1.

Dovolené hodnoty ¢ jsou ekvidistantné rozmisténé v intervalu (0,7 /a), téchto hodnot je (N — 1) a vzdé-
lenost sousednich dovolengch hodnot je: Ag = 7/L.

5 pohyblivych atomd 5 frekvenci
S Ag= 7/l

o 1
5

Obr. 5.1: Retizek sedmi atomt s fixnimi okrajovymi podminkami.
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5.2.2 Periodické okrajové podminky

Nevyhodou fixnich okrajovych podminek je to, Ze popisuji pouze stojaté vlny. Samoziejmé volba okra-
jovych podminek nemitize ovlivnit vysledné vlastnosti objemového vzorku. Pro zjednoduseni vypoctl je
Casto vhodnéjsi volit periodické okrajové podminky. VSechny mozné normalni vibra¢ni médy lze potom
zapsat ve formé rovinnych vln pro s-ty atom

1 sqa —wwt

Ug = U e

Zde jsou dovolené hodnoty vlnového vektoru omezeny periodickou podminkou (Bornovy-von Karmanovy

okrajové podminky')
u(sa) = u(sa+ L).

Pozadujeme, aby feSeni nalezené v libovolném bodé krystalu se po vzdalenosti L pfesné zopakovalo.
Jako bychom ke krystalu délky L pfipojili dalsi krystal se stejnym feSenim a pozadovali, aby vSe plynule
navazovalo. V 1D pfipadé fetizku NV atomu si to mizeme predstavit tak, ze atomy uzavieme do spojitého
krouzku. Dovolené hodnoty ¢ jsou omezeny na 1.BZ, t.j. interval (—m/a, 7 /a). Dovolenych hodnot je N
a jejich vzdalenost je Aq = 27 /L, jak ukazuje obr. 5.2.

6 pohyblivych atomd

6 frekvenci
\“ Aqg= 27/L
-1 1 2 3
e+
-mla 0 la q

Obr. 5.2: Retizek Sesti atomt s periodickymi okrajovymi podminkami.

5.2.3 3D periodické okrajové podminky

qy Aqy
20 — [-—
dq i
#
15 Aqx
/ i
10
9 Obr. 5.3: Dvoudimenzionalni k-prostor, ve kterém
5 jsou stavy (g, qy,) povolené okrajovymi podmin-
kami znézornény jako priseciky zelenych pfimek.
By Cervené oznadené stavy lezi ve zvoleném intervalu
\ \ energii, coz odpovida vyznacenému mezikruzi.
0 5 10 15 20 Ox

Pro nas je nejdiilezitéjsi velikost elementu k-prostoru pripadajici na jeden vibra¢ni méd dany vlnovym
vektorem ¢ ve 3D. Z vySe uvedeného je zfejmé, Ze pro periodické okrajové podminky dostaneme velikost

1Max Born ziskal za statistickou interpretaci vinové funkce Nobelovu cenu za fyziku v roce 1954.
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tohoto elementu ve tvaru

[(Ag)® = (2n/L1)° = (20)° Vi

(5.4)

kde Vi je objem celého krystalu. Tuto hodnotu budeme vzdy pouzivat pfi pfechodu od sumace k integralu
v k-prostoru. K tomuto tématu se vztahuje pf. 5.1 na konci této kapitoly a obr. 5.3.

5.2.4 Vypocet hustoty stavi

Vratme se zpét k vypoctu hustoty médt. Budeme uvazovat nejjednodussi 1D Fetizek atomt podle obr. 5.2.
Disperzni zavislost wy(¢) budeme pfedpoklddat v pfibliZzeni interakce nejblizsich sousedt (4.10). Obra-
zek 5.4 ukazuje v levém panelu a) tuto disperzni zévislost a v pravém panelu b) histogram poc¢tu existu-
jicich stavt v intervalu frekvenci Aw. Pro zobrazeny pripad tisice atomt musi byt i soucet vSech dvaceti
sloupecka histogramu roven N = 1000. Symbolem N oznacujeme pocet elementarnich bunék, ale v pfi-
padé jednoatoméarniho fetizku je N rovno i poc¢tu atomil. Teoreticka zavislost hustoty stavi zobrazena
¢ervenou carou se poc¢ita v pf. 5.3 na konci této kapitoly a vychazi

v 1

™ w

D(w) (5.5)

kde maximalni frekvence wy, = 24/a/M, M zna¢i hmotnost atomil a « je silova konstanta.

3 1060eg oot oed b)) o T T ]
P ]
0.8 - . 0.8 5
£ 06 |- . E 06 E 5
3 3

3 o4l . 3 04 .
N =1000 |
02 f 1 0.2 A=20 |]

OO 1 & 1 OO 1 1 1 1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 0 50 100 150 200

q (/@) D(w)

Obr. 5.4: Vypocet hustoty stavi pro jednoatomérni fetizek N atomu: a) disperzni zévislost; b) odpovi-
dajici histogram. Energeticky interval je rozdélen na A = 20 dilku.

Pro 3D krystal s s atomy v primitivni buiice existuje 3s fononovych zavislosti wy(q), fononovyjch
vétvi. Obecnd hustota méda ve 3D pro p-tou vétev fonont w,(q) se pocita jako pocet stavii ve slupce
k-prostoru s frekvenci v intervalu (w,w + dw). Pro vypocet je tedy potfeba znét tvar ekvienergetickych
ploch v k-prostoru

‘/ck 3
D = .
slupka
Ve 2" dSy 2" dsS,
@ | g [ mate s [ S
plocha plocha plocha

kde slozky grupové rychlosti (U; = V,w) se ve 3D spoéitaji jako derivace w podle slozek vinového vektoru
¢. Hustota méda pro p-tou vétev fononu s frekvenci w se tedy spocita jako plosny integral v k-prostoru

podle
D, (w) = ek /@. (5.7)

Vg

plocha
Pii tomto vypoctu maji zvlastni vyznam body s nulovou grupovou rychlosti v, = 0. Tyto body

zpusobuji singularity pfi vypoctu hustoty stavi a jejich prispévek je tedy dominantni. Tyto tzv. sedlové
body disperzni zavislosti se oznacuji jako van Hoveovy singularity.
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5.3 Einsteinuv model

Tento model uvazuje pouze jednu frekvenci fonont wy. Obsazeni fonont pfi dané teploté je dané Boseho-
Einsteinovym rozdélenim (viz dodatek B). 3s urc¢uje pocet stupiit volnosti pro s atomt v primitivni buiice
mfiizky. Pocet stavii vlnového vektoru je IV, potom

S

3s N 1 1
U= ;§mo(nr@+ 5) = 3Ns huo(n + 7).
Derivaci energie podle teploty dostaneme tepelnou kapacitu. Je dobré si opét povSimnout, ze jediné, co ve
vztahu pro energii zavisi na teploté, je rozdélovaci funkce ng. Pro vysoké teploty dostaneme pro Einsteintiv
model spravny klasicky vysledek Cy = 3N skg. Pro nizké teploty T — 0 jde Cy k nule ale exponencialné.
To je zpusobené tim, ze Einsteinv model zanedbava disperzi fonont. Prestoze jde o priblizeni, da se
tento model pouzit pro popis dlouhovlnnych optickych fonon.

5.4 Debyetiv model

Tento model predpoklada pouze akustickou vétev se zavislosti w = wvgq, kde vy je konstantni rychlost
zvuku. Predpokladame, ze vSechny povolené stavy vektoru ¢ vyplni kouli v k-prostoru. Pocet mdéda
S ¢ < Gmax Jj€

4 3 3
_ 3T0max chkwmax
N="5p = G (5-8)
Vck

Hustota méda pro jednu akustickou vétev je pak dana

- dN o Vcka

D =— = .
@) dw 27203

Pocet stavil v kouli v k-prostoru ma byt roven NV, t.j. poctu elementarnich bunék ve vzorku. Tato pod-
minka definuje mezni frekvenci (mezni vlnovy vektor), kterd se oznacuje jako Debyeova frekvence:

67(2 V
3 ck
= — kd DC = .
dp ‘7c ) € N

2,3
6T
)
Ve

wh =

V tomto modelu musi platit linearni disperzni zavislost pro akustickou vétev i pro Debyeovu frekvenci,
WD = Vo ¢D-

Pocet modil s ¢ < qmax VyCerpa pocet stupni volnosti v mfizce s jednim atomem v primitivni butice.
Efektivné jsme takto nahradili 1.BZ kouli o poloméru gp.

0Od ted budeme uvazovat 3 akustické vétve. Odvodime hustotu médu ze znalosti Debyeovy frekvence.
V kouli o poloméru ¢p je 3N stavii, a proto

D(w)dw = % - 4mqgdg = 9Nq2;iq = 9NW2§w.
374D ap wWp
Celkova energie fononi vyjde
9N 7 w3dw
0= [ D) o) o = 25 [ e

Derivaci podle teploty dostaneme mérné teplo miizky ve tvaru
/T

T\? ezt hw hwp
— ONkg [ = dr—0 - _ wp
Cv =9 B(@) / Ter—112 "7 kel %=1

Pii tomto odvozovani bylo vyhodné zavést tzv. Debyeovu teplotu ©. Je tieba si zapamatovat, ze
Debyeova teplota je mez, ktera urcuje, zda mizeme pti dané teploté mtizky T pouzit aproximaci nizké,
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¢i vysoké teploty. V téchto limitach mizeme vyraz pro tepelnou kapacitu vyrazné zjednodusit.
Vysoké teploty: T>0,z2<1 = ee*~1+uzx,

Nizké teploty: ©/T oo = [°[..]ds =4x?/15,

Cy ~ (T/©)>. (5.10)

(PO. 5.1: Debyeovy teploty pro krystaly soli).

5.5 Anharmonické efekty

V rdmci harmonické aproximace dostavame nékteré nespravné vysledky jako:

Fonony vzajemné neinteraguji, nemohou se s casem vyvijet nebo se samy rozpadat.

Neexistuje tepelna roztaznost.

Elastické konstanty nezavisi na teploté ani na tlaku.

B Tepelnd kapacita je konstantni pii vysokych teplotach (T > ©).

Tyto tzv. anharmonické efekty 1ze fesit pouze v ramci presnéjsiho popisu krystalu.

5.5.1 Tepelna roztaznost

6
- —— druhy 7ad aprox.
4r ¢tvrty fad aprox.
o L — potencidl
';' (U o RRERE) SRR R R AR AR
2, Obr. 5.5: Pokud pouzijeme Taylo-
-%"0 2r rav rozvoj potencidlu pro sial KCl
GE 4L podle obr 3.4, ziskdme pro rozvoj
5] do ¢tvrtého fadu lepsi shodu, nez
-6 | . pro harmonickou aproximaci. Roz-
e R AR ] voj potencidlu ma tvar [—7.215 +
Ml ; KCl o 3.34822 — 4.2812° + 3.6372%] eV, kde
210 b Ro=3.155A ] vychylka z rovnovdhy x se dosazuje
: — : : ' v angstromech.
2 4 6 8 10

Anharmonické efekty je nutné zapocitat zvlasté pii vyssich teplotach. Pii vétsich vychylkach kmitt
atomu je potieba uvazovat vyssi fad rozvoje potencidlni energie typicky az do ¢tvrtého fadu, viz obr. 5.5.

U(Ry + x) = Ug(Ry) + U(x) = Up(Ro) + cx? — g — fa?,
je rozvoj 1D potencidlu do ¢tvrté mocniny soufadnice x, kterd popisuje délku vazby. Konstanty ¢, g a f
jsou koeficienty rozvoje do druhého, t¥etiho, resp. ¢tvrtého radu.

Tepelnou roztaznost ziskame z teplotni zavislosti stfedni hodnoty vychylky z. Pro vypocet pouzijeme
Boltzmanovo rozd€leni nasledovné

ffooc drx exp[-U(x)/kgT] 3¢

I dw exp[-U(x)/kpT] 42 7 (5.11)

(z) =

Dostali jsme, 7e tepelna roztaznost je dand pomérem g/c? konstant rozvoje potencidlu do vyssich ¥adi.
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5.5.2 Tepelna vodivost

Budeme sledovat tok energie podél dlouhé tyce, jak to ukazuje obr 5.6. Pokud se na tepelné vodivosti
podili pouze mfizka, muZzeme pfenos energie popsat energii prenasenou fonony. Proti klasické kinetické
teorii idedlniho plynu fonony nepfenéseji hmotu, ale pouze energii. Nicméné na tok tepla (tepelné energie)
se muzeme divat z klasického pohledu termodynamiky pohybu ¢astic v teplotnim gradientu podle

dT
v = —A—. 5.12
Ju dr ( )
ju oznacuje tok tepelné energie jednotkovou plochou za jednotku casu. Konecna tepelna vodivost A
vyzaduje, aby fonony vzajemné interagovaly. K prenosu energie tedy nedochézi balisticky z jednoho
konce na druhy, ale difuzi provazenou mnoha srazkami, které se ¥idi statistikou. Jinak by byla teplotni
vodivost nekone¢nda a konce uvazované tyce by musely mit vzdy stejnou teplotu.

V klasické kinetické teorii se odvozuje nasledujici vztah pro tepelnou vodivost
1
A= ngl. (5.13)

Nyni musime spravné interpretovat jednotlivé ¢leny pro fonony, jak to poprvé provedl Debye: C' znaci
tepelnou kapacitu vztaZenou na jednotku objemu, v oznacuje stfedni rychlost fonond a [ stfedni volnou
drahu mezi nésledujicimi srazkami.

T+AT T

Obr. 5.6: Tok energie v ty¢i, jejiz konce
maji teplotni rozdil AT. Pro ustédleni
R lokélni tepelné rovnovahy s teplotnim
gradientem podél osy X jsou zapotiebi

| pro rozptyl fonont U-procesy.

Odvozeni vztahu (5.13) z klasické kinetické teorie je ilustrativni a jak platilo pro molekuly, tak bude
platit za stejnych predpokladi i pro fonony. Mé&jme castici s tepelnou kapacitou ¢, ktera se pohybuje
v prostiedi s gradientem teploty ve sméru osy X, pfitom prenese energii cAT. Tok ¢astic v kladném
sméru osy % je $n(|v,|). Céstice se pfi srazkéch termalizuje, takZe tepelnou energii pienasi mezi srazkami.
Energii prenasi stejnym dilem c¢astice, které se pohybuji v obou smérech osy x. Rozdil teploty v mistech
nasledujicich srazek je

dT dT

AT = al = aUIT,

kde 7 znadi ¢as mezi nasledujicimi srazkami. Tok energie pfi zapocteni pohybu ¢astic obéma sméry nam
vyjde
ar , , 1 dT

1T = — = — _ = —— 2 B —
Jju = —nv,cAT neg (v 3nc<v >de. (5.14)

Pro fonony, které maji konstantni rychlost v, miZzeme tuto rovnici pfevést na (5.12) a odvodit (5.13)
s vyuzitim znalosti [ = vr a C = nc.

x

5.5.3 Tepelny odpor

Teorie anharmonickych efekti predvida zavislost stfedni volné drahy [ nepfimo timérnou teploté T, coz je
v souladu s fadou experimentti. Toto tvrzeni je intuitivni, nebot celkovy pocet fonont, na kterych mtze
dojit k rozptylu, je tmérny teploté T'. MuzZeme Fici, ze pokud se teplota zvysi dvojnisobné, pocet fonont
vzroste na dvojnasobek, pravdépodobnost srazky fononu za jednotku ¢asu bude dvojnasobnd a stfedni
volna draha fononu bude tedy polovi¢ni.

Pro koneény tepelny odpor musi ale jesté existovat mechanismus, ktery vede k ustaleni lokalni tepelné
rovnovéhy. Jak ukazuje obr. 5.7a), pfi normalnich procesech rozptylu fononti (N-procesy) se zachovava
celkové hybnost souboru fonont

T = nghq.
q

Pokud je na jednom konci ty¢e nenulovy tok rozdéleni horkych fononi s J # 0, pak se toto rozdéleni

vvvvvv
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Qy Cy

b)

d1

A1 %

3

Obr. 5.7: Schématické znézornéni fononovych rozptylovych procesti ve étvercové miizce: a) normalni N-
proces, 1 +¢> = §3, b) preklapéci U-proces, g1 +go — G= @5. Zluty &tverec zna¢i 1.BZ. Pii srazce zanikaji
dva modré fonony a vznika cCerveny fonon spliujici soucasné zakon zachovani vlnového vektoru a zakon
zachovani energie wy + wy = ws. V piipadé b) vznikl fonon mimo 1.BZ, a proto je ho tfeba vrétit zpét

—

do 1.BZ odeétenim vektoru reciproké miizky G = (27/a,0).

1929 R. Peierls. Jak ukézal, diky tomu, Ze fonony v mfiZce mohou mit vinovy vektor pouze v 1.BZ, jsou
mozné tzv. pieklapéci U-procesy?. U téchto procesii se pieklapi smér vinového vektoru diky zapoditani
vektoru reciproké mrizky G. To umoznuje vytvoreni lokalni rovnovahy s rtiznou teplotou kazdého mista
podél tyce. Takto mtze vzniknout gradient teploty podél celé délky tyce.

Aby mohl probéhnout U-proces, musi mit oba fonony vlnovy vektor vétsi nez %C;" Tuto podminku
splnuji fonony s energii vétsi nez %kBG). P1i nizkych teplotach Ize o¢ekavat, ze pocet fonont s dostatecné
velkym vlnovym vektorem se bude ménit podle Boltzmannova rozdéleni tmérné exp(—©/2T). Tato ex-
ponencialni zavislost je ve shodé s experimentalnim pozorovanim.

7 predchozich tvah mtuzeme dedukovat, Zze fononova stfedni volna dréha, kterd vystupuje ve vztahu
pro tepelnou vodivost (5.13), je uréend pravé a pouze U-procesy, které vedou k ustéleni lokdlni rovnovahy
s lokalni teplotou kazdého mista.

5.5.4 Nedokonalé krystaly

Doposud jsme uvazovali pouze dokonaly nekonecény krystal. K omezeni stfedni volné drahy fononu ale
prispivaji i geometrické efekty. Samoziejmé, pokud by stfedni volnad draha vychéazela vétsi nez Sitka
krystalu, bude rozhodujici rozptyl na hranicich krystalu. Tepelna vodivost se proto za nizkych teplot
muZe stat funkci rozméra vzorku. Dalsi omezeni tepelné vodivosti je dané nedokonalostmi krystalu, které
porusuji pfesnou translaéni symetrii. Jsou to bud p¥imési jinych prvki (necistoty), nebo vSechny mozné
poruchy v krystalickém usporadani.

2Sir Rudolf Ernst Peierls se vénoval popisu tepelné a elektrické vodivosti polovodiéti s vyuzitim konceptu kladnych
kvazicastic, dér. Zény v k-prostoru pouzival jesté pred L. Brillouinem a s vyuzitim téchto zén formuloval Umklapp procesy
dulezité pro popis srazek fonont.
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PO. 5.1: Periodické tabulka ukazuje pod nazvem prvku Debyeovu teplotu mfizky ©. Pokud je hodnota

O nizsi nez pokojova teplota je prvek podbarven modfe. Pokud je vyssi, tak je podbarven ¢ervené, viz
vykreslend $kala. Pro zelené podbarvené prvky neni Debyeova teplota zndma. Data pievzata z [2].
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5.6 Priklady

Pi. 5.1: Pocet stava v Brillouinové zéné:

Bornovy-von Karmanovy periodické okrajové podminky urcuji poc¢et povolenych stavi vinového vektoru
q v 1.BZ. Ukazte Ze:

a) Pokud plati periodické okrajové podminky pro jakoukoliv obecnou vlnovou funkci ve tvaru

U7 = U+ N,

pak je poclet povolenych stavil vektoru ¢ v 1.BZ velikosti (i—’f, i—’;, i—:), roven N = Ny Ny N3.
b) Vzdélenost sousednich vlnovych vektort je Ag; = ]\?’; = QL—’T
3
¢) Velikost objemu k-prostoru odpovidajici jednomu stavu vektoru ¢ je (%/7;2 , kde Vi je objem celého

krystalu.

Pi. 5.2: Odhad radu silové konstanty pro kfemik:
V kiemiku se zvuk §if rychlosti 2.2x10% m/s. Odhadnéte fadové velikost silové konstanty o v piiblizeni
interakce nejblizgich sousedil. Miizkova konstanta kiemiku a = 5.43 A.

Néapovéda: Vyuzijte vztah (4.11), kde atomovad hmotnost kiemiku je 28 a délka vazby z geometrie dia-
mantového krystalu kiemiku je (v/3/4)a.

Reseni: [~ 4 N/m]

Pr. 5.3: Vypoéet hustoty médu:
a) Uvazujte 1D linedrni fetizek N stejnych atomi s interakei nejblizsich sousedt. Pro tento model odvodte
vztah (5.5) pro hustotu stavi.
b) Ptedpokladejte, ze optickou fononovou vétev miizete aproximovat parabolou podle w(q) = wy, — Ag>.
Ukazte, ze ve 3D je
Ve 27

D(OJ) = WW\/WIH — W,
pro w < wpy. Prow > wy, je D(w) = 0. Hustota optickych médi je pro vybrany kubicky krystal zobrazena
v obr. 5.8. Zlomy zavislosti odpovidaji symetrickym bodtm Brillouinovy zény. Kittel, str. 161, pt. 1

Napovéda: viz obr. 5.8.

0 \&Xﬁ 0 \’L’LO\ D \'&00\ N \(y:)()\

A 4 T Al —@ T

D (w)

0.0

Obr. 5.8: Vypocet hustoty stavi pro optickou vétev fononi.

Pi. 5.4: Hustota mdédu pro étvercovou miizku:
V predchozi kapitole se v pf. 4.2 ziskala disperzni zavislost pro 2D ¢tvercovou mfizku ve tvaru
2C
w? = = (2 — cos(gza) — cos(gya)).
M
Spocitejte pro tuto étvercovou miizku hustotu stavii D(w). Ulohu feste numericky tak, ze 1.BZ rozdélite
na rovnomeérnou sit (nap¥. 1000x1000) a hodnoty w vynesete v histogramu. Kittel, str. 162, pt. 6
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Napovéda: viz obr. 5.9.

a) b)

14

4, (x/2)
D (w)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14

Obr. 5.9: a) Disperzni zavislost pro 2D ¢tvercovou miizku. b) Hustoty stavii pro akustickou vétev fonont
ve 2D.

Pi. 5.5: Tepelna vodivost:

a) Ukazte, ze pii vysokych teplotéch je celkovy pocet vybuzenych fonond imérny teploté.

b) Odvodte tepelnou zavislost tepelné vodivosti pro p¥ipad nizkych a vysokych teplot. Tuto zdvislost
zhruba nacrtnéte.

Néapovéda: Vyuzijte vztah (5.13) a zavislosti na teploté jednotlivych ¢lenti: tepelné kapacity a stfedni
volné drahy. Pouzijte také zavislost odvozenou v bodu a).
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Kovy jako velmi vyhodny konstrukéni material: 49°35’16.525” N, 17°15’50.967" E.
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Kapitola 6

Kovy - Fermiho plyn volnych
elektronu

Obsah kapitoly
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6.1 Uvod

Vétsina prvki periodické tabulky (prvky od alkalickych kovii az po diagondlu, viz obr. 3.1) vytvari kovové
krystaly. Kovy tvori specifické krystaly s typickymi vlastnostmi. Kovy jsou sice tvrdé, ale lze je tavit a
zpracovavat do pozadovanych tvard. Proto se kovy zacaly vyuzivat ¢lovékem jiz pred tisici let a umoznily
rozvoj civilizace az k dnesnimu stavu, coz ukazuje tivodni obrazek této kapitoly.

Prvni teorii, ktera byla schopné objasnit typické vlastnosti kovi, vypracoval P. Drude. V roce 1900,
tedy t¥i roky po objeveni elektronu J.J. Thomsonem, pouzil Drude kinetickou teorii plynid na popis pohybu
vodivostnich elektrond v celém objemu kovu. V této kapitole postupné odvodime nékolik jednoduchych
vztahli pro parametry kovt.

Vysoka vodivost kovi je zptsobend tim, ze vodivostni elektrony se mohou v celém objemu krystalu
kovu volné pohybovat. Celkovou energii vodivostnich elektroni mutzeme tedy brat pouze jako kinetickou
energii. Potencidlni energii, ktera je pro vodivostni elektrony prakticky konstantni, mtizeme polozit rovnou
nule. ProtoZe vodivostni elektrony nejsou lokalizované, t.j. jejich vlnova funkce je teoreticky nenulova
v celém objemu krystalu, musi Fermiho plyn' vodivostnich elektront spliiovat Pauliho vyluovaci princip.

Nejjednodussimi kovy jsou alkalické kovy. Jako typicky piiklad vezméme napiiklad sodik. Krystal
sodiku je slozen z iont@ Na®t s 10 elektrony v uzavienych slupkach 1522s%2p°, které zabiraji pouze 15 %

1Enrico Fermi je nositelem Nobelovy ceny za fyziku z roku 1938.
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objemu krystalu. Kazdy atom sodiku pfispivad do vodivostniho pasu jednim elektronem, ktery by byl u
volného atomu ve stavu 3s'.

Hustotu elektroni miZzeme odvodit z parametri krystalové miizky. Sodik ma v kubické struktuie
BCC dva atomy na elementarni buiiku s mifzkovou konstantou a = 4.225 A. Kazdy atom pfispivé
jednim vodivostnim elektronem, valence Z* = 1. Hustotu vodivostnich elektroni spocitame jako: ngcc =
27*/a®. Pro sodik takto dostaneme n = 2.65 x 10?2 cm~3. Spravnou hodnotu hustoty mtizeme ziskat
i druhou metodou, a to bez znalosti struktury kovu. Staci podélit hustotu kovu atoméarni hmotnosti a
ktera obsahuje pravé jeden elektron, tedy

1 4 4

— = -7r}. 6.1

n 3 S ( )
Wignertiv polomér se ¢asto udava v jednotkéch Bohrova poloméru (ag = 0.529 A). Pro sodik dostaneme
re = 2.08 A = 3.93q.

Analogicky s vypoc¢tem pro sodik mtzeme nyni odvodit hustotu elektront nap¥. pro méd. Ta mé ve
struktufe FCC mifzkovou konstantu ¢ = 3.61 A a valenci jedna. Pozorny ¢tenaf si nyni jisté snadno
dopo¢itsd Wigneriv polomér médi: r, = 1.41 A = 2.67 a.

6.2 Drudeho model

Pouziti kinetické teorie plynti na popis vodivostnich elektronti vyzaduje provést nékteré aproximace. Ty
potom limituji pfesnost a pouzitelnost ziskanych vysledki.

1. Kinetickd teorie predpoklada neinteragujici ¢astice. To znamend, ze elektrony se mezi srazkami
pohybuji pfimocare. Pouze pokud je kov ve vnéjsim elektrickém nebo magnetickém poli, ptisobi na
elektrony Lorentzova sila, coz vede ke zméné piimocarého pohybu podle Newtonova zakona. Zavedli
jsme tedy aproximaci nezdvislych elektroni (mezi srdzkami nepisobi zaddné elektron-elektronova
interakce) a aproximaci volngch elektront (mezi srdzkami se elektron-iontové interakce neprojevuje).

2. Srazky jsou okamzité, méni okamzité rychlost elektronu. Oproti kinetické teorii plyni, kde se srazi
volné ¢astice mezi sebou, zde jsou nejvyznamnéjsi srazky elektront s vazanymi ionty.

3. Pravdépodobnost, ze dojde béhem infinitezimélniho casového intervalu dt ke srazce, je dana vyrazem
dt/7. Casova konstanta 7 se oznacuje jako relazacni doba nebo také volna doba Zivota a hraje
fundamentalni roli v teorii vodivosti kovil. Z teorie pravdépodobnosti vyplyva, ze pokud zvolime
nahodné néjaky elektron, pak nejpravdépodobnéji poputuje volné pravé ¢as T pred tim, nez dojde
k dalsi srézce. Pfredpokladame, Zze 7 nezavisi na poloze ani na rychlosti elektronu, coz ve vétsiné
pripadu plati.

4. Predpokladame, Ze elektrony dosahnou terméalni rovnovahy se svym okolim vyhradné a pouze pro-
stfednictvim srazek. Rychlost elektronu po srazce nesouvisi s puvodni rychlosti, ale elektron ma
nahodny smér a velikost rychlosti pravé tak, aby to odpovidalo distribuci pro teplotni rovnovahu
v daném misté.

6.3 Nekonec¢na potencialova jama

Nyni musime pouzit kvantovou teorii, abychom mohli spocitat energii elektronovych stavi a mohli na
nerozlisitelné elektrony pouzit Pauliho vylucovaci princip. Méjme krystal slozeny z N atomt, kde kazdy
atom prispiva jednim vodivostnim elektronem. Musime tedy nalézt N elektronovych hladin tvoricich
vodivostni pés, které budou v zdkladnim stavu obsazeny elektrony. Hamiltonian ve Schrédingerové rovnici
je dan pouze kinetickou energii elektronu s hmotnosti m

2 Ay
2m dax?

Hi//n = = End)n; (6'2)

kde E,, oznacuje energii elektronu v jednoelektronovém stavu popsaném vlnovou funkci 9,,.
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Nekoneénd potencidlova jama Siftky L je standardni dloha z kvantové mechaniky [11], viz obr. 6.1.
Resenim je vlnova funkce ve tvaru 1), = Asin(kz), kterd dosazenim do Schrédingerovy rovnice dava
vlastni energii E,, = h?k?/2m. Kvantovani, t.j. diskretizace energetického spektra, je dané okrajovymi
podminkami: ¢,,(0) = 0, ¥, (L) = 0. Prvni podminka je splnéna automaticky volbou funkce sinus. Druhé
udava to, ze funkce 1, ma na délce L pravé n pulvln,

2,2
kL=nr = k=-2n = e

Nyni pouzijeme Pauliho princip, ktery fika, Ze na kazdé hladiné F,, smi byt pouze dva elektrony, které
se lisi opac¢nou orientaci spinu, spinové kvantové ¢&islo elektronu je ms = +1/2. Kazdy elektron méa tedy
unikétni kombinaci kvantovych éisel (n, ms).

V tomto 1D pripadé je nejvyssi energetickd hladina, kterd je v zékladnim stavu obsazend, dana

vyrazem
R2r2 (N2
Er=—=1—=] . 6.4

" omp? (2) (6-4)

Tato energie se oznacuje jako Fermiho energie. Jingmi slovy feceno, jde o posledni obsazenou hladinu pfi
teploté absolutni nuly (7= 0 K).

6.4 Fermiho-Diracovo rozdéleni

Odpovéd na otazku, co se d&je s obsazenim energetickych hladin elektrony pii zvySovani teploty, ndm
déva Fermiho-Diracovo rozdéleni? (viz dodatek B). To ndm udava pro idealni plyn volnych elektront
v tepelné rovnovaze na teploté T' pravdépodobnost, s jakou bude obsazen stav s energii F,

1

fFD <E) - e(E_H)

SERTTT (6.5)

V tomto vztahu je nové zavedend veli¢ina u, kterd se oznacuje jako chemicky potencidl. Hodnota této
veli¢iny je funkci teploty a je dand normovaci podminkou: ,,Pfi zméné teploty se neméni celkovy pocet
elektroni ve vzorku.“ Pro T = 0 K je z definice 4 = Ep. Déle plati, ze pti jakékoliv nenulové teploté musi
byt fep(p) = 1/2. Tvar Fermiho-Diracovy distribuéni funkce pro zvySujici se teploty ukazuje obr. 6.2.

2Paul Dirac je nositelem Nobelovy ceny za fyziku z roku 1933.
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Obr. 6.2: Fermiho-Diracova distribuc¢ni
funkce (6.5) pro rtzné teploty s typickou
P Fermiho teplotou pro kovy Tp = Er/kp =
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 OHxI'K

E/kg (10° K)

Neékdy je vyhodné pro energie dostateéné vysoko nad chemickym potencidlem (E — p > kgT') provést
limitu a zanedbat jednicku ve jmenovateli (6.5). Fermiho-Diracovo rozdéleni nam tak pfejde na klasické
statistické Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni, fg(F) = e~ (F—#/ksT,

6.5 3D elektronovy plyn

Uvazujme nyni krystal jako 3D potencidlovou jamu. Schrodingerova rovnice bude mit tvar

[ 0% 02 02
(302 * s + 302 Va9 = ot o0

"~ 2m
V tomto piipadé je vhodnéjsi zavést periodické (Bornovy-von Karmanovy) okrajové podminky na hledané
vlnové funkce, které muzeme zapsat ve sméru osy X jako: ¢p(x + L,y,2) = ¥i(z,y, z). Vinové funkce,
které fesi Schrodingerovu rovnici a vyhovuji témto okrajovym podminkam, jsou rovinné vlny, které mohou

popisovat pohybujici se elektrony. Nulové okrajové podminky by naproti tomu umoziovaly popsat pouze
stojaté vlny. Reseni Schrédingerovy rovnice lze potom zapsat jako:

h2k>
= om

e () = ™7, B (6.7)
Komponenty vlnového vektoru k predstavuji nova kvantova ¢isla feseného problému. Z okrajovych podmi-
nek plyne, Ze kazda slozka vlnového vektoru musi byt celo¢iselnym ndsobkem 27 /L, napt. k, = n, (27 /L).
Okrajové podminky nam zase zpusobuji kvantovani, konkrétné v tomto pripadé kvantovani vinového
vektoru. Ten jiz nemiize nabyvat vsech hodnot, ale pouze diskrétnich hodnot. Kazdému vlastnimu stavu
vektoru k pak v k-prostoru odpovid4 objem (27)3/Ve, kde Ve je objem celého krystalu. Tento vysledek
jsme jiz dostali pii feSeni pt. 5.1.

Hybnost elektronu v daném stavu k miiZzeme spocitat pouzitim operatoru hybnosti na odpovidajici
vlnovou funkci ¢

PUs(7) = —ihV U (7) = Bk (7). (6:8)
Vektorovy operator gradient znamend derivace V = (d/dz,d/dy,d/dz). Jak je vidét, vinova funkce v(7)

je tedy vlastni funkci operatoru hybnosti s vlastni hodnotou hk. Vlastni hodnota rychlosti je potom
jednoduse ¢ = hk/m. Protoze miZeme interpretovat vektor k jako vlnovy vektor rovinné viny, dostaneme
také vinovou délku elektronu

A= — (6.9)
ktera odpovida de Broglieové vlnové délce elektronu jakozto hmotné castice.

V zékladnim stavu systému N volnych elektrontt bude obsazeno N elektronovych stavi s nejnizsi
energii. Diky kvadratické zavislosti energie podle (6.7), budou tyto stavy vypliiovat kouli v k-prostoru,
jak je to zndzornéno na obr. 6.3.
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Obr. 6.3: Rez Fermiho kouli obsazenych stavi

gfgéiglo volnych elektront v zdkladnim stavu. Stavy
s nejvyssi energii (Fermiho energii Fr) lezi na
povrchu této koule a odpovida jim vlnovy vek-
0.0 0.2 0.4 0.6 08 10 tor o velikosti kp.

Energie v jednotkach Eg

Velikost vlnového vektoru kp uréime z normovaci podminky, kdy pozadujeme, aby Fermiho koule
obsahovala pro elektrony pravé N stavi. Pfi odvozovani musime opét uvazovat, ze kazdy stav popsany
vektorem k mize byt obsazen dvéma elektrony s opac¢nou orientaci spinu

4 3
3mhy Va3 N
N:2(327ﬂ_)3 S 37‘(2 s = kF =¢ 371'2@, (6].0)
h2 k2
Er = ZmF' (6.11)

7 téchto vztaht je zfejmé, ze Fermiho energie ani Fermiho vinovy vektor nejsou funkci velikosti vzorku,
ale zavisi pouze na koncentraci vodivostnich elektronii: n = N/V,. K vySe uvedenym veli¢indm se obvykle
zavadi navic jesté Fermiho rychlost @ (rychlost elektrontt na Fermiho plose) a Fermiho teplota Ty podle

- hkp h N Er
up || k vp = — = — {32 —, Tp=—. 6.12
F || F, F m m chk, F kB ( )
Zde je tfeba zduraznit, Ze Fermiho teplota je konstanta nezévisla na teploté. Tato teplota oznacuje mez,
podle niz lze rozhodnout, zda miuzeme pfi konkrétni teploté T' pouzit nizkoteplotni, nebo vysokoteplotni
pribliZeni.
Nyni vyuzijme Wigneriv polomér ry definovany vztahem (6.1) a jako jednoduché cvi¢eni si pomoci
ného vyjadiime vsechny vyse zminované Fermiho veliciny. Vysledek je zapsan v tab. 6.1. Parametry dvou
typickych kovi se pocitaji v pi. 6.2 na konci této kapitoly.

Tab. 6.1: Fermiho parametry kovi, které lze spocitat z Wignerova poloméru.

Popis n kg VR Er [eV] Tr

v SI 0.239/13 1.92/r, 222 x10~4/r, 140 x 10719/r2  1.63 x 1015 /s
v CGS 23.9/r3 1.92/r 2.22/r, 14.0/r2 16.3/r2
[rs v A] %1022 cm ™3 %108 cm ™! x10% cm/s x eV x10* K

6.5.1 Hustota stava

Nyni nalezneme vyraz pro pocet stavi v daném intervalu energii. Tuto veli¢inu, analogicky jako v kapitole
o fononech, budeme oznacovat jako hustotu stavi. D(E)dE udévé pocet elektronovych stavii v intervalu
energie (F,E + dFE). Dosazenim za kg do (6.10) z (6.11) ziskdme vyraz, ktery udava pocet stavii pro
elektrony s energii < F. Tyto stavy tvoii kouli v k-prostoru podobné té na obr. 6.3. Hustotu stavt pak
ziskdme jako derivaci této zavislosti:

AN Vg [(2m\*?
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Protoze pocet stavil v kouli s maximalni energii F zavisi na energii s umérnosti N o E3/2, mizeme
zapsat hustotu stavu také jako
3N

D(E) = ok (6.14)

6.6 Meérné teplo elektronového plynu

Drudeho model volnych elektront s klasickym Maxwellovym-Boltzmannovym rozdélenim kinetické ener-
gie by nam dal rozlozeni energii, které by odpovidalo fononim. To by zptisobilo zavislost mérného tepla na
teploté odpovidajici fonontim. My ale vime, Ze pro kovy je nizkoteplotni zavislost mérného tepla na teploté
linearni. Navic je znamo, ze pokud by k mérnému teplu pfispivaly vSechny vodivostni elektrony, bylo by
za pokojové teploty Cy rovno 3/2Nkg. Pozorované hodnoty pro kovy jsou ale asi 100-krat mensi. Pro od-
vozeni spravné zavislosti je potfeba pouzit kvantovou teorii, ktera respektuje Pauliho vylucovaci princip,
a vede na Fermiho-Diracovo rozdéleni (6.5). P¥i zah¥ivéni vzorku kovu mohou ziskévat vy$si energii pouze
stavy blizké Fermiho energii (viz obr. 6.2). Pfi excitaci mohou pfejit do vyssich energetickych stavi, které
nejsou obsazené. Doplnéni Drudeho modelu o Fermiho-Diracovu statistiku provedl némecky fyzik Arnold
Sommerfeld, proto se tento model elektronti v kovech nékdy oznacuje jako Drudeho-Sommerfeldiv model.

Odvozeni mérného tepla provedeme pro nizké teploty, T < Tg. To je i pfipad pokojové teploty, nebot
Fermiho teplota typickych kovi je fadové 10* K. Nejdiive spocditdme zménu energie vzorku kovu pii
zahtati z nuly na teplotu T'

U= /dE ED(E) fep(E) — /dE ED(E). (6.15)

Zde jsme vyuzili toho, ze pii nulové teploté je frp(F) schodovd funkce. P¥i dalsim vypoctu pouzijeme
normovaci podminku

N = / dE D(E) frp(E). (6.16)
0

Tepelnou kapacitu elektrontt dostaneme derivaci®. Navic pouzijeme faktu, ze derivace konstanty Fr N je
nulova a mtzeme ji tedy libovolné odecist

ou T af
Ca=%55 = /dEED(E)aT, (6.17)
0
__oN T of
0

Odectenim obou rfadkt dostaneme mérné teplo elektront ve tvaru

or

T (6.18)

Co = /dE (E — Ep) D(E)
0

Z obr. 6.4 je patrné, ze derivace 0f /0T je nenulovad pouze pro energie blizko Fermiho meze. Vztah
pro mérné teplo pak prepiSeme tak, Ze vytkneme pomalu se ménici funkci D(F) pted integral

Ce = D(Er) /dE (E — Er) g%. (6.19)
0

Pokud dosadime derivaci Fermiho-Diracovy rozdélovaci funkce, ktera jedina zavisi na teploté, ziskame
findlni vztah

1
Co = §7T2'D(EF) KAT. (6.20)

3Porovnejte s (5.1) pro fonony.
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Na tomto misté je vyhodné dosadit za hustotu stavii vztah (6.14). Tak miZzeme ziskat pro mérné teplo
alternativni vyraz dany vynasobenim nékolika konstant

1 ,NEAT
Cel = §’IT EF

Rel. hustota stavu

4 5 6 7 8 9 10
E/kg (10" K)

6.6.1 Experimentalni mérné teplo kovi

1
= §7r2NkB

T

o (6.21)

Obr. 6.4: Cerna &ira predstavuje hustotu
stavi 3D plynu volnych elektrond jako
funkci energie. Zlut4 oblast predstavuje za-
plnéné stavy pfi absolutni nule s typickou
Fermiho teplotou pro kovy Ty = 5 x 10* K.
Cervena a modra ¢ara ukazuji obsazeni
stavii pro dvé zvolené teploty T' <« T¥.
Siika oblasti +kgT je zobrazena barevnou
Sipkou. Pfi zvySovani teploty se elektrony
excituji z oblasti 1 do oblasti 2.

Je jasné, ze i u kovl se bude v méfeném teple projevovat vliv mtizky. Pokud bude teplota pod Debye-
ovou teplotou, bude urcité i pod Fermiho teplotou, kterd byva o fad vyssi (viz (PO. 5.1: Debyeova

N

teplota)). V této oblasti mlizeme secist pfispévky od elektront (6.21) a od miizky (5.10). Experimen-
talni mérné teplo pro tii alkalické kovy publikovali W.H. Lien a N.E. Phillips* v roce 1963, viz obr. 6.5.
Ukézali, Ze je zde vhodné graficky vykreslit funkci C/T v zavislosti na T2

T

g:7+AT2.

(6.22)

Tato linedrni funkce mé smérnici A a na ose hodnot vytina tsek rovny ~.

C/T (mJ/mole deg?)

05 1.0 .5
8 T i Al T T T I 1 T Ll ] T L] 8
7L  Polossium 37
6 6
5 5
Lon » =
3 C/T=2084+ 2577 30
2
25 125
1 ! 20
29 Y 0.2 03

T2 eK)?

Obr. 6.5: Experimentalni mérné teplo drasliku za teplot blizko absolutni nuly.

4W.H. Lien a N.E. Phillips, , Low-temperature heat capacities of potassium, rubidium, and cesium®, Phys. Rew. 133,

A1370 (1963).
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Dosazenim Fermiho teploty do (6.21) miZzeme odvodit teoreticky vztah pro koeficient v. Pro kov
s valenci Z* tak dostaneme
1 ,Z*R
-
2 Tr

v = =2.52x107* Z*r? Jmol K2 [pro 75 v A],
kde univerzalni plynova konstanta R = kg Ny = 8.314 Jmol ' K~!. Napiiklad pro draslik s r, = 2.57 A
dostaneme v = 1.66 mJ mol 1 K—2.

Experimentalné ziskand data funkce (6.22) jsou skuteéné body na piimce. Pfesnost kvantitativni
shody je dana tim, do jaké miry plati aproximace volnych elektronti. Korekce k této aproximaci vedou
k zavedeni efektivni hmotnosti elektroni myy,. Podle vztahu (6.11) je v o myy,. Pomoci této efektivni
hmotnosti 1ze korigovat tii nejvyznamnéjsi efekty, které jsme zatim zanedbavali:

1. Interakce vodivostnich elektronti se statickou periodickou mrizkou. Elektrony se pohybuji ve vodi-
vostnim energetickém pasu kovu a ne v potencidlové krabici s nulovym potencidlem.

2. Interakce vodivostnich elektronti s fonony. Elektron svou p¥itomnosti polarizuje/deformuje perio-
dickou mfizku a takto interaguje s kmity mrizky.

3. Vzajemna interakce mezi vodivostnimi elektrony.

6.7 Tepelna vodivost kova

V kapitole 5 jsme z klasické teorie odvodili vztah pro tepelnou vodivost ¢astic s rychlosti v, mérnym
teplem na jednotkovy objem C' a se stfedni volnou drdhou [ ve tvaru K = %Cvl. Pro elektrony vyuzijeme
mérné teplo podle (6.21) a Fermiho energii podle Er = %mv%. Za rychlost dosadime vy a pro stfedni
volnou drdhu pouzijeme [ = vpT, kde ¢asova konstanta 7 je relaxacni doba. Takto dostaneme tepelnou
vodivost

11 k2T nk3T
Kel = — *7‘(271 1 B VF VrT = w (623)
32 SMUE 3m

P1i pokojové teploté maji kovy o jeden az o dva fady vyssi tepelnou vodivost nez dielektrika, takze
za téchto podminek prenaseji elektrony témér cely tepelny proud.

Stredni volna draha muze pro Cisty krystal za nizkych teplot dosahovat fadové centimetri. Pro cisty
krystal médi byly zjistény hodnoty

1(300 K) ~ 3 pm, [(4 K) ~ 3 mm.

Pokud vezmeme na zfetel, ze pri srazkach mohou interagovat pouze elektrony blizko Fermiho meze,
miZzeme odhadnout nizkoteplotni relaxacni dobu tohoto vzorku médi: 7 = I/vp = 2 ns.

6.8 Elektricka vodivost a Ohmuv zakon

Pokud je na vzorek kovu pfilozeno elektrické pole v ¢ase t = 0, bude na jednotlivé elektrony ptsobit silou
F. Tato sila vyvola podle Newtonova pohybového zakona ¢asovou zménu hybnosti, kterou muzeme pro
elektron zapsat jako p'= mv = hk ~

. -, dk

F=—cFE = hdt' (6.24)
Predstavuje-li systém obsazenych elektronovych hladin v ¢ase ¢ = 0 Fermiho kouli se stfedem v centru
k-prostoru, bude se tato koule s ¢asem posouvat podle vztahu, ktery dostaneme integraci (6.24)

eEt
- 6.25
- (6.25)

V souladu s Drudeho modelem predpokladame, ze posun Fermiho koule je ve staciondrnim stavu omezen
relaxacni dobou 7 (stfedni doba mezi srazkami). Celkové tedy miizeme Fici, Ze vlivem vnéjsiho elektrického
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pole se Fermiho koule posune o § E, coz odpovida tomu, ze vodivostni elektrony budou mit stfedni rychlost
(driftovou rychlost) U danou vztahem

sE= _°FT = g _ET

- - (6.26)

Znéme-li stfedni rychlost elektronti, mizeme snadno dopocitat elektricky proud. Pokud je hustota
elektrontl n, bude mit hustota proudu tvar

n@QT

E. (6.27)

j=n(—e)v= -

Pokud si vezmeme standardni tvar Ohmova zakona, 7 = o F/, hned ziskdme vztah pro mérnou elektrickou
vodivost

(6.28)

Meérny elektricky odpor je pfevrdcenou hodnotou vodivosti, p = 1/0.

6.8.1 Experimentalni mérny odpor kovi

Experimentalni zkusenost ukazuje, ze v kovech mizeme odlisit dva relaxacni procesy. Pfi pokojové teploté
prevazuji srazky vodivostnich elektronti s fonony, coz charakterizuje relaxa¢ni doba (7). Kmity m¥izky
zpusobuji neperiodi¢nost krystalové miizky. Pfi teplotach kapalného helia je ale obsazeni fonont zaned-
batelné a dominantni relaxacni proces je rozptyl na necistotdch a poruchdch mfizky (7;). ProtoZe oba
zmifiované procesy jsou ve véts$iné piipadl nezavislé (Matthiessenovo pravidlo), s¢itaji se pravdépodob-
nosti obou procest. Vysledna relaxacni doba je potom dana

1 1 1

T TL T

Meérny elektricky odpor muzeme ziskat jako obdobny soucet dvou prispévka p = pr + p;. Méfeni
mérného odporu v zavislosti na teploté ndm napomaha k zjisténi Cistoty vzorku kovu. Protoze teplotné
zéavisla ¢ast je dand rozptylem na fononech, je charakteristicka teplota této zavislosti ¢asto blizka Debyeové
teploté.

6.9 Pohyb v magnetickém poli

Rovnici (6.24) popisujici elektron, na ktery piisobi vnéjsi sila, mizeme piepsat na pohybovou rovnici pro
posuv Fermiho koule §k
d 1 - — — —
hl—+=-|6k=F=—e(E+7x B). 6.29
(5+7) ( ) (6.29)
Jako vnéjsi silu jsme pouzili Lorentzovu silu®. Vztah pro hybnost (mv = héE) nam umozni piejit od
vlnového vektoru k rychlosti v redlném prostoru

d 1 ., -

Tuto vektorovou rovnici je vhodné zapsat pro jednotlivé slozky za podminky, Ze si zvolime souradni-
covy systém s orientaci magnetického pole v ose z, B = (0,0, B). Pohybovou rovnici zapiSeme pro vSechny
ti slozky

d 1

m <dt + T) Vyey = —€(Ex + UyB)7
d 1

m (dt + 7_) v, = —e(Ey,—uv,B), (6.31)
d 1

m (dt + 7_) v, = —elb,.

5Hendrik Antoon Lorentz je nositelem Nobelovy ceny za fyziku z roku 1902.
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V obecném piipadé nemizeme jednoduse zanedbat ¢asové derivace, nebot vlivem vnéjSich poli se
bude ménit velikost a smér rychlosti elektronu. Formalni zanedbani ¢asovych derivaci, které pouziva ve
své knize C. Kittel [1, 2] sice vede ke spravnému vysledku, ale je tézko obhajitelné. Spravné odvozeni
je zalozené na podmince rovnovahy sil. Budeme uvazovat pfipad, kdy ptsobi pouze magnetické pole. V
tomto pripadé je Lorentzova sila vzdy kolma na rychlost pohybu elektronu, elektron se neurychluje, pouze
se méni smér jeho pohybu. Vlivem statického magnetického pole se bude elektron pohybovat po kruznici,
jejiz polomér je dan podminkou, Ze Lorentzova sila ma stejnou velikost jako odstrediva sila

2

v
m— = evB.
T

Z této podminky muzeme urcit thlovou frekvenci kruhového pohybu, kterd se oznacuje cyklotronova
frekvence

v eB
We=—=—.
r m

6.9.1 Hallav jev

Obr. 6.6: Schéma standardniho usporadani métreni Hallova jevu.

Pokud nechame prochéazet proud vzorkem pod vlivem magnetického pole, budou elektrony vedouci
proud vychylovany z ptivodniho sméru. Protoze ale vzorkem nemutze téct proud v pficném sméru, na
bocich se vytvori napéti, které bude kompenzovat vliv magnetického pole. Tento jev pozoroval jako prvni
americky fyzik Edwin Hall v roce 1879 na vzorku zlata. Uvazujme geometrii usporadani experimentu
podle obr. 6.6, kdy dojde k ustaleni stacionarniho rezimu. V tomto pfipadé jsou skute¢né vSechny casové
derivace v (6.31) nulové. Regeni tfetiho fadku je trividlni v, = 0. S vyuzitim stacionarni podminky vy =0
ziskdme z prvniho fadku (6.31)

et
Uy = —— .
m

To dosadime do druhého Fadku (6.31) a dostaneme vyraz

er
Nyni si definujme Halliv koeficient
E E
Ry=-—-%L = ¥ 6.33
=3 B oE,B (6.33)

Do ¢itatele dosadime vztah (6.32) a do jmenovatele (6.28). Vétsina parametri se pokrati a ziskdme tak
velmi dilezity vztah

__1 34
Ry e (6.34)

Diky jednoduchosti tohoto vysledku je méfeni Hallova koeficientu velmi efektivni experimentalni metodou
urceni koncentrace nosi¢i proudu. Navic Hallav koeficient pro obecné castice s nabojem ¢ by vysel
Ry = 1/¢n. V nésledujicich kapitolach budeme probirat polovodice, u nichz jsou majoritni nosice diry
s ndbojem ¢ = +e. Pro tyto materidly, ale i pro nékteré kovy (hlinik, indium), je Halliiv koeficient kladny.
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6.10 Wiedemannuv-Franzuv zakon

Na zavér této kapitoly zminime jesté vztah mezi tepelnou a elektrickou vodivosti kovi. Protoze pfenos
energie i elektrického naboje obstaravaji v kovech elektrony, mély by byt tyto veli¢iny v korelaci. To plati
pro teploty, pro néz jsou relaxac¢ni doby pro oba zminéné procesy shodné. To byva splnéno obvykle pii
teplotach dostatecné vzdélenych od absolutni nuly.

Pouzijeme vztahy (6.23) a (6.28) odvozené v piedeslych odstavcich a vyjadiime si podil obou vodivosti

K wnkiTr/3 2 ke’
_ mnkiTr/3m _ 7 (B) T =T (6.35)
o ne2r/m 3 \ e
Konstanta £ se oznacuje jako Lorentzovo cislo podle holandského fyzika H.A. Lorentze. Tato konstanta je
dana pouze fundamentalnimi konstantami a nezavisi na materidlu daného kovu. Jeji teoretickd hodnota
je

L=244x10"8 WQK™2.

Experimentélné ziskané hodnoty £ pii teploté 0°C jsou velmi blizké této teoretické hodnoté, jak ukazuje
tab. 6.2. Tuto shodu experimentu s teoretickou predpovédi povazoval Lorentz za potvrzeni pouzitelnosti
teorie volnych elektronti pro popis zakladnich vlastnosti kovi.

Tab. 6.2: Experimentalné méfené Lorentzovo ¢islo nékterych kovii
pii teploté 0°C. Data byla prevzata z [2].

Prvek L1078 WQK™?

Ag 2.31
Au 2.35
Cd 2.42
Cu 2.23
Pb 2.47
Pt 2.51
W 3.04
Zn 2.31
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6.11 Piiklady

Pf. 6.1: Vliv dimenze na hustotu stavu:

V této kapitole byl odvozen vztah (6.13) pro hustotu elektronovych stavit v 3D vzorku. Odvodte analo-
gicky z geometrie dané dimenze hustotu stavii pro 2D pfipad (kvantovd jama), ktery odpovida vzorku,
kde se mohou elektrony pohybovat pouze v tenké vrstvé. Dale odvodte hustotu stavii i pro 1D piipad
(kvantovy drat). Vysledky porovnejte.

Napovéda: viz obr. 6.7.

9(E) / Ng

o 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
E/E

Obr. 6.7: Vypocet hustoty stava elektront pro rizné dimenze.

Reseni:

D 1 /2m\*?
3D: gsp = 3D _ (m) \/E;

V;:k 271'2 ﬁ
DQD m
2D : = = — = Ng;
92D S h2
DlD 2m 1
1D : =2 =\ = —.
91D 7 252 \/E

Pr. 6.2: Fermiho parametry kovu:
S vyuzitim tabulky 6.1 a vztahu (6.1) vypoditejte parametry krystalt kovu sodiku a médi (n, kg, vr, Er, Tr).

Pr. 6.3: Prevody Hallova koeficientu:

Halltiv koeficient se v soustavé SI vypoéita podle vztahu RE = —1/ne. V nékterych pracich se pouzivaji
jednotky CGS, v nichz se ale Halltiv koeficient spoéitd podle vztahu RG%S = —1/nec. Ukazte, ze pomér
obou hodnot pro dany material musi spliiovat rovnost: R%I / REIGS =9.0 x 1013,

Napovéda: Pozor, v jednotkach CGS je naboj elektronu roven e = 4.803 x 10719 esu.
Pi. 6.4: Kineticka energie elektronového plynu:

Ukazte, ze kinetické energie 3D elektronového plynu N volnych elektroni pfi teploté 0 K je Uy = gN br,
neboli stfedni kineticka energie jednoho elektronu je rovna %Ep Kittel, str. 186, pt. 1

Napovéda:
kp

- (5 2
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Pr. 6.5: Tlak elektronového plynu:
Ukazte ze zavislost tlaku na objemu elektronového plynu z predeslé alohy lze zapsat jako p = %Ug /Vek.
Kittel, str. 186, pr. 2

Napovéda: Pracujte s objemem obsahujicim jeden elektron V; = 23 = Vi /N. Tato podminka definuje
hranu krychle z pravé s jednim elektronem. Spocitejte tlak na sténu této krychle jako

(zména hybnosti)
(¢as)(plocha)

p:

Pi. 6.6: Chemicky potencial v 2D pripadé:
Odvodte vztah pro tepelnou zévislost chemického potenciélu pro 2D Fermiho plyn volnych elektront

w(T) = kT In(ePr/FeT 1),

Vyuzijte konstantni hustotu stav pro 2D pripad z pfikladu 6.1. Kittel, str. 186, pt. 3

Pi. 6.7: Frekvencéni zavislost elektrické vodivosti:
Vyuzijte vztah pro driftovou rychlost m(dv/dt 4 v/7) = —eE a ukazte, ze vodivost pti frekvenci budiciho

elektrického pole w je
1 —dwr

Staticka vodivost je dand vyrazem o(0) = ne?r/m. Kittel, str. 186, pi. 6

Pr. 6.8: Kohezni energie Fermiho plynu volnych elektronu:*

Spocitejte kohezni energii kovu s jednim vodivostnim elektronem na atom. Pouzijte bezrozmérné jednotky:
Wignertv polomér ry v jednotkdch Bohrova poloméru ap a energii v jednotkach Rydberg [Ry]

h? 1 met
= dreg— Ry = -
9B = A0 e y (4meg)? 2R

Postupujte podle schématu na obr. 6.8 nasledovné, ukazte, ze:

(a) Primérnd kineticka energie jednoho elektronu je Ef ~ 2.21Ry/r2.

(b) Coulombovské energie jadra reprezentovaného bodovym nébojem +e ve stfedu koule s polomérem r
s homogennim rozlozenim naboje elektronu v této kouli je £y = —3Ry/r;.

a) gl & R

|‘ " ', |‘ . K
9 e (X,y,Z) - koule . (X’ 'y’ ’Z’) ¥
OCEERaeas " sjednfm .
e --=7" elektronem ...
Ex~ 221 Ry /1S E;=-3Ry /s Eq=12Ry/rs
d) \
2 4 6 8 10 12
rs/ag

. -0.1 +

"

~

w -0.2 +

-0.3 +

Obr. 6.8: Vypodet kohezni energie: a) kinetickd energie elektronu z parametrti Fermiho koule, b) coulom-
bovské interakce elektron-jadro, ¢) coulombovskd interakce elektronu se sebou samym, d) celkova energie
jako funkce Wignerova poloméru.
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(c) Vlastni coulombovsks energie interakce elektronu s homogennim rozlozenim naboje v kouli o poloméru
rs (interakce elektronu se sebou samym) je Eo = (6/5)Ry/7s.

(d) Celkové energie E = Ex + E; + Eq. Ukazte, Ze tato zavislost energie umoziuje vznik stabilnimu
krystalu kovu s minimalni energii pro rs = 2.45ap.

Kittel, str. 187, pt. 8

Resent: E(ry = 2.45) ~ 4.98 eV

Pi. 6.9: Maximalni povrchovy odpor:

Uvazujme ¢tverec kovu o strané L a tloustce (d < L) s elektrickym mérnym odporem p. Odpor méfeny
mezi protilehlymi stranami ¢tverce se oznacuje jako povrchovy odpor: Rg = pL/Ld = p/d. Tento odpor
nezdvisi na velikosti strany ¢tverce L. Pouzijte vztah pro vodivost (6.28), pfedpokladejte, Ze relaxaéni doba
je dana srazkami na tloustce vzorku 7 =~ d/vp. UvaZzujeme co nejuzsi (jednoatomdrni) vrstvu s tloustkou
odpovidajici d = r,. Spocitejte maximélni povrchovy odpor Rp.

Reseni: Po dosazeni vyjde Ro ~ h/e? = 4.1 k.

86



S .
TR e

Pésova struktura zeber na pozici: 50°25’52.798” N, 15°47°51.410” E.
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Kapitola 7

Energetické pasy
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V pfedchozi kapitole jsme probrali model volnych elektronti, ktery dokaze vysvétlit mnoho vlastnosti
kovi. Tento naivni model ovSsem neumozinuje objasnit nékteré slozitéjsi jevy jako:
1. rozdil mezi kovy, polovodici a izolatory;
2. puvod kladné hodnoty Hallova koeficientu pro nékteré latky;
3. vztah mezi vodivostnimi elektrony v kovu a valen¢nimi elektrony ve volnych atomech.
Stoji za povSimnuti, Ze mérny odpor je veli¢ina, kterd méa u pevnych latek nejvétsi rozptyl (az 32
f4d). P¥i nizkych teplotach dosahuje pro ¢isté kovy 10710 Qcm a pro dobré izolatory 1022 Qcm. Pro

vysvétleni tohoto fenoménu je tfeba popsat pasovou strukturu energetickych stavi elektront v pevné
latce, kterou schematicky zobrazuje obr. 7.1. Smyslem této kapitoly je popsat a pochopit tento obrazek.

energie

izolator kov polokov polovodi¢

Obr. 7.1: Schéma typické pasové struktury latek.
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Obr. 7.2: Typicky priklad krystalického potencidlu podél 1D fetizku deseti atomovych jader zobrazenych
modrymi kolecky podél osy X. Svétle modré ¢ary ukazuji coulombovské potencidly prvnich dvou atomt
U o —1/|z|. Cerven4 ¢4ra je souctem potencialii vech deseti atomt. Zelend ¢ara je aproximace potencidlu
funkei cosinus.

7.1 Periodicky potencial

V této kapitole se budeme zabyvat modelem idealniho krystalu, ktery ma perfektni periodickou mfizku bez
poruch a bez primési. Tyto odchylky se pak k feseni pro idealni krystal dopocitavaji pomoci poruchového
poctu.

V jednoelektronové aproximaci je energetické spektrum pevné latky jednoznacné urcéené tvarem poten-
cialu, ktery tuto latku nejlépe vystihuje. Tento potencial zahrnuje jednak vliv atomérnich jader v mfizce,
ale také potencial popisujici vzajemnou elektron-elektronovou interakci. Ziskani spravného potencialu je
znacné slozité a Casto se feseni hleda sofistikovanymi itera¢nimi metodami. Spravnost reseni se hodnoti
podle souladu vypocitanych energetickych hladin s méfenymi hodnotami pro danou latku. P¥i feSeni
Schrodingerovy rovnice se vyuzije dvou vlastnosti potencidlu: a) je redlny, b) je periodicky. Potencidl je
invariantni viici operaci translace T o libovolny vektor Bravaisovy miizky T , ktera odpovida symetrii
daného krystalu B

TzU(™) =U(F+T)=U(7).

Protoze hamiltonidn je vici translaci invariantni, mtizeme ftici, Ze operace translace komutuje s jedno-
elektronovym hamiltonidnem. Z pouhé periodicity potencidlu, bez znalosti jeho presného tvaru, se da
vysvétlit nékolik dulezitych vlastnosti krystalti. Budeme tedy studovat feSeni Schrédingerovy rovnice pro
jeden elektron,

h2
2m

Hy = ( V2 + U(F)) Y = Enp. (7.1)

Vlastni stavy energie miizeme zapsat jako vlastni stavy operatoru translace.

7.2 Blochuv teorém

Svyrcarsky fyzik F. Bloch! odvodil jako prvni viraz pro vinovou funkci elektronu v periodickém potencialu.

Teorém: V dokonalém periodickém potencidlu krystalu lze napsat feseni Schridingerovy rovnice ve tvaru
rovinné viny vyndsobené periodickou funkci, kterd md periodu shodnou s periodou krystalu.

Yp(r) = M ug(), w4+ T) = ug(). (7.2)
Tyto vinové funkce popisuji stavy vlastni celému krystalu. Nékdy se oznacuji jako Blochovy elektrony
v protikladu k volnym elektrontim. Matematicky se d& zapsat Blochtiv teorém nékolika zptisoby, které
jsou ale vyznamem vzdjemné ekvivalentni. Ze vztahu (7.2) pfimo plyne druhy zapis Blochovy vlnové
funkce

Yp (74 T) = T (7). (7.3)

1Felix Bloch je nositelem Nobelovy ceny za fyziku z roku 1952.
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K tomuto vztahu Ize dojit také tak, Ze si uvédomime, Ze vlnova funkce elektronu se musi transformovat
shodné pfi pouziti dvou obecnych operaci translace po sobé v libovolném poradi, nebo pokud provedeme
pouze jednu translaci o souctovy vektor. Pro tyto translace musi platit

T:Ty =T7Ts =Tz, 5,

kde T oznacuje operator translace o vektor mfizkové translace 7T'.

Jako obvykle je vhodné zavést Bornovy-von Karmanovy periodické okrajové podminky. Po jejich
zavedeni dostaneme, ze vlnové vektory k jsou realné a mohou nabyvat pouze diskrétnich hodnot. Téchto
dovolenych hodnot je v prvni Brillouinové zéné N, t.j. pravé tolik, kolik je elementarnich bunék v daném
vzorku krystalu (viz pf. 5.1).

7.3 Ustiedni rovnice

Protoze pracujeme s periodickym potencidlem, je nasnadé, ze bude vyhodné pfejit pomoci Fourierovy
transformace z pfimého prostoru do reciprokého prostoru (k-prostor). Pro jednoduchost se nékdy uvadi
nasledujici odvozeni pouze v jedné dimenzi s tim, Ze rozsifeni na 3D je trividlni. V nékterych mistech
odvozovani by to vsak mohlo byt zavadéjici, a proto se budeme v nasledujici ¢asti této sekce drzet ve 3D.
Uvazujme periodicky potencial s periodou danou tifemi transla¢nimi vektory dy, ds, d3. Tento potencial
mizeme zapsat pomoci Fourierovy rady

U = Ug e©7, (7.4)
G

kde G oznacuje vSsechny miizkové vektory reciprokého prostoru.

Koeficienty rozvoje Ug rychle klesaji s rostoucim G. Pro ¢isté coulombovsky potenciél je zdvislost
téchto koeficienttt Ug oc 1/ G?. Z vlastnosti Fourierovy transformace Ize dopoéitat koeficienty U, & integraci
pres jednu elementarni bunku

1 -
Ug = v / dV e CTU (7). (7.5)
burnka
Konstantni ¢len Uy mizeme zvolit roven nule, protoze urcuje pouze hladinu od¢itani energie. Diky re-
dlnosti potencidlu musi pro koeficienty rozvoje obecné platit U_ 5 = Ué. Pokud ma krystal navic jesté
symetrii inverze, ziskame navic dalsi podminku
U g=Usz= Ué.

Déle budeme potiebovat Fouriertv rozvoj vinové funkce jednoho typického elektronu. ProtoZe vime,
ze hledand funkce v musi spliiovat Bornovy-von Karmanovy okrajové podminky, je mozné zapsat tuto
funkci jako rozvoj do rovinnych vln spliujicich tyto okrajové podminky

() = ZC(K) KT (7.6)

Suma se provadi pres vlnové vektory K, které zahrnuji vlnovy vektor k a vsechny jeho repliky ziskané
posunutim do dalsich BZ, K = k + G, jak to ukazuje obr. 7.3.

Nyni dosadime rozvoje (7.4) a (7.6) do Schrédingerovy rovnice (7.1). Takto ziskdme vyraz
h? 2 ﬂ 11( - >\ K- F
> 5 KO +ZZU C(K EZCK (7.7)
b¢

Protoze rovinné vlny rozvoje vlnové funkce tvori ortogonalni systém, musi se shodovat koeficienty u
Jednotlivych Fourierovych slozek na obou stranach rovnice. Jednoduse feceno pokratime u vsech ¢lent
sumu pres K a exponencielu se souinem (K - 7). Takto dostaneme vyslednou rovnici, kterd musi platit
pro libovolny vybrany vlnovy vektor kz 1.BZ, ktery vyhovuje okrajovym podminkam

h2k>2
om

e —E)C(R)+> UsClk—G)=0, X, =
G

(7.8)
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Obr. 7.3: Na ose jsou zelenymi body oznaceny vlnové vektory K povolené periodickymi okrajovymi
podminkami pro 1D fetizek 20 atomil. Cervené jsou oznaceny vektory reciproké miizky G. Zluté je
vyznacena 1.BZ. Modfe je znazornén jeden vlnovy vektor k z 1.BZ a jeho repliky posunuté pomoci vSech
vektora G.

Tato rovnice se oznacuje jako ustredni rovnice (v originéle central equation). Je tieba si uvédomit, Ze tato
rovnice vznikla pouze pfepisem Schrodingerovy rovnice do momentového prostoru (k-prostoru).

Pro dany vlnovy vektor k z 1.BZ obsahuje ustfedni rovnice pouze koeficienty C (E — é) Problém
hledani energetického spektra v 1.BZ se takto rozpada na feSeni ustredni rovnice pro kazdou povolenou
hodnotu vektoru k. Resenim kazdé této rovnice je superpozice rovinnych vin obsahujicich pouze vlnovy
vektor k a vektory posunuté o vektory reciproké miizky G. Timto postupem jsme diferencialni Schrédin-
gerovu rovnici nahradili soustavou algebraickych rovnic. Nekonecné sumy se mohou zdéat komplikované,
v praxi je ale Casto potfeba zkombinovat jen nékolik malo koeficientt1, dva nebo ¢tyfi.

Jakmile jsou znadmy koeficienty C' z feSeni tstfedni rovnice, mizeme zapsat Blochovu vlnovou funkci
v poradi jiz ve tfetim tvaru

v =Y Ok - G) =7, (7.9)

G
7 tohoto zapisu je zfejmé, Ze periodickou ¢ast Blochovy funkce lze ziskat podle

up(®) =" C(F — G) eG7. (7.10)
G

Dtkaz toho, Ze tato funkce je skutecéné periodicka s periodou krystalové miizky, je trividlni, a proto ho
pfenechme ¢tenafi jako cviceni.

7.4 Kvazihybnost

Nyni bychom se méli zamyslet nad vyznamem vlnového vektoru k, ktery vystupuje v definici Blochovych
vlnovych funkci.

1. Z vyrazu (7.3) plyne, ze Blochovy vlnové funkce jsou vlastnimi stavy operatoru mfizkové translace

T s vlastni hodnotou danou fazovym faktorem ek T

2. V limité nulového potenciélu se tstFedni rovnice (7.8) redukuje na vyraz (A, — E)C(k) = 0. ReSenim
jsou standardni rovinné vlny s odpovidajicim tvarem 1z (7) = e'®'7 které popisuji volny elektron.

3. Vlnovy vektor k vystupuje v zdkonech zachovani pii srazkach elektronu v krystalu. Proto velicinu hk
nazyvame kvazihybnost. Jako priklad uvedme nejjednodussi zdkon zachovéani pro rozptyl elektronu

na fononu - -
k+q=kK+G.

4. Blochtv stav uz neni vlastnim stavem operatoru hybnosti, p = —iAV. Mlzeme ale urcit stfedni

hodnotu operatoru hybnosti
m

() = TVB(E).
5. Pfii ptisobeni vnéjsi sily se Blochtv stav elektronu vyviji podle jednoduché kinetické rovnice

F = 2 (hk).



7.5 Vlastnosti Blochovych funkci

Pokud dosadime Blochovu vlnovou funkci ve tvaru (7.9) do Schrédingerovy rovnice (7.1), miizeme zjistit
obecné vlastnosti feseni, které tyto funkce splituji. Schrédingerova rovnice po zkraceni exponenciely ziska

tvar
2

— |5 (D 2k V- k) + U(7) | up(7) = E(k) ug(F), (7.11)
kde A = (d?/dz?+d?/dy*+d?/dz?) oznacuje Laplaceiiv operator. Diky symetrii pfi komplexnim sdruzeni
zjistime, Ze musi platit

W) =u_g(,  BR) =B(-R), BF =EBF+d).

Energetické spektrum je tedy periodické. Zavislosti ziskané v néjaké vyssi Brillouinové zéné lze jedno-
duse posunou do 1.BZ. Tomuto zobrazeni energetickych pasii se Fiké redukované pdasové schéma. Casto se
také daji energetické zavislosti znazornovat tak, ze spojité prechazeji, kopiruji se, do vSech Brillouinovych
zo6n. Takto vzniké tzv. periodické pasove schéma.

7.6 ResSeni ustfedni rovnice v 1D

V této sekci budeme hledat Feseni 1D tustfedni rovnice

v~ BYC) + Y UsClh— ) =0, A= oF (7.12)
G

2m

Jde o soustavu homogennich linedrnich rovnic svazanych koeficienty C'(k—G). Soustava homogennich rov-
nic mé nenulové feseni pouze tehdy, pokud je jeji determinant roven nule. Hledani vlastnich stavid energie
pro dany vektor k odpovida feseni podminky nulovosti determinantu. Budeme uvazovat nejjednodussi
potencidl, ktery lze popsat pouze jednou harmonickou slozkou (zelend ¢ara v obr. 7.2)

2w

U(x) = Uy e" + Uy e, 9=

ZapiSeme si ¢ast determinantu, ktery budeme dale Fesit za riznych podminek

Mh_2g — E) U, 0 0 0
U, ey —E) U, 0 0
det| 0 U, M\ —E) U, 0 : (7.13)
0 0 Uy <)‘k+g - E) Uy
0 0 0 U, (Mey2g — B)

7.6.1 ResSeni na hrané Brillouinovy zény

UvaZzujme 1D feSeni na hranici zény, kde ¥ = 7/a. V tomto bodé budeme skladat feSeni z rovinnych
vln s koeficienty C(w/a) a C(—n/a). Dosazenim do vztahu pro A ziskdme energii pro volny elektron na
hrané pasu, F; = h?r?/2ma®. Z tstiedni rovnice (7.12) nam vyjde determinant matice 2 x 2, ktery se
ma rovnat nule

E-E U, 2

det = EL=F + = ——=+U,. .14
€ Ug E - E 0 = + 1 Ug om Ug (7 )

a2
Tento vysledek interpretujeme tak, ze na hranici BZ dochazi ke Stépeni energetické zavislosti, vznika
zakdzany pés o Sifce 2U,. Pro slaby periodicky potencidl se feSeni uvniti BZ blizi volnému elektronu
s tzkym zakdzanym pasem na hranici BZ. Pro silny periodicky potencial s velkou modulaci vznikaji
jakoby oddélené potencidlové jamy s vlastnimi energetickymi hladinami pro kazdé minimum potencialu.
Zakézané pasy jsou pak velmi Siroké.

Vlastnim staviim energie odpovidaji vlastni vlnové funkce stavii na hranici Brillouinovy zény. Dosa-
zenim vlastniho feSeni E' do tstiedni rovnice dostaneme podil koeficienti C(—n/a)/C(n/a) = £1. Z toho
pak dale dostaneme vlnové funkce

wi(x) _ eﬁrm/ai e—lﬂ'.’I:/(l-
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7.6.2 Reseni v blizkosti hrany Brillouinovy zény

Nyni budeme hledat feseni v tésné blizkosti hranice Brillouinovy zény. Hledana vlnova funkce mé tvar
P(x) = O(k) ek + C(k — g) etk=9)e, (7.15)

Pro tento pripad zapiSeme dva radky ustfedni rovnice a z nich pak sestavime determinant

N—-E U,
Uy M g—FE

O\ — E)C(k) +U,C(k—g) =0

UyC(k) +(A—g — E)C(k—g) =0 =0. (7.16)

}=> det‘

Reseni determinantu ndm da kvadratickou rovnici, kterd mé dveé reseni

2
E. = L*g; Ak \/<A’€92_ )"“) +U2.

Coz piepiseme v jednotkach vzdalenosti od hrany BZ, k = = + ¢,

h2€2 \/Tz thQ El h2§2

kde By = h?7?/2ma?.

Tento vysledek je graficky znazornén na obr. 7.4. Vlnové funkce, které pro oba pasy dostaneme, jsou
tvoreny majoritné jednou slozkou rozvoje do rovinnych vin. Pouze v oblasti hrany se podil obou slozek
vyrovné. Obrazek 7.4 a) ukazuje, jak se na hrané 1.BZ vytvoii zakdzany pés Sitky 2U,. Prvni i druhy pas
maji na tomto misté extrém. Obrazek 7.4 b) ukazuje prelévani podilu koeficienttt C' v blizkosti hranice
zony.

(=)
-

a) T :
2r 21 4

2. pas

C(k-g)/C(K)

Energie E1]

zakazany pas
.

clIcko)
5
B

\
\
\
\
l
0.0 05 1.0 15 0.0 05 0 15

x [n/a] x [/a]

Obr. 7.4: a) Vznik zakdzaného pasu na hranici 1.BZ pro parametry: U, = 0.4 F;. Modfe je znazornén
tvar pasti na hranici zény a vznik zakdzaného pasu podle (7.17). Pasy povolenych energii jsou podbarveny
Zluté. b) Podil koeficientid C pro oba pésy.

7.7 PribliZeni 3D prazdné mrizky

V ptfipadé prazdné 3D miizky je potencidl zcela nulovy. Oproti piipadu zcela volnych elektroni mu-
sime pouze prenést energetickou zavislost na vinovém vektoru pomoci translaci G do 1.BZ. Je vyhodné
vytknout konstanty a pracovat v relativnich veli¢indch: &, = k. /(7/a), e = E/E;

e= (& —20)°+ (& —2)° + (& —2k)*, Q.4 k... celd disla.

Vysledky tohoto modelu pro SC mfizku jsou zobrazeny v nésledujicich obrazcich:
(PO. 7.1: Schéma smérid a bodli v reciproké miiZzce ke krystalu SC).
(PO. 7.2: Redukované energetické schéma).
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7.8 ReSeni modelovych tiloh

7.8.1 Kronigiv-Penneytv model ze Schridingerovy rovnice

D I

Obr. 7.5: Kronigiv-Penneytv potencial pevné latky jako periodické uspotadani obdélnikovych jam.

R. de L. Kronig a W.G. Penney? jako prvni formulovali v roce 1930 tento model pevné latky, ktery
budeme déle oznacovat jako KP.

V tomto piikladu budeme fesit pfimo Schrédingerovu rovnici pro periodicky pravouhly potencial
podle obr. 7.5. Nalezneme feSeni nejprve v jadmé a potom v bariéfe. Protoze jde o oblasti s konstantnim
potencidlem, predpokladame feSeni v nasledujicim tvaru:

Schrodingerova rovnice vlnova funkce energie
s4x B2 A%y _ _ e —1ax _ K22
viamé 0 <z <a oz = BV Y =Ae"** + Be E=%
. K2 424 3 _3 h2 32
v bariéie —b < x <0 —g . T Usth = B p=Ce’"+ De FP* U, - E =55

Kvantovéani dostaneme z okrajovych podminek. Prvni dvé podminky vychézeji ze spojitosti ¢ a dip/dx
v bodé x = 0. Zde Navazeme feseni zleva a zprava,

A+B=C+D,
1A —waB = C — 8D.
Daéle vyuzijeme blochovskou podminku ¢ (—b) = t(a)e *(+?) pro navizani feSeni v bodé z = —b

s feSenim v bodé x = a,
Al efzk(a+b) + Be e efzk(aer) _ Cefﬁb + Deﬁb,
100 A ¥ efzk(a+b) — waBe e eflk:(aer) _ ﬂcefﬂb . BD eﬁb

Tyto ¢tyfi podminky miZeme zapsat jako soustavu Ctyt linedrnich rovnic pro parametry A, B,C,D s
nulovou pravou stranou. Pokud ma existovat nenulové feseni této soustavy, musi byt nulovy determinant
této soustavy rovnic:

1 1 -1 —1
w - -8 B

det eraa e—lk(a+b) e—ta e—ik(a+b) _e—Bb —ePb

=0. (7.18)
100 €100 efzk(a+b) P T efzk(a%»b) 75 e—Bb 5 eBb
Pro zjednoduseni zapisu je vhodné zavést nasledujici substituci

x = aa, y = Bb, z=Fk(a+D).

Pozor: x,y, z pouzité odsud az po (7.20) nejsou soufadnice! Determinant (7.18) se ndm zjednodusi na

1 1 -1 -1
%o} —1x - 153
det e @ F e T ot —_e Y —eY = O (719)
we®e " —ae e —fe Y [eY

Determinant budeme pocitat jako determinant (2 x 2) z prvnich dvou fadki krat determinant (2 x 2)
z dalsich dvou radkt. Permutaci vSech kombinaci sloupctt dostaneme Sest ¢lenti, které si mtzeme zapsat
pro piehlednost do tabulky

2R. de L. Kronig, W.G. Penney, Proc. Roy. Soc. (London) A130, 499 (1930).
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T2 | Cza)(-25)

—(1,3) —pZe (e — ) (—e¥ + e Y)
+(1,4) —frae*(e7 4 ) (e¥ + e7Y)
+(2,3) Prae (e + ) (—e¥ — e7Y)
—(2,4) —(10)? e (—e " + e®)(e¥ — e Y)
1(3,4) | e (—20)(-25)

48

—4132 e7** sin(z) sinh(y)
—4waff e cos(x) cosh(y)
—4waff e ** cos(x) cosh(y)
410% e~ sin(z) sinh(y)

= doff e 2*

V levém sloupci jsou zapsani cisla sloupci, ze kterych se pocita determinant na prvnich dvou fadcich a je
uvedeno znaménko odpovidajici permutace. Pravy sloupec obsahuje vypocet nasobku subdeterminantu z
prvnich dvou radkt a subdeterminantu ze zbylych dvou fadki. Podtrzeno a se¢teno, podminka nulovosti
determinantu ndm da rovnici pro vlastni hodnoty

daB(1+ e ) — dve™** [(B% — ®) sin(z) sinh(y) + 208 cos(z) cosh(y)] = 0.
Rovnici upravime na
afB(e® + e %) = (B2 — o) sin(z) sinh(y) + 2a cos(x) cosh(y)

62_042

= cos(z) = 5ad sin(z) sinh(y) + cos(z) cosh(y). (7.20)
!
Nyni dosadime zpét za zkratky x,y, z odpovidajici hodnoty
/32 _ 012
cos(k(a+)) = sin(aa) sinh(8b) + cos(aa) cosh(5b). (7.21)

2a8

Toto je tedy presné feseni Kronigova-Penneyova modelu bez jakjchkoliv aproximaci. Pro nédzornost pro-
vedeme nyni limitu pro tenkou nekoneéné vysokou bariéru (b — 0,3 — oo). Limita se provede tak, aby
ziistal koneény soucin P = Labs*:

cosh(fb) — 1,

ﬂQ
208

pr—a? _ph_ P
2c

sinh(B8b) —

(8b)

2a  aa’

V uvedené limité dostaneme tedy finalni vztah pro KP model

cos(ka) = % sin(aa) + cos(aa). (7.22)

Prava strana KP rovnice

aa ()

Obr. 7.6: Prava strana rovnice (7.22).
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Obr. 7.7: Dovolené energetické pasy jsou naznacCeny zluté. Vlevo rozsifené pasové schéma, vpravo redu-
kované pasové schéma.

Pro P = %7‘(’ dostaneme pravou stranu jako funkci aa, jak ukazuje obr. 7.6. Protoze funkce kosinus
na levé strané muze nabyvat hodnot pouze v intervalu (—1,1), $tépi se energetické spektrum do pasa
povolenych energii oddélenych zakazanymi pasy. Tento vysledek je graficky zndzornén na obr. 7.7.

Je nutné si ziskany vysledek dikladné promyslet a odvodit z ného nékteré skutecnosti:

B Energetické spektrum elektronu je rozdéleno na dovolené a zakazané pasy.
S rostouci energii elektront se sitka dovolenych past zvétsuje a Sitka zakazanych pasi zmensuje.
Pro P — oo dostaneme izolované jdmy = carové spektrum.

Pro P — 0 zmizi vizané stavy v jamé = volny elektron.

Nespojitosti energie, zakdzané pasy vznikaji v bodech vyssi symetrie
k = tn(r/a), n=12....

B Derivace energetické zavislosti pasu na hrané BZ je nulova,

az
dk lo,£x

B Pocet stavii v kazdém pasu uvnitf 1.BZ (=7, T) je roven N.

B Se zapoctenim spinu je tedy mozné na jeden pas umistit 2/V elektronu.

7.8.2 Kronigtuv-Penneytv model pomoci tstfedni rovnice

Nabizi se samoziejmé otazka: MuZeme ziskat vztah (7.22) feSenim ustfedni rovnice? A bylo by skuteéné
tristni, pokud by to v tomto obzvlasté jednoduchém pripadé neslo. Pro porovnani obtiZznosti obou variant
feSeni provedeme v této sekci vypocet jesté jednou pomoci ustiedni rovnice. Tento vypocet publikoval
v roce 1983 indicky fyzik Surjit Singh?.

Vlnovou funkei hleddme ve tvaru (7.4). Potenciél (7.6) budeme rovnou uvazovat s izkymi bariérami
ve tvaru d-funkei,

3Surjit Singh, ,,Kronig-Penney model in reciprocal lattice space“, Am. J. Phys. 51, 179 (1983).
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Potencial dosadime do tustfedni rovnice (7.12). Pro koeficienty rozvoje potencidlu dostaneme piimou
integraci Ug = A, a to pro vSechny vektory reciproké miizky G = 27n/a,

(A — E)C(k) + A>  C(k —2mn/a) = 0. (7.23)

Sumu v tomto vyrazu si ozna¢ime jako funkci f(k). Tato funkce je diky své definici periodicka: f(k) =
f(k —2mwn/a). Rovnici (7.23) upravime na tvar
f(k)2mA/h? 5  2mFE

Ch == Y=

. (7.24)

Tuto rovnici miZeme pfepsat pro posunuty vlnovy vektor k — k — 27n/a. Vyuzivime periodi¢nosti
funkce f(k) a provedeme sumu pfes index n

(k) = 3 €k~ 2nn/a) = ~(R)2mA/ Y 2m1/a)2 —

Nyni funkci f(k) na obou strandch rovnice pokratime a dostaneme vztah, ve kterém se budeme snazit
vypocitat sumu

h? 1 1 1 1
2mA _ZL (k —2mn/a)? — o? - _%Z [(k—QTm/a) —a (k—2mn/a)+«

n

Tento vztah dale upravime na

mAa — [3(k—a)—mn G(k+a)—mn

Na tento tvar jsme upravili sumu proto, abychom mohli pouZit rozvoj funkce cotangens

oo

cot(z) = Z x—lﬂ'n'

n—=—oo

S jeho pomoci se nam podafi zbavit se sum a ziskat

_35/212 = cot (g(k‘ — a)) — cot (g(k‘ + a)) .

Pro finalni upravu tohoto vyrazu budeme potiebovat jesté tfi znamé trigonometrické identity

sin(x £ y) = sin(z) cos(y) =+ cos(z) sin(y),
sin?(z/2) = (1 — cos(z))/2,
cos?(x/2) = (1 + cos(x))/2.

S jejich pomoci upravime odvozovany vztah na tvar

2h%a 2sin(wa)

" mAa  cos(aa) — cos(ka)’

Tento vyraz se shoduje s rovnici (7.22). Musime pouze sjednotit konstanty zavedené v obou metodach
vypoctu nasledovné: P = mAa®/h?.

7.9 Poznamky k pasové strukture

7 periodickych okrajovych podminek plyne, Ze pocet stavi vektoru kv jednom energetickém pasu je
pravé N. Kazda primitivni buiika krystalu pfispivé jednim bodem (povolenou hodnotou) &k do kazdého
energetického pasu. Pro dvé mozné orientace spinu je tedy v kazdém pasu 2N dovolenych stavi.

Krystal mize byt izolator pouze tehdy, pokud mé sudy pocet valenénich elektront. Kovy maji bud li-
chy pocet valenénich elektront (alkalické kovy), nebo mohou vznikat z prvka se sudym poctem valenénich
elektront za predpokladu vzdjemného piekryvu energetickych pést (kovy alkalickych zemin). Na konci
této kapitoly se tedy vracime zpét k obr. 7.1, ktery by mél byt nyni zcela jasny. Popis tohoto obrazku je
dobrym cvic¢enim a ¢tenaii ho viele doporucuji.
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7.10 Metoda tésné vazby

Pokud predpokladame slabé interakce mezi atomy krystalu, mtzeme vyuzit k vytvoreni periodické ¢asti
Blochovy funkce atomarni orbitaly

wp(F) = —— 3 &R (7 7). (7.25)

Vektory m oznac¢uji mista, kde lezi atomy v krystalové miiZzce. Funkce f(#—m) zde pfedstavuje atomérni
orbital, napt. 1s funkci, na atomu s polohovym vektorem 77.
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PO. 7.1: Sméry a body v periodickém schématu reciproké miizky ke kubickému krystalu s miizkou SC

1.BZ je zvyraznéna zluté.
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PO. 7.2: Redukované energetické schéma pro SC krystal v aproximaci prazdné miizky. Energetické

zévislosti ve 2D jsou zobrazeny plnou ¢arou, pro 3D jsou zobrazeny teckované.
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PO. 7.3: Redukované energetické schéma pro FCC krystal v aproximaci prazdné mrizky.
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7.11 P¥iklady

Pf. 7.1: Energie témér volnych elektronu ve étvercové/kubické miizce:

(a) Pro jednoduchou ¢tvercovou 2D miizku v modelu téméf volngch elektronti ukazte, Ze kineticka energie
elektronu v rohu 1.BZ, k = 7/a(1, 1), je dvojnasobna nei ve stiedu strany, k = m/a(1,0). (b) Uréete tento
pomér pro pripad 3D SC mifizky. Kittel, str. 209, pr. 1

Néapovéda: Vyuzijte obrazky:
(PO. 7.1: Schéma reciproké m¥iZzky ke krystalu SC).
(PO. 7.2: Redukované energetické schéma).

Pr. 7.2: Energie témér volnych elektront v mrizce FCC:

Analogicky s predeslym pfikladem uvazujte energetické pasy ve struktufe FCC. Pro pfipomenuti si zo-
pakujte tvar 1.BZ a (PO. 2.3: Zaplnéni reciprokého prostoru).

Vysledek je zobrazen na (PO. 7.3: Energetické pasové schéma FCC).

Komentujte energetické pasy napt. ve sméru [111]. Pravé tady je vidét, Ze minimum energie nemusi nutné
lezet v bodé T' nebo na hranici zény. Kittel, str. 209, pt. 2

Pr. 7.3: Kronigiv-Penneyuv model:

Vyuzijte vztah pro energii elektroni v KP modelu pevné latky (7.22) odvozeny v této kapitole. (a)
Naleznéte energii nejnizsiho energetického pasu pro & = 0 v limité slabého potencidlu, P <« 1. (b) Pro
stejny pripad najdéte velikost prvniho zakdzaného péasu pro k = 7/a. Kittel, str. 209, pr. 3

Napovéda: Energii budeme normovat na hodnotu na hrané pasu E; = h%n?/2ma?.
(a) V uvedené limité se ndm vztah pro energii (7.22) zméni na: 1 — P = cos(aa) = 1 — (aa)?/2.
(b) Zde budeme Tesit rovnici: 1 = Psin(m + &) /(7 + &) + cos(m + &).

Resent: (a) E/Ey ~2P/7?%, (b) E,/E1 = (E — E1)/E; ~ 4P/72.

Pi. 7.4: Ctvercova miizka:
Uvazujte 2D ¢tvercovou miizku s krystalovym potencidlem tvaru

U(z,y) = —4U cos(2mz/a) cos(2my/a).

Pouzijte Gstfedni rovnici a naleznéte velikost zakdzaného pasu v bodé k = (7/a,7/a). Postadi Fesit
determinant fadu 2 x 2.

Napovéda: Potencial lze prepsat nasledovné
4 -
Uleg) = -U'S o0
n=1

kde G, = 2r/a(+1,£1). Protoze v rohu 1.BZ se budou kombinovat dva ¢leny C(k) a C(—k), bude feseni

ustfedni rovnice
K22

2ma?

Ey=\+U-= +U.

Sitka zakézaného pasu bude tedy 2U.

Pi. 7.5: Metoda tésné vazby v 1D:

Pii této metodé povazujme potencialy jednotlivych atomu za delta funkce. Pevna latka vznikne jako
1D fetizek téchto delta funkci. Interakce mezi sousednimi atomy je zprostfedkovana pouze tunelovanim
s koeficientem ¢. Poruchovy hamiltonidn muzeme zapsat v Diracové symbolice jako

Ho=—t) |+ 1)+ [ +1,
l

kde ! indexuje atomy na pozici R; = la a vlnové funkce |I) ozna¢uji atomérni orbital na pozici I-tého
atomu.

Reseni: V Diracové symbolice je Schrodingerova rovnice zapsana jako

H|k) = By k).
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Blochovy vlnové funkce jsou

k)Y =" e*|1).

l

Piimym dosazenim hamiltonidnu a vinové funkce do Schrédingerovy rovnice ziskdme vztah pro energii v
energetickém pésu, ktery vznikne z atomarnich energetickych hladin

E, = —2tcos(k), kde ke (—m,m). (7.26)

Nulova hladina energie odpovida energii atomérni hladiny. Tato hladina se diky tunelovani podél 1D
atomarniho Fetizku rozsiti na péas sitky 4t, viz obr. 7.8.

U(x) E 1BZ
o 1 ‘
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, gEO__
—0—0—0—0—0—0—0—-0—0—0— X S B S e L R e k
1 2 3 45 6 7 8 9 10 - 0 s

Obr. 7.8: Potenciél deseti d-funkci (vlevo) a energeticky pas (7.26) vznikly tunelovanim (vpravo).

Pi. 7.6: Atom jako )-potencial:

Vyfeste Schrodingerovu rovnici pro jednoduchy é-potencidl v dimenzi 1D, U(x) = —Ad(z). Naleznéte
energii a vlnovou funkci zakladniho stavu. V tomto piikladu pouzivame delta funkci, kterd ma rozmér
1/A. Interraci 6 (x) podle soufadnice = dostaneme jednicku. Proto je rozmér A roven eVA.

Reseni: Vime, ze hleddme vazany stav. Mimo é-funkci se bude vlnova funkce v bariéfe pfirozené expo-
nencialné tlumit. Normovana vinova funkce a ji odpovidajici energie vazaného stavu ma tedy tvar

K2 k2

2m

1/}(.%) - \/Eefn\zh E=

(7.27)
Zintegrujeme Schrodingerovu rovnici

_% [jﬁ]i - j dz M (x)i(z) = j dr By(x).
. ), J.

Provedeme limitu £ — 0 a dostaneme

R [ dy dy
Dosadime vlnovou funkci (7.27) a jeji derivace
h? R’k mA

Tento vysledek mizeme dosadit do vyrazu pro energii zadkladniho stavu

m 2

Ey=———
0 2h2

Tak napf. pro A = 12.4 eVA dostaneme energii zékladniho stavu Ey = —10 eV a parametr £ = 1.6 A1,
Pro typickou vzdalenost atomt, a = 2 A, pak dostaneme parametr $tépeni z piedchoziho piikladu:
t =X ke " = 0.8 eV a sitku energetického pasu 4t = 3.2 eV.
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Replika proniho tranzistoru: Tranzistorovy efekt byl objeven v Bellovych laboratofich tymem
pracovniki ve slozeni William Shockley, John Bardeen a Walter Brattain. Jako den objevu se udava
16. prosinec 1947. Za tento objev ziskal t¥i¢lenny tym v roce 1956 Nobelovu cenu za fyziku.

Pievzato z webu WIKIPEDIA: http://en.wikipedia.org/wiki/Transistor
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Kapitola 8

Polovodice
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8.1 Charakteristické vlastnosti polovodicu

Na tvod je dobré si vyjasnit, co je polovodi¢ a jak se lisi od kovl a izolatort. Pfedpokladem pro polo-
vodicové chovani materidlt je kovalentni vazba. Tato vazba ma kvantovy charakter a vznikéd prekryvem
vlnovych funkci valencénich elektroni sousednich atomu. Tato vazba je tvorena dvojici elektrond s opacné
orientovanym spinem.

P1i nizkych teplotach se dokonaly krystal polovodi¢e bude chovat jako izolator. Vlastnosti typické
pro polovodi¢ vznikaji hlavné v dtsledku tepelné excitace a vlivem primési. Typické polovodice jsou
prvky ze 4. skupiny periodické tabulky prvka (Si, Ge). Ty maji ¢tyfi valenéni elektrony, které vytvareji
vazby v tetraedrické hybridizaéni konfiguraci sp3. Pfestoze existuji dvé mozné prostorové konfigurace
tetraedrickych vazeb, v krystalech téchto polovodic¢ii se vyskytuje pouze usporadani typu diamantu. Obé
mozné konfigurace soucasné se objevuji pouze u amorfnich materidlu.

Tetraedrické vazby vytvareji i binarni polovodice, které miazeme délit podle ¢isla sloupct v perio-
dické tabulce nasledovné. Polovodice III-V (tfi-pét) jsou sloudeniny: GaAs, AlAs, GaN; polovodice II-VI
(dva-Sest) jsou slouceniny: CdTe, HgTe, ZnS. Vétsina téchto polovodi¢t vytvaii krystaly typu sfalerit.
Kovalentni vazba u téchto polovodi¢ti se ¢asteéné kombinuje s vazbou iontovou, coz vede k polarizaci
vazby.
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Obr. 8.1: Typické vodivosti, resp. rezistivity izolatort, polovodic¢t a kovia pfi pokojové teploté. U polovo-
di¢t je uveden rozsah, jehoz leva krajni hodnota je zddraznéna teckou. Ta odpovida ¢istému polovodici
bez pfimési.

8.2 Pasova struktura polovodic¢i

Pro typické polovodide se udava mérny odpor pii pokojové teploté v rozmezi 1073 az 10® Qcm. Typické
odpory /vodivosti nékterych materialii jsou uvedeny v obr 8.1. Pasova struktura v pfimém prostoru pii
teploté 0 K odpovida tomu, ze posledni zcela obsazeny pés je valenéni pas. Nad nim je pas zakazanych
energii, oddélujici vodivostni péas, ktery je zcela prazdny (obr. 8.2). Plny ani prazdny pas nemfize vést
elektricky proud. Pfi nizkych teplotach jsou proto Cisté polovodice izolatory, nemaji volné elektrony a
nevedou elektricky proud. S rostouci teplotou mize dojit k vytrzeni elektronu z nékteré vazby a tento
volny elektron pfispiva k vodivosti. V pasové struktufe to odpovida prechodu elektronu z valen¢niho
do vodivostniho pasu. Energie potfebnd k tomuto piechodu odpovida prévé Sifce zakdzaného pasu E,.
Hodnoty pro riizné materialy jsou zapsany v tab. 8.1. Pomoci pasové struktury je pak navic mozné popsat
i to, Ze k vodivosti prispiva i prazdny stav, ktery zistal po vytrzeném elektronu ve valenénim pasu a
ktery se nazyva dira.

E
L HAS

\Iod'wO?’)“mp
hrana pédsu Ey +

%aké%aﬂg pes w
hrana pédsu ) 0T

a\eﬂéﬂ/‘ e

— A T L e e e e L o e o o o e e k

20x perioda a

Obr. 8.2: Standardni pasova struktura polovodi¢e zobrazena v pfimém prostoru (vlevo) a disperzni relace
v reciprokém prostoru s vyznacenou 1. Brillouinovou zénou (vpravo).
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Tab. 8.1: Zakazany pas typickych krystalt pfi 300 K.

Krystal C (diamant) Si Ge GaAs
E,(eV) 5.4 114 067 143

Energie zakdzaného pasu F, polovodict je typicky kolem 1 eV. Polovodice délime na prime a neprime
podle toho, zda minimum vodivostniho péasu lezi v k-prostoru nad maximem valen¢niho pasu. Typické
priklady nep¥imych polovodic¢t jsou Si a Ge, typicky pfimy polovodi¢ je napf. GaAs.

(PO. 8.1: Pasova schémata polovodiét Si, Ge, GaAs),
(PO. 8.2: Minima péasové struktury ve vodivostnim pasu).

a) E E b) E
'Eg L
1B
= H0 _= H0
w w
[a) [a)
| k k

Obr. 8.3: Schéma absorpce fotonu v pasové struktuie a) pfimého a b) nepfimého polovodice. Prechod
elektronu mezi pasy je znizornén Gervenou Sipkou, fonon zelenou Sipkou. Zluté je zakresleno odpovida-
jici spektrum absorpce. V pripadé nepfimého polovodice neni minimum vodivostniho pasu v centru BZ
globalnim minimem.

K pfechodu elektronu z valen¢niho do vodivostniho pasu polovodic¢e mize dojit nap¥. pfi absorpci
fotonu. Ve valen¢nim pasu pak zistane dira. Protoze foton s energii fadové 1 eV mé zanedbatelny vinovy
vektor, je uvedeny prechod vertikdlni v k-prostoru. Pokud se mé uskutec¢nit prechod elektronu, ktery
neni vertikalni v k-prostoru, musi se pro splnéni zakona zachovani hybnosti na pfechodu podilet dalsi
kvazicastice. Nejcastéji se setkdme s tim, Ze se vyuzije fonon, ktery méa k tomu vhodné vlastnosti. Fonony
maji vlnové vektory pokryvajici celou Brillouinovu zénu, naproti tomu jejich typické energie jsou pouze
10 az 30 meV. Typické energetické schéma piechodu elektronu v pasové struktufe pfimého a neprimého
polovodice je zobrazeno v obr. 8.3.

Zakony zachovani pfi absorpci fotonu s vlnovym vektorem k a s frekvenci Wopt lze zapsat ve tvaru:
k(elektron ve vod. p.) =+ q(fonon) = k(foton) ~ 0; Ey £ hw(q) = Iwopt.- (8.1)

Pfechodu se Gi¢astni fonon s vlnovym vektorem ¢ a s frekvenci w(q). Znaménko (+) plati, pokud v procesu
fonon vznikne, znaménko (—) plati, pokud pfi procesu jeden fonon zanikne.

Obrovsky vyznam polovodi¢t v dnesni elektronice tkvi predevsim v tom, Ze vlastnosti polovodi¢a
muZeme vyznamné ménit pomoci pridani pfimeési jinych prvkid, neboli dotovanim polovodica. Jako vlastni
oznacujeme ty polovodice, které jsou nomindlné bez primési. Polovodice, které jsou dotované tak, aby
v nich ptrevladaly elektrony, resp. diry, oznac¢ujeme jako nevlastni polovodice n-typu, resp. p-typu.

8.3 Pohybové rovnice elektronu v energetickém pasu

Odvodime pohybovou rovnici elektronu v energetickém pasu. Protoze Blochovy vlnové funkce jsou roz-
prostfené v celém krystalu, chceme-li popsat elektron, ktery je lokalizovan, musime ho popsat jako vlnové
klubko se stfednim vlnovym vektorem k. Ve vlnovém klubku mé hodnota k urcity rozptyl, neni ostra.
Grupové rychlost tohoto klubka, kterd odpovida sifeni elektronu v krystalu, je dana derivaci vy = dw/ dk.
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Kmitocet w souvisi s energii podle vztahu E = Aw, a tedy plati

. 1dE

8.3.1 Elektrické pole
V ptipadé pisobeni vnéjsiho elektrického pole bude energie predana elektronu za ¢as dt rovna elektrické
sile nasobené drahou elektronu podle

SE=F -0 = —¢E - U, t.

Pokud pfepiSeme diferencidl energie uzitim derivace podle k a dosadime za grupovou rychlost z (8.2),
dostaneme

9 5k— —eB. 14 5,
dk h dk
Snadnou tupravou dostaneme findlni tvar pohybové rovnice elektronu
- . dk =
h 0k = —eF 6t = ha =F. (8.3)

Podle druhého Newtonova zakona pro volny elektron plati, ze ptisobici sila se rovna ¢asové zméné hyb-
nosti. Tento vztah se d& zapsat pro volny elektron ve tvaru shodném s (8.3). Ale pro elektron vazany
v energetickém pasu polovodice to méa trochu odlisny vyznam. Zde je disperzni vztah mezi energii a vlno-
vym vektorem dan vlastnostmi krystalu. Pisobenim vnéjsi sily na elektron dochézi k predavani energie
jak elektronu, tak i krystalové miizce. To je popsané pravé pohybem elektronu v daném energetickém
pasu.

Pouzijeme-li tvar Blochovy vlnové funkce (7.9) s vlnovym vektorem k

Gp(F) = Y O+ ) e+, (8.4)
é
mizeme spocitat stfedni hodnotu operatoru hybnosti elektronu v tomto stavu jako
(pat) = (Vg —hV|yp) = > h(k+G)|C(k+G)? =hk+hY_ G|C(k+G)P. (8.5)
el G

Prvni ¢len odpovida hybnosti volného elektronu a druhy ¢len je zodpovédny za interakci s mfizkou,
které se predava impuls po kvantech AG. Podrobnéjsi rozbor interakce s miizkou je téma pro pokrocilejsi
ucebnice.

Stfedni hodnotu operatoru hybnosti lze pocitat i s pouzitim zapisu Blochovy vlnové funkce jako
soucinu rovinné viny a periodické ¢asti uy () ve tvaru (7.2). Toto odvozeni se provadi nasledovné,

LG

u—a
E
Pfi vypoctu stfedni hodnoty tohoto operatoru je potfeba spocitat integral z (:hVug/uz). Tak ziskdme
vyraz pro vypocet hybnosti elektronu z parametri pasu, ve kterém se tento elektron pohybuje. Tento
vztah je dulezity napf. pro vypocet proudu

Pel Y5(7) = —1hV (ef'rﬂulz(f’)) — <hl;- o

m -
P = & Vi E(k). (8.6)

Formélné musi byt tento vyraz ekvivalentni s vysledkem pfedeslého vypoctu (8.5), coz se da ovérit.

8.3.2 Magnetické pole

Pohybova rovnice (8.3) bude platit stejné i pfi ptisobeni magnetické Lorentzovy sily

th dk e

dt dt A2

Za povsimnuti stoji to, ze pohybova rovnice vpravo je zapsana v soufadnicich k-prostoru. Z tvaru této
pohybové rovnice mizeme odvozovat nasledujici vlastnosti feSeni:

——eixB = V:E x B. (8.7)
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B Pii pisobeni magnetického pole se elektron v k-prostoru pohybuje po plose konstantni energie
(kolmo na smér gradientu energetické disperzni zavislosti).

B Primét vinového vektoru k do sméru magnetického pole je béhem celého pohybu konstantni. V re-
ciprokém k-prostoru to predstavuje pohyb v roviné kolmé na vektor B po plose konstantni energie.
V realném z-prostoru tomu odpovida pohyb po Sroubovici s osou ve sméru B.

8.4 Kvazidastice elektron a dira

8.4.1 Efektivni hmotnost elektronu

Zderivujeme vyraz pro grupovou rychlost (8.2) podle ¢asu. Tim ziskdme vztah pro zrychleni, ktery budeme
dale upravovat, abychom dostali formélni podobnost s druhym Newtonovym zidkonem

. —
dg _1ViE _Lgvmy) ¥ - Livwm) Fe(2) F
dt A A&t R R A Rzt Rk \m* '

s
Pfi odvozovani jsme za derivaci podle ¢asu dosadili pohybovou rovnici (8.3). Nové zavedeny tenzor (1)
ma vyznam pfevracené hmotnosti a predstavuje velmi dilezitou veli¢inu: tenzor reciproke efektivni hmot-

nosti s maticovymi elementy
1 1 d°FE
(L) -1ee 9
m* /), h*dk.dk,

Podle tohoto vztahu provedeme vypocet efektivni hmotnosti v celé Brillouinové zéné pro nejjednodussi
energeticky pés zobrazeny v obr. 8.4a). Z obr. 8.4b) je zfejmé, Ze efektivni hmotnost je nespojitd a muize
byt i zaporna. Pokud je sledovany energeticky pas vodivostni a je pouze slabé obsazen, elektrony obsadi
nejnizsi hladiny blizko stfedu zény. Pro tyto obsazené stavy lze pokladat efektivni hmotnost za konstantni
veli¢inu.

a) EK) b) Me

-mla 0 wla

Obr. 8.4: Vypocet efektivni hmotnosti v jednoduchém energetickém pésu. a) Typicky energeticky pas, b)
efektivni hmotnost elektronii v tomto pasu spocitana podle (8.8).

Tato efektivni hmotnost umoznuje popsat dynamiku pohybu elektronu v pasu tak, jako by se jednalo

o Castici s touto hmotnosti. Efektivni hmotnost je dand tvarem energetického pasu a je jina nez klidova

hmotnost volného elektronu. Proto je i Blochtiv elektron v energetickém pasu kvazicastice. Nyni mtzeme
provést rozvoj energetické disperzni zavislosti kolem minima, jehoZ polohu si ozna¢ime Eo

- 1 d’E

E(k) = E(kO) + 5 - 7dk‘udk‘l,

o (F = Fo) u(k — Ko)y- (8.9)

Efektivni hmotnost elektronu v pasu je tedy tenzorova velic¢ina, pfi ptsobeni vnéjsi sily v riznych smérech
se bude elektron urychlovat rtzné. Jakykoliv obecny tenzor ve 3D lze zapsat v diagonalnim tvaru, kdy
jsou nenulové pouze tfi koeficienty.
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Rozborem vlastnosti pasové struktury polovodice zjistime, Ze nasleduji vyroky musi bud vSechny pla-
tit, nebo plati vsechny vyroky negované:
B Elektron se muze v pasu snadno urychlovat.
Elektron ma malou efektivni hmotnost.
Energeticky pas méa velkou kfivost.

Tento pas ma velkou §itku.

Pas vzniknul diky silné interakci stavi na sousednich atomech.

Takto formulované vyroky obvykle plati pro vodivostni péas.

8.4.2 Dira jako kvazicastice v obsazeném pasu

Nyni se budeme zabyvat pripadem, kdy je valencni pas prakticky zcela zaplnén. V takovém pfipadé je
rychlejsi popsat obsazeni stavll vy¢tem prazdnych mist (dér), nez fikat, které stavy jsou v tomto péasu
zaplnéné. Déle je vhodné pfipomenout, Ze zcela obsazeny pas nemuze vést elektricky proud, nebot ke
kazdému stavu s rychlosti U, je obsazen i stav s opa¢nou rychlosti —t,. Suma rychlosti, vlnovych vektora
nebo spind § pies stavy v celé Brillouinové zéné musi byt diky této symetrii nulova,

dowk)=0, DY k=0, Y §=o. (8.10)
1.BZ 1.BZ

1.BZ

a) E(K) b) E(k)

2

-mla mla -mla : wla

Obr. 8.5: Energeticky pas a) s jednim elektronem, b) s jednou dirou.

Obrazek 8.5 ukazuje pro porovnani energetické schéma polovodice s jednim elektronem ve vodivostnim
pasu a druhé energetické schéma s jednou dirou ve valenénim pasu. Dira se ve vnéjsich polich chova tak,
jako by méla kladny naboj. Pokud napt. pfilozime na polovodi¢ elektrické pole v kladném sméru osy X,
elektrony se budou ve valenénim pasu premistovat doleva. Dira v pasu se proto bude posouvat opacné,
doprava, ve sméru pole. Vlastnosti diry se daji odvodit z vlastnosti elektront v daném pasu s vyuzitim
sumacnich pravidel (8.10).

Tab. 8.2: Parametry diry na zakladé vlastnosti elektronu chybé&jiciho ve valenénim pasu.

kvazicastice naboj hmotnost energie k-vektor rychlost spin
elektron —e me < 0 FE. l;e Ve Se
dira +e mp = —me >0 E,=-FE, Eh = —Ee Up, = Ve Sp = —35,
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V tab. 8.2 jsou sepsadny vSechny parametry diry na zakladé vlastnosti elektronu chybéjiciho ve valenc-
nim pasu. Vsechny tyto vztahy spolu souvisi a budeme je pouze kratce komentovat. Uvazujme nejdriive
energii diry, ¢im nize je dira ve valen¢nim pasu, tim vyse jsou stavy obsazené elektrony a celkova energie
je vyssi. Energie diry tedy roste smérem dolt v obr. 8.5b). Protoze diry maji stejné jako elektrony polo-
¢iselny spin, musi se Fidit Fermiho-Diracovou statistikou (6.5). Distribuéni funkce pro diry je dana jako
pravdépodobnost, Ze stav neni obsazen elektronem, takze

1 1
T eE-w/keT 11 o(n—B)/ksT 4 1

mE)=1—f.=1 (8.11)
Pokud u této distribu¢ni funkce oto¢ime znaménko energie F; = —F,., dostaneme obvykly vyraz pro
Fermiho-Diracovo rozdéleni. Vztah pro vlnovy vektor a spin diry vychézi pfimo z (8.10), vztah pro
rychlost odvodime z celkového proudu

j=—e E Ue:—e<2 Ve —ﬁe>:eﬁe.

Rk, 1.BZ

Zcela zaplnény pas s jednou dirou s vlnovym vektorem Ee a s rychlosti elektronu v, zpusobuje proud, ktery
je ekvivalentni jedné dife s kladnym nabojem +e a rychlosti vy, = v.. Nakonec pfipomenme jesté efektivni
hmotnosti. Oznacime si efektivni hmotnost elektront m, a efektivni hmotnost dér my,. V disledku otocéeni
znaménka energie pro diry bude i opacné znaménko u efektivni hmotnosti m, = —m.. Jak je patrné
z obr. 8.4b), diry u vrcholu valenéniho pasu budou mit kladnou efektivni hmotnost. Diky tomuto zavedeni
jsou efektivni hmotnosti elektront i dér kladné velic¢iny. Jak ukazuji ¢ervené Sipky v obr. 8.6, elektricky
proud generovany elektrony i dirami je vzdy ve sméru elektrického pole E.

E
elektron
~O— Obr. 8.6: Pohyb elektronu ve vodivostnim pasu a diry ve
Ve le valenénim pasu pod vlivem elektrického pole E. Prestoze
7 rychlosti obou kvaziCastic sméfuji v opacnych smérech,
h

di — elektricky proud zptisobeny obéma kvazi¢asticemi sméruje
ira @—=

i ve sméru elektrického pole.

Zavedeni diry zpusobem piedstavenym v této sekci musi byt konzistentni. Smér vinového vektoru a
rychlosti musi byt koline4rni. Jako cviceni je vhodné si provést rozbor prikladu optické excitace elektronu
z valen¢niho do vodivostniho pasu pro k = 0, pfi kterém musi platit zdkon zachovani energie, k-vektoru
i spinu.

V nasledujicim ramecku shrneme vsechny dilezité rovnice popisujici dynamiku kvazicastice v ener-
getickém pasu:

=

1 1 1 d’E dk = dv 1 ﬂ
s_lu.p L D B _ v . F. 8.12
U= Vil (m) ,  h?dk,dk,’ dt ' dt (m) (8.12)

8.4.3 Meéreni efektivni hmotnosti v polovodic¢ich

Jesté jednou zopakujme, ze elektron i dira v polovodici jsou kvazicastice. Mohou existovat pouze v krys-
talu, ale ne mimo néj. Nesmime si je plést s elementarnimi ¢asticemi, jako je volny elektron nebo pozitron.
Efektivni hmotnost elektroni je napt. v GaAs pouze 0.067 myg.

B
Obr. 8.7: Geometrie usporadani experimentu pro méfeni
cyklotronové rezonance. Vysokofrekvenéni elektrické pole
Ey osciluje ve sméru kolmém na smér statického magnetic-
E. kého pole B.
rf
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Efektivni hmotnost se zavadi pro popis stavi blizko hrany pasu, kdy méa smysl pouzit parabolickou
aproximaci energetického pasu. Tenzor efektivni hmotnosti lze mérit pomoci magnetického pole B. No-
sitelé proudu se pohybuji po spirdlach s osou podél sméru magnetického pole. Budeme uvazovat napft.
meéfeni efektivni hmotnosti elektronu. Podobné, jako jsme to odvozovali pro elektrony v kovu, vyuzijeme
podminky rovnovahy sil ptusobicich na elektron pfi kruhovém pohybu. Stejné jako v kapitole o kovech
(v sekci 6.9) dojdeme k vyrazu pro cyklotronovou frekvenci

wo= B (8.13)

m*

V experimentalnim uspofadani podle obr. 8.7 mame studovany vzorek umistény v magnetickém poli
B. Elektrony budou v tomto vzorku vykonavat pohyb po kruznici. Pokud na vzorek bude ptisobit vy-
sokofrekvenéni elektrické pole polarizované ve sméru kolmém na magnetické pole s rezonané¢ni frekvenci
we, bude se smér elektrického pole ménit ve fazi stejné jako slozka rychlosti elektronu. Dojde tedy k re-
zonan¢ni absorpci energie. Uvedme jednoduchy priklad elektrického pole s frekvenci v = 24 GHz. Tomu
odpovida tihlové frekvence w = 1.5 x 10! s7! a energie £ = hw, ~ 0.1 meV. VInova délka odpovidaji-
ciho fotonu je pfiblizné 10 mm. Pro typickou efektivni hmotnost 0.1 mg pak podle (8.13) dostaneme, ze
budeme pro tento experiment potfebovat magnetické pole o intenzité 0.085 Tesla (850 Gauss).

8.4.4 Disperzni relace v okoli stfedu 1.BZ

E
elektrony
B

i tézké diry
A /7 Obr. 8.8: Zjednodusené pasové schéma polovodice s jednim
1 lehké diry elektronovym vodivostnim pasem a tfemi dérovymi pasy ve
T valenénim pasu. Péasy jsou uvazovany v parabolické apro-
/ spin-orbitalne ximaci podle (8.9), E, — $ifka zakdzaného pasu, A — spin-

odstepeniy(r pas orbitalni stépeni.

Péasova schémata tfi typickych polovodi¢t jsou zobrazena na konci kapitoly, (PO. 8.1: Pasova
schémata Si, Ge, GaAs). Vybereme si GaAs, ktery je pfimy polovodié¢, a popiSeme zakladni rysy jeho
energetickych past. Pri obvyklych vypoctech vlastnosti polovodi¢i neni nutné znat globalni disperzni
relace v celé BZ, ale stac¢i charakterizovat energetické pasy v okoli extrému pasu. Zjednodusené pasové
schéma typického piimého polovodice obsahuje ¢tyfi energetické pasy, jak je to zobrazeno na obr. 8.8.
Zakéazany pas sitky I/, oddéluje obsazené stavy ve valencnim pasu a prazdné stavy ve vodivostnim pésu.
Vodivostni pas vznika z atoméarnich s hladin, a proto je pouze jeden. Valen¢ni pas vznikd z atoméarnich
p hladin (ps, py, p-), a proto jsou ve valenénim pasu tii dérové pasy. Pas lehkych dér a pas tézkych dér
maji spole¢né maximum na vrcholu valenéniho pasu. Diky interakci spinu s orbitadlnim momentem dér
je treti dérovy péas posunuty k nizs$im energiim. Tento posun se oznacuje jako spin-orbitalni Stépeni A.
Typické pasové schéma polovodice tedy obsahuje ¢tyfi energetické pasy, které maji rozlisné kiivosti a tedy
i efektivni hmotnosti odpovidajicich kvazi¢astic (elektrony, lehké diry, tézké diry a diry ve spin-orbitalné
odstépeném pésu).

8.5 Koncentrace vlastnich nositelu

Odvodime si koncentraci elektroni a dér v polovodi¢i s danou sitkou zakdzaného pasu a pri dané teploté.

Pozor: U polovodici se ndzev chemicky potencidl p nepouzZiva. Misto néj se pouzivda termin Fermiho
mez, prestoze byla plivodné tato mez definovdna pouze pro teplotu absolutni nuly.
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Tato Fermiho mez necht lezi v zakdzaném péasu, jak to ukazuje obr. 8.9. Pro elektrony excitované
pres zakadzany pas do vodivostniho pasu dostaneme jejich koncentraci integraci pres cely vodivostni pas:

[ee} 3/2 e}
1 1 (2m, _
n = V/DE(E) f(E)dE = 22( ;’; ) e“/kBT/\/E—Eg e B/eT 4R
i
EQ EQ

ks T 3/2
2(”;W7?2 ) o(n=B9)/knT. (8.14)

Pro hustotu stavl jsme pouzili vztah (6.13), Fermiho-Diracovo rozdéleni pro obsazeni hladin elektrony
jsme za podminky (E — u > kgT) nahradili pouze Boltzmannovym faktorem e~ (P~#/ksT (viz dodatek
B).

E E
1 A
ostnd P2
odive fn (E)
By
u L Fermiho hladina
Obr. 8.9: Vlevo: zjednodusené pasové schéma
0 polovodice s Fermiho hladinou ve stfedu zaka-
(s zaného pasu. Vpravo: Fermiho-Diracovo roz-
va\eﬂémp fe (B) déleni, zluté je znédzornéno rozdéleni pro elek-
trony a Sedivé pro diry.

Zcela analogicky bychom mohli postupovat pti vypoctu koncentrace dér ve valenénim péasu,

9 3/2
p= % / Di(E) fr(E)dE = 2 <mthT> e 1/keT, (8.15)

2mh?

Toto je velmi zajimavy vysledek. Pokud vynasobime koncentraci elektront a dér, ziskdme hodnotu, ktera
neni zavislad na poloze Fermiho meze, ale zavisi pouze na Sifce zakdzaného pasu

3
np=4 kel (memy)3/? e~ Ba/ksT (8.16)
27h? o

Hodnota nasobku np tedy nezavisi na dopovani polovodice. Tato relace se nazyva zdkon pusobeni aktivnich
hmotnosti. Pro kompenzovany (intrinsicky) polovodi¢ je n; = p; = \/np. Pokud vlivem dopovéni na n-typ
zvysime koncentraci elektronti o tfi fady, pak je to na tkor dér, jejichz koncentrace bude zase o tfi fady
nizsi proti pripadu nedopovaného polovodice.

Podminka n/p = 1 musi platit pro intrinsicky polovodi¢ nezévisle na teploté. P¥imym dosazenim pak
dostaneme vztah pro teplotni zavislost polohy Fermiho meze pro nedopovany polovodic,

1 3
w(T) = 3E, + JkpTln T (8.17)

Me

Pii zvySovani teploty od absolutni nuly se za¢ne Fermiho mez posouvat od poloviny zakidzaného pasu
k pasu s leh¢imi nositeli proudu (obvykle stoupd, posouvéa se za elektrony ve vodivostnim péasu).

8.5.1 Elektricka vodivost
Budeme postupovat analogicky jako v sekci 6.8. Pti vypoctu elektrické vodivosti musime na rozdil od

kovii zapocitat dva nosi¢e proudu (elektrony a diry). Protoze vlastnosti obou nosi¢i se lisi, je t¥eba si
definovat novou charakterizujici veli¢inu pohyblivost. Tato kladna veli¢ina se definuje vztahem

v
w= |—E| (8.18)
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Pohyblivost je stfedni driftova rychlost nositeltt pod vlivem jednotkového pole (E =1 V/cm). Vyuzijeme
vztah (6.26) a mizeme rovnou zapsat pohyblivosti elektronti a dér za pomoci jejich efektivnich hmotnosti

a relaxacénich dob
€Te €eTh

e =T = (8.19)
Me mp
Celkovou elektrickou vodivost polovodic¢e pak miZeme zapsat jako soucet dvou piispévki,
o = e(npe + pun). (8.20)

8.6 Primésova vodivost nevlastnich polovodic¢a

G
@n)

J
|

Obr. 8.10: Ionizace pfimési v kfemiku: a) fosfor jako donor, b) bér jako akceptor. Vlevo je zakreslen
zékladni energeticky stav, vpravo je excitovany stav, t.j. ionizovana pfimés a volna ¢astice v energetickém
pasu. Fialova sipka naznacuje volny pohyb kvazicastice v pasu.

Jak jsme ukazovali na zacatku této kapitoly na obr. 8.1, lze elektrické vlastnosti polovodic¢e fadoveé
ménit dopovanim'. To se provadi tak, Ze se do teoreticky idealni m¥izky polovodice umisti atomy pii-
mési. Primési se déli na dvé zakladni skupiny: donory a akceptory. Jako typicky pfiklad muzeme uvést
kfemikovy polovodi¢. Pfimés tfimocného prvku, jako je bér, se v kifemiku chova jako akceptor, kdezto
pfimés pétimocného prvku, jako je fosfor, se chova jako donor.

Nejlépe je mozné si toto chovani vysvétlit pomoci ionizace pfimési zakreslené na obr. 8.10. Nejprve
budeme uvazovat pfipad donorového atomu fosforu. Jeho ¢tyfi valenéni elektrony tvori tetraedrické koor-
dinac¢ni vazby se sousednimi atomy kfemiku. Posledni paty elektron je slabé vazan, a pokud dojde napr.
k tepelné excitaci, uvolni se do volného stavu, kterym je stav ve vodivostnim pasu. V krystalové miizce
zlstane ionizovany iont PT. Zcela zaplnény valen¢ni pas nemusime uvaZovat a na systém kladného iontu a
volného elektronu se miazeme divat jako na modifikovany atom vodiku, jehoz feSeni je tématem zakladnich
ucebnic kvantové mechaniky [11]. Vliv okolniho prostfedi se zapo¢itd relativni permitivitou . Analogie

1V nékterych textech se pouzivaji alternativni terminy jako dotovani nebo legovani.
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s atomem vodiku ndm umoznuje ihned napsat vazebnou energii zakladniho stavu tohoto systému, kdy je
elektron na 1s vazané hladiné v potencidlu iontu atomu fosforu

e*me _ 13.6m,
2(4meegh)? €2 my

Ey = eV. (8.21)
Protoze elektron se pii excitaci uvoliiuje z atomu fosforu do vodivostniho pasu, nachéazi se jemu odpovida-
jici pfimésova hladina v zakdzaném pasu, a to pfesné na energii o hodnotu F; pod hranou vodivostniho
pésu, viz obr. 8.11a). Vazany stav elektronu mtizeme co do rozmért charakterizovat pomoci modifikova-
ného Bohrova poloméru,

dmeeoh?
ag = 0% _ 053 04, (8.22)

e2me Me
Tento polomér udava stfedni vzdalenost elektronu od donoru na stabilni hladiné. Kupodivu tento polomér
byva vétsi nez meziatomarni vzdalenosti. Vazebné energie a Bohrovy poloméry pro donory u typickych
polovodic¢i jsou uvedeny v tab. 8.3.

Tab. 8.3: Parametry donort u typickych polovodi¢a.

Krystal Si Ge GaAs
me/mg 0.2 0.1 0.067
€ 11.7 15.8 12.85
Ei(meV) 20 5.5 5.5
agq(nm) 3 8 10

Nyni se vénujme akceptortim, u nichz je situace obdobnéa. Bér v zdkladnim stavu mé pouze tfi valen¢ni
elektrony. Pti doplnéni ¢tvrtého elektronu vznikne zaporny iont, ktery ma propojené koordinac¢ni vazby
na vSechny sousedni kiemiky. Tento doplnény elektron pak ale musi chybét nékde jinde ve valenénim
pasu. Protoze k pfechodu elektronu na atom béru je potieba dodat energii, bude mit vazany akceptorovy
stav hladinu v zakdzaném pdasu, a to o excitaéni energii nad vrcholem valenéniho pasu, viz obr. 8.11b).
Na proces excitace se lze divat také tak, ze elektron pfejde na akceptor a vznika dira ve valenénim pasu.

a) b)
4@ 4@ 4@ 4@ E; Ec

/ / / /
0 e ooe -E

E,

@-
@-
@-
@N\L
®
|
Jn

Obr. 8.11: Tonizace pfimési v polovodiéi: a) n-typ s donory, b) p-typ s akceptory. Energie E, a E. ozna¢uji
hranu valen¢niho, resp. vodivostniho pasu.

Je dobré si uvédomit rozdil mezi vodivymi stavy (elektrony ve vodivostnim pésu, diry ve valenénim
pasu) a vdzanymi stavy. Stavy donori a akceptort jsou v krystalu lokalizované a nemohou tedy piimo
prispivat k vodivosti. K vodivosti pfispivaji tim, ze poskytuji slabé vazané nosice, které je mozné snadno
excitovat do past. Donory a akceptory tedy vytvareji povolené hladiny v zakdzaném pasu polovodice.
Fermiho mez se v dopovaném polovodi¢i nachéazi v blizkosti této primésové hladiny. Pasové schéma ty-
pického dopovaného polovodice je zobrazeno na obr. 8.11. Zakladni polovodic¢ova soucastka — dioda —
vznikne, pokud méame polovodi¢ dopovany v jedné poloviné krystalu na n-typ a ve druhé poloviné na
p-typ. Teoreticky si to mizeme predstavit tak, ze dva kusy polovodice v obr. 8.11 pfitiskneme k sobé.
Takto se ale realné polovodic¢ové soucastky nevyrabéji. Diodé a p-n prechodu se bude podrobnéji vénovat
kapitola 11.

8.6.1 Teplotni ionizace donoru a akceptoru

Jak jsme jiz upozornovali, dopovani polovodict se pouziva pro zménu koncentrace volnych nosi¢d proudu
v polovodici. Proto si nyni uvedeme vztah pro nizkoteplotni koncentraci elektronti ve vodivostnim pasu
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pro n-dopovany polovodi¢. Teplotni zavislost této koncentrace je feSena v pf. 8.4 na konci této kapitoly.

me kBT 3/2
2mh2 ’

n = (ngNy)/? e~ Fa/2keT ng = 2 ( (8.23)

kde Ny je koncentrace donoru v polovodici a ng je efektivni koncentrace stavi ve vodivostnim pésu.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze ¢im vétsi bude koncentrace donorti v polovodici, tim vétsi bude
koncentrace vodivostnich elektroni ve vodivostnim pasu a tim vétsi bude elektricka vodivost polovodico-
vého materidlu. Pfitomnost ionizovanych pfimési v mtizce ale zptisobuje snizeni pohyblivosti elektronii,
které se na nabitych iontech rozptyluji, coz vede ke zkraceni relaxa¢ni doby. U vSech polovodi¢i je jednim
rozptylovym mechanismem rozptyl na fononech. Ten je ale dominantni u ¢istych polovodic¢u a za vysSich
teplot. Rozptyl na fononech se da potlacit ochlazenim vzorku. Naproti tomu rozptyl na pfimésich neza-
visi na teploté. Za nizkjch teplot je mozny rozptyl i na neutralnich pfimésich, u vyssich teplot prevlada
Rutherfordav rozptyl na nabité pfimési.

Vliv ionizovanych atomi pfimési na vodivost se u nékterych polovodicovych soucastek da kompenzo-
vat vhodnym navrhem heterostruktury. Lze navrhnout strukturu diody nebo tranzistoru, kde jsou ionty

primési prostorové oddéleny od vodivého kandlu, kde se mohou elektrony s velkou koncentraci pohybovat
s velkou pohyblivosti podobné jako v ¢istém polovodici.

8.7 Termoelektrické jevy v polovodicich

a) TE chlazeni b) ohfivany konec

NG (ot NG| |0t

| | | |
tepelny rezervoar ‘ tepelny rezervoar
-+
I I o o
+' - TE napéti

Obr. 8.12: Termoelektrické jevy: a) Peltiertv ¢lanek méni elektricky proud na TE chlazeni spoje dvou
typi polovodice. b) Seebecktiv jev popisuje to, Ze se ohfivanim spoje dvou polovodi¢l generuje TE napéti
na konektorech.

Studium termoelektrickych vlastnosti je dilezité hlavné u dopovanych polovodicéi, kde je jeden typ
majoritnich nosi¢u (elektrony nebo diry). ProtoZe elektrony prenaseji elektricky proud v opa¢ném sméru,
nez ve kterém se pohybuji, tepelna energie, kterou si s sebou nesou, se pohybuje proti sméru elektrického
proudu. Zakladni dva termoelektrické jevy lze vysvétlit pomoci obr. 8.12. Levy obrazek predstavuje
termoelektrické (TE) chlazeni vlivem prochézejiciho proudu (Peltieriv jev). Pokud by se obrétila polarita
zdroje a proud protékal v opacném sméru, TE ¢lanek by fungoval jako ohfiva¢. Pravy obrazek ukazuje
TE napéti, které se generuje ohfevem p-n prechodu (Seebeckiv jev).

Pro popis termoelektrickych jevi se zavadi nékolik parametrt. Peltieriv koeficient — I se definuje

jako podil toku energie vici elektrickému proudu, které jsou prendsené volnymi nosici. Tento Peltierdv
koeficient je tedy kladny pro diry a zaporny pro elektrony:

=<0 1,=2>o0. (8.24)
Je Jh

Absolutni termoelektricka sila — Q7 udéava velikost intenzity elektrického pole F generovaného v po-
lovodici gradientem teploty VT nebo jako podil termoelektrického napéti AV generovaného na koncich
tycky s teplotnim rozdilem AT. Tato veli¢ina se nékdy oznacuje jako Seebeckuv koeficient

AV E
Qr=-70= o
AT VT
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Podle Kelvinova vztahu je Peltiertiv koeficient tmérny absolutni teploté s imérnosti danou termo-
elektrickou silou. Plati tedy vztah II = Q7T. Diky zméné znaménka Peltierova koeficientu mtzeme urcit
typ dopovani podle polarity elektrického napéti na povrchu vzorku s gradientem teploty. Pro p-typ je
konec s vyssi teplotou zaporné nabity, u n-typu je teplejsi konec kladné nabity.

Rozdilné chovani rizné dopovanych polovodi¢t umoznuje konstrukei Peltierovych ¢lankt, které umoz-
nuji pouzit elektricky proud pfimo ke stimulaci prenosu tepelné energie. Toho se dnes pouziva v tzv.
elektronickych chladnickach. Fotografie typickych Peltierovych ¢lankt je na obr. 8.13.

Obr. 8.13: Termoelektrické chladici prvky, prevzato z webu PELTIERY:
http://www.peltiery.cz/
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E-E,(eV)
t T

L (111) T (100) X L (111) T (100) X L {111) T (100) X

k (wave vector)

PO. 8.1: Redukované pasové schéma pro t¥i typické polovodice (Ge, Si, GaAs) v 1.BZ. Zakresleny jsou
disperzni zavislosti ve dvou vyznamnych smérech. Pfevzato z [3].

[001]

Iz

Ge Si GaAs

PO. 8.2: 3D zobrazeni oblast{ minima vodivostniho pasu tii typickych polovodi¢t (Ge, Si, GaAs).
Pievzato z [3].
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8.8 Piiklady

Pi. 8.1: Teplotni zavislost Fermiho meze:
Vysvétlete, ¢im je zptisoben posun Fermiho meze v intrinsickém (¢istém) polovodiéi se vzristajici teplotou
smérem k vodivostnimu péasu.

Népovéda: Pouzijte vztah (8.17) a doprovodny text v této kapitole, dilezita je podminka rovnovahy.

Pi. 8.2: Absorpéni hrana polovodice:
Odvodte vztah mezi energii zakdzaného pasu pfimého polovodice a vinovou délkou odpovidajici absorpéni
hrané. Material polovodi¢e bude absorbovat fotony s touto a kratsi vlnovou délkou.
Reseni: 59
me -
T ek,

kde E oznacuje energii v elektronvoltech. Dosadime konstanty a budeme uvazovat vinovou délku A v mi-
krometrech, takze pro pfevod do SI budeme nasobit faktorem 106

E:h(/.):

P he  6.626 x 10734 - 2.9979 x 108 V]
Ted 1.602x 10-19. )\ x 10— ’

E [eV] = 1.24/\ [um].

Pi. 8.3: Pfimésové stavy v InSb:

Parametry tohoto polovodice jsou: Fy = 0.23 eV, € = 18, m, = 0.15 mg. Podle vztaht odvozenych v této
kapitole dopoéitejte nasledujici: a) ioniza¢ni energii donorii, b) Bohrtv polomér donort, ¢) minimalni
koncentraci donorti, kdy se zac¢ne projevovat prekryvani drah elektroni na sousednich primésich.

Nad touto koncentraci dochazi k vytvareni pfimésového pasu. Preskakovanim po pfimésich muze jiz dojit
k vedeni elektrického proudu pfimo na této hladiné. Kittel, str. 250, pr. 1

Reseni: a) 6.3 meV, b) 6.4 nm, c) 3.9 x 10*® cm 3.

Pr. 8.4: Ionizace donoru:
Uvazujme polovodi¢ s koncentraci donortit Ny a ioniza¢ni energii Fy4, ktera je definovana jako kladna
veli¢ina. Urcete koncentraci elektront ve vodivostnim pasu a polohu Fermiho meze pro: a) nizkoteplotni
limitu, b) pfi pokojové teploté. PouZijte vztahy (8.11) a (8.14). Pro nizkoteplotni limitu odvodte vztah
(8.23). Kittel, str. 250, pf. 5

Reseni: Nejprve obecné uréime koncentraci ionizovanych donort. Pravdépodobnost, ze je pfimés ionizo-
vana, odpovida pravdépodobnosti, Ze je na tomto stavu dira:

fro = (et B)ksT 4 1)1 — (gn=BotB—E)/knT 4 1)1 _ (oW +Fa)/knT 4 1)=1
V tomto odvozeni je vhodné zavést u’ jako vzdalenost Fermiho meze od hrany vodivostniho pasu. Ioni-

zované donory jsou zdrojem pro volné elektrony ve vodivostnim péasu Nj = n. Tuto rovnost muzeme
prepsat nasledovné

Ny /
+ _ — 0y — w'/ksT
N; _e(u’+Ed)/kBT+1_n_n0e .
A to upravime na rovnost
Ny = ng e /k=T (e”,/kBT efa/keT 4 1) . (8.25)

a) V nizkoteplotni limité zanedbame v (8.25) jednicku viéi exponenciele

, N, By 1 n
o' ket _ Na —miper r— _Zd CpeTin (22
e o e H 2 2 B n Nd :

Koncentraci elektronti potom dostaneme dosazenim za exponencielu z levé strany predeslého radku

’
n=nyg el /ksT _ (nONd)1/2 e—Ed/QkBT.
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b) Pro pokojové teploty je kgT ~ 26 meV a v zavorce vztahu (8.25) mizeme zanedbat exponencielu viici
jednicce. Tim piimo dostaneme, ze vsechny donory jsou ionizované

Ny =nge/FT = p = w = —kpgTIn (no) )
Ng

Pi. 8.5: Parametry donoru v polovodici:

Uvazujme polovodié s koncentraci donortt Ny = 103 cm ™3, E; = 1 meV a m = 0.01 my.

a) Pouzijte vysledky z pfedchoziho piikladu a urcete koncentraci vodivostnich elektronii pii teploté 4 K.
b) Urcete navic jesté Halltiv koeficient. Kittel, str. 250, pr. 2

Népovéda: Piipometime hodnotu Boltzmannovy konstanty kg = 1.3807 x 10723 JK~! = 0.0862 meVK !,

Pfi vypoétu si nejprve spocitejme ng = 3.87 x 102 cm 3.

Regeni: n = 0.46 x 10 cm ™3, Ry = —1.35 m3C .
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Titan, FCC, 45°3d”

Mangan, FCC, 48’3d’

Zelezo, BCC, 453

Cu

Med, FCC, 4s'3d"

Hlinfk, FCC, 35°3p"

Fermiho plochy riznych kovu. Prevzato z webu UNIVERSITY OF FLORIDA:
http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/
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Kapitola 9

Fermiho plochy v kovech
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V kapitole 6 jsme probrali zédkladni vlastnosti kovi a ukézali si, ze typické elektrické a tepelné vlast-
nosti kovil 1ze odvodit z chovanim Fermiho elektronového plynu. Diky Pauliho vyluc¢ovacimu principu je
stav kazdého elektronu v kovu popsan unikatnimi kvantovymi ¢isly. VSechny obsazené stavy elektront
pri teploté absolutni nuly zaplnuji v k-prostoru geometrické téleso ohrani¢ené Fermiho plochou. Stavy na
Fermiho plose maji nejvyssi energii a stavy uvnitf tohoto télesa maji energii nizsi. Experimenty studujici
vlastnosti kovil jsou proto zaméfené na zkouméani geometrického tvaru Fermiho plochy.

9.1 Zavedeni pasovych schémat

Pro periodickou strukturu krystalu se zavadi popis stavu elektronid pomoci Blochovych vinovych funkci.
Vlastni ¢islo téchto vlnovych funkei je vinovy vektor K , ktery lze diky symetrii vzdy transformovat do
1.BZ. Této proceduie se fikd mapovani energetické zavislosti do redukovaného pasového schématu. Pti
tomto mapovani je potieba vlnovy vektor posunout o vhodny vektor reciproké mrizky G tak, ze k=K+G
uz lezi v 1.BZ.

Energetické disperzni zavislosti elektront lze potom zobrazit tfemi zpusoby, které jsou vzajemné
ekvivalentni, jak ukazuje obr. 9.1.

Rozsifené pasové schéma: vychazi z energetické zavislosti pro volné elektrony, pouze se zapocita
Stépeni past na hranach zdn.

Redukované pasové schéma: ziskdme posunutim vSech energetickych zévislosti do 1.BZ. Toto schéma
ma tu vynikajici vlastnost, ze kazdy energeticky pas obsahuje v 1.BZ pravé tolik stavi, kolik je elementéar-
nich bunék v krystalu N. Pro spravny popis stavii vSech elektronti je tedy potfeba dodat nové kvantové
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rozsitené pasové schéma redukované periodické pésové schéma

NSV RGNV

K [n/a] k [r/a] K [n/a]

Obr. 9.1: Energetické pasy 1D fetizku zakreslené zleva v rozsifeném, redukovaném a periodickém pasovém

schématu. Zelené Sipky ukazuji vektor G odpovidajici sifce BZ, o ktery se provadi posun energetickych
zévislosti.

¢islo. Pro zvoleny vektor k je potfeba jesté udat ¢islo energetického pasu n. Blochovu vinovou funkci pak
oznacujeme jako v, (7). Podle poctu valencnich elektronii studovaného kovu miizeme odhadnout pocet
obsazenych past.

Periodické pasové schéma: vznikne kopirovanim redukovaného schématu do vSech zén. Diky tomu je
mozné nazorné sledovat dynamiku chovani elektrontl ve vnéjsim poli, kdy miiZze elektron v daném pasu
plynule pfechazet do sousednich zén. Toto posledni pasové schéma ma zase nejblize k popisu energetickych
past pomoci metody tésné vazby.

9.2 Sestrojeni Fermiho plochy

Tento kol si priblizime pro pfipad 2D ¢tvercové mrizky. Hranice mezi Brillouinovymi zénami jsou dané
podminkou (2.6), kterou jsme si odvodili v sekci 2.3

2% -G = G2 (9.1)

Jednotlivé BZ jsou pro tuto miizku zakresleny v (PO. 2.2: Ctvercova m¥iZka).

9.2.1 Model volnych elektrona

Sestrojeni Fermiho ploch pro volné elektrony provedeme Harissonovym' postupem. Jak ukazuje obr. 9.2a),
sestrojime reciprokou miizku, do které zakreslime vSechny m¥izkové body (modré tecky). V kazdém miiz-
kovém bodé zakreslime kruznici o poloméru odpovidajicimu dané koncentraci volnych elektroni. Polomér
této kruznice odpovida Fermiho vlnovému vektoru. Kazdy bod k-prostoru, ktery lezi uvnitf alespon jedné
kruznice, pfedstavuje obsazeny stav 1.BZ. Body spole¢né alesponi dvéma kruznicim odpovidaji obsazenym
staviim 2.BZ. Obdobné mizeme postupovat dal, bod sdileny m kruznicemi bude obsazen ve vSech zénach
az do radu m.

Obdobné bychom postupovali i u 3D krystalu, kde bychom kruznice nahradili koulemi. Nejjedno-
dussimi kovy jsou alkalické kovy, které maji jeden valenc¢ni elektron na butiku, Z* = 1. Fermiho plocha
napf. sodiku je prakticky kulova, jak ukazuje tvodni obrazek této kapitoly. Pro vicemocné kovy je tfeba
zapocitat vliv miizky a prejit od modelu volnych elektront minimalné k modelu téméf volnych elektronii.
Popisu kov1, jakozto specidlnich pevnych latek, se vénuji nékteré specializované knihy [7].

Vratme se je$té zpét k 2D ¢tvercové miizce. Polomér Fermiho kruZnice na obr. 9.2a) je takovy, aby
odpovidal ¢tyrem elektronim na elementarni bunku. Fermiho vInovy vektor mé v tomto ptipadé velikost

ey (9.2)
™ a

1W.A. Harrison je autorem fady knih o pevnych latkach: , Elementary Electronic Structure®, , Electronic Structure and
the Properties of Solids: The Physics of the Chemical Bond*, , Fermi surface® a dalsi.
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1.BZ 2.BZ

3.BZ 4.BZ

Obr. 9.2: Geometrickd konstrukce Fermiho plochy volnych elektront v prvni az ¢tvrté BZ cEtvercové
miizky. Tmavsi ¢ervend barva odpovida vyssimu ¢islu Brillouinovy zdny.

kde a zna¢i miizkovou konstantu a n udava pocet elektrontt na elementarni bunku. To, jak Fermiho
plocha pro rfizné hodnoty n zasahuje do jednotlivych 2D BZ, ukazuje obr. 9.3. Cislovan{ zén na obr. 9.2b)
odpovida tomu, z jakych barevné oznacenych oblasti na obr. 9.3 se prislusna zéna posklada.

Obr. 9.3: Jednotlivé barvy zobra-
zuji pét BZ pro ¢tvercovou miizku.
Teckovaneé jsou znazornény Fermiho
kruznice (9.2) s indexem, ktery
udava pocty elektront na elemen-
tarni bunku.

9.2.2 Model témér volnych elektrona

Jak prejit od Fermiho ploch pro volné elektrony k Fermiho plochdm pro témér volné elektrony? Pfiblizny
odhad muzeme provést bez slozitych vypoctl, vyuzijeme pouze nékolik tivah zohlednujicich symetrii fe-
Seného problému.
1. Jak jsme si ukazovali v kapitole 7, interakce elektroni se slabym periodickym potenciadlem miizky
zpusobi vznik zakdzanych energetickych past v misté kiiZeni energetickych zdvislosti (na hranici
BZ nebo v bodé T').

2. Fermiho plocha bude vzdy? protinat hranici zény kolmo. Tim je zaruéena spojitost rychlosti odpo-
vidajiciho elektronu pfi prechodu pres okraj BZ.

20jedinéle jsou mozné piipady, kdy tomu tak neni.
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3. Ostré rohy na Fermiho plochéich se zaobli, aby se mohly elektrony spojité posouvat po Fermiho

My

plose vlivem vné&jsiho pole.

4. Celkovy objem uzavieny Fermiho plochou zavisi pouze na koncentraci elektronti, ale nezavisi na
detailech krystalového potencidlu. Pokud pii zakulacovani rohti nékde kousek Fermiho télesa ode-
bereme, musime jinde stejny objem pridat.

Pod vlivem téchto poznatki se mizeme pokusit upravit dvé zény z pravé strany obr. 9.2. Na zénach
2.BZ a 3.BZ nam vadi hlavné ostré rohy. Zaoblenim ziskdme realisti¢téjsi tvary Fermiho plochy, které
ukazuje obr. 9.4.

Zatim jsme se v této kapitole zabyvali pouze 2D modely krystalu. Realné 3D krystaly jsou podstatné
kapitoly. Riizné barvy oznacuji Fermiho plochu v riznych zénach. Prakticky kulovou plochu maji jedno-
mocné kovy jako sodik a méd. Narocnéjsi jsou Fermiho plochy pro hexagondlni krystaly. Za povsimnuti
stoji také Fermiho plochy trojmocného hliniku s FCC mfizkou. Transformace energetickych zavislosti
do 1.BZ vede ke vzniku neocekdvanych geometrickych atvart ve tfeti zéné (na tvodnim obrazku této
kapitoly zobrazeno fialové).

2.BZ 3.BZ

Obr. 9.4: Kvalitativni odhad zmény tvaru
Fermiho ploch v druhé a tfeti BZ c¢tvercové
mrizky podle obr. 9.2 pfi zapocitani slabého
periodického potencidlu mfizky. Na jednom
misté Fermiho plochy je zakreslen smér deri-
vace Vi E, ktery sméiuje k vyssi energii a tedy
ven z Fermiho télesa.

dérova orbita elektronové orbita

9.2.3 Orbity v magnetickém poli

Pokud na kov, jehoz obsazené energetické stavy jsou uzavieny Fermiho plochou, ptisobi magnetické pole,
budou se elektrony na Fermiho plose pohybovat po orbitdch®. Podle geometrie této orbity rozliSujeme
tfi zakladni typy, jak ukazuje obr. 9.5. Elektronova orbita uzavira prostor se stavy obsazenymi elektrony,
dérova orbita uzavira prostor s prazdnymi stavy a elektrony ji obklopuji zvenku. Oteviena orbita je takova
draha elektronu, ktera se neuzavira, ale elektron na této orbité mé stéle jeden preferovany smér. Elektron
na spodni strané Fermiho plochy v obr. 9.5¢) se pohybuje doprava, piejde-li hranici zény, objevi se na
levé strané opét v 1.BZ.

a) ﬂ—f b) c) /\

w®
=3

L

elektronova orbita dérova orbita oteviend orbita

Obr. 9.5: T¥i typy orbit na Fermiho ploSe v magnetickém poli vystupujicim z plochy obrazku: a) elektro-
nové, elektrony se pohybuji proti sméru hodinovych rucicek, b) dérovd, elektrony se pohybuji po sméru
hodinovych rucicek, c) oteviend orbita neni uzaviend v 1.BZ, ale pfechdzi do sousedni BZ.

3 ,Orbita“ popisuje ob&znou drahu &astice, kdezto atomérni ,orbital® (napi. 2s, 2p) ptredstavuje pravdépodobnostni
rozlozeni vyskytu elektronu v odpovidajicim atomarnim stava.
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Zopakujme pohybové rovnice (8.7) a (8.2), které popisuji pohyb elektronu v magnetickém poli, a které
byly vysvétleny v predchozi kapitole

dk
VEE = —_— =

dk - e
h— = - _
dt hz(

4 = T xB), Tg= V:E x B). (9.3)

Je dobré si jesté navic promyslet pohyb dér na Fermiho ploSe. Zjistime, Ze diry se diky kladnému
znaménku naboje, otoCené energetické ose a otocenému vlnovému vektoru, budou po Fermiho plose
pohybovat stejnym smérem jako elektrony. Zkracené se da fici, ze elektrony a diry se pohybuji ve stejném
sméru a to v takovém sméru, Ze po levé strané jsou stavy obsazené elektrony a po pravé strané jsou stavy
prazdné (obsazené dirami).

9.3 Vypocet pasové struktury

Pouziva se nékolik metod vypoctu pasové struktury. Riazné metody se lisi tim, jak presné dokazi popsat
dany systém elektront v pevné latce. Zminime zde tii jednodussi metody, které jsou snadno pochopitelné
a jsou vypocetné nenaroc¢né. Prvni vypocty tohoto typu byly provadény bez pouziti poc¢itacti, coz si dnes
dokazeme jen stézi pfedstavit. Nicméné i s pouzitim nejmodernéjsi vypocetni techniky je tfeba dobie
formulovat feSeny problém a spréavné naprogramovat odpovidajici algoritmus. V dalsich sekcich budeme
postupné probirat metodu tésné vazby, Wignerovu-Seitzovu metodu a jako tfeti metodu pseudopotenci-

ala. Narocnost téchto tfi metod je mirné vzestupna.

9.3.1 Metoda tésné vazby

Tuto metodu lze pouzit tam, kde se pri vytvareni krystalu z jednotlivych atomi zachovava atomarni cha-
rakter vlnovych funkci elektroni. Proto se tato metoda nékdy oznacuje jako LCAO — linear combination
of atomic orbitals. Metoda vychazi z pfedpokladu, ze v blizkosti kazdého miizkového bodu mutzeme cel-
kovy hamiltonidn krystalu H aproximovat hamiltonidnem volného atomu H.,;, ktery se nachézi na této
miizkové pozici. ZapiSeme si systém elektronovych hladin volného atomu v pocatku souradného systému,

Hatwn — nwn (94)

Dale predpokladejme, Ze vlnové funkce 1, obsazenych stavi jsou dobfe lokalizované, jejich hodnota je
zanedbatelné mala ve vzdalenosti od stfedu odpovidajici miizkové konstanté.

Uvazujme pro jednoduchost nejprve pripad, kdy k sobé priblizime dva atomy vznikajiciho krystalu
s jednim valen¢nim elektronem popsanym vlnovou funkci s orbitalu. Ve chvili, kdyz se za¢nou ¢astecné
prekryvat vinova funkce elektronu na atomu A (¢5) s vlnovou funkci elektronu na atomu B (¢g), jak
to ukazuje obr. 3.3, musime systém elektront popsat jinymi vlnovymi funkcemi. Ty muzeme zapsat jako
linedrni kombinaci atomarnich funkei (o & ¢p). Symetrickd vlnova funkce (¢¥o + ¥g) bude mit energii
0 néco nizsi nez volny atom a piispiva k vazbé obou atomt. Anti-symetrickd vlnova funkce (¢p — ¥B)
bude mit energii o néco vyssi.

Rozsifime-li nase tvahy na N atomi (a N elektront v pfipadé atomu s valenci jedna), potom se diky
prekryvu elektronovych obaldl musi ptivodni energeticka hladina odpovidajici volnému atomu rozsirit na
pés, ktery bude obsahovat pravé N povolenych energetickych stavil. Sitka pasu se zvétsuje se zvysujicim
se prekryvem. M4-li atom valenéni elektrony v s, p a d orbitalech, vytvori se odpovidajici pocet riznych
energetickych past. Riaznych znamend to, ze se pasy v k-prostoru mohou kiizit, ale nemohou se tplné
prekryvat. Stavy, které jsou ve volném atomu degenerované, vytvori v krystalu rizné pasy.

Podrobny vypocet

UvaZujme ten nejjednodussi p¥ipad atomu s jednim s valenénim elektronem? s vinovou funkei zékladniho
stavu 1 a energii F,;. Systém N vlnovych funkci popisujicich elektrony v krystalu budeme hledat ve

4Pokud bychom uvazovali obsazeni vice orbitaltl (s, p, d), pak bychom museli pfidat jesté jeden index oznacujici &islo
pasu a sumaci pres tento index. Vypocet by byl obdobny, ale méné prehledny.
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tvaru linearni kombinace atomarnich orbitalu s vlastnim ¢islem &

nltm)- (9-5)

Mz

N
i(M) = Cp(F—dm), neboli
m=1

m=1

Za podminky spravné volby koeficientd C}; =~ bude mit tato vinova funkce Blochtv tvar. Ukazeme si, ze
exponencialni tvar je spravna volba,

Com= ¢ VN = ) = 2 2 R i)
= up(f) = \ﬁz I (= G ). (9.6)

Jako diikaz spravnosti této volby ovéfime nyni periodi¢nost uy (i) pfi posunu o vektor pfimé mfizky T

up(F+T) = 3T Dy T =, = 3 e F O Ty (@, — 1)
= 7 e I — ) = () &1

Energie jednotlivych Blochovych vlnovych funkci napocitdme v prvnim fadu poruchové teorie
B(k) = (gl Hlug) = Z Z R (4, | H4sy). (9-8)

Dvojitou sumu mutzeme diky translacni symetrii krystalu vyjadfit jako N nasobek jednoduché sumy
s jednou atomarni vinovou funkci posunutou do poc¢atku souradnic,

Z € —k ¢77L‘H|w0> (99)

Celkovy hamiltonian zapiSeme jako atomarni hamiltonian (9.4) plus porucha, kterd dopliiuje atomarni
potencidl na periodicky potencial krystalu: H = H,; + AU. JednoduSe muzeme Fici, ze AU je vlastné
periodicky potencial krystalu, od néhoz je odecten potencidl jednoho volného atomu v pocatku. Vztah
pro energii prepiseme

E(R) = Bu+ WolAUR0) + 3 e (4, | AU o)
m#0
Ea— -7 e, (9.10)

Prvni ¢len E,; pfedstavuje energetickou hladinu atomarniho hamiltonidnu. Druhy ¢len — 3 popisuje pokles
atomarni energetické hladiny vlivem poruchového potencidlu AU. Posledni ¢len popisuje poruchovou
zmeénu energie diky vlivu nejblizsich sousedi, které jsou na pozicich g, vaci pocatku. Polohu nejblizsich
sousedi jsme probirali v prvni kapitole. Pro kubické mfizky je to znazornéno na obr. 9.6. Piekryvovy
parametr v je konstantni, pokud jsou vsichni nejblizsi sousedé stejné vzdaleni o p a pokud je pouzita
atomarni vlnova funkce dostateéné symetrickd. Jako priklad lze provést vypocet tohoto parametru pro
dva atomy vodiku s 1s elektronovymi hladinami:

7[Ry] =2 <1 + a’;) e /o, (9.11)

kde energie je v jednotkach Rydberg (/= 13.6 V) a vzdalenost se skaluje v jednotkdch Bohrova poloméru
(~0.529 A).

SC mrizka
Pro prostou kubickou mrizku je Sest nejblizsich sousedd na pozicich

7= (%a,0,0); (0,%a,0); (0,0, =+a).
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SC: 6 BCC: 8 FCC: 12

Obr. 9.6: Polohy nejblizsich sousedii (¢ervené body) vici zvolenému atomu (modry bod) ve t¥ech typech
prostorového uspotradani kubickych miizek.

Energeticky pas (9.10) mizeme zapsat jako
E(k) = Eay — 8 — 27 [cos(kza) + cos(kya) + cos(k,a)] . (9.12)

Takto ziskdme kosinovy profil energetického pasu s celkovou Siftkou pasu 12v. Pokud bychom udélali
harmonicky rozvoj v minimu pasu, tak dostaneme vztah, z néhoz lze urcit efektivni hmotnost elektront
na hrané tohoto pasu m*, viz obr. 9.7:

h2
= 2ya?

E(k) = By — 8 — 6y ++k%> = m* (9.13)

Obr. 9.7: Modfe je zobrazena energetickd zavislost (9.12), ener-
geticky pas je podbarven. Cervenou ¢arkovanou ¢arou je zakres-
lena parabolickd aproximace na hrané pasu, ktera urcuje efektivni
hmotnost podle (9.13).

BCC miizka

Stejny vypocet provedeme nyni pro prostorové centrovanou kubickou mrizku. Osm nejblizsich sousedt je

zde na pozicich
a
2

Energeticky pas mtizeme zapsat jako

E(k) = Ea — B — 8y {cos (k;a) cos (k;a) cos (k;aﬂ .

a

-
p 2

(L1 1); £3(-1.0,1); +5 (L -1 1) £5(-1,-1,1).

FCC mfizka

Pro tplnost zopakujeme vypocet jesté pro plosné centrovanou kubickou mrizku. Dvanéact nejblizsich
sousedt je zde na pozicich

a a a a a a
p=+-(1,1,0); £=(-1,1,0); +=(1,0,1); +==(—1,0,1); £=(0,1,1); =—=(0,—1,1).
14 2(a 9 )a 2( P )7 2(a ) )7 2( s Uy )7 2(7 ) )7 2(a 9 )
Energeticky pas pro FCC mfizku vyjde

P = kza kya kea kza kya kza
E(k)=FE.s— 8 4’y[cos( 5 )cos( 5 )+c0s< > )cos( 5 >+cos< 5 )cos( 5 >}
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9.3.2 Wignerova-Seitzova metoda

Pro alkalické kovy s jednim valen¢nim elektronem jsou vlnové funkce elektronu v krystalu podobné
atomarnim funkcim volného atomu. Energetickou zavislost uvazujeme jako v modelu témér volnych elek-
tront. VInové funkce ale musi respektovat hromadéni naboje v blizkosti ionti, stejné tak jako je tomu u
atoméarnich vlnovych funkci. To je rozdil proti rovinnym vlnam volnych elektrond, které nejsou v prostoru
nikde lokalizované. Zapiseme si Schrodingerovu rovnici pro Blochovu vlnovou funkci

2
p kT — N kT
<2m + U(ﬁ) e Tup () = B(k) e Tug (). (9.14)
Pokud provedeme derivace exponenciely (p = —1hV), ziskdme Schrédingerovu rovnici pro wuj(7)
+ hik)? -
(wzm)+U®>w®=EWw®~ (9.15)

Ve stfedu BZ (bod T, k = 0) je feSenim g = uo (7). Tato funkce je periodickd s periodou miizky a
blizko atomt bude mit charakter atomarnich vlnovych funkci. Je mnohem snazsi najit tvar funkce ug(7),
ktera je fesenim rovnice

(2 +007) ualr) = Eaua. (9.16)

2m
Energii v celé BZ pak aproximujeme vyrazem Eq + (h?k?/2m).

Dulezitou pfednosti této metody je to, ze Wigner a Seitz vytvorili jednoduchy a pomeérné presny
zpiisob nalezeni funkce ug (7). Napiiklad, pro 3s funkci elektronu v kovu sodiku je funkce e ™uq () ve
vétsiné objemu prakticky shodna s rovinnou vlnou. Pouze v blizkosti atomt vzroste hodnota funkce a
zacne oscilovat.

Kohezni energie sodiku

P1i vzniku kovu z jednotlivych atomt dojde k rozsifeni energetickych hladin na pasy. Diky tomu, Ze se
tento pas celkové posouva k niz$im energiim, a diky tomu, ze valen¢ni pas kovi, jako je sodik, je zaplnén
jen z Casti, je stfedni energie valencnich elektront nizsi nez energetickd hladina volného atomu. Tento
rozdil udava kohezni energii kovu.

Parametry krystalové struktury jsme probirali v kap. 1, detaily pro sodik lze vycist z (PO. 1.1:
Periodicka tabulka). Sodik krystalizuje v BCC struktufe. Na za¢atku kapitoly Kovy (str. 74) jsme
si odvodili jeho Wigneriiv polomér, r; = 2.08 A. Z krystalového uspoiddani odvodime, Ze polovina
vzdalenosti nejblizsich sousedt ¢ini 1.86 A.

Fermiho energii pro sodik pak spocitame podle vztahu uvedeného v tab. 6.1, Fr = 3.1 eV. V pfikladu
6.4 jsme si odvodili, ze stfedni kineticka energie volnych elektronti je %EF = 1.9 eV. VSechny vyse uvedené
energetické vztahy jsou pro prehlednost graficky znazornény na obr. 9.8. Obrazek ndm pomuze spravné
zformulovat energetickou bilanci pro kohezni energii sodiku,

Bron = (=52 — (—8.24+1.9)) eV = 1.1 eV.

Energie atom kov
06V [rovmmmrrrrrrsnees Qe

Obr. 9.8: Grafické znazornéni vypoctu
kohezni energie krystalu sodiku. Vlevo
je Cervené zobrazen potencial atomu so-
diku a modie vlnova funkce a energie
valen¢éniho elektronu. Vpravo je modfre
energeticky pas kovu se zaplnénim po
Fermiho mez. Kohezni energie je rozdi-
lem energie atomarni hladiny a stfedni
energie v pasu krystalu kovu.

-5.15eV
-6.3eV

-8.2¢eV

-10eV
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9.3.3 Dalsi metody vypocétu pasové struktury

Zminili jsme zde pouze nékolik metod vypoctu pasové struktury. Rlznych vypocetnich metod vSak vzniklo
zna¢né mnoho, a proto zde uvedeme pouze kratky vycet. Podrobny vyklad téchto metod lze nalézt
v literatufe napf. v [7].

Jaké metody vypoctu je vhodné pouzit tfeba pro krystal kovu zeleza, ktery mé elektronovou strukturu
18A1:4523d%? Elektrony ve 3d orbitalech popiSe metoda té&sné vazby, 4s elektrony zapo¢teme pomoci
modelu témér volnych elektront. Osmnact elektront v hlubokych slupkédch miiZeme popsat presnymi
atomarnimi vlnovymi funkcemi. Pro zpfesnéni vypoc¢td mizeme nyni pozadovat, aby vlnové funkce vyssich
stavl byly kolmé na hluboké atomarni stavy. Takto prejdeme k aproximaci OPW, kdy pozadujeme, aby
Blochovy stavy ve vodivostnim pasu byly zapsany rozvojem do ortogonalizovanych rovinnych vin. Na
tuto metodu navazuje metoda Pseudopotencialu, kterd zapocitava vyssi fady oprav.

Muffin tin

Obr. 9.9: Plech na peceni mufin (vlevo) pfipomind tvar potencialu s konstantni hodnotou v oblasti mezi
atomy. Mufiny po upeceni (vpravo) nechte vychladnout.

Reélny potencial krystalu mizeme také aproximovat atoméarnim potencidlem v oblasti blizko atoméar-
nich jader (koule). V oblasti mezi témito koulemi pak potencidl nahradime konstantou. Toto pfiblizeni
se oznacuje jako Muffin-tin potencial, coz je dané podobnosti tohoto potencidlu s formou na pecdeni
mufin, jak ukazuje obr. 9.9. Metoda AP'W pouziva pro navazovani fesSeni na kulovych rozhranich pfechod

vvvvv

metodam patfi metoda KKR, kterd spociva v FeSeni Schrodingerovy rovnice pro krystalovy potencial
metodou Greenovych funkci.

Seznam zminovanych metod

Na zaveér této sekce zopakujme vSechny zminované vypocetni metody serazené podle naro¢nosti:
B Metoda témét volnych elektront,

LCAO - linearni kombinace atomarnich orbitalii (metoda tésné vazby),

OPW - Orthogonal Plane Wave,

Metoda Pseudopotencialu,

Muffin-tin potencial,

APW — Augmented Plane Wave,

KKR — vyziva Greenovy funkce.

9.4 Experimentalni metody zkoumani Fermiho ploch

Jak jsme si odvozovali v predeslych kapitolach, pro studium vlastnosti systému elektrond je vyhodné
pouzit statické magnetické pole. Protoze magnetické pole vyvolava silu kolmou na smér rychlosti nabité
Castice, nemuze ji predavat energii a tato ¢astice se tedy pohybuje po ekvienergetické (Fermiho) plose. Na
tomto zékladé se vyvinulo hned nékolik experimentalnich metod mapovani tvaru Fermiho plochy. Mezi
né patfi méfeni magnetorezistence, cyklotronovd rezonance, magnetoakustické geometrické rezonance,
Subnikoviiv-de Haastv jev, de Haastiv-van Alphenfiv jev a daldi. Viechny tyto jevy vyzaduji detailni
teoreticky rozbor, z kterého se ziska charakteristicka periodi¢nost vlastnosti kovii v homogennim magne-
tickém poli B. Tyto vlastnosti jsou periodické s periodou 1/B.
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9.4.1 Kvantovani v magnetickém poli - Landauovy hladiny

V magnetickém poli B je k polohovému vektoru elektronu 7 kanonicky sdruzen impulz (hE — e/f). Naéboj
elektronu (—e) je zodpovédny za zdporné znaménko a vektor A oznacuje vektorovy potencial, B=VxA.
Zvolme si orientaci magnetického pole B = (0,0, B) a vektorovy potencial A= (0, Bz, 0). Schrédingerovu
rovnici pro volny elektron v magnetickém poli zapiSeme jako modifikaci (6.6)

ilK—m§J2+(”%i‘eaﬁ2+(”%i>j¢”*:Ewm' (9.17)

Proti volnému elektronu nam pfibyl jeden ¢len zavisly na souradnici z. Proto budeme hledat feseni ve
tvaru

(7)) = () Ry the2), (9.18)
Tuto vlnovou funkci dosadime do Schrodingerovy rovnice a provedeme derivace podle soufadnic y a z,
n? [ d? 1 o Rh%k?
— | = — (hky — eB = =F . 1
o () + 5o (k= eBo)® + T E o) = Boto) (9.19)

Tuto rovnici upravime nasledovné

h? ([ d2 1 [(eB\® (hk 2 22
——— | — |+ =m|— — g )= |F— z x),
l 2m<dx2> 2 (m> <eB > o) ( 2m)¢()
a provedeme substituce, které prevedou Schrodingerovu rovnici na tvar rovnice feSené pro harmonicky
osciladtor posunuty v souradnici x o hodnotu x,

SN L o 0| pe) = Buyela) (9.20)

-— | — —mw? (xg — x x) = x .
2m \ dx? g et 14 sy PAT)

kde w. = eB/m je obvykla cyklotronovd frekvence, v posunu soufadnice xy = hk,/eB se skryva zavislost

na y-ové soufadnici. Celkovou energii, &' = E, + h%k?2 /2m, jsme rozdélili na kvantovanou slozku v roviné

zy a volny pohyb ve sméru z, t.j. ve sméru magnetického pole.

Protoze feseni rovnice harmonického oscilatoru je znamé [11], miizeme rovnou zapsat vysledny vztah
pro kvantovani energie harmonického oscilatoru

1 h
Eyy = <n+ 2> hwe = (2n + 1)up B, U = ¢ (9.21)

T om’

kde jsme pouzili vyraz pro Bohriv magneton pup. Kvantové ¢islo n oznacuje potradové cislo hladiny
harmonického oscilatoru a v tomto kontextu se nazyva &islem Landauovy hlading®, n=0,1,... .

E/Eq

Obr. 9.10: Znazornéni vyvoje Landau-
ovych hladin pii zvySovani magnetické
indukce od 0 T do hodnoty Bj. Tec-
kované jsou oznaceny priklady nékolika
magnetickych poli, kdy je nejvyssi hla-
dina zcela obsazena.

0 6 U4 13 12 1
B/B,

Obrazek 9.10 ukazuje typicky véjir Landauovych energetickych hladin. Magnetické pole je znormované
na hodnotu Bj, pfi takto silném magnetickém poli je obsazena pouze jedna jedind Landauova hladina
s kvantovym c¢islem n = 0. Pro slabsi pole se za¢ne obsazovat vyssi hladina s ¢islem n = 1. Ze vztahu
(9.21) plyne podminka By = Er/2ug.

5Lev Davidovi¢ Landau [Jles Jdasunosuu Jlamnay] je nositelem Nobelovy ceny za fyziku z roku 1962.
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VInové funkce stavl na jednotlivych hladindch maji tvar

1 2 /9y 2 T —x [ h | h
== g (z==0) /2/\BH ( O) Ap = — 9.22
n\T € n ) ) .
#n(@) 2npI\g /T AB B mw eB (922)

kde prostorové souradnice se Skaluji s magnetickou délkou Ap, kterd udava polomér nejmensi orbity, po
které se elektron pohybuje. H,, oznacuje Hermittiv polynom n-tého fadu. Obrazek 9.11 ukazuje, jak se
po zapnuti magnetického pole zformuji Landauovy hladiny v k-prostoru.

Celé feseni Schrodingerovy rovnice pro volny elektron v magnetickém poli by se dalo stejnym zptso-
bem zopakovat i pro model témér volnych elektrond. Jak ale vime, slaby periodicky potencial se da pro
stavy na hrané pasu zapocitat pouhym zavedenim efektivni hmotnosti. V pribéhu vyse uvedeného feseni
by se pouze provedla vsude substituce m — m*.

—

a) K, #{A ky}« b) @ B — oy

Ak,

—f

Obr. 9.11: a) Krystal bez magnetického pole, zelené tecky oznacuji povolené stavy vektoru E, které jsou
dané Bornovymi-von Karmanovymi okrajovymi podminkami. b) Krystal v magnetickém poli, v tomto
pfipadé pro popis elektronovych stavii pouzivame kvantové ¢islo n — ¢islo Landauovy hladiny. V obrazku
je znézornéno n u prvnich Sesti hladin. Degenerace kazdé hladiny je v zobrazeném piipad€ rovna D = 32.
Uhlova poloha zobrazenjch stavii na Landauové hladiné neni relevantni.

9.4.2 Kvantovani v magnetickém poli - kvantovani momentu hybnosti

Pro periodicky pohyb elektronu po uzaviené orbité musi platit Bohrova-Sommerfeldova kvantovaci pod-

minka na moment hybnosti ve tvaru
S 1
%p -dr' = 27h (n + 2) , (9.23)

kde n je kvantové ¢islo oznacujici Landauovu hladinu a fazova oprava velikosti % je dana kvadratic-

kou disperzni zavislosti energie na k pro volny elektron. Pravé tato hodnota je potfeba téz pro soulad
s odvozenim vedoucim na energii Landauovych hladin (9.21).

Nyni budeme uvazovat obecnou orbitu pro elektron nebo pro diru s nabojem §. Za kanonickou hybnost
dosadime p'= ik 4+ GA. Pro odvozovani budeme jesté potfebovat vztah mezi vektory k a 7, ktery ziskame
integraci pohybové rovnice (8.7) nasledovné:

h—=4—xB =  hk=§7xB. (9.24)
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Pomoci téchto vztaht budeme upravovat integral momentu hybnosti na levé strané (9.23):

j{ﬁdf = fﬁE-dﬂq?{l-df (9.25)

= qffxé-dﬂq/v“f-d:i (9.26)
= —qé-ffx dF+(j§~/d§ (9.27)
= —2§B-S+GB-S=-GB-S=—3®, (9.28)

kde ® oznacuje magneticky tok plochou, kterou ohranic¢uje draha c¢astice v realném prostoru. Pro tpravu
prvniho integralu jsme pouzili geometricky vztah, ktery udava, ze drahovy integral

]{def’:25,

je roven dvojnasobku plochy uzaviené krivkou, po niz se integruje. Pro tupravu druhého integrilu se
vyuzila Stokesova véta o prevodu kiivkového integralu na plosny integrél z rotace. Vysledek dosadime do
kvantovaci podminky (9.23) a dostaneme podminku kvantovani magnetického toku orbitou opisovanou
elektronem (§ = —e) v magnetickém poli

ol 1 ol 1
@,L:BS,L:Z(n+2) = Sn=;<n+2>. (9.29)

Velikost konstanty (2771/e) je 4.14 x 1071° Tm?2. Je diilezité si uvédomit, ze velikost cyklotronové orbity
se méni s magnetickym polem pravé tak, aby magneticky tok orbitou ®,, nezavisel na magnetickém poli.

Vyuzijeme opét (9.24) pro vypocet plochy orbity v k-prostoru

eB\? 21eB 1
A, == - ~. )
n (h) Sn - (n+2) (9.30)

Pii zvétseni kvantového ¢isla n o 1 se zvétsi plocha orbity v reciprokém prostoru o

AA= Ayt — Ay = 2”53 . (9.31)

Pfi zapnuti magnetického pole neni jiz vektor k dobrym kvantovym ¢islem. Dfive homogenné rozlozené
stavy v k-prostoru se shromazdi na Landauovych hladindch. Diky tomu, Ze plocha AA je konstantni, je
pocet stavii na vSech Landauovych hladinach stejny. Tato hodnota se nazyva degeneraci hladiny a mizeme
ji odvodit nasledovné

D =

AA  2meB (L el?

2

kde L znaci délku krystalu. Z tohoto vztahu lze odvodit velikost magnetického pole, pfi némz bude N
elektrony kovu obsazeno pfesné s Landauovych hladin. To znamen4, Ze jsou zcela obsazeny Landauovy
hladiny s kvantovym ¢islem: n =0,1,...,s — 1.

D(B;s)s = pBss = N.

Pri nulovém magnetickém poli jsou v kovu obsazeny vSechny stavy v kouli ohranicené Fermiho mezi.
Pro magnetické pole B; se stavy vSech téchto N elektront presunou na jedinou Landauovu hladinu.
(PO. 9.1: Obsazeni Landauovych hladin).

Ze znalosti velikosti plochy orbity A,, v k-prostoru mizeme spocitat pficny vlnovy vektor z podminky
A, = ﬂkgy. Vysledek miizeme dosadit do vztahu pro energii a ziskdme

E

R2k2  RkZ, 1
= z Y- F, 4+ hw — . .
om* | 2m* i (" i 2) (9:33)

Tento vysledek pfesné souhlasi s kvantovanim do Landauovych hladin podle vztahu (9.21). Tyto 3D
energetické plochy tvori valce v k-prostoru, jak ukazuje obr. 9.12.
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Obr. 9.12: Znazornéni 3D Landauovych ener-
getickych hladin v k-prostoru. Index n znaci
¢islo hladiny podle (9.33), zelené je zakreslena
poloha Fermiho meze pro pfipad bez magne-
tického pole.

9.4.3 Extremalni orbita

Pozorny Ctenaf si mozna jiz polozil choulostivou otazku. Pro obecnou 3D Fermiho plochu budou mit
jejil Tezy v rtznych bodech podél sméru B riznou plochu a tedy i riznou periodu oscilaci. Celkova
odezva latky bude souctem prispévkl od vsech ¢asti Fermiho plochy. Bude mozné takto komplexni signal
rozumné interpretovat? NaStésti rozhodujici vliv maji pouze p¥ispévky od extremélnich orbit, nebot
ostatni prispévky se diky rozdilim ve fazi vzajemné vyrusi. Tomu dava za pravdu i experimentalni
pozorovani, kdy se i u slozitych Fermiho ploch pozoruji ostré oscilace, ve kterych se projevuje nejvice
extremalni orbita. Extremalni orbita v obr. 9.12 by byla kruznice o poloméru kg.
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Obsazeni hladin

1215 2024 30 40 60 120
B(T)

64

48T n=2
40 n=1 i

2r n=0

Obsazeni hladin

o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
s=(120 )B

O ©O©O

s=1,D=64 s=2,0=32 s=3,D=21 s=4,D=16
B=120T B=60T B=40T B=30T

N

ke

PO. 9.1: Obsazeni Landauovych hladin v zévislosti na magnetickém poli. U horniho obrazku je
vodorovné osa B a u druhého obrazku je to 1/B. Pocet elektronii je vzdy N = 64, plocha pod zelenou
Carou predstavuje zcela obsazené hladiny, zluté jsou zobrazeny elektrony v ¢astecné zaplnéné Landauoveé
hladiné. Dole jsou zakresleny polohy stavii na Landauovych hladinidch uvnitf Fermiho koule pro ¢tyti
magnetickd pole, By = 120 T.
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9.5 Piiklady

Pr. 9.1: 2D kov s ¢tvercovou miizkou:

Obrazek 9.2 ukazuje geometricky zptsob nalezeni tvaru Fermiho plochy v jednotlivych zénich pomoci
Harissonovy konstrukce. Levou stranu tohoto obrazku jsme mohli vidét jiz v jedné z predeslych kapitol.
Zkuste tento obrazek najit.

Pr. 9.2: Polomér 2D Fermiho plochy:

Odvodte vztah (9.2) pro velikost Fermiho vektoru pro étvercovou mfizku s miizkovou konstantou a a
s elementarni bunkou obsazenou n valen¢nimi elektrony. Udélejte tabulku, ve které bude pro kazdé cislo
n < 7 a pro kazdou z prvnich péti BZ uvedeno, zda je tato zéna prazdné, nebo je obsazend c¢astecné,
nebo uplné.

Napovéda: Pouzijte obr. 9.3.

Pr. 9.3: Polomér Landauovy hladiny:

Vyuzijte vztahy (9.30), (9.32) a obr. 9.11. Odvodte vztah pro polomér n-té Landauovy hladiny kg, .,
pokud znate degeneraci Landauovych hladin D a vzdalenost stavll v k-prostoru bez magnetického pole
Ak. Pro srovnani s obr. 9.11 dosadte (D = 32).

/D | 1

Pf. 9.4: Brillouinovy zény obdélnikové miizky:
Nacrtnéte prvni dvé Brillouinovy zény 2D obdélnikové mfizky s pomérem mrizkovych vektord b = 3a.
Kittel, str. 284, pt. 1

Reseni:

Pi. 9.5: Brillouinovy zény 2D kovu:
Uvazujte 2D kov se ¢tvercovou miizkou, ktery ma dva vodivostni elektrony na atom. Nacrtnéte Fermiho
plochu v pfibliZzeni téméf volnych elektrond. Vyuzijte obr. 9.3. Kittel, str. 285, pt. 4

Pi. 9.6: Perioda oscilaci v magnetickém poli pro draslik:

a) Vypocitejte periodu A(1/B), kterou bychom dostali pro draslik v modelu volnych elektronti. Tuto
periodu maji oscilace magnetického momentu (de Haasovy-van Alphenovy) i oscilace elektrického odporu
(Subnikovy-de Haasovy). b) Jaka plocha v redlném prostoru odpovidé plose extremalni orbity pro velikost
magnetického pole B =1 T. Kittel, str. 285, pi. 7
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Kvazicastice Popis
_— elektron Blochuv elektron
AVAVAVAV. o foton elektromagetické pole
fonon kmity mtizky
— I plazmon kolektivn{ elektronova vina
magnon vlna magnetizace
{\j exciton elektron-dira
polariton foton-fonon
polaron elektron-fonon

Kvazicastice v pevnych latkach.
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Kapitola 10
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10.1 Zavedeni formalismu kvazicastic

Kvazicastici se ve fyzice oznacuje kolektivni excitace systému mnoha identickych ¢astic. Zavedenim kva-
zi¢astice miazeme modelovat chovani mikroskopicky komplikovaného systému mnoha interagujicich ¢astic
napf. elektrontt v pevné latce. Chovani latky lze potom popsat tak, jako by obsahovala fiktivni slabé
interagujici kvazicastice ve volném prostoru. Vezméme si jako ptiklad elektron v polovodiéi. Pohyb elek-
tronu v polovodi¢i je velmi obtizné popsatelny, nebot je ovlivnén interakcemi se véemi ostatnimi elektrony
a jadry.

Kvazicastici elektron pohybujici se v pasu polovodi¢e definujeme jako kolektivni stav elektroni po-
psany pomoci Blochovy vlnové funkce. Tato kvazicastice se pohybuje jakoby bez interakci volné v objemu
celého krystalu, ale jeji hmotnost je pouze zlomkem hmotnosti volného elektronu mg. Pokud pfilozime
na polovodi¢ napéti pres elektrické kontakty, muzeme pti prichodu proudu sledovat elektron na jedné
strané vstupujici do polovodice a na druhé strané elektron vystupujici. Pokud by se mezi elektrodami
§iril elektron volnym prostorem, mél by hmotnost mg. Pokud se ale $ifi polovodi¢em, ma hmotnost nizsi,
prejit mezi kontakty je pro néj tedy snazsi.

Abychom toto vysvétlili, musime si uvédomit, ze polovodi¢ je systém s mnoha elektrony. Elektron na
vstupu je ,,jiny“ nez ten na vystupu, jenze elektrony jsou nerozliSitelné elementarni ¢astice, jsou vSechny
stejné. Proto ten elektron na vystupu z polovodice je ,stejny* jako ten na vstupu.
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10.1.1 Opakovani jiz dfive probranych kvazicastic

Pro popis prenosu elektrického proudu v polovodici se zavadi kvazic¢astice elektron a dira. Blochtv elektron
popisuje dobfe velmi mélo obsazeny vodivostni pas. Naproti tomu dira je kvazicastice, kterd umoziuje
velmi efektivné popsat valencni pas, ktery je skoro uplné obsazeny. Tyto kvazicastice jsme probrali po-
drobné v kap. 8.

Kvazicastici fonon jsme definovali pfi popisu vibraci mfizky. Jedna se o elementarni excitaci daného
vibra¢nitho médu. Diky harmonické aproximaci potencidlu atomarnich jader jsme dospéli k formulaci
feSeného problému ve tvaru harmonického oscilatoru. Protoze energetické hladiny jsou zde ekvidistantni,
je mozné zvySovani energie vibraci miizky pouze po kvantech, kterd nazyvame fonon.

10.1.2 Nové kvazicastice

B Kvazicastice plazmon popisuje kolektivni podélné oscilace plynu vodivostnich elektrond. Tento efekt
je vyrazny u kovl a projevuje se vznikem plazmové hrany obvykle v ultrafialové oblasti spektra.
Pro nizsi frekvence a tedy celou viditelnou oblast jsou potom kovy perfektni zrcadla.

B Kvazicastice polariton popisuje interakci fotonového a fononového systému v pevné latce. Protoze
disperzni relace pro fotony a pro optické fonony v latce se protinaji, mizou tyto Castice vzajemné
interagovat. Vytvari tak spole¢né novou kvazic¢astici.

B Kvazicastice polaron je typicka spise pro soli. Elektron v tomto krystalu mize svym elektrickym
nabojem modifikovat polohy iont v polarni mfizce. Tim se m¥izka pii pohybu elektronu krystalem
polarizuje, coz pociti i dalsi elektrony. U polaronu jde tedy o elektron-fononovou interakci.

B Fzciton je kvazicastice sloZzend z elektronu ve vodivostnim pasu a diry ve valenénim pasu. Diky
coulombovské interakci zaporné nabitého elektronu a kladné nabité diry mize tento par vytvorit
vazany stav podobny atomu vodiku.

B Velmi popularni kvazic¢astici jsou Cooperovy pary elektroni, které vznikaji za velmi nizkych teplot,
kdy jeden elektron modifikuje miizku a tak se vytvari energetickd hladina pro druhy elektron v jeho
blizkosti. Diky mfizce tak vznika velmi slaba virtudlni pritazliva interakce mezi elektrony. Zakladni
stav elektronti v supravodici je oddélen malou energetickou mezerou od prvniho excitovaného stavu.
Pokud je za nizkych teplot tepelnad excitace kg1 mensi nez Sitka energetické mezery, vede tento
material proud bez jakéhokoliv odporu. Proto se takovému materidlu fika supravodi¢ a pro jeho
provoz je ¢asto zapotiebi héliovych teplot (teplota zkapalnéni hélia, 4.2 K ~ —269 °C).

B Kvazic¢astice magnon popisuje Sifeni spinové viny, ktera se $ifi ve feromagnetiku.

S nékterymi z vyjmenovanych kvazi¢astic se jesté setkame v dalsim vykladu této kapitoly. Podrobné;jsi
popis téchto jevi je ale nad rdmec tohoto ivodniho textu.

10.2 Interakce pevné latky s optickym polem

V predeslych kapitolach jsme probrali zdkladni koncepty popisu pevné latky az po péasovou strukturu.
V této Casti se pokusime vyuzit téchto znalosti pro popis interakce optického pole s pevnou latkou. Vyvoj
klasického optického pole je presné popsan fesenim ¢tyr Maxwellovych rovnic

Vxﬁ:—%g, V~§:0,
V=]t 2D, v.D=p.

Pro feseni téchto Maxwellovych rovnic je potfeba jesté zadat materidlové vztahy. Budeme se vénovat
pouze nemagnetickym materidlim, takze prvni materidlovy vztah je triviadlni, B= ,ugﬁ , s permeabilitou
po = 4m x 1077 H/m. Druhy materidlovy vztah z Maxwellovych rovnic déavé do vzajemného poméru
elektrické vektory optického pole

—

D=¢cyE +P. = 5505, = B, = (e = 1eoE, (10.1)
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kde E, 5, P, jsou vektory elektrického pole, elektrické indukce a polarizace. V tomto vztahu vystupuje
permitivital, ktera je obecné funkei frekvence a vlnového vektoru e(w, k). Tietim materidlovym vztahem
by byl Ohmiiv zékon pro elektricky proud, j = o(w)E.

10.2.1 Komplexni optické konstanty

Optické pole muze s pevnou latkou interagovat mnoha raznymi zpusoby. Razné interakce jsou typické
pro ruzné spektralni oblasti. Studium interakce latky s optickym polem dalo vzniknout celé fadé experi-
mentalnich metod, které se dnes rutinné pouzivaji.

Na zacatku kapitoly 2 jsme si fikali, ze strukturu krystalu miizeme pozorovat pouze pomoci zareni
v rentgenové oblasti. Viditelné svétlo se mtize na krystalu odrazit, miize projit nebo mtize byt absorbovéano.
Mikroskopickou podobu latky takto nevidime a zadkon odrazu nebo lomu je dan optickymi konstantami
krystalu, jako je napf. index lomu. Pro Sifeni rovinné vlny v prostfedi s absorpci je vhodné zavést tyto
optické konstanty jako komplexni veli¢iny zéavislé na frekvenci optického pole w.

Komplexni index lomu mtizeme zapsat jako
N(w) = n(w) + r(w). (10.2)

Klasicky index lomu n(w) uréuje vlnové délky svétla uvnitf krystalu a x(w) je index absorpce. Protoze
komplexni index lomu je analytickou funkci v celém spektralnim rozsahu, dd se na tuto funkci pouzit
matematicky aparat komplexni funkce komplexni proménné. Ten vede na Kramersovy-Kronigovy relace,
které tikaji, Ze redlna a imaginarni ¢ast jedné komplexni proménné jsou integralné svazané. Pokud namé-
Fim v Sirokém spektru absorpci danou x(w), pak mohu pomoci téchto relaci dopocitat profil indexu lomu
n(w).

Mezi permitivitou a komplexnim indexem lomu plati vztah N o—z= €1 + 1€2. Tato rovnost zavadi
komplexni permitivitu, jejiz redlnd ¢éast £; oznacuje dosud pouzivanou permitivitu napt. v (10.1) a imagi-
narni ¢ast permitivity €5 je svazand s absorpci. Podobné 1ze definovat také komplexni funkci odrazivosti
pfi kolmém dopadu rozsitenim platnosti vztahu platného pivodné pro realné veli¢iny

T(w) = % = VR(w) ¥, (10.3)

V tomto vztahu komplexni veli¢ina 7(w) oznacuje odrazivost pro elektrické pole a reélné veli¢iny R(w) a
©(w) znadi intenzitni odrazivost a posun faze elektrického pole pfi odrazu.

Pro vSechny zavedené komplexni veli¢iny popisujici optické vlastnosti latky musi platit Kramersovy-
Kronigovy relace. Na tomto principu je zalozena metoda studia parametrt krystalt pomoci méfeni spekter
odrazivosti. Casto se pouzivéa konfigurace kolmého dopadu svétla na povrch krystalu.

10.3 Reflexe na volnych nosic¢ich

10.3.1 Drudeho model kovu

Nyni budeme probirat pfispévek volnych nositelt proudu ke komplexnimu indexu lomu. Budeme pted-
pokladat, Ze elektrické pole je popsané ¢asovou harmonickou funkci a kmitd v jednom sméru. Jde tedy
o linearné polarizované svétlo. Potom nam stac¢i pro vysetfovani pohybu volného elektronu v kovu pod
vlivem tohoto pole pouze 1D pohybova rovnice pro soufadnici x ve sméru pole:

mi = —ek.

vvvvv

elektronu harmonickou funkci ¢asu se stejnou frekvenci, e=*!. Za tohoto predpokladu mizeme snadno
vyjadrit druhou derivaci podle ¢asu a takto ziskdme z pohybové rovnice vztah pro amplitudy

el
—wPmz = —eFE = T =

— (10.4)

1V nékteré literatufe se misto terminu permitivita pouziva dielektricka funkce.
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Protoze elektron mé naboj —e, je dipélovy moment generovany jeho vychylkou na vzdalenost x roven
—ex. Polarizaci generovanou v jednotkovém objemu kovu miizeme ziskat jako dipélovy moment jednoho
elektronu vynasobeny koncentraci elektront n

2

ne
P, =- =— 10.5
nex . (10.5)
Zavislost permitivity na frekvenci w muzeme ziskat dosazenim do (10.1). Takto ziskdme vztah
P w2 ne?
=1+——=1--2 kd 2= — 10.6
£w) + eoF w?’ ¢ “p com (10.6)

je plazmova frekvence.

Pro optické frekvence w < w, dochézi k iplnému odrazu dopadajiciho zafeni. V této oblasti totiz podle
(10.6) vychézi e(w) < 0, coz nedovoluje $ifeni optického pole latkou. Vezmeme-li si jako typicky piiklad
alkalické kovy, mtizeme z koncentrace elektroni spocitat plazmovou frekvenci a plazmovou vinovou délku,
ktera je uvedena v tab. 10.1.

Tab. 10.1: Koncentrace elektront, plazmova frekvence a odpovidajici plazmova
vlnové délka pro alkalické kovy.

Prvek Li Na K Rb
n [10%2 cm~?] 4.70 2.65 1.40 1.15
wp [101% 571 12.23 9.18 6.68 6.05
A, [nm] 154 205 282 311
fuw, [eV] 8.05 6.04 4.39 3.98

Pro popis celého krystalu musime kromé elektroni zapocist také miizku. Permitivitu mrizky v oblasti
nad plazmovou hranou muzeme obvykle povazovat za konstantu. Pro kovovy krystal budeme tedy pouze
modifikovat vztah (10.6) nasledovné:

e(w) = e(00) — —& = &(o0) ll - 6(%721 . (10.7)

3 T T T T T T T T

e (W)

Obr. 10.1: Cervend ¢ara je permitivita spo¢itana pro elektrony podle vztahii (10.6), zelend ¢ara je per-
mitivita spoc¢itana pro cely kovovy krystal podle (10.7) s hodnotou £(c0) = 3.
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10.3.2 ResSeni vlnové rovnice

Pro popis optického pole v latce lze z Maxwellovych rovnic (10.3) odvodit vinovou rovnici. Ta mé pro
elektrické pole tvar

Ptedpokladame-li FeSeni ve tvaru rovinné vlny, £ oc e*7" e~ dostaneme disperzni relaci pro elektro-

magnetické pole v krystalu kovu .
e(w, k)w? = 2k? (10.8)

Tato relace ndm umoziuje spocitat fdzovou rychlost a index lomu ngpt

R N ) (10.9)

w(k) = @py |1+ ()2 (10.10)

Grupovou rychlost pro Sifeni energie optického pole bychom dostali derivaci této zavislosti, vy = dw/dk.
Je snadné ovéfit, ze grupova rychlost bude vzdy mensi nez rychlost svétla.

Nyni mizeme shrnout optické vlastnosti kovu v riznych frekvencnich oblastech:

B Prow < @, je permitivita zdporna a vlnovy vektor bude imaginérni. Zluta oblast v obr. 10.1. Vlna
se bude v materidlu tlumit s charakteristickou délkou 1/|k|.

B Pro w = @, je permitivita nulova. Pouze pro tuto frekvenci jsou mozné podélné oscilace plazmatu.

B Prow > @, je permitivita kladna a vlna se 8ifi krystalem s fazovou rychlosti podle (10.9).

10.3.3 Plazmony

Kvazicastice plazmon predstavuje kvantum kolektivnich podélnych oscilaci plynu volnych elektroni. Jak
jsme si ukazali, k témto oscilacim muze dochizet pouze na plazmové frekvenci @,. Plazmon se mtize
ve vrstvé kovu vygenerovat prichodem nebo odrazem elektronu s energii typicky 1-10 keV. Pfi vzniku
nékolika plazmonti pfeda tento rychly elektron kovové vrstvé energii, kterd je celociselnym nésobkem
energetického kvanta h,. Energetické spektrum rychlych elektront po prichodu vrstvou kovu bude
vykazovat oscilace odpovidajici nasobktim energie plazmonu.

Experiment ale ukazuje, Ze se ve spektru energetickych ztrat elektronti ukazuji oscilace dvé. Oscilace
s energii hw, odpovidaji objemovym plazmonim. Za druhé oscilace s nizsi energii (hd,/ \/5) jsou zodpo-
védné povrchové plazmony. Geometricky faktor odmocnina z jedné poloviny vychazi z toho, Ze povrch je
rovina, kterad oddéluje polovinu prostoru s volnymi elektrony od druhého poloprostoru bez jakychkoliv
naboju.

10.4 Reflexe na krystalové miizce

Nyni popiseme interakci fotonového a fononového systému v pevné latce. ProtoZze disperzni relace pro
fotony a pro optické fonony v latce se protinaji, mizou tyto ¢astice vzajemné interagovat. Kvantum vaza-
nych poli (fotonového a fononového) se oznacuje polariton. Pro optické pole vyuzijeme linedrni disperzni
zakon (10.8), ktery upravime dosazenim materidlového vztahu (10.1) nasledovné

k%o E = w?eegE = w?eoE + w?P,, Beo(c?k? — w?) = W?P.. (10.11)

Optické pole mé frekvenci w a vlnovy vektor k. Resime 1D piipad, kdy uvazujeme jenom jednu slozku
intenzity elektrického pole E a polarizace P,.
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V latce budeme Fesit kmity odpovidajici optickému fononu s frekvenci wr. Pohybovou rovnici (10.4)
z Drudeho modelu pro elektrony upravime tak, ze pridame ¢len odpovidajici harmonickému oscilatoru
pro fonony
Mi + Mwiz = QE.

Tento model se oznacuje jako Lorentztv-Drudeho. Pfi buzeni optickym polem na frekvenci w mutzeme
predpokladat vychylky atomu na stejné frekvenci a z pohybové rovnice si vyjadiime vztah pro amplitudy

— Mw?z + Mwiz = QE. (10.12)

Vzajemnd vychylka z poc¢tu N iontovych para v objemové jednotce, které maji naboj @) a redukovanou
hmotnost M generuje polarizaci P, = NQx. Toto dosadime do pfedchoziho vztahu a dostaneme druhou
rovnici pro slozky pole E a polarizace P,

NQ?

2 2
—wP, P, =
w + w7 Vi

E. (10.13)

Fononovy a fotonovy systém bude interagovat v misté, kde se obé disperzni zavislosti protinaji. Toto
misto uréime z nulovosti determinantu obou rovnic

der| @ SOF) W 0 (10.14)
€ 2 = U. .
Ny (W? - wh)
Tento determinant vede na FeSeni kofend kvadratické rovnice v w?
N 2
wt — w? (c2k2 + wa + @ > + k2w = 0. (10.15)
EoM

Nyni budeme zkoumat ptipad k = 0, pro ktery je pouze jedno nenulové feseni predchozi rovnice, a to
pro frekvenci

NQ?
2 2
= . 10.16
wi, =wr + ol ( )
Permitivitu tohoto systému mizeme urcit z definice (10.6) dosazenim (10.13)
P, NQ? 1
=14+—=14— . 10.17
W) =1+ g =1 oM (W% w2) (10.17)

Pokud budeme opét chtit zajistit soulad s limitou w — oo ziskanou z optickych experimentii, nahradime
jedni¢ku hodnotou &(c0). Potom miZzeme vztah pro permitivitu pfepsat na

2

10.4.1 Disperzni vztah

Tvar odvozeného disperzniho vztahu (10.18) zajistuje, Ze v oblasti frekvenci od wr do wy, se nemize zafeni
krystalem $ifit. Vznikd tedy zakazany pas optickych frekvenci. Tento zakdzany pas lezi pravé v rozmezi
mezi pficnym optickym fononem TO a podélnym optickym fononem LO.

1
wi (k) = 3 ((c2k2 +wi)+ \/(02k2 +w?)? — 462k2w%> . (10.19)

Tyto disperzni zavislosti jsou zakresleny cervenymi carami v obr. 10.2. Pas zakazanych frekvenci je zna-
zornén zluté a modrou ¢arou je vyznacen disperzni zakon pro fotony. Z obrazku je ziejmé, jak se vazba
mezi fotony a fonony projevuje. Mimo oblast rezonance lze disperzni kiivku oznacit jako fotonovou nebo
fononovou. V oblasti rezonance dochdzi k maximalnimu michani a ke vzniku zakdzaného pasu. Tyto
zévislosti se dobfe shoduji s experimentélnim pozorovanim provedenym napf. na GaP krystalu?.

2C.H. Henry, J.J. Hopfield, ,Raman scattering by polaritons“, Phys. Rev. Lett. 15, 964 (1956).
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Obr. 10.2: Zavislost frekvence polaritonu na vlnovém vektoru, cervené ¢ary jsou teoretické disperzni kiivky
(10.19), zluté je zndzornén pas zakdzanych frekvenci a modie disperzni relace pro foton (10.8).

10.5 Prispévek vazanych a valen¢nich elektronu k permitivité

Tato problemtika se fesi obvykle ¢asové zavislou poruchovou teorii. Uvazujeme totiz elektrony vazané
v krystalové strukture, které se nemohou volné pohybovat. Proto je pro né vnéjsi pole pouze slabou poru-
chou. V prvnim kroku se tedy fesi stacionarni energetické hladiny F,, a pfislusné vlnové funkce elektront
¢, pomoci bezporuchové Schrodingerovy rovnice. Diky poruse uz ale hledané feSeni neni stacionarni, ale
elektrony mizou vlivem poruchy prechazet mezi energetickymi hladinami. Vlnova funkce se tedy vyviji
v Case podle vztahu

U(F,t) = goe o+ N " () e P/, (10.20)

n>0

kde Ey, ¢¢ popisuji zakladni stav a E,,, ¢, pro n > 0 popisuji excitované stavy.

Vysledek reseni ¢asové Schridingerovy rovnice se oznacuje jako Fermiho zlaté pravidlo, které lze
formulovat nasledovné. ,,Pokud je systém pod vlivem poruchy Hj,; ve formé harmonického pole s frekvenci
w, potom je pravdépodobnost pfechodu ze zédkladniho stavu do excitovaného stavu j za jednotkovy cas
rovna nasledujicimu vyrazu“

2 2
W, = |e;(0)]2/t = % §(hw + Eo — Ej). (10.21)

[ V5 Hunoo

Diracova d-funkce zajistuje zdkon zachovani energie p¥i absorpci fotonu. Pfechod do excitovaného stavu
je tim rychlejsi, ¢im je vétsi vazba mezi zékladnim stavem a excitovanym stavem zptisobené interakénim
poruchovym hamiltonidnem.

Pokud pracujeme v aproximaci obalkovych vinovych funkci, zanedbame zmény obélkovych funkci
v objemu jedné bunky mfizky a pfesny maticovy element prechodu ze zékladniho stavu do stavu j
zapiSeme jako prekryvovy integral amplitudy obalkovych funkci nasobeny konstantou. Tato konstanta
je dana oscilujici periodickou ¢asti Blochovych stavi a je stejnd ve vSech bunkach krystalu. Maticovy
element interak¢éniho hamiltonianu lze tedy v této aproximaci vyjadiit pomoci pfekryvového integralu
obalkovych funkci rekombinujiciho elektronu a diry.

10.5.1 Opticka absorpce — mezipasové optické prechody

Opticka absorpce materialu je popsand imaginarni ¢asti komplexni permitivity. Pokud ma dopadajici
svétlo energii vétsi nez je Sitka zakdzaného pasu, potom dochazi k mezipasové absorpci. Vypocet ab-
sorp¢niho spektra je objasnén na obr. 10.3. Diky tomu, Ze fotony s energii ~ 1 eV maji zanedbatelny
vlnovy vektor, jsou optické piechody bez pfispéni fononti vertikdlni v k-prostoru. Obrazek 10.3a) uka-
zuje rizné optické prechody elektronu z valenéniho pasu F, (k) do vodivostniho pasu FE.(k) v riznych
bodech 1.BZ. Obr. 10.3b) ukazuje energie optickych pfechodt (E.(k) — E,(k)) a c) je histogram téchto
energii pro ekvidistantni povolené stavy vlnového vektoru k. Tento histogram odpovida sdruzené hustoté
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stavil, kterou bychom zjistili naptiklad mérenim absorpce. Z obrazku je patrné, ze maxima ve sdruzené
hustoté stavii (oznaceny te¢kovanou ¢arou) odpovidaji mistéim, kde jsou vodivostni a valenéni pds spolu
rovnobézné. Podminku pro tyto kritické body k-prostoru mizeme tedy zapsat ve tvaru

VilEe(k) — B, (k)] = 0. (10.22)
3 E b) E.-E, % E,-E,

Ec(K)

E/K) D(E)

Obr. 10.3: Opticka mezipasova absorpce: a) Obecné pasové schéma, Gervené jsou vyznaceny fotoexcitované
mezipasové prechody; b) zobrazeni energie optického pfechodu v riznych mistech BZ; ¢) sdruzené hustota
stavii jako histogram z b).

10.5.2 Exciton

7Z optickych vlastnosti polovodic¢i je zndmo, Ze absorpéni spektrum neni jednoduse urcéeno excitaci volnych
elektronil a dér. Elektron a dira na sebe coulombovsky ptisobi a mohou vytvorit vazany stav, kvazic¢astici
zvanou exciton. Vyskyt intenzivnich tzkych absorpcnich car s energii pod hranou zakdzaného pasu E,
je dukazem existence téchto vazanych stavi. Podobné jako u popisu pfimési i zde pouzijeme podobnost
s FeSenim atomu vodiku, ktery je FeSen v ucebnicich kvantové mechaniky [11]. Dynamiku elektronu a diry
na hrané pasu popiseme efektivnimi hmotnostmi. V pfipadé excitonu neni ale takovy rozdil v hmotnosti
elektronu a diry, jako je tomu u elektronu a protonu v atomu vodiku. Proto je pfi feSeni vhodné prejit
do soustavy svazané s tézistém.

Vyklad exciton se obvykle déli na dva limitni pfipady: silné vézany exciton (Frenkeltiv exciton
s malym polomérem) a slabé vazany exciton (Mottiv a Wannieriv exciton s velkym polomérem). Tyto
limitni pfipady jsou zobrazeny na obr. 10.4.

a) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ° b) L] o ° [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] L] ° o [ ] [ ] [ ] [ ]
©) e
e * '@ o C © o o O o o0 ¢C Obr. 10.4: Excitony: a) Mottuv-
S e o o o o o @ Wanniertv slabé vazany, b) Frenke-
S lav silné vazany.

Slabé vazany exciton

Budeme ptfedpokléddat jednoduché pasové schéma s parabolickymi disperznimi zavislostmi podle obr. 8.8.
Vodivostni pas pro elektron a valen¢ni pas pro diru jsou oddéleny zakdzanym pasem $iiky E,. Pro popis

Mvoey

p=7.—, R’ex — w’ (10.23)
Me + Mp,
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kde 7. a 7}, oznacuji polohu elektronu a diry. Pro exciton lze zapsat Schriodingerovu rovnici ve tvaru

P2 p2 62

- ﬂ_’ex:E_E Ha_)ex- 10.24
S e~ Ty | A Fl) = (= B0 R (10.24

K tézisfovym soufadnicim jsme zavedli také sdruzené hybnosti a redukovanou hmotnost paru elektron-
dira.

meMmp

P = Vg, p=—1hVy = (10.25)

Me +myp

Mvey

Nebot hamiltonidn nezavisi na poloze tézisté §7 predstavuje hybnost P dobré kvantové &slo s vlastni
hodnotou AK. VInovou funkci excitonu mutZzeme pfepsat na tvar

b(7, R) = e R (). (10.26)

Substituci (10.26) dostaneme

(5 sy ) ol = e (10.27)

Tato rovnice odpovida FeSeni energetickych stavii donort (8.21), lisi se pouze jinou odpovidajici
hmotnosti. Vazané stavy excitonu maji energii n < 0, kdezto pro n > 0 ziskdme nezavisly elektron a diru.
7 analogie vyplyva i analogické feSeni, zakladni stav je 1s vodikova funkce, kde se pouziva modifikovany
Bohrtv polomér excitonu aex. Vazebna energie zdkladniho stavu je excitonovy Rydberg

pe’

_ dregeh?
B 2(4megeh)?’

‘LL€2 ’ Rex =

aex

(10.28)

Nebot redukovand hmotnost excitonového paru elektron-dira p < m., je vazebné energie excitonu mensi
nez vazebna energie pfimési. V GaAs vyjde Rex = 4.2 meV.

D(E)

------ bez coulomb. interakce
—— s coulomb. interakci

Obr. 10.5: Vliv excitond na absorpci.

Silné vazany exciton

Tento typ excitonu se vztahuje na piipad, kdy elektron i dira excitonu jsou vazany na jeden atom v krys-
talové mfizce. Jde tedy v podstaté o jakysi excitovany stav jednoho atomu v krystalu. Tato excitace ale
muze diky vazbam mezi atomy v krystalu pfeskakovat. Exciton se miize tedy v krystalu pohybovat.

Frenkelovy excitony se vyskytuji u krystall inertnich plynid. Na krystalickém kryptonu, kterjy mé
zakézany pas Sitky 11.7 eV, byl pozorovan nejnizsi prechod na energii 10.2 eV. Exciton ma tedy u krys-
talického kryptonu vazebnou energii (11.7 — 10.2) eV = 1.5 eV.

Dale se Frenkeltiv exciton vyskytuje u silné iontovych soli typu I-VII (alkalické halogenidy jako NaCl,
NaBr). U téchto soli se exciton lokalizuje na zaporngch iontech, které maji nizsi elektronové excita¢ni hla-
diny. Naptiklad u soli NaBr je exciton lokalizovan na iontu Br™ a jeho vlastnosti jsou urcené elektronovou
strukturou tohoto iontu.
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Frenkelovy excitony vznikaji téz u organickych molekul nebo u fotosyntetickych pigmentt, které
prenaseji svételnou excitaci do reakéniho centra. Jsou tedy zodpovédné za fyzikalni podstatu fungovani
fotosyntézy.

Pokud se v absorpci daného materidlu projevuji excitony, objevi se ve spektru absorpce nova ostra
maxima pod hranici zakdzaného pasu o energii odpovidajici jednotlivym excitonovym hladindm

hw = By — Rex/n*.

Toto chovani ukazuje obr. 10.5 pro pfimy 3D polovodié¢. Jak je v obrazku naznaceno, i pfi mezipasové
absorpci na hranici zakdzaného pasu je absorpéni koeficient ovlivnén coulombovskou interakei mezi elek-
trony a dirami.

10.6 Optické experimentalni metody

10.6.1 Optické mezipasové piechody

Nejjednodussi optické metody studia pevnych latek jsou méfeni absorpce a odrazivosti. Dalsi metodou
je méfeni luminiscence generované excitovanym vzorkem. Pokud se jako excita¢ni zdroj pouzije optické
zafeni (zpravidla laser), potom hovofime o spektrech fotoluminiscence. Po absorpci fotonu s energii vétsi
nez I, nejsou elektron a dira na hrané odpovidajiciho pasu. Rychle se ale pfemisti, elektrony na nejnizsi
elektronovou hladinu a diry na nejvyssi dérovou. Tomuto procesu se fika termalizace. Teprve z téchto
energetickych stavi dojde k zafivé rekombinaci. Proto ve spektrech fotoluminiscence vidime obvykle
pouze nejnizsi hladiny.

(PO. 10.1: Spektra fotoluminiscence).

Spektrum absorpce poskytuje tedy mnohem vice informaci o struktufe energetickych hladin zkou-
maného vzorku. Pokud chceme experimentdlné ziskat spektra vyssich prechodti, musime pouzit jinou
metodu méfeni. Analogickou metodou k absorpci je méteni fotovodivosti. PFi této metodé musime mit ale
vzorek opatien kontakty. Po dopadu zafeni, které se absorbuje, dojde ke generaci nadbytec¢nych elektront
a dér, které zptsobi zménu vodivosti vzorku. Je tedy tfeba projizdét excitacnim spektrem a v zavislosti
na dopadajici vinové délce sledovat vodivost v dostatecné citlivém mustkovém zapojeni. Tato metoda méa
ale své slabiny, pfi méfeni za nizkych teplot jsou privodni kontakty vodici tepla, které rusi méreni.

Proto byla vyvinuta dalsi metoda analogicka k absorpci, kterou je méteni excitacnich spekter luminis-
cence. Opét projizdime spektrem excita¢niho laseru, ale méfime zavislost intenzity luminiscence zakladni
¢ary daného vzorku na vinové délce excitac¢niho laseru.

Pro fotovodivost ndm sta¢i malé excitacni intenzity, nebot kazdy absorbovany foton pfisp&je k vo-
divosti. Proto pro méfeni fotovodivosti nam obvykle sta¢i halogenova lampa a monochroméator. Naproti
tomu luminiscence je vSesmérova a u¢innost navazani generovaného svétla na detektor je v fadu procent.
Proto je pro excitacni spektra luminiscence potfeba excitac¢ni laser, jehoz vlnovou délku miizeme spojité
ménit.

10.6.2 Ramanuv rozptyl

Pokud na vzorek polovodice dopada laserovy svazek s energii mensi nez je energie zakazaného pasu,
muzeme sledovat nepruzny rozptyl tohoto zafeni. Posun vlnové délky zafeni je pfi tomto Ramanove
rozptylu® dany interakci fotonu s fonony. Jako Stokestv proces oznadujeme piipad, kdy se emituje novy
fonon a vlnova délka fotonu se prodluzuje. Pi anti-Stokesové procesu je fonon absorbovan a vlnova délka
fotonu po rozptylu je kratsi. Na tomto principu vznikla Ramanova spektroskopie jako u¢inny néastroj
sledovani vibrac¢ni struktury polovodic¢ii a izolatort.

10.6.3 Rayleightiv rozptyl

Anglicky fyzik John W. Rayleigh pfi popisu rozptylu svétla v zemské atmosfére v roce 1899 vysel z pred-
pokladu, zZe svétlo rozptyluji pfimo molekuly vzduchu a spocetl, Ze intenzita rozptyleného svétla silné

3Sir Chandrasekhara Venkata Raman ziskal za tuto metodu Nobelovu cenu za fyziku v roce 1930.
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z&visi na jeho vlnové délce (je nepfimo tuimérnd jeji ¢tvrté mocning). To znamena, ze modré svétlo s krét-
kou vlnovou délkou se rozptyluje vice nez svétlo Cervené. Dusledkem této zavislosti je naptiklad modra
barva oblohy, vznikajici pfi prichodu slune¢niho svétla zemskou atmosférou. Nutnou podminkou ovsem
je, aby polohy jednotlivych rozptylujicich center (molekul, atomi) byly ndhodné.

Rayleightuiv rozptyl tedy popisuje pruzny rozptyl fotonu latkou, kdy nedochazi k absorpci, ale pouze
k rozptylu do ndhodnych smérti. Pfi méfeni luminiscence nebo Ramanova rozptylu pouzivame jako exci-
tacni zdroj obvykle laser s dostatecnou energii fotond, tedy s modrou barvou nebo dokonce v ultrafialové
oblasti. Méfeny signal je o mnoho fadd slabsi nez vykon c¢erpaciho laseru. Rozptyl na nedokonalostech
rozhrani nebo na poruchéch uvniti vzorku zptisobuje nepfijemny Sum na pozadi méfeného signalu a je
tfeba ho potlacit spravnou geometrii mérici soustavy a spektralni filtraci.
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PO. 10.1: Ukazka spekter fotoluminiscence méfenych na dvou vzorcich heterostruktur na substratu
GaAs pii teploté 10 K. Prevzato z diplomové prace autora.
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10.7 P¥iklady

Pr. 10.1: Spektra fotoluminiscence:
Prohlédnéte si spektra fotoluminiscence na str. 149 a uhodnéte, kterd maxima odpovidaji excitonim
v GaAs, kterd donor-akceptorovym prechodtim, a ktera prechodiim v heterostrukture GaAs-Gag 7Alg.3As.

Napovéda: Heterostruktury jsou diskutovany v nasledujici kapitole.
Pr. 10.2: Znaceni kvazicastic:
Vratte se k ivodnimu obrazku této kapitoly a zkuste odtivodnit mnemotechnické znacéeni jednotlivych

kvazicastic.

Pr. 10.3: Srazky kvazicastic:
Pojmenujte a popiste procesy zobrazené na obr. 10.6. Zapiste zakony zachovani pro tyto pocesy.

a)JM/—%/\ b)JW@ ’ )<
e) f)

v e

d)

\i///f.

Obr. 10.6: Diagramy zobrazujici srazky kvazicastic.

Pi. 10.4: Exciton v GaAs:
Spocitejte vazebnou energii a polomér excitonu v GaAs podle (10.28). PouZijte parametry GaAs: m, =
0.067 mg, mp, = 0.34 mg, € = 12.5.
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Kapitola 11

Povrchy a rozhrani
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11.1 Uvod

V kapitole 8 jsme probirali vlastnosti polovodic¢i, ale uvazovali jsme pouze pripad homogenniho polo-
vodice. Z aplikac¢niho hlediska je ale mnohem uzite¢néjsi materidly s riznymi vlastnostmi kombinovat.
Nejjednodussi polovodicova soucastka je dioda, ktera obsahuje pravé jeden p-n prechod. Kombinuje tedy
dva kusy stejného polovodice napft. kifemiku, ale s riiznym dopovanim, polovina je dopovana na p-typ a
druhd polovina na n-typ. Dva p-n pfechody umoznuji vytvorit tranzistor a pravidelnym stiidanim do-
povani vznikne tzv. n-i-p-i supermfizka. Protoze je jako zaklad pouzit stale stejny polovodi¢, mluvime
o homostrukture.

Jako heterostruktury oznacujeme polovodi¢ové prvky, kde se méni slozeni polovodice. Typickym prikla-
dem jsou heterostruktury, kde se kombinuji vrstvy sloZené z materiali GaAs, AlAs a ternarni Ga,Al; _, As.
Se zménou slozeni se méni i pasova struktura polovodi¢e podél osy heterostruktury. Pokrocilé metody
rustu krystald po jednotlivych vrstvach, jako je epitaxe z molekularnich svazkt, dovoluji vytvorit si
v krystalu libovolny profil potencialu tak, ze se pii riustu méni ve vrstvich Ga,Al;_,As pomér zastou-
peni hliniku.

Dnesni polovodicové soucastky kombinuji obé vySe uvedené moznosti. Tedy jak zménu materialu,
tak zménu typu dopovani. Vyhodou GaAs—AlAs krystali je nepatrny rozdil miizkové konstanty obou
materialt: a(GaAs) = 5.6533 A, a(AlAs) = 5.660 A.

11.1.1 Vyroba heterostruktur

Jak bylo zminéno, vrstevnaté heterostruktury se vyrabéji metodami epitaxe, t.j. rstu po jednotlivych
atomarnich rovinach. Epitaxnich technologii je dnes jiz mnoho druhii. Mtzeme je rozdélit do tii skupin
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podle média, z néhoz krystal roste:

B epitaxe z molekuldrnich svazki MBE (Molecular Beam Epitaxy),
B kapaln epitaxe LPE (Liquid Phase Epitaxy),

B plynnd epitaxe, do této skupiny se Fadi epitaxe z organokovovych slouc¢enin MOVPE (MetalOrganic
Vapour Phase Epitaxy).

11.2 P-N prechod

Nejjednodussi polovodicovou soucastkou je dioda, kterda ma pouze jeden p-n prechod. Typickou vlastnosti
p-n pfechodu je to, ze propousti elektricky proud pouze v jednom sméru a proto se pouziva k usmérnovani.
Pokud ale vyuzijeme i optické vlastnosti p-n pfechodu, mizeme ho vyuzit pro detekci nebo generaci svétla.

Prechod p-n se vytvaii na jednom krystalu zménou dopovani. Dopovanim, které se provadi napt.
iontovou implantaci pozadovaného prvku, se mize zménit typ vodivosti polovodice z p-typu na n-typ nebo
obracené. K vymezeni oblasti, na které se ma v polovodi¢ovém substratu zménit dopovani, se vyuzivaji
techniky litografie. Tyto technologické aspekty jsou jiz nad ramec tohoto studijniho textu. Pro nas vyklad
postaci, kdyz si predstavime vznik p-n prechodu tak, Ze k sobé pfitiskneme dva kusy polovodice, jeden
dopovany na p-typ a druhy na n-typ. Reédlné se takto vyrobit dioda nedd, nebot kontakt obou éasti by
vzdy obsahoval pfilis mnoho defektu.

Obrézek 11.1a) znazornuje dva oddélené kusy polovodice, levy je polovodi¢ p-typu a pravy je n-typu.
Pokud jsou obé ¢asti polovodice ze stejného materidlu a 1isi se pouze dopovanim, musi diky zakonu
piisobeni aktivnich hmotnosti (8.16) plati nésledujici vztah mezi koncentracemi elektronti a dér

n? = nppn = NpPp.- (11.1)

Koncentrace elektronti se zna¢i n a koncentrace dér p, index znamené dopovani polovodice. Napt. p,
oznacuje koncentraci dér v polovodici typu n, jde tedy o minoritni nosice. Naproti tomu koncentrace n,,
a pp oznacuji majoritni nosice.

Na obr. 11.1b) je znézornéno vytvofeni rovnovahy na p-n pfechodu. Rovina pfechodu mé soufadnici
x = 0. Na rozhrani obou kusti polovodice je po spojeni skok koncentrace nosi¢tt. Diry jsou vlevo od
rozhrani majoritnimi nosic¢i, ale vpravo minoritnimi s koncentraci o nékolik fadd nizsi. Diky tomu zac¢nou
difundovat diry doprava a elektrony budou difundovat doleva. Vzajemné ale elektrony s dirami na rozhrani
zrekombinuji a tim vznikne po obou stranach rozhrani oblast prostorového ndaboje. Vlevo od rozhrani ve
vrstvé Sitky x, zmizely diry a zlstaly zde pouze ionizované akceptory se zdpornym nabojem. Napravo
v n-typu vznikne zase oblast odhalenych ionizovanjych donori s kladnym néabojem.

Na obr. 11.1c) je zobrazeno prostorové rozlozeni hustoty naboje a z ného odvozené elektrické pole,
které je v oblasti homogenni hustoty néboje linearni funkci souradnice. Maximalni elektrické pole je na
p-n rozhrani v bodé x = 0. V oblasti linedrniho vzestupu pole je elektricky potencial V' (z) kvadraticky.
Béhem néabojového pfesunu a vzniku oblasti prostorového naboje se zvysuje vnitini elektrické pole, které
urychluje elektrony doprava a diry doleva. Rovnovdha nastane tehdy, kdyz driftovy proud generovany
vnitfnim elektrickym polem vyvazi difuzni proud dany spadem koncentrace nosict. Vznikla oblast pro-
storového naboje ma sitku wy = x,, + x, a na potencialu se vytvoii celkovy schod vysky Vy. Tato veli¢ina
se oznacuje jako difuzni potencidal. Po ustaleni termodynamické rovnovahy jiz pfechodem netece zadny
proud.

11.2.1 P-N prechod v rovnovaze

Je dobfe si uvédomit, ze izolovany kus polovodice je ndbojové neutralni. Ke vzniku prostorového naboje
dojde jen diky kontaktu rtizné dopovanych ¢asti. Koncentrace majoritnich nosi¢t a diky (11.1) i minorit-
nich nosi¢t je dana koncentraci majoritnich dopantt podle nasledujicich vztahii (v zdvorkéch jsou typické
hodnoty)

pp = N, (1016 cm=3), np = Ng (1017 cm™3), (11.2)
2 2 .
np, = §- (10° em™?), Pn = 5 (10* cm—3).

Tyto vztahy vyplyvaji z pfedpokladu tplné ionizace dopantt v oblasti prostorového naboje.
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Obr. 11.1: Schéma p-n prechodu: a) dva kusy polovodi¢e pied nadbojovym piesunem; b) ustaleni rovno-
véahy; ¢) prostorovy profil hustoty néboje, elektrického pole a potencidlu.

Prostorové rozlozeni hustoty naboje Q(z) z obr. 11.1¢) je nasledujici

—eN, pro —z,<z<0
Qx) = eNy O<zx<zm, . (11.3)
0 jinde

Pri ndbojovém presunu se musi zachovavat celkovy naboj, z ¢ehoz mizeme odvodit podminku celkové
neutrality

Nyzp = Nyzxy,. (11.4)
Vyznam tohoto vztahu celkové ndbojové neutrality muzeme téz formulovat tak, Ze pri rekombinaci nosi¢a
zmizi soucCasné vzdy na jeden elektron pravé jedna dira. Tato rekombinace mize byt zafiva, to znamena,
ze energeticky rozdil stavu elektronu a diry se uvolni ve formé optického kvanta — fotonu.

Pouzijeme Gaussuv zakon z Maxwellovych rovnic pro vypocet elektrického pole:

dB) _ Q) (11.5)

dx €

Piimou integraci dostaneme elektrické pole. Okrajovou podminkou FeSeni je nulovost pole mimo oblast
prostorového naboje sitky wyg = x,, + x,. Pribéh elektrického pole vyjde

fe]g“(x+xp) pro —z,<z<0
E@)={ “i(r—u,) O<z<z, . (11.6)
0 jinde

Maximalni elektrické pole je tedy pfesné na rozhrani p-n pfechodu (z = 0). Jeho velikost je E(0) =
—eNyz,/e. Toto elektrické pole vytvaii pro nabité nosice (elektrony a diry) dodateény potencidl V (z),
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ktery 1ze dopocitat z definice
E(x)=-— . (11.7)

Mimo oblast prostorového naboje, kde je elektrické pole nulové, je potencial konstantni. Tvar potencialu
v oblasti prostorového naboje ziskdme integraci vztahu (11.7). Zvolime-li si integra¢ni konstantu tak, ze
je V(0) = 0, dostaneme pribéh potencidlu zobrazeny na obr. 11.1c), ktery m4 analyticky tvar

eN, 2
o (2% 4 2z1)) pro —z,<z<0
vy = p r 11.8
(z) { — i (22 — 227,,) 0<z<m, (11.8)
Zbyva uz jen vycislit velikost difuzniho potencidlu Vy
e e NN,
Vo =V(xn) —V(xy) = %(Namf, + Nga?) = % (N+]i7d> wa. (11.9)

Nyni pouzijeme Ohmiv zdkon (6.27) a definici pohyblivosti (8.18). Celkovy proud mtZeme rozdélit na
Cast, kterou prenaseji diry jj a ¢ast, kterou prenaseji elektrony j.. Kazdou tuto slozku miizeme napsat jako
soucet difuzniho proudu j4f generovaného gradientem koncentrace a driftového proudu j¥ generovaného
elektrickym polem. V termodynamické rovnovaze jsou celkové proudy nulové

L dp(x

Wit = D P () B = 0 (11.10)
‘ d

0 = 4D () B = 0

Tyto vztahy miiZzeme pfepsat s vyuZitim definice potencidlu (11.7)

D, 1 d d
Du L dp@) gy Vi) (11.11)
pr p(z)  da da
D, 1 dn(x) dV(z)
—— =—FE(x) = .
te n(z) dx dx
Integraci pres Sitku oblasti prostorového naboje ziskame
Dy 14 D. 14
—h / “Par = v, == / ~ Pz = V. (11.12)
Hh pdx Ihe n dz

V roce 1905 publikoval Albert Einstein ¢lanek, kde vysvétlil Browntv pohyb ¢éastic v kapaliné pomoci
kinetické teorie. Z této teorie mimo jiné vyplyva vztah mezi difuznimi a driftovymi koeficienty. Specialni
pripad Einsteinovy relace nam dava poméry velic¢in

D.  ksT

D
D _ De , (11.13)
Hh e €

kde T samoziejmé oznacuje absolutni teplotu vzorku. Pomoci Einsteinovy relace mizeme vyjadiit difuzni
potencial z koncentraci dopanti

Vo = kT In <pp) _ keT In (n") _ keT In (Naévd) ) (11.14)

e Dn e np e n;

Je tieba si uvédomit, ze difuzni potencial Vj na p-n pfechodu nelze méfit pfimo voltmetrem na kontaktech
diody. Voltmetrem se totiz méfi pouze rozdily v chemickém potencidlu, ktery je ale podél p-n prechodu
v termodynamické rovnovaze konstantni. Déale je potieba zduraznit, Ze vlivem difuzniho potencidlu se
pasova struktura (vodivostni a valenéni pas) posouvaji o potencidlni energii, kterd je rovna —eVj.

11.2.2 P-N prechod s prilozenym napétim
Nas bude samoziejmé nejvice zajimat chovani p-n prechodu po pfilozeni vnéjsiho elektrického napéti V.

Diky konec¢né vodivosti celého polovodi¢ového krystalu s p-n pfechodem se toto napéti rozlozi podél celé
osy X. V nasich avahéich budeme ale uvazovat pfivedeni vnéjsiho napéti az na p-n pfechod. U typickych
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elektrickych soucastek se vzdalenost mezi kontaktem a oblasti prostorového ndboje minimalizuje a pokles
napéti mimo p-n prechod je potom zanedbatelny.

Diky nesymetrii se pfechod bude chovat rizné pro obé€ rtizné polarity pfilozeného napéti. Vnéjsi
prilozené napéti zptisobi rozposunuti Fermiho meze na obou koncich vzorku o hodnotu eV. Podle zna-
ménkové konvence je prilozené napéti kladné, pokud je pfidany potencidl na strané dopované na p-typ
vyssi, nez na strané n-typu. Lapidarné feceno na p-kontaktu je plus a na n-kontaktu je minus. Napéti
prilozené v tomto sméru se oznacuje jako napéti v propustném sméru, opacny pripad se oznacuje jako
zdvérny smér. Ze znaménkové konvence potom vyplyva, ze celkovy napétovy rozdil na p-n pfechodu je
vzdy Vo — V.

Propustny a zavérny smér

Po prilozeni napéti V' v propustném sméru dojde ke snizeni napéti na prechodu na Vy— V. Tim dojde i ke
snizeni interniho elektrického pole a ke zUzeni oblasti prostorového naboje w < wy. Pasova struktura p-n
prechodu se ¢astecné narovna. Pokud by pfilozené napéti spliiovalo podminku V) = V', byly by vodivostni
a valenc¢ni pasy zcela narovnané a oblast prostorového naboje by se zuzila k nule.

V rovnovaze se vyrovnava driftovy proud zpusobeny vnitinim elektrickym polem difuzi nosic¢u s raz-
nou koncentraci na stranach prechodu. Naproti tomu, po pfiloZeni napéti v propustném sméru budou na
hranici prostorového naboje koncentrace minoritnich nosi¢t o An a Ap nad rovnovaznou hodnotou daleko
od prechodu. Proto budou tyto nerovnovazné nosice difundovat dale z oblasti prostorového naboje. Jde
tedy o difuzi nekompenzovanych minoritnich nosi¢i, elektrond doleva do p-typu a dér doprava do n-typu.

Pro napéti v zavérném smeéru dojde k opacnému jevu. Protoze prilozené napéti je zaporné, celkové

a) p-typ Wo n-typ
eVy
=3 e
X 0 X, X
b) ~— W< Wy —s
J oy
A -
I
_Xp’ 0 Xn’ X
c) 5 w>wy—
e(Vo-V)
S ———
I
Xy 0 Xy X

Obr. 11.2: Pdsové schéma p-n pfechodu: a) v rovnovéze bez vnéjsiho napéti; b) s napétim v propustném
sméru; ¢) s napétim v zdvérném sméru.
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napéti na prechodu Vy — V vzroste. Vzroste interni elektrické pole a oblast prostorového nédboje bude
§irsi nez v rovnovaze w > wy.

I-V charakteristika p-n prechodu

Pri odvozovani tvaru potencidlu podél p-n prechodu s pfilozenym polem mtizeme postupovat analogicky
jako v predchozich odstavcich. Diky vnéjsimu napéti se zméni okrajové podminky feseni. Mezi Fermiho
hladinou v p-typu Er, a n-typu Ep,, bude nyni rozdil Fr, — Er, = —eV. Pro §ifku oblasti prostorového
naboje mizeme piimo zapsat vztah analogicky k (11.9) nédsledovné

w = \/%M%—V), (11.15)

(& NaNd

/o % Nd . ;o 2£ Na _
:L'p - \/ e N(L(Na +Nd) (VO V)7 z, = e Nd(Na +Nd) (VO V)

Nyni si vyjadiime koncentrace minoritnich nosi¢t na hranici modifikované oblasti prostorového na-
boje integraci (11.12) v novych integra¢nich mezich. Z exponencidlniho poklesu koncentrace v oblasti

prostorového naboje ziskame

/ /

n(—z T eV

Cop) _ph) _ () . (11.16)
np Pn

Zvysenou koncentraci minoritnich nosi¢a na krajich oblasti prostorového ndboje muzeme vyjadrit pomoci

prilozeného napéti

Any, =n, (eev/kBT — 1) , Ap, = pn (eev/kBT — 1) . (11.17)

Protoze mimo oblast prostorového naboje je elektrické pole nulové, miizeme ziskat proud p-n pfechodem
jako prosty soucet difuzniho proudu (11.10) elektront a dér na hranicich této oblasti
Any, Ap,

D . 11.1
. + el Lp ( 8)

j =33 (=a}) + ji¥(x],) = eD,

Pfi odvozeni tohoto vztahu jsme derivaci koncentrace podle soufadnice nahradili podilem zvysené
koncentrace minoritniho nosice a tomu odpovidajici difuzni délkou (L,,, L,). Nyni dosadime koncentrace
nosi¢i z (11.17) a integraci proudové hustoty pies pfi¢nou plochu dostaneme finélni I-V charakteristiku
idedlniho p-n pfechodu (zavislost proudu na pfiloZzeném napéti)

I:h(&W@T—Q. (11.19)

Tvar této zavislosti je zakreslen Cervenou ¢arou na obr. 11.3, Iy znac¢i maximalni hodnotu zavérného
proudu, na které se saturuje proud v zavérném smeéru u idedlniho p-n pfechodu. U redlnych soucés-
tek dojde pfi prekroceni urcitého zavérného proudu k prirazu, ktery ale nasim jednoduchym modelem
nepopiseme. Tento jev se pouziva u Zenerovych diod ke stabilizaci napéti.

|
o—Ppf-o

Obr. 11.3: Cervené je zakreslena I-V charakteristika
ideélniho p-n pfechodu podle (11.19). Modfe je za-
kreslena I-V charakteristika p-n pfechodu s optickou

@—N—@ excitaci nadbyteénych nosiét. Zluté je oznadena ob-
a V last moznych pracovnich boda fotovoltaického prvku
0 I s p-n prechodem pfi urcitém osvétleni.

Modrou ¢arou je v obr. 11.3 zakreslena jesté jedna velmi dilezita kiivka. Je to I-V charakteristika p-n
prechodu, na ktery dopada svétlo a optickou excitaci dochazi ke generaci nadbyteénych nosi¢t proudu.
Touto modrou zavislosti je tedy popsan fotovoltaicky prvek s p-n pfechodem. Priise¢ik s vodorovnou osou
uréuje fotovoltaické napéti naprazdno bez zitéze a prisecik se svislou osou udava zkratovy proud. Zluté
podbarvend plocha pak oznacuje oblast moZnych pracovnich bodt daného fotovoltaického prvku.
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11.2.3 LED, laser, detektor

Pro aplikace polovodic¢t jsou typické dvé oblasti. V elektronice dominuji elektrony a v této oblasti se fesi
hradla pro logické operace, binarni spinace, analogové obvody, zesilovace. Ve fotonice jsou dominantni
fotony a je zapotiebi prvki, které jsou schopné zajistit nasledujici funkce: pfenosové obvody, transformace
signalu z elektrond na fotony, detekce zafeni. VSechny tyto fotonické funkce mohou zajistit strukturované
polovodice vyuzivajici p-n pfechod nebo tranzistor.

P-N prechod mize slouzit jako dioda LED, laserova dioda, nebo fotodioda pro detekci optického
zareni. Z pohledu optiky dochazi v aktivnim materidlu polovodice ke tfem procestm:
Absorpce: Je to dominantni proces u fotodetektori, kde se absorbuje zafeni s energii vétsi nez sirka
zakdzaného pasu F, a vznikne elektricky signal.
Spontanni emise: Je to dominantni proces u LED diod. Pfi rekombinaci nosi¢t injektovanych do p-n
pfechodu se vyzafi energie odpovidajici E,.
Stimulovana emise: Je dominantni u laserovych diod. Injekce nosi¢i je takové, Ze dojde k inverzi
populace. Pro dosazeni laserovani musi stimulovana emise prevazit nad spontanni emisi. Toho se dosahuje
vysokou proudovou hustotou v polovodic¢i s p-n pfechodem.

11.3 Heterostruktury

Heterostruktury' vznikaji kombinaci vrstev riizného polovodice podél osy riistu. Zvolime si znaceni os tak,
Ze osa ristu je shodné s osou z. Oznac¢me si polovodi¢ na jedné strané heteropiechodu jako A a na druhé
strané B. Pasova struktura obou polovodi¢u je riznd, a proto se pasy podél osy rustu heterostruktury
méni. U redlnych heteropfechodt neni rozhrani mezi materidly ide4lné rovinné a na rozhrani se vlastnosti
nemeéni skokem. Pro zjednoduseni vypocti ale budeme skokovou zménu struktury a pasovych schémat
predpokladat.

E Typl Typ !l Typ I

A B A A B A A B A

[ ] L

Obr. 11.4: Prostorovy profil vodivostniho (modra ¢ara) a valenéniho pasu (Cervend ¢ara) pro t¥i zdkladni
typy heterostruktur.

11.3.1 Metoda obalkové vlnové funkce

Podle napojeni vodivostniho a valenéniho pasu na rozhrani rozlisujeme nékolik typi heterostruktur. Za-
kladni tfi typy jsou zobrazeny na obr. 11.4. U typu I je polovodi¢ B kvantovou jamou, kde se lokalizuji
elektrony i diry. V heterostruktufe typu II se lokalizuji elektrony a diry v rtznych vrstvach. U hete-
rostruktur typu III dochazi k tunelovani nosi¢it mezi vodivostnim a valenénim pasem.

Kombinace polovodi¢u GaAs—Gag 7Alg 3As je prikladem heterostruktury I. typu. Oba tyto polovodice
krystalizuji ve sfaleritové kubické struktufe, navic je dilezité, ze tyto materidly maji prakticky stejnou
miizkovou konstantu a, relativni rozdil je mensi nez 0.1 %. Pokud jsou vrstvy heterostruktury tzké, mize
byt i vétsi rozdil mtizovych konstant vyrovnan vznikem malého mechanického napéti ve vrstvach.

Vlnovou funkci elektronu v materidlech obou polovodic¢t lze zapsat v Blochové tvaru. Pokud budeme
hledat elektronovou vinovou funkci rozkladajici se pies nékolik vrstev heterostruktury, mizeme piedpo-
kladat, Ze rychle kmitajici periodicka ¢ast Blochovy vinové funkce uj(7) je stejna ve vSech vrstvach v celé

1E. Hulicius, B. Velicky, ,,Heterostruktury, které slouzi véem“, Vesmir 80, 32 (2001).
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heterostrukture. Vétsinou nés tato oscilujici ¢ast vinové funkce v prvnim pfiblizeni nezajima. Na pie-
chodu tedy fesime spojitost obalky x(z) oscilujici Blochovy vlnové funkce. Tato obalkova vinovéa funkce
odpovida ve volném péasu rovinné vilné, ale v ohranicené kvantové jameé osciluje.

Zakazany pas GaAs je uzsi nez u AlAs. Pokud v heterostruktufe vrstvu GaAs obloZime z obou
stran vrstvami Ga,Al;_,As, budou se volné elektrony i diry hromadit ve vrstvé GaAs, ktera ptsobi jako
jama pro oba typy nosi¢u. Elektrony padaji v pasovém schématu doli a diry nahoru. Zména velikosti
zakazaného pasu na rozhrani GaAs-Ga,zAli_;As je dana empirickym vyrazem AE, = 1247 2 meV. Tento
skok péasti se rozdéli mezi vodivostni a valenéni pas v poméru 60/40. Napf. pro z = 0.3 dostaneme skok
vodivostniho pasu AFE, = 225 meV, a skok valen¢niho pasu AFj;, = 150 meV. Pfipomenme, ze zakazany
pas GaAs je pri pokojové teploté 300 K roven £, = 1.42 eV.

Pro obélkovou vinovou funkci potom fesime odpovidajici stacionarni Schrodingerovu rovnici
2

2m*

Ax(2) + U(z)x(z) = Ex(z). (11.20)

Vypocet provedeme stejné pro elektrony i pro diry, pouze za efektivni hmotnost m* dosadime spravnou
hodnotu, ktera je navic v riznych vrstvach rizné, viz tab. 11.1. Potencidl U(z) popisuje profil vodivostniho
nebo valen¢niho pasu. Obrazek 11.5 ukazuje vysledek vypoctu nejnizsi energetické hladiny a obalkové
vlnové funkce pro elektron a tézkou diru. Pokud do potencidlu zahrneme elektrické pole priloZzené ve
sméru osy z, muzeme sledovat Starkiv jev. Diky posunu vlnovych funkci zakladnich stavi elektronu a
diry vlivem elektrického pole do opa¢nych stran kvantové jadmy dojde ke zmenseni rozdilu energie hladiny
elektronu a hladiny diry. Diky tomu se snizi i energie fotonu, ktery se pfi rekombinaci elektronu a diry
vyzafi. Tato energie je v obrazku zakreslena modrou Sipkou.

Tab. 11.1: Efektivni hmotnosti elektront a dér.

Polovodi¢ GaAs AlAs GagzAly_,As

Me 0.0665 0.15 0.0665 + 0.0835 =

mp, 0.34 0.76 0344042z
0kV/cm 40kV/cm 80kV/cm

Obr. 11.5: Cerné ¢ara predstavuje profil vodivostniho a valenéniho pasu pro kvantovou jamu GaAs sitky
10 nm obklopenou Gag 7Aly 3As. Pasy jsou naklonény vyznacenym elektrickym polem. V tomto potencidlu
jsou spocitany prvni dvé hladiny pro elektrony a tézké diry podle (11.20). Modrou Sipkou je zakreslena
vzdalenost zakladni elektronové a dérové hladiny.

11.4 Supermrizky

Supermfizkou oznacujeme polovodi¢, ve kterém je vyrobena periodickd struktura sloZeni (kompozice)
nebo dopovani. Supermiizku muzeme tedy ziskat periodickym opakovanim jedné kvantové jamy. Pokud
budeme mit sadu kvantovych jam, jejichZ vinové funkce nejsou lokalizované v jedné jameé, feSime pro obél-
kovou vlnovou funkei problém, ktery je ekvivalentni Kronigovu-Penneyovu modelu, ktery jsme probirali
v sekci 7.8 na str. 94 a nésledujicich.
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11.4.1 Kompozi¢ni supermrizka

Obalkové vinové funkce vlastnich stavt kompoziéni sumermiizky maji evanescentni charakter ve vrstvach
bariér. Protoze ptivodné ostré energetické hladiny jedné kvantové jamy se zacnou prekryvat se stavy
v sousedni jameé, dojde k rozsifeni energetickych hladin do pasi, které se nékdy oznacuji jako podpdsy.
Sitka téchto podpasti roste: a) pii zuzovani sifky jamy; b) pii zuZovéani sitky bariéry; c) divdme-li se
pro dané §itky jam a bariér na energeticky vyssi podpasy. Sitka podpasii klesa téz s rostouci efektivni
hmotnosti ¢astic. Kazdy stav v supermfizce je popsan vilnovym vektorem k se slozkou podél osy ristu k, a
slozkou kolmou %k . Dalsim kvantovym ¢islem n je oznaceno poradi prislusného podpéasu, ktery odpovida
¢islu piivodni hladiny v jednoduché kvantové jameé.

Jak roste sitka podpési pfi soucasném zuzovani jam i bariér ukazuje obr. 11.6. Obréazek je pfevzat
z knihy autortt C. Weisbuch a B. Vinter z roku 1991, ktera je jednou z prvnich a velmi dobrych texttu
popisujicich kvantové heterostruktury a supermiizky [16].
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Obr. 11.6: Zavislost polohy a sitky elektronovych energetickych podpést supermiizky na sifce jamy (Sitka
bariéry je stejnd jako $ifka jadmy). Pfevzato z [16].

11.4.2 Dopované n-i-p-i supermrizky

Polovodi¢ovou supermiizku lze ziskat také stiidanim dopovani, kdy vznika tzv. n-i-p-i struktura?. V této
struktufe se stfidaji oblasti dopované na n-typ a na p-typ. Mezi tyto silné dopované oblasti se casto
vkladaji nedopované (intrinsické) vrstvy, viz obr. 11.7. Vyhodou dopovangch supermiizek je automaticka
rovnost mrizkovych konstant vSech vrstev. Zvlastni zajem o dopované supermiizky prameni téZ z moznosti
ovladani elektronové struktury pfilozenym elektrickym polem, coz je mozné diky tomu, ze elektrony a
diry jsou lokalizované v rtznych vrstvach supermfizky.

Prostorové rozlozeni ionizovanych ptimeési ve vrstvach dopované supermftizky vytvaii periodicky po-
tencial zakresleny na obr. 11.7. Ten modifikuje priubéh kraju pasu tak, ze elektrony a diry jsou v krystalu
prostorové oddéleny. Modelovat razné pribéhy lze volbou koncentrace dopovani a sitkou dopovanych a
nedopovanych vrstev. Disledkem vzajemného oddéleni nosict je predevsim prodlouzeni doby zivota do
rekombinace o mnoho 7adt. Diky tomu lze dosdhnout velkého zvySeni koncentrace nosi¢t i malou optickou
excitaci ¢i slabou injekci a dostat se daleko od termodynamické rovnovahy. Takto lze na daném vzorku
ménit koncentrace nosicti v Sirokém rozsahu. Prostorové oddéleni kladnych a zapornych nosic¢ti také vede
k casteéné kompenzaci potencidlu prostorového naboje ionizovanych piimési. Jak vzrista koncentrace

2G.H. Déhler, P. Ruden, , Properties of n-i-p-i doping superlittices in III-V and semiconductors®, Surface Science 142,
447 (1984).
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a)

Obr. 11.7: Dopovan n-i-p-i supermfiizka: a) Prostorové schéma uspofadéni vrstev; b) profil past v redlném
prostoru v rovnovaze a c) pti optické excitaci nadbyteénych nosici.

nosicl, klesd amplituda modulace potencidlu supermiizky a stoupa efektivni §itka zakdzaného pasu. Tim
je soucasné ovlivnéno tunelovani a tedy i doba zZivota nosict.

Vypodéty energetickych hladin*

Obrézek 11.7b) zobrazuje energeticky diagram n-i-p-i struktury v redlném prostoru v zédkladnim a excito-
vaném stavu. Modulace hran vodivostniho a valen¢niho pasu lze vypocitat integraci Poissonovy rovnice
d?V(z) Q(z)

__Qk) 11.21
dz2 € ( )

Takto ziskame vztah

2 2
e d d
2Wo = o l(and + dpNy)di + Ny (2") + N, (;) ] , (11.22)
€
kde d,,, d, a d; oznacuji sitky vrstev typu n, p, resp. intrinsickych. Za pfedpokladu celkové nabojové ne-
utrality lze psat d,,)Nq = dp N,. Pohyb nosi¢it v podélném sméru je kvantovan potencidlem supermfiizky,
coz vede ke vzniku tzv. podpéasi. Nebot v tomto pfipadé pracujeme v oblasti minima i maxima s harmo-
nickym potencidlem, mtzeme zapsat odpovidaji nejnizsi energie harmonického oscilatoru s kvantovym

Cislem n
2N, 1 2N, 1
E.o=t| 2 (ny2),  Ey=h/S n+ . (11.23)
EMe 2 emy, 2

Energie jsou méfeny z extrému ve stfedu dopované oblasti. Hodnoty fiw odpovidaji formalné energiim
plazmont v dopovaném prostorovém polovodici, kde je koncentrace elektroni Ny, nebo dér N,.

Velikost efektivniho zakazaného pasu ng je definovand jako rozdil extrému hladin energie,
ES = Ey —2eVy + Ee + Ep. (11.24)

Jeji hodnota je urcena prevazné velikosti modulace potencidlu 2eV} a zavisi tedy linedrné na dopovani
a kvadraticky na Sifce aktivnich vrstev. Pro jisté specialni nastaveni lze docilit podminky ng =0.V
tomto pfipadé se bude supermfizka chovat jako polokov. V tomto extrémnim piipadé nebo v pfipadé op-
tické excitace vzorku, je nutné pro vypocet pasové struktury pouzit self-konzistentni vypocet. V. mnoha
pripadech aplikaci ale vysta¢ime s pribliznym vypoctem, napf. lze prijmout zjednoduseni, ze elektrony
v jdmé v n-typu zarovnaji dno vodivostniho pasu v okoli extrému a diry analogicky zarovnaji dno va-
len¢niho pasu. Modulace, ktera byla v zakladnim stavu 2eVj, se takto zméni na 2eV;. V efektivni energii
zakdzaného pasu (11.24) pouze nahradime Vj hodnotou V;.

Doba zivota nosict je konecna diky tunelovani a tepelné indukovanym vertikalnim preskokium. Ktery
z obou procesu prevazi, zilezi na dopovani. Pro GaAs za pokojové teploty pfevladne tunelovani, pokud
Ng= N, >3 x10"® cm~3.
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Pii absorpci svétla n-i-p-i strukturou relaxuji elektrony (diry) do minima vodivostniho pdsu (ma-
xima valen¢niho pésu) s ¢asy ~ps. Efektivita tohoto procesu je diky pomalosti konkurenéni rekombinace
znacna. Z duvodu dlouhé doby zivota zavisi pocet indukovanjych nosi¢d na intenzité a dobé expozice.
Rychlost spinani téchto efektii je nepfimo tmérna intenzité osvétleni, ¢asy vypinani jsou téz dlouhé, ale
existuji zptisoby, jak odezvu zhasnout rychleji.

Vliv elektrického pole na n-i-p-i supermfrizku*

Elektrické pole lze na n-i-p-i strukturu ptilozit pomoci riiznych kontaktd. Podélného pole je mozno doséh-
nout pomoci tzv. sendvic¢ového uspofddani (obr. 11.8a)). Toto pole zptisobi, ze efektivni zakdzany pas se
§tépi na dva prispévky ES™ a EST~. To je nezavislé na tom, zda je krystal v zakladnim, nebo excitovaném
stavu. Protoze se modulace pasti méni primo priloZzenim napéti V, a neni spojena se zménami koncentraci
nosic¢l ve vrstvach, je odezva ultrarychla, ¢ehoz lze vyuzit u elektrooptickych spinac.

Pokud napéti prilozime na selektivni kontakty V,,,,, mizeme jim pfimo ménit velikost modulace péasii.
Selektivni kontakty jsou ohmické viic¢i vrstvam jednoho charakteru dopovani a jejich vyroba vyzaduje
kombinovat specidlni litografickou metodu s ristem vrstevnatého vzorku. Obrazek 11.8b) ukazuje, Ze ze
selektivnich kontakti lze injektovat nosi¢e nebo je naopak z vrstev odsat, tak se vyrovna rozdil kvazi
Fermiho hladin vnéjsimu napéti V;,,. Casova konstanta téchto zmén je pro GaAs se vzdalenosti kontaktt
10 pm Fadové ~ns.

|

I

Obr. 11.8: Dva zpiusoby pfiloZeni elektrického napéti na dopovanou n-i-p-i supermiizku: a) Napéti podél
osy rustu V,, pasova struktura se nakloni, jak je naznaceno zlutym klinem. b) Napéti V,,, aplikované
pomoci selektivnich kontaktti mezi n-typové a p-typové vrstvy méni modulaci n-i-p-i potencialu.

11.5 Nové soucastky

Technologie popsané v této kapitole se pouzivaji pro vyrobu modernich elektronickych a fotonickych sou-
¢astek. LED diody vSech barev dnes potkdvame snad skoro vSude, pouzivaji se pro barevnou signalizaci
i osvétleni. Diky zvysené svitivosti a mensi spotfebé proti zarovkam je dnes vidame i v semaforech nebo
v reflektorech automobil. Polovodi¢ové lasery se pouzivaji pro vlaknové komunikace, pro zapis a ¢teni
v CD a DVD mechanikach, v laserovych tiskarnach, v laserovych ukazovatkach a na mnoha dalsich mis-
tech. Polovodicové lavinové fotodiody jsou diky novym technologiim dnes schopné detekovat jednotlivé
fotony s pravdépodobnosti vétsi nez 50 %. Polovodic¢ové fotovoltaické ¢lanky se zase pouzivaji pro zis-
kavani elektrické energie. Na heterostrukturach jsou zalozeny polovodicové vysokofrekvencni soucastky,
které pracuji v mobilnich telefonech a navigacich.

Polovodice s heterostrukturami dovoluji vyrabét tunelovaci soucastky, které by jinak nemohly fungo-

vat. Za vyzkum v této oblasti byla v roce 2000 udélena Nobelova cena®.

3Zores Ivanovi¢ Alferov ["Kopec Msanosuu Andepos] a Herbert Kroemer jsou nositelé Nobelovy ceny za fyziku z roku
2000 za vyvoj polovodicovych heterostruktur pouzivanych ve vysokorychlostni elektronice a optoelektronice.

162



11.6 P¥iklady

Pf. 11.1: Sifka oblasti prostorového naboje:

Uvazujte p-n piechod v GaAs s koncentraci dopovani v jednotlivich éastech: N, = 2 x 107 cm™3,
Ng =1 x 107 cm~3. Permitivita pro GaAs je e = 13.1 a n; = 1.79 x 10° cm~3. Spoéitejte sitky oblasti
Zp, Tn, & wo pii pokojové teploté 300 K. Déle spocitejte velikost difuzniho potencidlu a srovnejte s sitkou
zakazaného pasu.

Pi. 11.2: Zavérny proud p-n prechodem:

Odvodte velikost konstanty Iy ze vztahu (11.19). Namalujte diodovou I-V charakteristiku pro kfemikovou
diodu s plochou 50 um? s koncentraci dopovani v jednotlivych ¢éastech: N, = Ny = 10'® em~3. Doby
7ivota obou nosi¢li jsou stejné 7 = 1 us, difuzni koeficienty se lisi, D,, = 35 cm?/s, D, = 12.5 cm?/s.

Pi. 11.3: Zména Sirky prostorového naboje s napétim v propustném sméru:

Navazeme na pr. 11.1 a zde spocitany difuzni potencial V. Spocitejte podil sifek oblasti prostorového
naboje w/wg, kde w je sifka oblasti prostorového naboje po pfilozeni propustného napéti 0.3 V.

Pr. 11.4: Franzuv-Keldyshuv jev:

Vlivem vnéjsiho elektrického pole pfilozeného na polovodi¢ dojde k posunu absorpéni hrany pod hodnotu
E, a pro vyssi energie bude spektrum absorpce oscilovat. Vysvétlete fenomenologicky tento jev pomoci
prekryvu vlnovych funkci elektronu a diry rozposunutych prostorové ve sméru elektrického pole.

Napovéda: Pouzijte pasové schéma a obalkové vlnové funkce zakreslené na obr. 11.9.

elektron ve vodivostnim pasu

dira ve valenénim pésu

Obr. 11.9: Pasova struktura polovodice naklonéné elektrickym polem. Obéalkova vinova funkce elektronu je
zobrazena modrou ¢arou a diry ve valenénim pasu cervenou ¢arou. Sipkou je znazornéna $iika zakazaného
pasu E.
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Za to mize Robert

Hooke!

Tak mu Fekni, e bude
dneska po 3kole

Nustrace od Tonyho De Saullese z knihy Nicka Arnolda Zrddné sily (2004).
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Priloha A

Napéti

A.1 Elastické napéti

Pokud budeme uvazovat homogenni materialy, ve kterych se §if{ viny s vinovou délkou A > 10 nm (s frek-
venci w < 101! Hz), miizeme zanedbat atomarn{ strukturu latky. Pro elastické napéti Ize pouzit klasicky
Hookutv zékon. Budeme chtit popsat deformaci, aniz bychom fesili detaily, zda jde o jev izotermicky,
nebo jev adiabaticky. Pfi deformaci se posune vybrany atom z mista popsaného vektorem R na misto R’
Posunuti popiseme tenzorem malé deformace €;; ve slozkach

Rj = (3ij + €ij) ;)
kde 6;; znac¢i Kroneckerovo delta. Oznac¢ime-li si objem vzorku pfed deformaci V' a po deformaci V’,
potom mizeme vyjadrit relativni zménu objemu pfi deformaci popsané tenzorem ¢;; jako
V! —
v

R €xy + €yy T €z

Nyni si definujme tenzor napéti Fy; jako zobecnénou silu pusobici na krystal. Jde o silu pisobici ve
sméru osy k na rovinu kolmou na osu l. Pro pfiklad uvedme F, je sila piisobici ve sméru osy % na rovinu
kolmou na osu y, jde tedy o te¢nou slozku pusobici smyk.

A.1.1 Hookuv zakon

Hooktuv zakon fika, ze v elastické oblasti je deformace imérna ptisobicimu napéti. Pro vysSe zavedené
tenzory muzeme Hookiv zédkon zapsat dvéma zpiisoby

€ij = SijtFri,  Fru = Chuijeij. (A1)

Koeficienty linearni zavislosti mezi napétim a deformaci predstavuji tenzory ¢tvrtého fadu, ? se oznacuje
jako elastickd poddajnost (angl. compliance) a T je tuhost (angl. stiffness). Jednotkou tuhosti je N/m?
nebo J/m3, poddajnost ma jednotky inverzni. Diky linearité se redukuje pocet prvkt maticového zépisu
tenzoru tuhosti/poddajnosti na (6 x 6).

MY v

Diky symetrii krystalu se redukuje pocet maticovych prvki jesté vyraznéji. Pro nejbéznéjsi piipad
kubického materidlu ma Hookuv zdkon tvar

Fre Cn Ci2 Ci2 O 0 0 €
Fyy 012 Cll 012 0 0 O Eyy
F,. Ciz Ci2 Cii O 0 0 €22

= A2
Fyz 0 0 0 C44 0 0 €yz ’ ( )
Fzm 0 0 0 0 044 0 €xx
ngy 0 0 0 0 0 044 Vzy

kde nenulové ¢leny matice tuhosti jsou pouze tii rizné koeficienty: C11, Cio a Cyg.
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A.1.2 Elastickd vlna ve sméru osy [100]
Pokud je vlnovy vektor sifici se vlny ¢ = (1,0,0), miZeme si zapsat pohybovou rovnici pro vychylku u

ve sméru osy X nasledovné
0*u  OF,,  OFy, n OF,.

Z ) A3
Por = oz oy | o: (A-3)
kde p znaci hustotu materialu. Uvazujme podélné harmonické kmity. Vychylku zapiseme jako
u = ug 1wt
Vlnova délka téchto kmiti je A\ = 27 /q. Pouzijeme defini¢ni vztah pro nenulovou slozku deformace
€zz = Ou/Ox. Dosazenim do (A.3) dostaneme disperzni vztah
w?p = Cng* (A.4)

Odtud muzeme snadno ur¢it rychlost podélné viny ve sméru [100] jako

vt G (A.5)
q P

Zcela analogicky je mozné dostat pro pficné vinéni, které se Sifi podél osy X, nasledujici

w?p = Caaq?, v =4/ %~ (A.6)

Obdobné by bylo mozné pokracovat i pro dalsi sméry vyssi symetrie v kubickém krystalu. Pro obecny
smér Siteni, kdy se musi pracovat s celymi tenzory, je vypocet podstatné méné prehledny.
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Priloha B

Statisticka rozdéleni

B.1 TY¥i statisticka rozdéleni

Na tomto misté zopakujeme tvar statistickych rozdélovacich funkci, které se vyuzivaji pii popisu identic-
kych castic ve statistické fyzice. Tvar téchto funkci je zakreslen v obr. B.1.

3.0

2.5

rozdélovaci funkce
= = o
o (@3 o

<
5

(E-p) I'kgT

Obr. B.1: T¥i pouzivané statistické funkce: Fermiho-Diracova frp pro fermiony, Boseho-Einsteinova fgg
pro bosony a klasicka statisticka Maxwellova-Boltzmannova fyg.

Stiedni pocet fermionti ve stavu na energii £ dava Fermiho-Diracova statistika

1
frp(E) = S(E=u)/ksT {1° (B.1)
ProtoZe na jedné hladiné nemohou byt soucasné dva fermiony, jsou hodnoty funkce frp v intervalu od
nuly do jedné. Proto miZeme tuto funkci interpretovat jako pravdépodobnost obsazeni dané energetické
hladiny.

Statistiku bosonii popiSeme Boseho-Einsteinovym rozdélenim. To miizeme zapsat analogicky s (B.1)
jako
1
fBE(E) = e E—w)/ksT _ 1" (B.2)

Jak ukazuje modra kiivka v obr. B.1, toto rozdéleni je definované pro energie vétsi nez pu. Odéitani energie
se vétsinou voli tak, ze chemicky potencial i je roven nule. Pro bosony neni zadné omezeni na pocet stavi
na jedné energetické hladiné. Proto muZe funkce fgg(F) nabyvat hodnot vétsich nez jedna a pro energii,
ktera se blizi k nule, dokonce diverguje.
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Pokud se pohybujeme na energiich o 2kgT nad u, potom miizeme obé vyse uvedend rozdéleni na-
hradit limitou, kdy zanedbame jednicku ve jmenovateli. Tato limita se shoduje s klasickym statistickym
Maxwellovym-Boltzmannovym rozdélenim

1 _
fus(E) = ST = Ae B/ksT (B.3)

Konstanta A je dand normalizaci.
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Seznam pouzitych symboli

1D jednodimenzionélni, jednorozmérny
2D dvoudimenzionalni, plosny
3D trojdimenzionalni, prostorovy
X,¥,% osy kartézského souradnicového systému
a miizkova konstanta 1D, ¢tvercovych nebo kubickych miizek
ag Bohrtiv polomér (0.529 177 A)
Qex polomér excitonu
A, plocha magnetické orbity v k-prostoru
dy,ds, ds elementarni mfizkové vektory
51, 527 53 elementarni miizkové vektory reciproké miizky
a amplituda rozptylu
A vektorovy potencial
B vektor magnetické indukce
c rychlost svétla ve vakuu (299 792 458 ms™1)
Cp silové konstanty
ﬁ tuhost
cr operace symetrie n-Cetnéd osa rotace
Cy,cy tepelna kapacita, mérna tepelné kapacita
d vzdalenost krystalovych rovin
D degenerace Landauovy hladiny
D., Dy, difuzni koeficient elektronti, dér
D vektor elektrické indukce
D hustota stavi
e Eulerovo ¢islo (2.718 281 828 4)
e elementérni naboj (1.602 189 2 x 10719 Q)
eV elektronvolt, energie, kterou ziska elektron pfechodem potencidlu 1 V
E elektrické pole
E energie
FEa energie zdkladni hladiny jednoho atomu
E.(k),E,(k) vodivostni a valen¢ni energeticky pas
E, Sitka zakdzaného pasu
Fyron kohezni energie krystalu
Er Fermiho energie
I statistické rozdéleni (napf¥. frp, fBE)
1 atomovy rozptylovy faktor
F sila
Fl tenzor napéti
G miizkovy vektor reciproké miizky (celo¢iselnd kombinace vektort 5)
h redukovana Planckova konstanta (1.054 588 7 x 1073% Js)
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hamiltonian

hamiltonian jednoho atomu

vektor magnetické intenzity

imaginarni jednotka (2 = v/—1)

operace symetrie inverze

operace symetrie identita, nebo proud

hustota proudu

tok, proud

Boltzmannova konstanta (1.380 662 x 10723 JK~1)
vlnovy vektor (elektronu, ¢asto vybrany z 1.BZ)
vlnovy vektor v rozsifeném pasovém schématu
stfedni volna draha

délka vzorku

difuzni délka elektronti, dér

Lorentzovo ¢islo

hmotnost elektronu

hmotnost volného elektronu (0.910 953 4 x 10730 kg)
efektivni hmotnost nosice v pasu

efektivni hmotnost elektront, dér

hmotnost atomérniho jadra

hmotnost neutronu (1.674 927 x 10727 kg)
koncentrace elektront

opticky index lomu

pocet elementarnich bunék krystalu
Avogadrova konstanta (6.022 141 x 102 mol~!)
koncentrace akceptori, resp. donori

hustota dér v polovodici

mrizkové sumy

hybnosti elektronu

hybnosti jadra

vektor polarizace

naboj elektronu ¢ = —e, resp. naboj diry ¢ = e
naboj kationtu (aniontu) v soli

vlnovy vektor fononu

absolutni termoelektricka sila

polohovy vektor elektronu

Wignertiv polomér, polomér koule s jednim valenénim elektronem
polohovy vektor atomarniho jadra

Hallav koeficient

Rydberg, energie zdkladni hladiny atomu vodiku (13.605 8 eV)
excitonovy Rydberg

spin

element plochy

plocha magnetické orbity v redlném prostoru
operace symetrie n-Cetnad nevlastni osa rotace
strukturni faktor

poddajnost

cas

teplota

Fermiho teplota
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Tl

miizkovy translaéni vektor pfimé miizky (celo¢iselnd kombinace vektort @)

Upy vektor vychylky atomu z rovnovahy

ug periodické ¢ast Blochovy vinové funkce

U potencidl pro elektrony

Us koeficienty rozvoje potencidlu

V potencial jader

o vektor rychlosti

U, Ug fazova, resp. grupovéa rychlost

Vo difuzni potencial p-n prechodu

Ve, objem elementarni buniky krystalu

Vek objem celého krystalu

w, Wo sitka oblasti prostorového naboje p-n prechodu

W; pravdépodobnost pfechodu do stavu j

z pocet nejblizsich sousedu v mfizce

Z atomové ¢islo

z* valence

o} Madelungova konstanta; silova konstanta nejblizsich sousedt
8 pfevracend hodnota souéinu Boltzmannovy konstanty a teploty (8 = 1/kgT)
) Diracova §-funkce

0ij Kroneckerovo delta

€ij tenzor malé deformace

€ relativni dielektricka konstanta (permitivita)

€0 permitivita vakua (8.854 187 8 x 10712 Fm™1)

€,0 parametry Lennard-Jonesova potencidlu inertnich plyni
0 Braggiiv thel rozptylu

(C] Debyeova teplota

A vlnova délka svétla; tepelna vodivost

AB magnetickd délka elektronu

I chemicky potencial

Ho permeabilita vakua (o = 47 x 1077 H/m)

Lhes bR pohyblivost elektront a dér

UB Bohrtv magneton

7r Ludolfovo ¢islo (3.141 592 653 6)

I, 11, Peltieruv koeficient pro elektrony a diry

p mérny odpor; hustota

o meérné vodivost

Ohy Oy, 0d operace symetrie rizné orientované roviny zrcadleni
T doba zivota, relaxacni doba, ¢asova konstanta

o, vlnova funkce

D(kl, k') tenzor silovych konstant

P, magneticky tok plochou orbity v redlném prostoru

Y () Blochova vlnové funkce

w kruhové frekvence (fw je energie fotonu nebo fononu)
We cyklotronové frekvence (elektronu v magnetickém poli)
wp Debyeova frekvence

wT, W, frekvence pri¢ného a podélného optického fononu

wp plazmova frekvence elektront v kovu

Q objem primitivni reciproké burky
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