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Valeni, moment sz’ly a moment bybnosti
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Trojité salto se poprvé povedlo jiZz v roce 1897 jednomu z tehdy populurmch
vzdusnyjch akrobatii pri skoku z visuté hrazdy, na ctyfndsobné si vSak
milovnici téchto atrakci museli pockat jesté dalsich 85 let, do roku 1982.

Migueli Vazquesovi se tehdy podafilo provést béhem letu celé ctyri
otdacky, nez ho zachytil jeho bratr Juan. Oba artisté byli v té chvili svym
vykonem témét zaskoceni. Pro¢ je vicendsobné salto tak obtizné? Miize
k jeho zvlddnuti néjak napomoci znalost fyzikdlnich zdkonﬁ?




Obr.12.1 Fotografie valiciho se kotouce ziskana pfi dlouhé ex-
pozicni dobé. Na kotoudi jsou pfipevnény dva bodové zdroje
svétla, jeden v jeho stfedu a jeden na obvodu. Svétélko umisténé
na obvodu opisuje kfivku zvanou cykloida.

12.1 VALENI

Vsimnéme si pohybu jednotlivych ¢asti kola pfi jizdé cyk-
listy po ptfimé silnici. Stfedy obou kol se pohybuji vpted,
jejich pohyb je posuvny. Trajektorie bodti na obvodu kol
hyb valiciho se kola Ize chdpat bud jako sloZeni posuvného
a otacivého pohybu, nebo jako Cisté otacivy pohyb kolem
vhodné zvolené osy.

Valeni jako kombinace posuvného
a otacivého pohybu
Pozorujme bicyklové kolo, které se odvaluje stalou rych-
losti po pfimé draze a neprokluzuje. Pfedpokladejme, Ze
splyvd s jeho geometrickych sttedem O.Bod O se pohybuje
vpred stdlou rychlosti vz podle obr. 12.2. Bod P, v némZ
se kolo dotyka silnice, je v kaZzdém okamziku presné pod
bodem O. Pohybuje se tedy po silnici stejnou rychlosti vy
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a za dobu ¢ urazi drahu s. Kolo se pritom pootoci o thel 6. Bod
dotyku P kola se zemi urazi za tuto dobu rovnéz drahu s.

Zadobut urazibody O a P drdhu s.Z pohledu cyklisty
se pfi tom kolo otoci kolem svého stfedu o Ghel 6. Také
délka oblouku ¢asti pneumatiky, kterd béhem doby ¢ pfisla
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do styku se silnici, je s. Tuto drahu urazil z pohledu cyklisty
bod na pneumatice, ktery se dotykal silnice na pocatku
méfeni. Vztah mezi délkou oblouku s a oto¢enim 6 je velmi
jednoduchy. Plati totiZ rov. (11.15):

s = RO, (12.1)
kde R je polomér kola. Rychlost stfedu kola vy ma veli-
kost ds/dt, Ghlova rychlost kola w vzhledem k ose vedené
jeho stfedem je d6/d¢. Derivovanim rov. (12.1) podle ¢asu
dostaneme

vr = oR. (12.2)

Uvédomme si, Ze rov.(12.2) plati pouze v pripadé, Ze se
kolo vali bez prokluzovdni.

Obr. 12.3 nds presvédci, Ze valeni kola mizeme cha-
pat jako sloZeni posuvného a otacivého pohybu. Obr. 12.3a
zndzoriuje pouze otdCeni kola, tj. jeho pohyb z pohledu
cyklisty, ktery vidi osu otaceni jako nepohyblivou. (Otacivy
pohyb kolem pevné osy jsme podrobné probrali v kap. 11.)
KaZzdy bod kola rotuje kolem této osy whlovou rych-
losti w. Libovolny bod na jeho vnéjSim obvodu mé ob-
vodovou rychlost vy, danou vztahem (12.2). Obr. 12.3b
zachycuje pouze posuvny pohyb kola, ktery bychom po-
zorovali, kdyby se kolo viibec neotacelo. Kazdy jeho bod
by se v takovém piipadé€ pohyboval doprava rychlosti vr.

v=vr v=2vy
- > - >

v=—vr+vr=0

(@) () (©)
Obr. 12.3 Valeni kola jako kombinace posuvného a otacivého
pohybu. (a) Otaceni kola: vSechny body kola obihaji se stejnou
thlovou rychlosti w. Body na jeho vnéj$im obvodu maji stejnou
obvodovou rychlost v = vr. V obrdzku jsou vyznaceny vektory
rychlosti v nejvyse a nejniZe polozeného bodu kola V, resp. P.
(b) Posuv kola: vSechny body se pohybuji doprava se stejnou
rychlosti vr, shodnou s rychlosti sttedu O. (c) Valivy pohyb
kola je sloZenim pohybi (a) a (b).

SloZenim pohybut na obr. 12.3a, b vznikne vysledny
valivy pohyb, ktery vidime na obr. 12.3c. VSimnéme si, Ze
body v bezprostfedni blizkosti bodu P jsou témér v kli-
du, zatimco body u vrcholu V se pohybuji rychleji nez
kterdkoli jind ¢ast kola, rychlosti blizkou 2vr. Fotografie
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Obr. 12.4 Fotografie valiciho se bicyklového kola. Obraz ko-
vovych paprskll v dolni ¢dsti fotografie je podstatné ostiejsi nez
nahote. Pohyb paprskil v horni ¢ésti kola je tedy rychlejsi, ve

shodé¢ s obr. 12.3c.

valiciho se bicyklového kola na obr. 12.4 to dokumentuje
velmi presvédciveé. Obraz dratd u vrcholu kola je zcela
rozmazan, zatimco draty ve spodni Cdsti jsou zachyceny
pomeérné¢ ostre.

Valeni libovolného télesa kruhového priifezu lze tedy
rozloZit na ,Cisté* otaCeni a ,,Cisty* posuv, presné podle
obr.12.3a, b.

Valeni jako otacivy pohyb
Jiny zpisob pohledu na valivy pohyb nabizi obr. 12.5. M-
Zeme jej totiZ interpretovat také jako ,,Cisté* otaceni kolem
okamZzité osy, ktera je kolmd k roviné kola a praveé prochdzi
bodem jeho dotyku se silnici (bod P naobr. 12.5). OkamZité
rychlosti jednotlivych bodu valiciho se kola jsou v obr. 12.5
vyznaceny Sipkami.
Otazka: Jakou Ghlovou rychlost pfisoudi kolu pozorovatel
v klidu, posuzuje-li jeho pohyb jako otdc¢eni kolem této
nové osy?
Odpovéd: Uhlovi rychlost otaivého pohybu kola vzhle-
dem ke klidnému pozorovateli je stejnd jako vzhledem
k cyklistovi, ktery pozoruje ,,Cistou* rotaci kola kolem osy
vedené jeho stfedem.

Abychom se o spravnosti odpovédi na predchozi
otdzku presvédcili, vypoctéme rychlost bodu V na vrcholu
kola ve vztazné soustavé spojené s pozorovatelem v klidu.
Vzdalenost vrcholu V od osy vedené bodem P na obr. 12.5
je rovna praméru kola 2R. Bod V se tedy podle rov. (12.2)

osa otaceni vedena bodem P

Obr. 12.5 Valivy pohyb miiZe byt chapan jako otdceni s ihlovou
rychlosti w kolem osy, kterd v kazdém okamZiku prochdzi bo-
dem P. Sipky znazorfiuji vektory okamZité rychlosti vybranych
bodii na obvodu kola. Lze je ziskat sectenim odpovidajicich
rychlosti posuvného a otacivého pohybu podle obr. 12.3.

pohybuje rychlosti o velikosti
Uyrchol = (@) (2R) = 2(wR) = 2v7,

presné v souhlasu s obr. 12.3c. Podobné miizeme urcit rych-
losti bodli O a P a ovéfit tak spravnost obr. 12.3c.

KONTROLA 1: Zadni kolo klaunova jizdniho kola ma
dvakrat vétsi polomér nez kolo predni. (a) Rozhodné-
te, zda je rychlost bodu na vrcholu zadniho kola vétsi,
mensi, nebo stejnd jako rychlost odpovidajiciho bodu
predniho kola. (b) Rozhodnéte, zda je Ghlova rych-
lost zadniho kola vétsi, mensi, nebo stejnd jako Ghlova
rychlost pfedniho kola.

Obru¢ na obrazku se vali bez prokluzovani. Kdo jde rychleji?
Pes nebo ponik?




Kineticka energie
Pokusme se nyni vypocitat kinetickou energii valiciho se
kola vzhledem k vztaZné soustavé spojené s pozorovatelem
v klidu. Chapeme-li valeni jako otd¢eni kolem osy vedené
bodem P na obr. 12.5, dostaneme
Ex = L Ipo? 12
k = 2 P(U ’ ( '3)
kde wjetihlova rychlostkolaa / p jeho moment setrvacnosti
vzhledem k ose vedené bodem P. Podle Steinerovy véty
(11.27) je

Ip = It + mR>, (12.4)

kde m je hmotnost kola a I7 jeho moment setrvacnosti

Vv

(12.4) do (12.3) dostavame
Ex = JIrw® + fmR* o’

Pomoci vztahu v = wR (rov.(12.2)) ziskdme nakonec
vysledny vztah pro Ex ve tvaru

Ex = 1 Iro? + Jmof. (12.5)

Prvni z ¢lent na pravé strané této rovnice predstavuje
kinetickou energii ota¢ivého pohybu kola kolem osy ve-

Vv

hybu posuvnému (obr. 12.3b).

Valeni a treci sily
Jakou roli vlastné hraji pfi valivém pohybu tfeci sily? Pred-
stavme si, Ze se kolo vali po vodorovné podloZce stalou
rychlosti, pravé tak, jak ukazuje obr. 12.2. Mohli bychom
je do takového pohybu vibec uvést, kdyby byla podlozka
dokonale hladka? Pokud bychom je roztocili kolem jeho
osy na thlovou rychlost @ a udélili mu jest€¢ vodorovnou
rychlost o velikosti v7 = wR, mohlo by se to podarit.
Vzhledem k presné ,,nastavenému‘* vztahu mezi thlovou
rychlosti kola a rychlosti jeho posuvného pohybu by kolo
v bodé P samoziejmé neprokluzovalo, nesmykalo by se po
podloZce. Popsanym zplsobem vSak miZeme uvést kolo
do valivého pohybu bez klouzani i v pfipadé, Ze podlozka
nebude dokonale hladka. Kolo se po ni nebude smykat ani
v tomto piipade. Zanedbame-li tzv. valivy odpor podlozky
proti jeho pohybu, zptisobeny mirnymi deformacemi obou
objektl, snadno si uvédomime, Ze jedinou silou, kterou by
podlozka mohla na kolo plisobit, je vodorovna sila static-
kého tfeni. Posuvny pohyb kola je vSak podle predpokladu
rovnomérny a Zddnou dalsi vodorovnou silou na kolo ne-
plsobime. Statickd tfeci sila je proto nulova. Jina situace
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nastane, pokusime-li se zménit postupnou (vr) nebo thlo-
vou (w) rychlost kola. V takovém piipadé musime na kolo
plsobit urcitou vodorovnou silou a pfipustit, Ze se kolo
muZe v bodé P smyknout po podloZce. Podlozka bude na
kolo ptsobit v bodé P tieci silou. Pokud ke smyku kola
jesté nedojde, bude tato sila F; mit povahu statického treni
a bude smétovat ,, proti snaze“ kola podklouznout. V pii-
padé€ smyku jiz ptijde o tfeni dynamické a tfeci sila Fq bude
namifena proti sméru skutecného skluzu.

(a) b)

Obr. 12.6 (a) Kolo se vali bez klouzani po naklonéné roviné.
V bodé P na né piisobi sila statického tfeni Fs proti ,,snaze* kola
sklouznout, tj. proti sméru, ve kterém by kolo v bodé P uklouzlo,
kdyby byla podlozka dokonale hladka. (b) Kolo se vali vodo-
rovné s narQstajici Ghlovou rychlosti. Bod P ma v tomto piipadé
snahu uklouznout smérem dozadu (pfedstavte si automobil, ktery
se prudce rozjizdi na zledovatélém parkovisti). Sila statického
tieni F ptisobi na kolo v bodé P opét proti jeho moznému skluzu.
Pokud by se jiz kolo na obrézcich (a) a (b) smykalo, pisobila by
na né podlozka v bodé P silou dynamického tfeni Fy.

Na obr. 12.6a se kolo vali po naklonéné rovin€. V jeho

vvvvv
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i odpovidajici silovy moment. Tihova sila nepfispiva k roz-
taceni kola, pouze se snazi kolo smykat dolti po naklonéné
roviné. V bodé P pisobi na kolo jesté tfeci sila smétujici
proti jeho ,.tendenci ke skluzu®, j. vzhlru podél naklonéné
roviny. Jejirameno vzhledem k ose otd¢eni kola je nenulové

amd velikost poloméru kola. Moment tfeci sily roztaci kolo
vzhledem k ose vedené jeho stredem.

Na obr. 12.6b se kolo vali po vodorovné roviné s na-
rustajici thlovou rychlosti w. Pfi tom se jeho spodni Cast
snazi podklouznout doleva. (Abychom si tuto skutecnost
1épe uvédomili, miZzeme si predstavit automobil, jehoZ fi-
di¢ se snazi o prudky rozjezd na zledovatélém parkovisti.)
Treci sila, jiZ ptsobi podlozka na kolo v bodé P, sméfuje
opét proti o¢ekdvanému sméru skluzu. Z hlediska soustavy

cyklista+jizdnikolo je silou vnéjsi a urcuje zrychleni jejiho

vveyv
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PRIKLAD 12.1
Tuhy homogenni vélcovy kotou¢ o hmotnosti m = 1,4kg
apoloméru R = 8,5 cm se vali po vodorovném stole rychlosti
v = 15cm/s.
(a) Vypoctéte rychlost bodu na jeho vrcholu.
RESENI: ,.Rychlosti valiciho se télesa“, v naSem ptikladu

vy

Vurchol = 2v7 = 2(15cm-s™") = 30cm-s™!.  (Odpovéd)

(b) Urcete tihlovou rychlost kotouce w.
RESENI: Z rov. (12.2) dostaneme

vy (I5ems™h
"R (8,5cm)
=1,8rads™' =0,280t/s.

(Odpovéd)

Vysledek je nezavisly na volbé polohy osy otaceni: miiZeme

kotouce.
(c) Vypoctéte kinetickou energii kotouce.
RESENI: Uzitim vztahti Ir = %mRz, v = wR a rov-
nice (12.5) dostaneme
Ex = %ITw2 + %mv% =
= %(%mRz)(vT/R)2 + %mv% = %mv% =
= 3(1,4kg)(0,15ms™")* =

=0,024] = 24 ml. (Odpovéd)

2wz

(d) Jaka cast celkové kinetické energie kotouce souvisi s jeho
posuvnym pohybem a jakd cast pfislusi otdc¢ivému pohybu
RESENI: Kinetickd energie posuvného pohybu odpovidad
druhému clenu v rov. (12.5), tj. %mv%, a podle vysledku
Casti (c) tedy predstavuje

3mvi

32
gmvr

2,
=3= 67 % (Odpovéd)

celkové kinetické energie. Zbyvajicich 33 % odpovida po-
hybu otacivému.

Prispévek posuvného a otacivého pohybu k celkové ki-
netické energii valiciho se télesa zdvisi na jeho momentu
setrvacnosti. V tab. 12.1 jsou shrnuty momenty setrvac¢nosti
ti1 téles, prstence, vdlcového kotouce a koule, vzhledem k ose
nejvetsi symetrie. Prstenec md svou hmotnost rozloZenou ze
vsech téles nejddle od této osy. Pomérné velka cast kinetické
energie valiciho se prstence proto pfipadd na otdcivy pohyb.

Koule, jejiz hmotnost je rozloZena blizko osy otaceni, ma mo-
ment setrvacnosti nejmensi. Prispévek jeji rotace k celkové
kinetické energii valivého pohybu je tedy maly.

Moment setrvacnosti obecného rotacné symetrického te-
lesa je mozné zapsat jako S-ndsobek momentu setrvacnosti
prstence stejné hmotnosti, jehoZ polomér R je shodnym s po-
lomérem nejvétSiho fezu télesa rovinou kolmou k ose sy-
metrie. Je-1i téleso homogenni, 1ze pomoci parametru 8 vy-
jadrit zv1ast piispévky posuvného a otd¢ivého pohybu k cel-
kové kinetické energii valiciho se t€lesa. Odpovidajici vztahy
pro prstenec, vdlec a kouli jsou uvedeny v poslednim rfadku
tab. 12.1. Pro prstenec, vélec a kouli nabyva parametr 8 hod-

notl,%a%.

Tabulka 12.1 Podil kinetické energie transla¢niho
a rotacniho pohybu na celkové kine-
tické energii valivého pohybu téles

SE%\?&?OTSTI PRISP. K CELK. ENERGII
TELESO I TRANSLACE ROTACE
Prstenec ImR? 50 % 50 %
Vilec, vilc. kotou¢  1mR? 67% 33%
Koule imR? 71% 29 %
Obecné &leso? pmR? 100045 % 100725 %

@ Hodnotu 8 uréime jako g = I /(mR?).

PRIKLAD 12.2
Homogenni kuZelkovd koule o poloméru R = 11 cm a hmot-
nosti m = 7,2kg se vali dolii po naklonéné roviné o délce
L = 2,1 mathlu sklonu 8 = 34° (obr. 12.7). Jakou rychlosti
se bude koule pohybovat na konci naklonéné roviny?

prstenec

kotou¢

Obr. 12.7 Priklady 12.2 a 12.3. Prstenec, kotou¢ a koule se vali
doli po naklonéné roviné o thlu sklonu 6. Piestoze télesa uvolnime
ve stejném misté a stejném okamziku, dorazi na konec naklonéné
roviny v rizném potadi.

RESENI: Uvazujme pohyb koule od okamZiku jejtho uvol-

néni v nejvyssim bodé naklonéné roviny az do chvile, kdy
pohybu o svislou vzdalenost 2~ = L sin 6. Tihova potencidlni
energie soustavy koule + Zemé se tak sniZila o hodnotu
mgL sin 6. O stejnou hodnotu vSak vzrostla kinetickd energie




koule. Podle rov. (12.5) plati
mgLsing = %Irwz—k %mv% (12.6)

Podle vztahu (g) v tab. 11.2 plati pro plnou kouli /7 = %m R2.
Uhlovou rychlost  mtiZzeme nahradit vyrazem vy /R. Dosa-
zenim do rov. (12.6) dostavame

1
2

. %(mRz)(U—T>2 + —mv.

mgLsinf = R

Z této rovnice vyjadiime vr:

vr = ,/17—0gLsin0 =

= /(9.8 ms2)(2, 1m) sin 34° =
=4 1ms L (Odpoved)

Vsimnéme si, Ze vysledek nezdvisi ani na hmotnosti, ani na
poloméru koule.

PRIKLAD 12.3

Uvahy v pf. 12.2 nyni zobecnime. Homogenni prstenec, ko-
tou¢ a koule o stejné hmotnosti m a stejném poloméru R

jsou soucasné uvolnény v nejvyssim bodé naklonéné roviny
0 délce L = 2,5m a thlu sklonu 6 = 12° (obr. 12.7).
(a) Které z téles dorazi na konec naklonéné roviny nejdiive?
RESENI: Odpovéd snadno najdeme v tab. 12.1. U koule je
pomérny piispévek posuvného pohybu k celkové kinetické
energii ze vSech tfi téles nejveétsi (71 %). Koule tedy zavod
vyhraje. Jako druhy skonci kotouc a posledni bude prstenec.
(b) Urcete rychlost kazdého z téles na konci naklonéné roviny.
RESENI: T&7isté kazdého z t8les poklesne béhem ,,zavodu*
o tutéZ svislou vzdalenost h. Stejné jako pfi volném padu
klesne potencidlni energie soustavy téleso + Zemé o hodnotu
mgh. O stejnou hodnotu vzroste kinetickd energie télesa. Na
konci naklonéné roviny maji tedy vSechna télesa stejnou ki-
netickou energii. Pouze ¢dst této energie, zavisla na rozlozeni
hmotnosti télesa, vSak pfipadd na posuvny pohyb.
V rov. (12.5) poloZime w = vr /R a dostaneme
mgh = %Irw2 + %mv% =
= %IT(U%/R2) + %mv% =
= S /RHv; + Smug. 12.7)

Po dosazeni h = L sin 6 vyfesime ziskanou rovnici vzhledem
k neznamé vy:

2gLsinf
= |[—s. Odpovéd 12.8
v =T g (O (128)
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Reseni je vyjadieno pomoci momentu setrvacnosti tSlesa I7.

Vsimnéme si, Ze rychlost t€lesa nezavisi ani na jeho hmot-
nosti ani na poloméru, ale pouze na rozloZeni hmoty kolem
osy jeho rotacni symetrie. Tato skutecnost je z vysledku (12.8)
patrnd na prvni pohled. Moment setrvacnosti télesa It v ném
totiZ vystupuje pouze v podilu I /m R?. Détsk4 hraci kuli¢ka
i kuzelkova koule budou mit na konci naklonéné roviny stej-
nou rychlost. Z naklonéné roviny se tedy skutdli za stejnou
dobu. Koule v tomto zdvodé porazi kotouc¢ libovolné hmot-
nosti a poloméru. Prstenec o libovolné hmotnosti i poloméru
je naopak za vSech okolnosti odsouzen k pordzce.

Pro prstenec (viz tab. 12.1) je I /mR? = 1. Jeho rychlost
na konci ,,zavodni drdhy* je podle rov. (12.8)

2gL sinf
UT = 72 =
14+ Ir/mR

_[209.8m-sH)(2,5m) sin 120
B 1+1 B

=23ms" . (Odpovéd)

Podobné ziskdme vy = 2,6 m-s™! pro kotoud (IT/mR2 = %)
a2,7m-s~! prokouli (I /mR? = %). Tyto vysledky potvrzuji
nas odhad poradi t€les v Casti (a).

PRIKLAD 12.4
Uvazujme opét té€leso o hmotnosti m a kruhovém prirezu
o poloméru R, které se vali po naklonéné roviné o dhlu
sklonu 6 (obr. 12.8). Pfi rozboru jeho pohybu se vsak nyni
opfeme pouze o vety o hybnosti a 0 momentu hybnosti sou-
stavy. Vysledek pak porovndme s feSenim pr. 12.3, kde jsme
pouZzili zdkon zachovani mechanické energie.

N

mg sin@

mg

Obr.12.8 Priklad 12.4. Homogenni téleso kruhového prifezu
o poloméru R se vali doli po naklonéné roviné. Zemé na né ptisobi
tithovou silou mg, podlozka pak normalovou silou N a tfeci silou F;.
Treci sila sméfuje vzhiru podél naklonéné roviny. Pasobisté sily N
jsme pro prehlednost presunuli podél jeji vektorové piimky do
stfedu télesa.
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(a) Vypoctéte zrychleni valiciho se télesa.

RESENI: Na obr. 12.8 jsou zndzornény sily, kterymi na té-
leso piisobi okolni objekty: tthovd sila mg, normdlova sila N
a staticka treci sila Fs. PUsobistém tihové sily je tézisté té-
lesa. Je-li hmotnost télesa rozloZena symetricky vzhledem
k ose o jeho geometrické rotaéni symetrie, splyva téZisté se
sttedem geometrickym. Normélovd sila a sila tfeni pasobi
na nepatrnou plosku v okoli bodu P, kde se téleso dotykd
naklonéné roviny. Momenty vsech sil vztahujeme k ose o.
Momenty tihové a normdlové sily vzhledem k této ose jsou
ovsem nulové, a neprispivaji proto k urychlovani otacivého
pohybu. Roztaceni télesa ve sméru chodu hodinovych ruciéek
je zpusobeno vyhradné silou tfeni, jejiZ moment je zdporny.
Rameno tfeci sily vzhledem k ose 0 ma délku R.

Pro posuvny pohyb télesa plati véta o hybnosti (ma =
= > F). V soustavé soufadnic, jejiZ osa x sméfuje vzhiru
podél naklonéné roviny, ma zapis x-ové slozky této vektorové
rovnice tvar

ma, = ZFX = F; —mgsin6. (12.9)

Rovnice obsahuje dvé nezndmé, F; a a,. Potfebujeme pro né
dalsi rovnici. Ziskdme ji z véty o momentu hybnosti (/e =
= Y M) vztaZzené k ose o, v niZ pouZijeme vztah ¢ = a,/R
(rov. (11.20)):

1
S M=—FR=Ie= "2, (12.10)
Z rov. (12.10) dostaneme vyraz pro silu tfeni
ITa
Fy=— Rz". (12.11)

Znaménko minus znamena, Ze vektor tfeci sily F; md opacny
smér neZz vektor zrychleni a. Dosazenim z rov. (12.11) do
(12.9) a fesenim vzhledem k neznamé veli¢iné a, nakonec
dostdvame

gsinf

ay =

(Vétu o momentu hybnosti e = Y M jsme v kap. 11 odvo-
dili pro otacivy pohyb télesa kolem osy, kterd je v klidu vzhle-
dem ke vhodné zvolené inercidlni vztazné soustavé. Pomérné
elementarnim vypoctem vsak lze ukazat, Ze jeji platnost zi-
stane zachovdna i pro piipad, Ze osa otdceni je nepohyblivd

byt i neinercidlni.)

Pri feSeni ilohy bychom mohli vztdhnout vétu 0 momentu
hybnosti i k ose op vedené bodem P, v némz se téleso dotykd
naklonéné roviny. Moment tfeci sily vzhledem k této ose je
nulovy. V roli vysledného momentu sil ) M vystupuje nyni

moment tihové sily mg, jejiz rameno vzhledem k ose op mad
hodnotu R sin 6. Dostavame tedy

I
3 M = —mg(Rsin6) = Ips = ”;’”, (12.13)

kde Ip je moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose op,
vedené bodem P. Vypocteme jej pomoci Steinerovy veéty

Ip = I + mR>. (12.14)

Dosadime za Ip z rov. (12.14) do (12.13) a vyjadiime nezna-
mou ay, dostaneme opét vysledek (12.12).

(b) Vypoctéte velikost treci sily Fs.
RESENI: Dosazenim z rov. (12.12) do (12.11) dostaneme

sin @

_ éd 12.1
Tt mR I, (Odpovéd) ( 5)

Fy =mg

Z tohoto vysledku vyplyva, Ze sila tfeni je mens$i neZ pra-
mét tihové sily do sméru naklonéné roviny, jehoZ velikost je
mg sin 6. T¢leso se proto vali doll zrychlené.

Napiiklad pro plny kotou¢ je podle tab. 12.1 I /mR? =
= % Pro zrychleni a velikost tfeci sily pak z rov. (12.12)
a (12.15) dostavame

2 1
a, = —gg sin 6 a F = gmgsine.

(c) Urcete rychlost télesa na konci naklonéné roviny o dél-
ce L.

RESENI: Té&leso se pohybuje podél osy x s konstantnim
zrychlenim. Plati tedy

v? =v§—|—2ax(x—xo). (12.16)

Polozime-li x —xop = —L a vy = 0 a dosadime-li za a, vysle-
dek (12.12), ziskdme rov. (12.8), pfesné ve shodé€ s vypoctem
pomoci zdkona zachovani mechanické energie.

KONTROLA 2: Stejné kotouce A a B se vali po vodo-
rovné podlaze stejnou rychlosti. Kotou¢ A najede na
naklonénou rovinu a vali se po ni bez prokluzu vzhtiru
az do bodu obratu, ktery lezi nad trovni podlahy ve
vysce h. Kotou¢ B stoupd po stejné naklonéné rovi-
né, kterd je vSak dokonale hladkd. Rozhodnéte, zda je
vyska bodu obratu kotouce B nad tirovni podlahy vétsi,
mensi, ¢i stejnd jako A.




12.2 JOJO

Oblibend hracka zvana jojo, to je fyzikalni laboratof, kterd
se vejde do kapsy. Nevétite? UkdzZzeme si, co vSechno lze
pomoci pohybu joja demonstrovat. Pfedstavme si, Ze se
jojo odvaluje podél vlakna doli a urazi vzdalenost 4. Po-
tencidlni energie soustavy jojo + Zemé pfi tom poklesne
o hodnotu mgh, o kterou naopak vzroste energie kineticka.
Tato zména pfispeje ke zvySeni kinetické energie posuv-
ného (%mv%) iotacivého (%IT w?) pohybu joja. P¥i zpétném
pohybu hracky je naopak pokles kinetické energie kompen-
zovan vzristem energie potencidlni.

V modernéjsim provedeni neni vlakno joja pevné pfi-

2y

vdzano k osicce, ale vytvaii kolem ni volnou smycku.
Jakmile télisko joja ,,narazi* na dolni konec vldkna, zaéne
vldkno pusobit na osi¢ku svislou silou sméfujici vzhiru.
Tato sila zastavi pokles téliska, které pak spocivd ve smycce
vldkna a otaci se kolem své osy. Jeho celkova kineticka
energie bude v tuto chvili ddna pouze kinetickou energif
otacivého pohybu. Takové ,,spici“ jojo miZeme opét ,,pro-
budit* zatdhnutim za vldkno. Vldkno se tfenim zachyti za
osicku a jojo po ném zacne ,,Splhat* nahoru. Kinetickou
energii otd¢ivého pohybu téliska v nejnizsi poloze (tedy ve
spicim stavu) lze vyrazné zvysit, nebude-li se jojo roztacet
7z klidu, ale udélime-li mu urcitou pocatecni rychlost vr
(smérem dolt) a urcitou pocatecni Ghlovou rychlost w.

Zabyvejme se nyni podrobnéji pohybem hracky na za-
klad¢ impulzovych vét. Na obr. 12.9a vidime idealizované
jojo se zanedbatelnou tloustkou vldkna. Obr. 12.9b predsta-
vuje prislusny silovy diagram, v némz je vyznacena pouze
osic¢ka. Odvodime vztah pro zrychleni a téliska. Pro po-
suvny pohyb pouZijeme vétu o hybnosti (na = > F).
V soustavé souradnic s osou x namifenou svisle vzhiru
dostaneme

maxzz:Fx:T—mg.

Symbolem m jsme oznalili hmotnost téliska a 7' predsta-
vuje velikost tahové sily vldkna.

Pro rota¢ni pohyb mame k dispozici vétu o momentu
hybnosti (Ie = > M), kterou vztdhneme k ose vedené

Vv

(12.17)

IE=ZM=TR0, (12.18)

kde Rp je polomér osicky a I moment setrvacnosti joja
dolt (slozka ay je tedy zdpornd). Sily pisobici na jojo jsou,
véetné spravné orientace, zakresleny v obr. 12.9b. Moment
tithové sily vzhledem k ose vedené téZistém téliska je nu-
lovy, moment sily tahové je orientovan proti sméru otaceni
hodinovych ru¢i¢ek. Uhlové zrychleni & sméfuje tedy rov-
néZ proti smeru otdceni hodinovych rucicek (je kladné).
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Obr. 12.9 (a) Jojo. Vldkno zanedbatelného priméru je navinuto
na osi¢ce o poloméru Ry. (b) Silovy diagram téliska pii padu.
Ve skutecnosti nelze pramér vldkna zcela zanedbat, a tak je
tieba pocitat s efektivni zménou poloméru osicky, v zavislosti
na okamzité délce navinutého vlakna.

Veli¢iny a a & jsou proto spjaty vztahem a, = —&Ry.
Dosazenim ¢ = —ay/Rp) do rov. (12.18) dostdvame
1
TRy = _ 14
Ro

Z tohoto vztahu vyjadiime T a dosadime do rov.(12.17).
Nakonec ziskdme zrychleni téliska ve tvaru

I
TrImRE

(12.19)

Ay

Idedlni jojo se tedy odvaluje podél vldkna doli s konstant-
nim zrychlenim. PoZadujeme-li, aby zrychleni bylo malé,
potfebujeme lehké télisko s velkym momentem setrvac-
nosti a malym polomérem osicky.

PRIKLAD 12.5

Jojo je vyrobeno ze dvou mosaznych kotoucd o tloustce
b = 8,5mm a poloméru R = 3,5cm, spojenych kratkou
osickou o poloméru Rp = 3,2 mm.

(a) Vypoctéte moment setrvacnosti joja vzhledem k jeho ro-
tacni ose symetrie. Pfi vypoctu zanedbejte moment setrvac-
nosti osi¢ky. Hustota mosazi je ¢ = 8400 kg-m~3.
RESENI: Moment setrvacnosti kotoute vzhledem k jeho
ose symetrie je %m R?. S dvojici souosych kotou¢ti miizeme
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pracovat jako s jedinym diskem. Jeho celkova hmotnost m,
vypoctena pomoci jeho objemu V a hustoty o materidlu, je

m= Vo =2nRg =
= 27(0,035m)?(0,008 5 m)(8 400 kg-m %) =
=0,550kg.

Jeho moment setrvacnosti je pak

I =1mR* = 1(0,550kg)(0,035m)* =
= 3,410 kg-m. (Odpovéd)

(b) Vldkno navinuté na osi¢ce ma délku [ = 1,1 m. Jeho
tloustka je zanedbatelnd. Zjistéte, s jakym zrychlenim se jojo
odvaluje dold podél vldkna.
RESENI: Podle rov. (12.19) je
1
ST mRE T

(9,8m-s72)

(3,4-10"* kg-m?)
(0,550kg)(0,003 2 m)?2
=-0,16m-s"2.

1+
(Odpovéd)

Vektor zrychleni sméfuje doli a je nezéavisly na tom, zda jojo
pravé klesa Ci stoupa.

Viimnéme si, Ze v rov. (12.19) vystupuje parametr f =
=1/ ng, definovany v tab. 12.1. V nasem ptikladu ma tento
parametr (8 = 60) hodnotu mnohem vétsi nez pro télesa
uvedend v citované tabulce. Zrychleni joja je proto velmi
malé. Odpovidd naptiklad valeni prstence po naklonéné ro-
viné s thlem sklonu pouhych 1,9°!

(c) Jak velkou tahovou silou piisobi na télisko joja jeho vlak-
no?

RESENI: Tahovou silu snadno vypocteme z rov. (12.17).
Staci dosadit za a, vyraz (12.19). Po malé Gpravé dostaneme

pro T vztah
mg

T=——""—. 12.20
1+mR3/1 (12:20)

Tahova sila vldkna je tedy mensi nez sila tthova. Pro Ciselné

P

udaje uvedené v zadani Glohy dostaneme

- (0,550kg) (9,8 m-s72) B
" 14 (0,550kg)(0,0032m)2/(3,4-10~4 kg-m?)
=53N. (Odpovéd)

Z vysledku je patrné, Ze ani tahova sila vldkna nezdvisi na
okamzitém sméru pohybu joja.

12.3 JESTE JEDNOU MOMENT SILY

V kap.11 jsme definovali moment sily vzhledem k ose
otaceni tuhého télesa. Tato definice nebyla zcela obecnd.
Uvazovali jsme totiZ vyhradné o otd¢ivém pohybu tuhého
télesa kolem pevné osy, kdy se jednotlivé Castice télesa
pohybuji po kruZnicich se stfedy na ose otaceni, lezicich
v rovindch k této ose kolmych. Dalsi omezeni, které umoz-
novalo definovat moment sily vzhledem k ose, spocivalo
v predpokladu, Ze vektorové piimky sil pisobicich na té-
leso jsou kolmé k ose otdceni.

Definici momentu sily vSak dokdZeme zobecnit tak,
aby byla pouzitelnd i pro takové pripady pohybu télesa,
kdy tvar trajektorii jednotlivych ¢astic neni takto omezen.
Moment sily budeme nyni vztahovat k pevnému bodu.

Obr. 12.10a znazornuje silové plisobeni na castici P
v okamZiku, kdy je v soutfadnicové roviné xy. Polohovy
vektor Castice je r. Na Castici pasobi jedind sila F, kterd leZi

z Z Z
M (=rxF) M
F (prekresleno v pocatku
< souradnic)
0, y o 0 y
r
pe F
vektorova pfimka F
X X X
(@) (®) (©

Obr.12.10 Definice momentu sily. (a) Sila F, pisobici na ¢éstici v bodé P, leZi v soufadnicové roviné xy. (b) Moment této sily vzhledem
k bodu O je M =r x F. Podle pravidel pro vektorovy soucin je tento vektor kolmy k roviné xy a ma smér kladné osy z. Jeho velikost Ize

vyjadrit vztahem r F; (obr. b) nebo ) F (obr. c).



v daném okamziku rovnéz v roviné xy. Momentem této
sily M vzhledem k pevnému bodu O rozumime vektorovou
veli¢inu definovanou vztahem

M=rxF. (12.21)

K vypoctu vektorového soucinu miiZzeme samoziejmeé po-
uzit pravidel shrnutych v odst. 3.7. Abychom ur¢ili smér
vektoru M, posuneme vektor F tak, aby jeho pocatecni
bod splynul s bodem O. (Velikost ani smér vektoru pfi
tomto posunuti nesmime pochopitelné ménit.) Pocatecni
body vektorli F a r jsou ted totozné (obr. 12.10b). Nyni
jiZ pouZijeme pravidlo pravé ruky pro vektorovy soucin
(obr. 3.20a): Prsty pravé ruky sméfuji od vektoru r (prvni
¢initel ve vektorovém soucinu) k vektoru F (druhy Cini-
tel). NataZeny palec ukazuje smér vektoru M. Vektor M na
obr. 12.10b je rovnobézny s kladnym smérem osy z.

Pro velikost vektoru M plati obecny vztah (3.20) (¢ =
= absing), .

M =rF sing, (12.22)

kde ¢ je Ghel mezi vektory r a F. Z obr. 12.10b, c je zfej-
mé, Ze vztah (12.22) je mozné zapsat jeSté dvéma dal$imi
ekvivalentnimi zptisoby:

M=rF., (12.23)

kde F) = F'sing je slozka vektoru F do sméru kolmého
kr,

M=r,F, (12.24)

kde r; = rsing je rameno sily F vzhledem k bodu O
(vzdalenost bodu O od vektorové ptfimKky sily F).

PRIKLAD 12.6
Na dastici P na obr. 12.11a pusobi tfi sily o stejné ve-
likosti 2,0N. Céstice je pravé v soufadnicové roving xz
a jeji polohovy vektor r je zaddn svou velikosti r = 3,0m
athlem 6 = 30°. Sily F;, F» a F3 maji smér soufadnicovych
0s x, y a z. Vypoctéte jejich momenty vzhledem k pocdtku O
soustavy soufadnic.

RESENI: Obr.12.11b, ¢ predstavuji pohled na rovinu xz.
Aby bylo mozné snadnéji vyznacit thly, které sviraji sily F
a F, s polohovym vektorem r, jsou sily prekresleny tak, aby
jejich po&atecni body splynuly s bodem O. Uhel mezi silou F3
a vektorem r je 90°. Pomoci rov. (12.22) vypocteme velikosti
jednotlivych momentt sil:

My =rF;sing; = (3,0m)(2,0N) sin 150° =
=3,0N-m,

My = rFysingy = (3,0m)(2,0N) sin 120° =
=5,2N-m
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M3 = rF3sings = (3,0m)(2,0N) sin90° =
= 6,0N-m. (Odpovéd)

Jejich sméry ur¢ime pomoci pravidla pravé ruky: pravou
ruku poloZime na obrdzek tak, aby jeji prsty sméfovaly od
vektoru r k vektoru F a dlafi obepinala mensi z obou moz-
nych Ghld. Na obr. 12.11d jsme silu F3 zndzornili kiizkem
v krouzku ®. Tento symbol vyjadiuje skutecnost, Ze sila F3
sméfuje do obrdzku. (Symbol @ prfipomind pohled na Sip
zezadu). Kdyby sila F3 sméfovala z obrdzku k pozorovateli,
oznacili bychom ji symbolem © (pohled na Sip zepiedu). Po-
moci pravidla pravé ruky ur¢ime smeér vektoru M3. VSechny
momenty sil jsou vyznaceny v obr. 12.11e.

(d)

Obr. 12.11 Priklad 12.6. (a) Na cdstici P puasobi tfi sily rovnobézné
se souradnicovymi osami. Uhel ¢ mezi polohovym vektorem Cds-
tice a silou F; je vyznaCen v obrdzku (b), thel ¢, ktery svird
s polohovym vektorem ¢astice sila F», je zadan v obr. (c). (Zadani
ahlu je potiebné pro vypocet momenti sil.) (d) Moment tieti sily
M; je kolmy k vektorim r a Fs. Sila F; je kolmd k roviné n4-
kresu a mifi do obrazku). (e) Momenty sil plsobicich na éstici P,
vztazené k bodu O.
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RADY A NAMETY
Bod 12.1: Vektorové souciny a momenty sil

Rov. (12.21) predstavuje prvni praktické pouziti vektoro-
vého soucinu. Vrafte se k odst. 3.7, kde jsou shrnuta pravidla
pro vypocet vektorového soucinu, a osvezte si je. Citovany
odstavec obsahuje i vycet chyb, kterych bychom se pfi urco-
véani sméru vektorového soucinu mohli dopustit (bod 3.5).

Nezapomenme, Ze moment sily je tieba vztahovat k da-
nému bodu, ktery musi byt pfedem pevné zvolen. V opac-
ném piipadé nemd vypocet momentu sily smysl. Zménime-li
vztazny bod, mtiZe se zménit jak velikost, tak i smér momentu
sily. V pf. 12.6 jsme pocitali momenty tif sil vzhledem k po-
¢atku O soustavy soufadnic. Pokud bychom momenty téchto
sil vztahli pfimo k bodu P, byly by nulové.

KONTROLA 3: Polohovy vektor ¢éstice r je rovnobézny
s kladnym smérem osy z. UrCete smér jediné sily pliso-
bici na Castici, vite-li, Ze jeji moment vzhledem k po-
catku soustavy soufadnic je (a) nulovy, (b) mifi proti
sméru osy x, (¢) mifi proti sméru osy y.

124 MOMENT HYBNOSTI

Celd rada velicin popisujicich posuvny pohyb télesa ma své
partnerské protéjsky* vztahujici se k pohybu otdcivému.
Také hybnost ma jako sviij protéjsek velic¢inu, kterd ma pro
popis otacivého pohybu analogicky vyznam jako hybnost
pro popis pohybu posuvného. Je ji moment hybnosti. Na
obr. 12.12 je znazornéna Castice P o hybnosti p = myv.
Cistice je v daném okamziku v soufadnicové roving xy
a jeji hybnost je s touto rovinou rovnobéznd. Jeji moment
hybnosti L vzhledem k pocitku O je vektorovd veli¢ina
definovand vztahem

L=rxp=m(rxv), (12.25)

kde r je polohovy vektor ¢4dstice vzhledem k bodu O.

Porovname-li vztahy (12.21) a (12.25), zjistime, Ze
vztah hybnosti a jejtho momentu je stejny jako vztah sily
amomentu sily. Jednotkou momentu hybnosti v soustavé SI
jekg-m?s~! tj.J-s.

Smeér vektoru momentu hybnosti L ur¢ime podle obraz-
ku 12.12. Vektor p posuneme tak, aby jeho pocatecni bod
splynul s bodem O. Pouzijeme pravidlo pravé ruky: prsty
sméfuji od r k p, napjaty palec ukazuje smér vektoru L,
v tomto pripadé je rovnobézny s kladnou osou z. Takto
uréeny smér odpovidd otdceni polohového vektoru r ko-
lem osy z proti sméru otdc¢eni hodinovych ruci¢ek. Kdyby

L(=rxp)
p (prekresleno v pocatku souradnic)

O/ p y
r pL \?p
e P
hmotnost m—"P" gi)
X
(@)
Z
L
o y
r
ri
4 P
P
vektorovd piimka p

®)
Obr. 12.12 Definice momentu hybnosti. Hybnost p = mv ¢as-
tice P o hmotnosti m leZi v roviné xy. Moment hybnosti ¢dstice
vzhledem k pocatku soustavy souradnic O je L = r x p. Podle
pravidla pravé ruky je to vektor rovnobézny s kladnym smérem
osy z. (a) Velikost momentu hybnosti L lze vyjaddfit vztahem
L=rp; =rmvy,neboli(b) L=rip=rimv.

vektor L sméfoval proti sméru osy z, otacel by se polohovy
vektor r kolem ni ve sméru chodu hodinovych rucicek.

Velikost vektoru L ur¢ime pomoci obecného vztahu
(3.20). Plati

L =rmuvsing, (12.26)

kde ¢ je Ghel mezi vektory r a p. Situaci lze jednoduse
zakreslit a vyznacit i thel ¢, jestliZze pocatecnibody vektord
splyvaji. Z obr. 12.12a, b je vidét, Ze pro velikost momentu
hybnosti (12.26) 1ze pouZit i jiného zapisu:

L=rp) =rmvy, (12.27)
kde p, je slozka vektoru p ve sméru kolmémk ra p; =
= mv . Dalsi ekvivalentni vyjadfeni velikosti momentu



hybnosti ma tvar
L=rp=ryimv, (12.28)

kde r je vzdédlenost bodu O od vektorové pifimky vek-
toru p.

Podobné jako u momentu sily ma vypocet momentu
hybnosti smysl pouze v ptipadé, Ze je zadadn pevny vztazny
bod. Uvédomme si také, Ze kdyby Castice na obr. 12.12
neleZela v roviné xy nebo kdyby vektor jeji hybnosti nebyl
s touto rovinou rovnobézny, nebyl by moment hybnosti L
rovnobézny s osou z. Vektor momentu hybnosti L je vZdy
kolmy k roving urcené vektory r a p.

JK ONTROLA 4: Cistice 1 a 2 na obrazku (a) obihaji ko-
lem bodu O v opa¢nych smérech po kruznicich s polo-
méry 2 m a4 m. Céstice 3 a4 na obrazku (b) se pohybuiji
ve stejném sméru, po ptimkach, jejichZ vzdélenosti od
bodu O jsou rovnéz 2 m a 4 m. Céstice 5 se pohybuje
po ptimce prochédzejicibodem O. VSechny ¢astice maji
stejnou hmotnost i stejnou velikost rychlosti. Jejich
pohyb je ve vSech piipadech rovnomérny. (a) Sefadte
je sestupné podle velikosti jejich momentd hybnosti
vzhledem k bodu O. (b) Rozhodnéte, pro které z nich

12.5 VETA O MOMENTU HYBNOSTI 307

RESENI: Nejprve vypoctéme momenty hybnosti Ly a L
jednotlivych castic. Pro vypocet velikosti vektoru L; zvo-
lime rov. (12.28), do niZ dosadime r;,; = 2,0m a p; =
=35,0 kg~m~s’1:
Ly =ri1p1 = (2,0m)(5,0kgms™!) =
=10 kg~m2-sfl.

Smér vektoru L; je zfejmy z rov. (12.25) a pravidla pravé ruky
pro vektorovy soucin. Vektorovy soucin r; X p1 je kolmy k ro-
viné obrazku a sméfuje k pozorovateli. Tento smér oznacime
za kladny v souladu se smérem otdceni vektoru ry proti sméru

chodu hodinovych rucicek.
Podobné ziskame velikost momentu hybnosti L, Castice 2:

Ly=ry1py=(40m)2,0kgms™") =
=8,0kg:m?s™ .
Vektorovy soucin r, X pa je opét kolmy roviné obrazku,
tentokrat vSak smétuje od pozorovatele. Tento smér je zapor-
ny, nebot odpovidéd otdceni vektoru r, ve sméru hodinovych
rucicek.
Vysledny moment hybnosti soustavy ma tedy velikost
L=L+L=
= (+10kg-m?>s~") 4+ (—8,0kg-m?>s~!) =

md moment hybnosti vzhledem k bodu O souhlasny — 42,0kgm?s. (Odpovéd)

smér se smérem otdc¢eni hodinovych rucicek. ) ) o . .
Kladné znaménko ziskané hodnoty odpovida skutecnosti, Ze

ﬂ?"]* N - -5—9- ------------- vektor vysledného momentu hybnosti L, kolmy k roviné ob-

/7 _ \\\ razku, sméfuje k pozorovateli.
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= / TTTmmmmmmees > 12.5 VETA O MOMENTU HYBNOSTI
‘(a—)/ ®) V predchozich tivahich jsme se podrobné zabyvali velici-

nami popisujicimi posuvny a ota¢ivy pohyb a zjistili jsme,
Ze vSechny duleZité charakteristiky posuvného pohybu maji

PRIKLAD 12.7 své protéjsky, které odpovidaji popisu pohybu otacivého.
Na obr. 12.13 je pohled shora na dvé &stice pohybujici se Miuzeme proto celkem piirozené ocekdvat, Ze pro ¢asovou
s konstantnimi hybnostmi po vodorovnych pfimkovych dra- zménu momentu hybnosti Castice L a vysledny moment M
héch. Céstice 1, jejiz hybnost mé velikost p; = 5,0kg-m-s~!, vSech sil, které na ni pasobi, bude platit néjaka obdoba dru-
je pravé v mist€ o polohovém vektoru r; a mine bod O ve hého Newtonova zdkona. Druhy Newtonlv zdkon, zapsany
vzddlenosti 2,0 m. Velikost hybnosti &dstice 2 je v daném pro nasi ¢astici ve tvaru
gkamiiku p2 = 2,0kg-m-s—! a polohovy vektor ry. Cés- dp
tice mine bod O ve vzddlenosti 4,0 m. Vypoctéte vysledny m = Z F, (12.29)
moment hybnosti L této dvoucdsticové soustavy vzhledem Lo . . L ) .
k bodu O. vyjadfuje souvislost Casové zmény jeji hybnosti a vysled-

nice téchto sil. TuSime, Ze hledany ,,protéjSek™ druhého
Newtonova zdkona bude mit obdobny tvar:

dL

- ZM. (12.30)

Tento vztah predstavuje analogii druhého Newtonova za-
Obr. 12.13 Piiklad 12.7. Dvé &dstice mijeji bod O. kona v thlovych veli¢indch. Slovy jej 1ze vyjadfit takto:
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Casovd zména momentu hybnosti ¢astice je rovna vek-
torovému souctu momentd vSech sil na ni psobicich.

Rov. (12.30) m4 smysl pouze tehdy, jsou-li silové mo-
menty obsazené v souctu M a moment hybnosti L vztazeny
k témuz bodu.

Odvozeni véty o momentu hybnosti

Zakladem vypoctu je defini¢ni vztah (12.25) pro moment
hybnosti. Plati
L=m(r xv),

kde r je polohovy vektor ¢astice a v je jeji rychlost. Deri-
vovanim* obou stran rovnice podle ¢asu dostdvame

at dv + dr (12.31)
— = rx —+ —xvj. .

dr t

Ve vyrazu dv/dr poznavame zrychleni Castice a, zatimco
dr/dt je jeji rychlost v. Rov. (12.31) lze tedy upravit do

tvaru
at ( + )
— =m(r xXa V X V).
dt

Ponévadz je v x v = 0 (vektor v svird sim se sebou nulovy
thel), dostivame

dL

— =m(r xa)=r x ma.

de
Vzhledem k platnosti druhého Newtonova zdkona (ma =
= Y F) muzZeme vyraz ma nahradit vektorovym soutem
sil piisobicich na ¢éstici. Nakonec je

dL

E:rx(ZF):Z(rXF).

Podle rov. (12.21) predstavuje vyraz r x F moment sily F
vzhledem k bodu O. Posledni Gpravou rov. (12.32) tak do-
stdvame poZadovanou ,,Ghlovou‘ analogii druhého Newto-

nova zakona dL
— = M.
d t Z

KONTROLA 5: Na obrazku je znazornéna Castice, je-
jiZz poloha je v daném okamziku urcena vektorem r.
Na cdstici pusobi sila, kterd miZe mit neéktery ze Ctyr
vyznacenych smérd, lezicich v roving€ xy. Sila udili
dastici zrychleni a. (a) Sefadte mozné sméry podle od-
povidajici velikosti ¢asové derivace momentu hybnosti
Castice dL/dt vzhledem k bodu O. (b) Rozhodnéte,

(12.32)

* Pri derivovani vektorového souc¢inu nesmime zameénit poradi vek-
tortl v soucinu.

pro které z nich je tato derivace (vektorova veli¢ina)
nesouhlasné rovnobéZnd s osou z.

PRIKLAD 12.8
Tucnak o hmotnosti m stdl na okraji jdmy v misté A a spadl
doll. Vodorovna vzdalenost bodu A od pocatku O soustavy
soufadnic je d (obr. 12.14).

Obr. 12.14 Priklad 12.8. Tucndk o hmotnosti m volné¢ pada
z bodu A na okraji jamy. Moment tihové sily M i moment hybnosti
tucndka vztazené k bodu O jsou kolmé k roviné obrazku a sméruji
do nédkresny.

(a) Vyjadiete moment hybnosti padajiciho tu¢iaka vzhledem
k bodu O v obecném okamziku béhem jeho padu.

RESENI: Moment hybnosti jako vektor vyjadiime pomoci
rov. (12.25)) (L = r x p). Jeho velikost je ddna vztahem
(12.26), j.

L =rmvsing.

Velidiny r a ¢ se béhem padu tuéndka samoziejmé méni, vy-
raz r sin ¢ v§ak ma v kazdém okamziku stalou hodnotu d. Pro
rychlost padu plati v = g¢. Pro velikost momentu hybnosti L
tak dostdvame

L =mgtd. (Odpovéd) (12.33)



Vektor momentu hybnosti L je kolmy k roviné vektort r
a p, vyznacenych v obr. 12.14, a podle pravidla pravé ruky
sméfuje za ndkresnu. Zvolme soufadnicovou osu z tak, aby
byla orientovdna nesouhlasné s timto smérem. V obrizku
pak vyznacime vektor L kiizkem v krouzku ®, umisténym
v pocétku soustavy soufadnic. S asem se méni pouze velikost
vektoru L, jeho smér a orientace se zachovavaji.

Yy 2

(b) Vypoctéte moment tihové sily mg, pusobici na tucndka,
vzhledem k pocétku soustavy souradnic.

RESENI: Moment sily je dan vztahem (12.21) (M = r x F),
jeho velikost uréime pomoci rov. (12.22). Plati

M =rFsing,
kde F = mg arsing = d. Dostivime tedy

M = mgd = konst. (Odpovéd) (12.34)
Vidime, Ze velikost momentu sily je soucinem velikosti sily
mg ajejitho ramene d vzhledem k bodu O. Vektor M je kolmy
k roviné tvorené vektory r a mg a podle pravidla pravé ruky
sméfuje za nakresnu (obr. 12.14). Je tedy souhlasné rovno-
bézny s vektorem L. Vztah (12.34) 1ze ziskat také derivovanim
vztahu (12.33) podle Casu a dosazenim ziskaného vysledku
do rov. (12.30).

Vsimnéme si, Ze vektory M a L podstatnym zptisobem
zavisi na volbé vztazného bodu O. Kdyby tucnak padal
zbodu O, platilo by d = 0 a moment sily i moment hybnosti

by byly nulové.

12.6 MOMENT HYBNOSTI
SOUSTAVY CASTIC

Pr1i diskusich o otacivém pohybu jsme se prozatim omezili
pouze na pohyb tuhého télesa. Nyni rozsifime nase Gvahy
na pripad obecné soustavy Cdstic a jejich pohyb budeme
popisovat vzhledem k pevné zvolenému vztaznému bo-
du, pocatku soustavy soufadnic. ,,Soustava castic* je jiZ
dostatecné obecnym modelem fyzikalniho objektu a jako
zvlastni pripad zahrnuje i tuhé téleso. Celkovy moment
hybnosti L soustavy je definovédn jako vektorovy soucet
momentt hybnosti L; jednotlivych ¢éstic:

n
L=Li+L+L+...+L, =) L. (1235
i=1

kdeindexi = 1,2, 3, ..., n probihd jednotlivé Castice.
Momenty hybnosti jednotlivych ¢astic se mohou s ¢a-
sem ménit bud vlivem jejich vzdjemného plsobeni, nebo
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vlivem sil, jimiZ na ¢dstice soustavy puisobi jeji okoli. Caso-
vou zménu momentu hybnosti L vypocteme jako derivaci
vyrazu na pravé strané rov. (12.35):

dL 1, dL;

— = —. (12.36)
de = dt

Podle rov. (12.30) je derivace momentu hybnosti i-té ¢ds-
tice dana vektorovym sou¢tem momentu sil, které na ni
pusobi, tj. dL;/dr = Y M; = > ri x F;. Symbolem r;
jsme oznacili polohovy vektor i-té Castice a F; vyslednici
vSech sil, kterymi na ni pusobi jeji okoli, tvofené jednak
ostatnimi ¢dsticemi soustavy, jednak objekty, které nalezi
do okoli soustavy jako celku. Prava strana rov. (12.36) je
tedy vektorovym souctem momentt vSech sil, ptisobicich
na jednotlivé ¢4stice soustavy.

Zamérme se nyni na vypocet tohoto souctu. Momenty
sil pusobicich na ¢astice soustavy mizeme rozdélit do dvou
skupin. Prvni skupinu tvofi momenty sil vnitinich, tj. mo-
menty sil vzajemného pusobeni ¢dstic. Druhd skupina ob-
sahuje momenty vnéjsich sil. Vnéj$imi silami pasobi na
Castice soustavy jeji okoli, tj. objekty, které do ni nejsou
zahrnuty. VSimnéme si nejprve momentd vnitfnich sil. Vy-
berme libovolnou dvojici ¢éstic soustavy. Sily, popisujici
vzajemné pusobeni Cdstic této dvojice, predstavuji akci a re-
akci. Podle tfettho Newtonova zdkona jsou stejné velké,
avSak opacéné orientované. Jejich celkovy prispévek do vy-
slednice sil je tedy samozfejmé nulovy. Jak je tomu vSak
s jejich momenty? Plsobi-li tyto sily ve sméru spojnice
interagujicich ¢éstic, tj. jsou-li centrdlni, pak maji spolec-
nou vektorovou prfimku, a tedy i spolecné rameno vzhle-
dem k vztaznému bodu. Jejich momenty jsou stejné vel-
ké, avSak opacné orientované. Maji nulovy soucet a jejich
»spolecny* pfispévek k souétu vSech momenti na pravé
strané rov. (12.36) je proto rovné&Z nulovy. Casov derivace
celkového momentu hybnosti soustavy je ddna vyhradné
momenty vnéjsich sil ptisobicich na ¢astice soustavy:

dL Rer
prl Z M.y (pro soustavu ¢astic). (12.37)

Rov. (12.37) je matematickym zdpisem véty o momentu
hybnosti (soustavy Cdstic) neboli druhé impulzové véty
pro soustavu ¢dstic. Slovy ji miZzeme vyjadfit velmi jedno-
duge: Casovd zmé&na momentu hybnosti soustavy &astic je
dédna vektorovym sou¢tem momentt vnéjsich sil pasobicich
na Castice této soustavy.

Vsimnéme si jeji fyzikdlni interpretace: rov. (12.30),
platnd pro jednotlivou castici, vyplyva pfimo z druhého
Newtonova zdkona, a ma analogicky tvar v Gthlovych ve-
li¢indch. Véta o momentu hybnosti, kterd je dasledkem
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druhého a tfetiho Newtonova zdkona a predpokladu vniti-
nich centrdlnich sil, je analogii rov. (12.30) pro soustavu
¢dstic. MiiZzeme ji interpretovat jako pohybovou rovnici
pro pripad rotacniho pohybu soustavy, a tedy jako ,,protéj-
Sek*“ véty o hybnosti (kap. 11), popisujici dynamiku pohybu
translacniho.

Pfipomenime, Ze rov.(12.37) plati za pfedpokladu, Ze
jsou momenty sil i moment hybnosti soustavy vztaZeny
k témuz bodu, pevnému v jisté inercidlni vztazné soustave.
Jedinou vyjimkou z pozadavku inercidlnosti je téZistovd
vztaznd soustava, v niZ je zapis véty o momentu hybnosti
stejny jako v kterékoliv soustavé inercidlni. TéZisfova sou-
stava* je specidlnim pripadem obecné neinercidlni vztazné
lesa a smér jejich os je pevny vzhledem k jisté inerci-
dlni vztazné soustavé. (Tézisfovd soustava je tedy spjata
s translacnim pohybem t€lesa, rotacni pohyb vsak spolu
s nim nevykonava.)

12.7 MOMENT HYBNOSTI TUHEHO
TELESA VZHLEDEM K PEVNE OSE

Otacivy pohyb tuhého t€lesa kolem pevné osy je sice spe-
cidlnim, avSak v praktickych Glohdch velmi castym, pfipa-
dem pohybu obecné soustavy Castic. Jisté md smysl poloZit
si otdzku, zda i véta o momentu hybnosti bude mit v tomto
ptipadé specidlni tvar. Ocekdvame pochopitelné, Ze se jeji
zdpis vyrazné zjednodusi, nebof pii rotaci tuhého télesa
kolem pevné osy obihaji vSechny jeho Castice po kruzni-
cich stejnou thlovou rychlosti w. To ndm umoZni vyjad-
fit pomoci velifiny w moment hybnosti télesa vzhledem
k ose otaceni. Tuhé téleso na obr. 12.15, sloZzené z Castic
0 hmotnostech m;, se otdci kolem osy z konstantni thlovou
rychlosti w.

Moment hybnosti télesa je, jak jiz vime, sou¢tem mo-
mentl hybnosti jeho jednotlivych ¢dstic. Na obr. 12.15 je
znazornéna jedna z nich, které jsme prisoudili index i
a hmotnost m;. Pfi otaeni télesa obihd tato ¢astice po kruz-
nici, jejiz stfed leZi na ose otaceni (v obrazku osa z) a jejiz
rovina je k této ose kolmad. Poloha ¢astice je vzhledem k po-
¢atku O soustavy soufadnic urcena vektorem r;. Polomér
jeji kruhové trajektorie r; | je roven jeji vzdalenosti od
osy z, kterd se s Casem neméni.

Podle rov. (12.26) md moment hybnosti i-té Castice
vzhledem k bodu O velikost

L; = (r)(pi)(sin90°) = (r;) (m;v;),

kde p; a v; predstavuji velikost hybnosti a rychlosti astice.
Uhel mezi vektory v; a p; je 90°. Moment hybnosti Cds-

* Setkali jsme se s ni uz v pr. 9.10.

[y =
N\

(a) ®
Obr. 12.15 (a) Tuhé téleso se otaci kolem osy z thlovou rych-
losti w. Jedna z jeho ¢astic hmotnosti m; opisuje kolem osy z
kruZnici o poloméru r; | . Jeji hybnost je p; a polohovy vektor
vzhledem k pocatku soustavy soufadnic O je oznacen jako r;.
Obrdzek zachycuje polohu ¢astice v okamZziku, kdy je vektor r; |

rovnobézny s osou x. (b) Moment hybnosti i-té Castice vzhledem
k bodu O je oznacen symbolem L;, jeho primét do osy z je L; ;.

tice L; je kolmy k vektorim r; a p;. Podle obr. 12.15b jej
miZeme vyjadfit jako soucet jeho primétu do osy otaceni
(osa z) apriimétu do roviny kolmé k ose otaceni (rovina xy).
Plati L; = L; ; + L; . Stejnym zplisobem lze rozloZit mo-
menty hybnosti vech ¢astic télesa, a tedy i celkovy moment
hybnosti soustavy:

n
L=L +Ly=) (Li:+Ly).
i=1

Momentem hybnosti télesa vzhledem k ose otaceni na-
zveme prumét celkového momentu hybnosti L do této osy.
V nasem piipadé, kdy je osou otdceni osa z, je tento pri-
mét urcen z-ovou slozkou celkového momentu hybnosti
soustavy, tj.

n n n
L;=) Liz=) Lisin6 =Y (risin6)(mv;) =

i=1 i=1 i=1
n
= E Ti, LM V.

i=1

Vzhledem k platnosti vztahu v; = wr; | , miZeme psat

n n n
Ly=) Liz=Y muvriL=Y mior )=
i=1

i=1 i=1

n
_ w(zmirgl)

i=1

(12.38)
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Pti tpravé posledniho vyrazu jsme vyuzili skutecnosti, Ze
thlova rychlost w vSech ¢astic tuhého télesa je stejnd a vy-
tkli jsme ji pred soucet.

Ve vyrazu ) m; rf | vrov.(12.38) pozndvdme moment
setrvacnosti télesa vzhledem k pevné ose (rov.(11.24)).
Rov. (12.38) mizeme tedy upravit do tvaru

(moment hybnosti
tuhého telesa
vzhledem k pevné ose).

L.=Io, t. L, = lw (12.39)

Moment hybnosti v rov. (12.39) se vztahuje k ose otdceni
tuhého télesa. Budeme-li mit tuto skutecnost stdle na pa-
méti, miZzeme index z i vynechat. Symbol L pak ovSem
nesmime zaménit s velikosti momentu hybnosti vztazeného
k pevnému bodu O. Moment setrvacnosti / je samozfejmé
rovnéZ vztaZen k ose otdceni.

Promitneme-li do osy otdceni i vysledny moment vnéj-
Sich sil ptsobicich na nase téleso, dostaneme odpovidajici
prumét rov. (12.37), vyjadfujici vétu o momentu hybnosti:

lw=M; . lo=M,.
Tento vztah se Casto nazyvd véta o momentu hybnosti
(druha impulzova véta) pro otdceni tuhého télesa kolem
pevné osy.

Jeho mimotddné jednoduchy tvar nds snad ani pfili$
neptekvapuje. Je vSak mozné zapsat tak prostym zptisobem
i pramét pohybové rovnice do roviny kolmé k ose otaceni?
Abychom na tuto otdzku odpovédéli co nejpresnéji, po-
kusme se vyjadrit odpovidajici primét momentu hybnosti
télesa. Plati

n n n
Lixy = ZLi,xy = Z(Li —L.)= Z("i —ri1) Xpi=
i=1 i=1 i=1
n

= (rizxpi) =Y (miri;xv).

i=1 i=1

Priméty momentt hybnosti jednotlivych ¢astic do roviny
kolmé k ose rotace, tj. vektory L; , = m;r; ; x v;, maji ve-
likosti m;r;v;|cos6; sinb;| = miriza)|cos 6;]. Jejich sméry
jsou vSak rizné. Abychom je mohli secist, musime je jesté
rozloZit do smérti os x a y. Oznacime-li symbolem ¢; tGhel,
ktery svird vektor rj ; se smérem osy x, dostaneme:

n
L, =— Z(mirl-2|0059i sin 6; | cos (pi)a) = l,o,
i=1

n
— Z(mirl-2|cos 0; sin 6; | sin (pi)a) =lLo.
i=1

Ly

Vsimnéme si, Ze hodnoty sin ¢;, cos ¢;, sin 6;, cos 6; v pred-
chozich souctech vyjadiujicich veli¢iny I, a I, mohou byt
jak kladné, tak zaporné. Pfi vhodném rozloZeni hmotnosti
télesa vzhledem k ose otaceni se tedy miZe stat, Ze se veli-
¢iny I, a I, anuluji. Veli¢iny I, a I, v nichZ je informace
o symetrii ¢i nesymetrii rozloZeni hmotnosti obsaZena, se
nazyvaji deviacni momenty télesa vzhledem k ose otdceni.
Jsou-li nenulové, pak setrvacnik rotujici kolem upevnéné
osy silné namdh4 sva loZiska (kolo ,hdzi“ a ,,vymila* lo-
zisko). VyvaZovani kol automobilu oltivky ma tedy za cil
vynulovat I, a I.

Je-li hmotnost télesa vzhledem k ose otaceni vhodné
rozloZena, priméty momentt hybnosti jednotlivych ¢astic
do roviny kolmé k ose otaceni se vyrusi. Hovofime pak
o tzv. symetrickém rozloZeni hmotnosti té€lesa vzhledem
k ose rotace. (Jednoduchym prikladem je téleso tvorené
dvéma stejné hmotnymi ¢asticemi umisténymi soumérne
vzhledem k ose otaceni, nebo téleso slozené ze dvou Castic
rizné hmotnosti, umisténych na protilehlych stranich osy
rotace ve vzddlenostech, jejichZ pomér je pfevracenou hod-
notou poméru hmotnosti ¢astic.) V takovém ptipadé je pri-
mét momentu hybnosti té€lesa do roviny kolmé k ose otaceni
nulovy. Moment hybnosti té€lesa vzhledem k ose otdceni
splyva s celkovym momentem hybnosti a plati L = [w.

Tabulka 12.2 Posuvny a otacivy pohyb, pokracovani tab.11.3

POSUVNY POHYB V DANEM SMERU

OTACIVY POHYB KOLEM PEVNE OSY

sila F
hybnost P
hybnost? P=3p;:
hybnost* P = mvr

. . dp
véta o hybnosti” - > Fext
zakon zachovani® P = konst.

moment sily M=rxF
moment hybnosti L=rxp
moment hybnosti® L=>L;
moment hybnosti” L=1Iw

dL
véta 0 momentu hybnosti“ @ = Mex
zakon zachovani® L = konst.

“ Pro soustavu ¢astic i tuhé téleso jako jeji specidlni piipad.

b Pro tuhé téleso otacejici se kolem pevné osy. L je sloZka momentu hybnosti ve sméru této osy.

¢ Pro izolovanou soustavu.
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Tab. 12.2 je pokracovanim soupisu veli¢in a vztahd, b&hem &asového intervalu Ar, uvedou do pohybu, je ddna

které predstavuji analogii pfi popisu posuvného a otacivého vztahem (12.37).
pohybu (tab. 11.3). 7 AL Li—L;
Aty Aty
Pocatecni moment hybnosti sekery je nulovy, tj. Li = 0,

PRIKLAD 12.9
Spravny dfevorubec vi, jak ma vyhodit sekeru, aby béhem

sekla se do kmene stromu (obr. 12.16). Predpoklddejme, Ze

vysledny moment hybnosti je Ly = —4,15-1072 kg-m?/s.
Vysledna hodnota je zdpornd. Sekera na obr. 12.16 se totiz

sx 2

otaci ve smeru chodu hodinovych ruci¢ek. Dosazenim téchto

hodnot a zadané doby At d ledni ice dost
vodorovna slozka pocatecni rychlosti sekery md hodnotu odnot a zadane doby Af o posiedni roviice costaneme
vy = 20,0m-s~!, jeji dolet je d = 5,90 m a sekera vykonala

(—4,1510*kgm?*s™)
presné jednu otdcku. Moment setrvacnosti I sekery vzhledem (0,1505) -

k ose vedené jejim t&Zistém je 1,95-1073 kg-m?. = —0,277N-m.

M:

(Odpovéd)

) r?) KONTROLA 6: Tti télesa znazornénd na obrazku (ko-

stejnd a pusobi po stejnou dobu ¢. Kazdé z téles se
Obr.12.16 Pfiklad 12.9. Dievorubec hodil sekeru tak, aby se bé- (a) podle jejich momentu hybnosti vzhledem k ose otd-

(_\ touc, obruc a plnd koule) jsou taZena vldkny navinutymi

- ! na jejich obvodu. Tazn4 sila F je ve vSech pripadech

roztaci z klidu kolem pevné osy vedené jeho stfedem.

( ‘ ‘ Hmotnosti i poloméry téles jsou shodné. Sefadte télesa

hem letu otdcela kolem osy vedené jejim téZiStém (parabolicky tvar ¢eni a (b) podle jejich Ghlovychrychlosti v okamZiku 7.
kotou¢ obru¢ koule

¢ime podle rov. (12.39) (L = Iw). Nejprve vsak vypocteme
thlovou rychlost. Podle rov. (11.5) je Ghlova rychlost w ur-
¢ena otoCenim A v Casovém intervalu A takto:

12.8 ZAKON ZACHOVANI
MOMENTU HYBNOSTI

N

w= 20 Prozatim jsme dokdzali vyslovit dva diileZité zdkony zacho-
An

vani platné pfi pohybu t€les: zdkon zachovani mechanické
energie a zakon zachovani hybnosti. Nyni se setkdme s dal-
$im podobnym zdkonem, zdkonem zachovdni momentu
hybnosti. Jestlize je studovand soustava cdstic izolovana
nebo je-li vysledny moment vnéjsich sil, které na ni pa-
sobi, nulovy, je podle rov. (12.37) (druhd impulzova véta)
dL/dr =0, 4.

Nahradime-li A#; vyrazem d/v, a dosadime-li za A6 hod-
notu 1,00 ot = 2rrad, dostaneme

AB 20,0m-s~1)(2r rad
PN (20,0m-s~")(2r rad) — 21 3rads—.
d (5,90 m)

Pro ziskanou hodnotu w a zadany moment setrvacnosti /

dostaneme z rov. (12.39) vysledek: L = konst. (12.40)

L=1Iw=(1,9510"kgm?)(21,3rads™") =
=4,15-102kg-m?-s~'. (Odpovéd)

Tento vysledek, nazyvany zakon zachovani momentu
hybnosti, 1ze také prepsat ve tvaru
L =L,

(b) Uvedeni sekery do pohybu trvd dfevorubci Az, = 0,150s. (12.41)

Uréete prumérnou velikost momentu sily, jiZ ptisobi dfevo-
EZi8 kde indexy (i), resp. (f) oznacuji moment hybnosti sou-
stavy L v pocatecnim, resp. koncovém okamZiku. Rovnice

(12.40) a (12.41) 1ze vyjadtit takto:

RESENI: Souvislost zmény momentu hybnosti sekery AL
s primérnou hodnotou M vysledného momentu sil, které ji




Moment hybnosti L se zachovava bez ohledu na ptipadné
zmény probihajici uvnitf soustavy, pokud je vysledny
moment vnéjsich sil pisobicich na soustavu nulovy.

Rov. (12.40) a (12.41) jsou vektorové. Kazda z nich je
tedy ekvivalentni trojici skaldrnich rovnic, vyjadfujicich za-
chovani tfi nezdvislych kartézskych sloZzek momentu hyb-
nosti soustavy. Mohou nastat pripady, kdy se nékterd ze
sloZek momentu hybnosti soustavy zachovava i pfi nenu-
lovém momentu sil:

Je-1i nékterd ze sloZzek vysledného momentu vnéjsich sil
pusobicich na soustavu nulovd, zachovava se odpovida-
jici slozka momentu hybnosti soustavy, a to bez ohledu
na zmény, které uvnitt soustavy probihaji.

Pouzijme tento zdkon pro pripad izolovaného télesa
na obr. 12.15, které se ota¢i kolem osy z. Pfedpokladejme,
Ze téleso bylo zpocatku tuhé, pozdé€ji se vsak rozloZeni
jeho hmotnosti vzhledem k ose otdceni zménilo. Zménil se
tim 1 jeho moment setrvacnosti vzhledem k této ose. Podle
rov.(12.40) a (12.41) se vSak nezménil moment hybnosti
télesa. Dosazenim z rov. (12.39) pro moment hybnosti té-
lesa pfi rotaci kolem pevné osy do rov. (12.41) dostaneme
zakon zachovani momentu hybnosti ve tvaru

Liw; = Ifwy. (12.42)
Indexy (i) a (f) jsme oznacili hodnoty momentu setrvac-
nosti I a Ghlové rychlosti @ na pocatku méteni a po zméné
rozloZeni hmoty.

Podobné jako predchozi zdkony zachovdni (energie
a hybnosti) jsou rov. (12.40) a (12.41) platné i mimo ramec
newtonovskeé (klasické) mechaniky. Plati totiZ i pro Céstice
pohybujici se rychlostmi blizkymi rychlosti svétla (které
se fidi relativistickou mechanikou) a dokonce pro cdstice
subatomadrni, pfi jejichZ popisu se neobejdeme bez kvan-
tové mechaniky. AZ dosud nebyl objeven zZadny jev, ktery
by platnost zakona zachovani momentu hybnosti narusil.

V dal$im textu se budeme vénovat rozboru Ctyt typic-
kych situaci, v nichZ lze tento zakon uplatnit.

1. Experimentdtor na otocné stolicce. Experimentdtor na
obr. 12.17 sedi na stolicce, kterd se pomalu otaci kolem
svislé osy thlovou rychlosti w;. V upazenych rukou drzi
dvé ¢inky. Moment hybnosti L soustavy stolicka 4 ¢lovék
je rovnobézny s osou otdceni a sméfuje vzhiru.

Nahle ¢lovék pfipazi a zmensi tak moment setrvac-
nosti soustavy z hodnoty /; na hodnotu /r. Hmota soustavy
je nyni rozloZena blize k ose otaeni. Uhlovd rychlost otd-

¢eni se naopak zvysi z hodnoty w; na wr. UpaZenim docili
experimentdtor opétovného zpomaleni otdc¢ivého pohybu.
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v,

Vysledny moment vnéjsich sil piisobicich na soustavu
Clovék s ¢inkami + stolika je nulovy (spole¢nd vektorova
primka tihové sily a tlakové sily podlozky lezi v ose ota-
¢eni). Moment hybnosti soustavy vzhledem k ose otaceni
se proto zachovava bez ohledu na to, jak ¢lovék ¢inkami
pohybuje. Uhlovd rychlost soustavy zachycené v situaci
na obr. 12.17a je mald a moment setrvacnosti velky. Podle
rov. (12.42)jethlovarychlost soustavy naobr. 12.17b vetsi.
Jeji zvyseni totiZ kompenzuje pokles momentu setrvacnosti
soustavy, zpiisobeny zménou rozloZeni jeji hmoty.

L L
2 e
Q e P
! L [
ol )¢
(ﬂ[”s 0

rotacni osa

(a) ®)
Obr.12.17 (a) Soustava Clovek + stolicka md pomérné velky
moment setrvacnosti a malou thlovou rychlost. (b) Pfi poklesu

momentu setrvacnosti se zvetsi thlova rychlost soustavy. Mo-
ment hybnosti L zlstavd zachovan.

2. Skokan. Obr. 12.18 ukazuje skok do vody s jednim a ptil

Vv

Vv

Vektor L je kolmy k rovin€ obrazku a smétfuje za ndkresnu.
Jedinou silou, kterd na skokana béhem jeho letu ptisobi,
vSak nulovy. Moment hybnosti skokana se tedy zachovava.
Pokréenim paZi a nohou docili akrobat poklesu momentu
rov. (12.42) tim urychli rotaci svého téla (zvysi Ghlovou
rychlost). Natazenim pazi i nohou ke konci letu opét mo-
ment setrvacnosti zvysi a rotaci zpomali natolik, Ze voda
pfi doskoku téméf nevystiitkne. Moment hybnosti skokana
se samozfejmé zachovava co do velikosti i sméru i pri

Yoy,

sloZit€jSich skocich se salty a vykruty.

3. Orientace kosmické lodi. Na obr. 12.19 je zndzornéna
kosmickd lod’s pevné uloZzenym setrvaénikem. Obrdzek za-
chycuje zménu orientace lodi. JestliZe se lod ani setrvaénik

Zx s

neotdci, je celkovy moment hybnosti L soustavy kosmicka



314 KAPITOLA 12 VALENI, MOMENT SILY A MOMENT HYBNOSTI

Obr. 12.18 Moment hybnosti skokana L
je béhem skoku stdly. Na obrazku je zna- ( L
zornén symbolem @. Je kolmy k roviné
obrazku a sméfuje za nakresnu. VSimnéme

Yy

bole.

setrvaénik

N
=

(@)

AO

)
Obr.12.19 (a) Zjednoduseny nacrtek kosmické lodi se setrvac-
nikem. Roztoc¢ime-li setrvacnik napf. ve sméru otdceni hodino-
vych rucicek, roztodi se lod smérem opaénym. Celkovy moment
hybnosti soustavy musi totiZ ztistat nulovy. (b) JestliZe setrvacnik
uvedeme opét do klidu, zastavi se i lod. Jeji osa se vSak vuci své
puvodni orientaci natocila o Ghel A6.

lod + setrvaénik nulovy a diky jeji izolovanosti se zacho-
vava.

Roztoc¢ime-li setrvacnik podle obr. 12.19a, roztocéi se
lod opaénym smérem, nebof celkovy moment hybnosti sou-

stavy musi zustat nulovy. Zastavime-li setrvacnik, zastavi
se i rotace kosmické lodi. Lod vSak uz zlistane ve zménéné
poloze (obr. 12.19b).

Nezadouci tc¢inky zdkona zachovani momentu hyb-
nosti se projevily pfi letu kosmické lodi Voyager 2 ko-
lem planety Uran (v roce 1986). Lod se roztocila pokazdé,
kdyZ se jeji magnetofonové zdznamové zatizeni prepnulo
na vyssi rychlost. Rizeni letu v Jet Propulsion Laboratory
muselo béhem letu naprogramovat palubni pocitac lodi tak,
aby pti kazdém zapnuti ¢i vypnuti magnetofonové jednotky
doslo k zdzehu korekénich motort.

4. Neuveritelnd hroutici se hvézda. Vyhasind-li hvézda,
tj. dochdzi-1i ji jaderné ,,palivo®, za¢ne se postupné smrsfo-
vat a tlak v jejim nitru roste. Smr§fovani miize pokracovat
tak dlouho, az se ptivodni polomér hvézdy (srovnatelny
napf. s polomérem naseho Slunce) zmensi na pouhych né-
kolik kilometra. Hvézda se pfeméni v neutronovou hvézdu,
jejiz hmota je stlacena v neuvéfitelné husty plyn sloZeny
z neutronu.

Hvézda je izolovanou soustavou a jeji moment hyb-
nosti L se zachovdavd. Moment setrvacnosti hvézdy se be-
hem jejiho smrsfovéni podstatné zmensi. Jeji Ghlova rych-
lost pfi tom vzroste aZ na hodnotu zhruba 600 aZ 800 otacek
za sekundu. Pro srovndni uvedme, Ze naSe Slunce, které
muZeme povazovat za typickou hvézdu, vykonad asi jednu
otdc¢ku na mésic!

KON TROLA 7: Brouk sedici na obvodu koloto¢e zaCne
1ézt k jeho stfedu. Rozhodnéte, zda nasledujici veli-
¢iny, vztazené k ose otaceni kolotoCe, vzrostou, kles-
nou, nebo zustanou zachovany: (a) moment setrvac-
nosti soustavy brouk + koloto¢, (b) moment hybnosti
soustavy a (c) thlova rychlost kolotoce s broukem.

PRIKLAD 12.10
Experimentator na obr. 12.20 sedi na stoli¢ce, kterd se mlze
otacet kolem svislé osy. Drzi v rukou bicyklové kolo, podél
jehoz obvodu je ohnut olovény prut. Moment setrvacnosti
kola vzhledem k ose vedené jeho stiedem je I = 1,2 kg-m?.
Zpocatku je ¢lovek na stolicce v klidu a kolo se otaci thlo-
vou rychlosti w; = 3,9 ot/s proti sméru chodu hodinovych
rucicek (vidéno z nadhledu). Osa otaceni kola je svisld a jeho
pocatecni moment hybnosti Lj sméfuje vzhtru. Experimen-
tator oto¢i kolo o 180° podle obr. 12.20b a stolicka se s nim
roztoc¢i. Jakym smérem a jakou thlovou rychlosti se bude
¢loveék na stolicce otdcet? Moment setrvacnosti Iy soustavy
&lovék + stolicka + kolo vzhledem k ose otdéeni je 6,8 kg-m?.
ka + kolo (tihova sila a tlakova sila podlahy) maji vzhledem
k libovolnému vztaZznému bodu leZicimu na ose otaceni nu-
lové momenty. Dals{ sily na soustavu nepuisobi a jeji moment




hybnosti se proto zachovava. Pocatecni moment hybnosti
soustavy L; je shodny s momentem hybnosti otdcejiciho se
kola. I pfi pfevrdceni osy kola se zachovd velikost a smér
celkového momentu hybnosti soustavy.

L
e |-+
=5
g
ol e

-

(@) (b)

Obr. 12.20 Priklad 12.10.

(a) Experimentdtor drzi

bicyklové kolo, které se otd&i = +

kolem své svislé osy. (b) Clovek TL, L l—L,
kolo prevrati a zaCne se otacet.

(c) Celkovy moment hybnosti pocétecni stav  vysledny stav
soustavy se zachovava. ()

Moment hybnosti kola po jeho pievriceni je —L;. Clovék
a stolicka ziskaji moment hybnosti L. Podle obr. 12.20c musi
platit
Li =L+ (—Li),

tedy

L=2L; = o,
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kde w je thlova rychlost oticeni ¢lovéka na stolicce po pre-
vraceni osy kola. Dostdvame
2L; 21 w;i
w = = =
Iy Iy

_ 2(1,2kgm?)(3.90t/s)

- (6,8kg-m?) o

= 1,40t/s.

(Odpovéd)

Kladna hodnota vysledku znamend, Ze se ¢lovek na stolicce
otaci proti sméru chodu hodinovych rucdicek (vidéno z nad-
hledu). K zastaveni rotace sta¢i otocit kolo do ptivodni polohy.

Pri prekldpéni kola puisobi ¢lovék na jeho osu uréitou si-
lou, jejiz moment je obecné nenulovy. Stejné velkou, avsak
opacné orientovanou silou piisobi osa kola na ruku ¢lovéeka.
Tyto sily jsou z hlediska soustavy ¢loveék + stolicka + kolo
silami vnitinimi, a neovlivni tedy jeji celkovy moment hyb-
nosti. K feSeni tlohy mtZzeme zvolit i jiny pristup. Za soustavu
muzeme zvolit samotného ¢lovéka na stolicce a kolo pova-
Fovat za sou&dst jejiho okoli. Clov&k piisobi na osu kola silou
s nenulovym momentem. Osa piisobi na ruku ¢loveka silou
opacnou, kterd vsak je z hlediska soustavy clovék + stolicka
silou vnéjsi. Vlivem jejtho momentu se méni moment hyb-
nosti soustavy a stolicka s clovékem se roztoci. Vidime, Ze
tfidéni sil a jejich momentl na vnitini a vnéjsi zavisi na volbé
posuzované soustavy ¢astic a Ze vhodnou volbou zkouma-
ného systému lze feSeni tlohy zjednodusit.

skréend
poloha

PRIKLAD 12.11
Akrobat na visuté hrazdé provede béhem skoku trvajiciho t =
= 1,87 s trojité salto. BEhem prvni a posledni ¢tvrtiny otacky
se akrobat otdCi v nataZené poloze podle obr. 12.21. Jeho
moment setrvacnosti vzhledem k ose vedené jeho tézZistém

s vz

je pfi tom I; = 19,9kg-m?. Ve stiedni &4sti letu se akrobat

4\0)2

d I

\ 4

parabolicka
trajektorie
artisty

wl(\.
: )

L. -

| ® misto uvolnéni artisty

misto zachyceni

Obr. 12.21 Priklad 12.11. Trojité salto



316 KAPITOLA 12 VALENI, MOMENT SILY A MOMENT HYBNOSTI

sy

skréi a jeho moment setrvacnosti se sniZi na hodnotu I, =
=5,50kg-m?.
(a) Jakou md akrobat pocdtecni thlovou rychlost w1, otdci-li

RESENI: Vv napjaté poloze absolvuje akrobat dvé Ctvrtiny
otacky za dobu #;. Odpovidajici thel otoceni je tedy 6; =
= 0,500 ot. Uhel otodeni ve skréené poloze je 6, = 2,50 o,
odpovidajici dobu letu oznac¢me #,. Pro tyto Casové intervaly

plati
01 0>
H=— a h=—, (12.43)
w1 w3
kde w; je Ghlova rychlost akrobata ve skrcené poloze. Pro-
toZe se moment hybnosti akrobata béhem skoku zachovava,

miZeme thlovou rychlost uréit pomoci rov. (12.42):

hw; = Lo,
.
I
w) = —wj. (12.44)
163

Celkova doba letu akrobata je
t=1H+n0n.
Po dosazeni z rov. (12.43) a (12.44) dostaneme

o o 1 I
=—1+ﬂ——<91+921—2
1

t =
w ol w

) . (1245)

Pro zadané ¢iselné hodnoty je

1 5,50 kg-m?
(1,87s) = — (0,5000t+2,500t gm ) .
w1

19,9 kg-m?

Z posledni rovnice pak ziskdme vysledek
w; = 0,63690t/s = 0,637 0t/s. (Odpovéd)

(b) Podafi-li se akrobatovi jesté vice se skrcit, miiZe se pokusit
o Ctyfnasobné salto prfi stejnych hodnotich w; a t. Jaky musi
byt jeho moment setrvacnosti ve skréené poloze?

RESENI: Uhel otofeni ve skréené poloze je nyni 6, =
= 3,50 ot. Podle rov. (12.45) je nyni

1

(1,87s) = ———— -
(0,6369ot/s)

2
(0,500 0t + 3,500t —2—_ ),
( ot 3,200 l9,9kg-m2>

odkud
I =3,929kg-m? = 3,93kg:m®>.  (Odpovéd)

Mensi hodnota /> umozni rychlejsi otdceni ve skrc¢ené poloze.
Nemusi vSak jiZz byt v sildch akrobata ji docilit. Pokud by
se akrobat cht€l pokusit o Ctyfapilndsobné salto, musel by
bud prodlouZit dobu letu nebo zvysit svou pocéte¢ni Ghlovou
rychlost. Pokud by se rozhodl pro druhou moZznost, riskoval
by, Ze se jeho kolegovi nemusi podafit ho zachytit. (Vite
proc?)

(c) Urcete periodu otaceni akrobata béhem ctyfnasobného
salta ve skrcené poloze.

RESENI: Z rov. (12.44) nejprve vypoctéme Ghlovou rych-
lost wy ve skréené poloze:

I (19,9 kg-m?)
=—w =——"-—"—"(0,63690t/s) =
©2= 3,9 = (3,929 kgm) ¢ ous)
= 3,226 0t/s.

Periodu T jiZ ur¢ime velmi snadno:

_lot_ 1ot

T=-2- % _0310s
@ 3.22600/s °

(Odpovéd)

Vv

Jednou z pricin mimotadné obtiZnosti ¢tyfndsobného salta je
skuteénost, Ze otaceni je velmi rychlé. Artista pti ném nestaci
sledovat své okoli a jemné regulovat svou thlovou rychlost
vzdjemnou polohou trupu a koncetin — tedy zménou svého
momentu setrvacnosti.

PRIKLAD 12.12

Ctyfi tenké ty&e, kazdd o hmotnosti m a délce d = 1,0 m jsou
pevné spojeny do tvaru rovnoramenného kiiZe. Soustava se
volné otaci ve vodorovné roviné kolem svislé osy vedené
jejim stfedem. Pocdtecni thlovd rychlost je w; = —2,0rad/s,
tj. ve sméru otdceni hodinovych rucicek (obr. 12.22). Koule
z bldta o hmotnosti m’ = m/3 a poédtecni rychlosti v; =
= 12m-s~! narazi na konec jedné tyce a piilne k ni. Jak4 je
vyslednd Ghlova rychlost soustavy kiiZ + koule? Uvazujme
Ctyfi rizné trajektorie koule podle obr. 12.22: trajektorie 1 —
koule dopadd kolmo na ty¢, trajektorie 2 — koule dopada
v radidlnim sméru, trajektorie 3 — koule dopadd kolmo na
ty¢ v opacném smeéru nez v piipadé 1, trajektorie 4 — koule
dopada na ty¢ pod thlem 60° méfenym od kolmice k ty¢i.

a)i/
2

1
osa T>O\
otaceni 60°"4
3

~d

Obr. 12.22 Priklad 12.12. étyﬁ pevné spojené tyce se voln¢ otaceji
kolem svislé osy. Blativd koule muze dopadnout na ty¢ Ctyfmi
riznymi zpisoby a po dopadu zustane k ty¢i prilepena. Obrazek
predstavuje pidorysny pramét situace.

RESENI: Celkovy moment hybnosti L soustavy kiiz +
+ koule vzhledem k ose otaceni se béhem srazky koule s ro-

tujicim kiiZzem zachovava, tj.

L= 1L;. (12.46)




Indexy (i) a (f) predstavuji pocatecni a vyslednou hodno-

tu. Oznac¢me /I, moment setrvacnosti kiiZe vzhledem k ose
otaceni. Podle vztahu (f) v tab. 11.2 je

Iy = 4(md?).
Moment setrvacnosti blativé koule pfilepené na jedné z tyci
vzhledem k ose otacenti je Ipx = m’d?. Oznaéme jako L; mo-
ment hybnosti koule vzhledem k ose otidceni pfed dopadem
na ty¢ a wr vyslednou tihlovou rychlost soustavy. Pomoci
znamého vztahu L = [w piepiSeme rovnici (12.46) do tvaru
I wf + Igowr = Irw; + L,

atedy

(3md*or + (m'd*)or = Gmd®)w; + Li. (1247)

Dosadime m = 3m’ a w; = —2,0rad/s a ziskanou rovnici
vyfesime vzhledem k neznamé wy:

wr (4m'd*(—2rad-s™") + Li). (12.48)

~ Sm'd?

Velikosti L; pro trajektorie 1 a 3 vypoéteme pomoci
rov. (12.28), kde r| = d a v = v;. Pro pripad 2 pouZijeme
rov. (12.28) s r; = 0. U trajektorie 4 vyuZijeme rov. (12.27),
kde poloZime r = d av; = vj cos 60°.Znaménko veli¢iny L;
urcime tak, Ze sestrojime polohovy vektor dopadajici koule
a zjistime, kterym smérem se otaci pii dopadu koule na kiiz.
Je-li zjistény smér otaceni souhlasny se smérem otdceni ho-
dinovych rucicek, je hodnota L; zdpornd, v opacném piipadé
je kladnd. Dostavame:

drdha 1: L; = —m/dv;; drdha?2: L; = 0;
drdha 3: L; = m’dv;;  drdha4: L; = m’dv; cos 60°.

Dosazenim zadanych Ciselnych hodnot vypocteme L; pro
kazdy z pfipadu 1 az 4 a vysledek dosadime do rov. (12.48).
Nakonec dostdvame

drdha 1: wf = —4,0rad-s™';
drdha 2: wf = —1,6rad-s™';
drdha 3: wf = 0,80T1ad-s™';

draha 4: w; = —0,40rad-s™'.  (Odpovéd)
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12.9 KVANTOVANY MOMENT
HYBNOSTI

Rikdme, Ze fyzikalni veli¢ina je kvantovana, miiZe-li na-
byvat jen urcitych hodnot, jejichz mnoZina je diskrétni.
Vsechny ostatni hodnoty jsou zakdzany. Prozatim jsme se
setkali se dvéma ptiklady kvantované veli¢iny z oblasti
fyziky mikrosvéta: kvantovani hmotnosti (1. 2.9) a energie
(¢1.8.9). Tretim ptikladem, spadajicim rovnéZ do mikro-
svéta, je moment hybnosti.

Elementarni castice, jakymi jsou napfriklad elektron
nebo proton, maji vZdy jisty vnitini (spinovy) moment hyb-
nosti, jako by se neustdle otacely okolo své osy jako kaca.
(Ve skute¢nosti se nejednd o zaddné otaceni v mechanickém
smyslu. Spinovy moment hybnosti je veli¢ina daleko abs-
traktnéjsi neZ tfeba moment hybnosti kaci, ktery postihuje
jeji skutecné otdceni.) Spinovy moment hybnosti S je kvan-
tovan, jeho slozka v libovolném sméru (ktery oznacime z)
je dana vztahem

S. = myh, (12.49)

kde i = 1,056-10734J.s je redukovand Planckova kon-
stanta a my je kvantové Cislo. V piipadé elektronti, protond,
pozitrond a antiprotoni nabyva toto ¢islo pouze dvou hod-
not: —i—% a— % Je-limy; = —i—%, fikame, Ze Castice ma spin
nahoru a jeji spinovy moment hybnosti je S, = +%h. Je-li
mg = —%, ma spindolita S; = —%h.

Pri srazkach a reakcich elementarnich Castic (zahrnu-
jicich i zmény jejich identity) na jiné elementdrni Castice
se spinovy moment hybnosti jejich soustavy zachovava.
Napfriklad se mlzZe stat, Ze pfi sraZce protonu (p) a antipro-
tonu (p) obé Castice anihiluji a vzniknou jiné elementarni
Céstice, a to 4 kladné piony (7 ) a 4 zdporné piony (77 ~):

p+p—dnt +4an—.

Vsechny piony maji m; = 0. Po anihilaci p 4+ p podle této
reakce je celkovy spinovy moment hybnosti soustavy nulo-
vy. Pfi anihilaci se vSak celkovy spinovy moment hybnosti
zachovava. Mé-li tedy uvedend reakce probéhnout, musi
mit proton a antiproton spiny orientovany opacné (jeden
nahoru, druhy doli), aby jejich soucet byl roven nule.
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PREHLED & SHRNUTI

Valivy pohyb teles
Pro kolo o poloméru R valici se bez klouzani plati

vr = wR, (12.2)

kde vr je rychlost stfedu kola a w je Ghlova rychlost kola (vzhle-
dem k libovolnému bodu, napt. k jeho stfedu). Valeni kola 1ze
také popsat jako otdceni kolem okamZité osy rotace prochazejici
bodem dotyku P kola s podlozkou. Uhlovi rychlost otd&eni kola
kolem tohoto bodu je stejnd jako kolem stfedu kola. Valici se
kolo m4 kinetickou energii

Ex = JIrw® + fmug, (12.5)

kde I7 je moment setrvacnosti kola vzhledem k ose vedené jeho
sttedem a m je jeho celkovd hmotnost.

Moment sily jako vektor
Moment sily M je vektorovd veliCina definovand vzhledem
k pevnému bodu (obvykle pocatku soustavy soufadnic) vztahem

M=rxF, (12.21)

kde F je sila piisobici v bodé o polohovém vektoru r vzhledem
k vztaznému bodu (naprt. pocatku soustavy soufadnic). Velikost
vektoru M je dana vztahem

M=rFsing=rF . =r.F, (12.22-12.24)

kde ¢ je thel mezi vektory F ar, F je slozka vektoru F v roviné
kolmé k vektoru rar je rameno sily F. Smér vektoru M je uren
pravidlem pravé ruky pro vektorovy soucin.

Moment hybnosti cdstice

Moment hybnosti L Castice s hybnosti p, hmotnosti m a rych-
losti v je vektorovd veli¢ina definovand vzhledem k pevnému
bodu (vétSinou pocatku soustavy soufadnic) vztahem

L=rxp=m(rxv). (12.25)

Velikost vektoru L je

L =rmvsing =rp; =rmvy =rip=rymv,
(12.26-12.28)
kde ¢ je Ghel mezi vektory ra p, p, a v, jsou slozky vektort p
a v v roving€ kolmé k r a r| je vzdélenost vztazného bodu od
vektorové pfimky hybnosti p. Smér momentu hybnosti L je ddn
pravidlem pravé ruky.

Druhy Newtoniiv zdkon pro tthlové veli¢iny
Druhy Newtonlv zdkon pro ¢dstici 1ze pomoci thlovych veli¢in
zapsat ve vektorovém tvaru takto:

dL
5= ZM, (12.30)

kde Y~ M je vysledny moment vSech sil psobicich na ¢astici
a L je jeji moment hybnosti.

Moment hybnosti soustavy Cdstic
Moment hybnosti L soustavy castic je vektorovym souctem mo-
menti hybnosti jednotlivych ¢astic:

n
L=L1+L2+L2+...+Ln=ZLL~. (12.35)
i=1

Jeho ¢asovd zména je ddna vektorovym souctem momentl vSech
vnéjsich sil pisobicich na ¢astice soustavy (tj. momentu sil po-
pisujicich pasobeni objekti, které do soustavy nejsou zahrnuty,
na Castice soustavy):

(12.37)

Moment hybnosti tuhého télesa
Slozka momentu hybnosti tuhého télesa otdcejiciho se kolem
pevné osy do sméru této osy je

L=lo. (12.39)

Zdkon zachovdani momentu hybnosti
Moment hybnosti L soustavy se zachovava, je-li vysledny mo-
ment vnéjsich sil ptisobicich na soustavu nulovy (zakon zacho-
vani momentu hybnosti):

L = konst., (12.40)

nebo

L = L. (12.41)

Zakon zachovani momentu hybnosti je jednim ze zdkladnich
zdkonli zachovani. Jeho platnost byla ovéfena i pro soustavy,
v nichZ Newtonovy zdkony v klasickém tvaru neplati (napt. ¢ds-

s w2

tice pohybujici se velkymi rychlostmi, subatomarni Castice).

Kvantovany moment hybnosti
Spinovy moment hybnosti S elementdrnich ¢astic je kvantovan.
Jeho slozka v libovolném sméru md velikost

S = m;h, (12.49)

kde i = 1,056-1073*J.s je redukovana Planckova konstanta
amg je kvantové Cislo. Orientace spinu nahoru, resp. dolii odpo-
vidaji hodnotdm m = —|—%, resp. — % Spinovy moment hybnosti
soustavy elementdrnich Castic se zachovava pfi jejich srazkach
nebo reakcich.
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OTAZKY

1. Kvédr na prvnim z obr. 12.23 klouZe doli po dokonale hladké
naklonéné roving s tthlem sklonu 6. Koule na vedlej$im obrazku
ma stejnou hmotnost jako kvadr a bez klouzéni se vali po na-
klonéné roviné se stejnym thlem sklonu. Ob¢ télesa byla po na-
klonéné rovin€ volné vypusténa z bodu A a dorazila do bodu B.
(a) Rozhodnéte, zda tihova sila ptisobici na kvadr vykonala pri
jeho pohybu z bodu A do bodu B vétsi, mensi, nebo stejnou
préci jako tihovad sila ptisobici na kouli. (b) Které z obou téles
ma v bodé B vétsi kinetickou energii pfipadajici na posuvny
pohyb? (c) Které z nich md v bodé B vétsi rychlost?

Obr. 12.23 Otdzka 1

2. Délovd koule a détskd kulicka se vali bez klouzdni po naklo-
néné roviné. Obe télesa byla zpodatku v klidu. (a) Rozhodnéte,
zda doba, za kterou dorazi délova koule na konec naklonéné
roviny, je veétsi, mensi, ¢i stejnd jako v piipadé malé kulicky.
(b) Zjistéte, zda cast kinetické energie délové koule pripadajici
na jeji posuvny pohyb je vétsi, mensi, nebo stejnd jako u kulicky.
3. Délovd koule se vali bez klouzani nejprve po naklonéné ro-
viné o Ghlu sklonu 6, poté po jiné roviné stejné vysky, avsak
s men$im thlem sklonu. Rozhodnéte, zda (a) doba potifebna k do-
sazeni konce naklonéné roviny a (b) kinetickd energie posuvného
pohybu na konci naklonéné roviny je pfi druhém experimentu
vétsi, mensi, nebo stejna jako v prvnim pripadé.

4. Dva plné vélce, mosazny a dievény, maji shodny polomér
i hmotnost (dfevény valec je tedy delsi). Oba jsou volné vy-
pustény po naklonéné roviné a vali se bez klouzani. (a) Dorazi
néktery z nich na konec naklonéné roviny drive? Pokud ano,
ktery? (b) Pro dalsi pokus byly valce upraveny tak, aby mély stej-
nou délku a hmotnost. Dfevény valec byl zkracen a v mosazném
vélci byl podél osy jeho rotacni symetrie vyvrtan otvor vhodného

pruméru. Jak dopadne zavod valct po naklonéné roviné nyni?

5. Skladnice na obr. 12.24 vali valcovy soudek pomoci desky
o délce L. Soudek se vali bez klouzani a urazi drahu L /2. Deska
po povrchu na soudku rovnéz neklouze. (a) Jak dlouhd ¢ast desky
pfisla béhem pohybu do styku s povrchem soudku? (b) Jakou

vzddlenost pfitom usla skladnice?

Obr. 12.24 Otdzka 5

6. Polohovy vektor ¢astice r, vztazeny k bodu O, ma délku 3 m.

Na ¢astici ptisobi sila F o velikosti 4 N. Jaky tGhel sviraji vektory r
a F, jestliZze velikost momentu sily vzhledem k bodu O (a) je
nulovd, (b) ma hodnotu 12 N-m?

7. Na obr. 12.25 je rozmisténo pét vztaznych bodd, jejichZ po-
lohy jsou uréeny soufadnicemi (x, y). Castice, kterd je v ob-
rdzku rovnéz zakreslena, se pohybuje stdlou rychlosti v. Sefadte
vztazné body sestupné podle velikosti odpovidajiciho momentu
hybnosti Céstice.

Obr. 12.25 Otédzka 7

8. (a) V kontrole 4 se ¢astice 1 a 2 pohybuji rovnomérné po
kruZnicich. V obou pfipadech uréete moment dostiedivé sily
vzhledem k bodu O. (b) Céstice 3,4 a 5 se pohybuji po pfimkéch
zleva doprava. Pro kaZdou z nich rozhodnéte, zda velikost jejiho
momentu hybnosti vzhledem k bodu O roste, klesa, nebo zustava
stejna.

9. Na obr. 12.26 jsou znazornény tfi stejné ¢astice pohybujici se
ve vyznaCenych smérech stejné rychle. Tyto Castice tvoii sou-
stavu. Vztazné body A, B, C a D lezi ve vrcholech ctverce,
bod E je v jeho stfedu. Sefadte body (sestupné) podle velikosti
celkového momentu hybnosti soustavy ¢astic.

e
—_—

Obr.12.26 Otdzka 9

10. Nasledujici funkce predstavuji casovou zdvislost momentu
hybnosti ¢astice ve Ctyfech riznych situacich: (1) L(¢) = 3¢ +
+4,(2) L@t) = —6t%, (3) L(t) = 2, (4) L(t) = 4/t. Ve které
z nich je vysledny moment sil ptisobicich na ¢astici (a) nulovy,
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(b) kladny a konstantni, (c) zdporny s rostouci velikosti (pro
t > 0), (d) zdporny s klesajici velikosti (pro ¢ > 0)?

11. Bolaso se skldda ze tfi té¢zkych kouli spojenych tfemi stejné
dlouhymi pevnymi lany (obr. 12.27). S pfedmétem se zachdzi
takto: jednu kouli drZzime nad hlavou a zbyvajici dvé rozto-
¢ime tak, aby obihaly po kruZnici (obr. 12.27a). V urcitém oka-
mziku stfedni kouli uvolnime. RozloZeni kouli se zméni podle
obr. 12.27b. Rozhodnéte, zda se (a) moment hybnosti a (b) th-
lovd rychlost bolasa béhem této zmény zvEtsi, zmensi, piipadné

nezméni.
C

(@) ®

Obr.12.27 Otédzka 11
12. Brouk sedi na obvodu kolotoce, ktery se otd¢i proti sméru
chodu hodinovych ruéicek. V ur¢itém okamziku zacne brouk 16zt
po obvodu ve sméru otaceni. Rozhodnéte, zda ndsledujici veli-
¢iny pfi pohybu brouka rostou, klesaji, nebo se neméni: (a) mo-
ment hybnosti soustavy koloto¢ + brouk, (b) moment hybnosti
a thlova rychlost brouka a (c) moment hybnosti a Ghlova rych-
lost kolotoce? (d) Jak se zméni odpovédi na predchozi otizky,
poleze-li brouk proti sméru otaceni kolotoce?

13. Spodni kotouc na obr. 12.28 se volné otd¢i kolem vyznacené

=/

Obr.12.28 Otédzka 13

osy proti sméru chodu hodinovych rucicek. Jeho moment hyb-
nosti vzhledem k jeho ose otaeni je 50 jednotek. Ctyfi dali
rotujici kotouce jsou postupné spustény po ose a dopadnou na
spodni kotou¢. Jejich momenty hybnosti pfed dopadem jsou

(1) 20 jednotek ve sméru otdceni hodinovych ruciéek, (2) 10 jed-
notek proti sméru otaceni hodinovych rucicek, (3) 10 jednotek
ve sméru otdceni hodinovych rucicek a (4) 60 jednotek ve sméru
otaceni hodinovych ruéic¢ek. Po dopadu se kotouce vlivem tre-
cich sil spoji a celek se nakonec otdci stejnou Ghlovou rych-
losti. (a) Jaky je vysledny moment hybnosti soustavy kotoucu?
(b) V jakém poradi je tfeba kotouce ptidavat, aby nastal okamzik,
kdy je Ghlova rychlost spojenych kotouc¢t nulova?

14. Vodorovnd obdélnikovd deska na obr. 12.29 se muze ota-
Cet kolem svislé osy prochdzejici jejim sttedem O. Zpocdatku
je deska v klidu. Dité hazi na desku stejné kousky zZvykacky,
které se s ni po dopadu spoji. V obrazku jsou vyznaeny mozné
trajektorie kouskt dopadajicich na desku ve vyznacenych bo-
dech jejiho obvodu. Velikost rychlosti Zvykacek bezprostredné
pfed dopadem je rovnéZ stejnd. (a) Sefadte vyznacené trajektorie
podle velikosti tthlové rychlosti, kterou se budou otdcet soustava
deska + Zvykacka po dopadu Zvykacky. (b) Pro kterou z nich
bude moment hybnosti desky s kouskem Zvykacky zaporny?

1

—_—
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Obr.12.29 Otdzka 14

15. Jojo na obr. 12.30 je zpocdtku v klidu. Promyslete, jak se
bude pohybovat, bude-li na vldkno pusobit taznd sila (a) F»,
jejiz vektorova ptimka prochazi bodem dotyku joja s podlozkou,
(b) Fi s vektorovou pfimkou lezici nad bodem dotyku, (c) F3
s vektorovou piimkou prochdzejici vpravo od bodu dotyku.

[

Obr.12.30 Otdzka 15

CVICENI

ODST. 12.1 Valeni

1C. Tenkosténna trubice se vali po podlaze. Urcete pomér ki-
netické energie jejtho posuvného pohybu a kinetické energie
otac¢ivého pohybu vzhledem k jeji podélné ose.

2C. Prstenec o hmotnosti 140kg se vali po vodorovné podla-

vykonat, aby se prstenec zastavil?
3C. Automobil jede rychlosti 80,0km/h. (a) Urcete thlovou

& vLony

rychlost pneumatik vzhledem k jejich osam, vite-li, Ze primér
pneumatiky je 75,0 cm. (b) Ridi¢ automobilu zastavil bez pro-
kluzu kol. Od okamZiku, kdy zacal rovnomérné brzdit, vykonala
kola 30,0 otacek. Urcete jejich tihlové zrychleni. (c) Jakou drahu
automobil béhem brzdéni urazil?

4C. Vuz o hmotnosti 1 000 kg mé ¢tyfi kola. Hmotnost kazdého

z nich je 10kg. Jaka Cast celkové kinetické energie vozu pripada
na otacivy pohyb jeho kol? Pfi vypoctu momentu setrvacnosti



povazujeme kolo za homogenni kotouc. Pro¢ nepotiebujete znat
polomér kol?

5C. Kolo o poloméru 0,250 m se vali bez klouzdni s pocatecni
rychlosti 43,0 m-s~! a zastavi se na draze 225 m. Vypoltéte jeho
(a) zrychleni a (b) Ghlové zrychleni. (c) Moment setrvacnosti
kola vzhledem k ose vedené jeho stfedem je 0,155 kg-m?. Vy-
poctéte vzhledem k této ose moment tiecich sil, které na kolo pri
brzdéni pusobi.

6C. Automobil o celkové hmotnosti 1700 kg se rozjizdi z klidu
a za dobu 10 s dosdhne rychlosti 40 km/h. Kazdé jeho kolo po-
vazujeme za homogenni kotou¢ o hmotnosti 32kg. Vypoctéte
(a) kinetickou energii otia¢ivého pohybu kazdého kola vzhledem
k jeho ose, (b) celkovou kinetickou energii kazdého kola, (c) cel-
kovou kinetickou energii automobilu na konci desaté sekundy
pohybu.

7C. Homogenni koule se vali doli po naklonéné roviné. (a) Jak
valo se zrychlenim o velikosti 0,10g? (b) Jaké by bylo zrychleni
télesa, které by po této naklonéné roviné klouzalo bez tfeni?

8C. Plné koule o hmotnosti 4,00 kg se vali vzhiiru po naklonéné
velikost 5,0m-s~!. (a) Vypoltéte pocatecni kinetickou energii
koule. (b) Jakou drdhu koule po naklonéné roviné urazi, nez
vystoupi do bodu obratu? (c) Zdvisi odpovéd na otdzku (b) na
hmotnosti koule?

9U. Na kolo o hmotnosti 10kg a poloméru 0,30m plsobi
stald vodorovnd sila o velikosti 10N (obr. 12.31). Kolo se vali
bez klouzani po vodorovné roviné a zrychleni jeho téziste je
0,60m-s~2. (a) Urlete velikost a smér tfeci sily plisobici na
kolo. (b) Vypoctéte moment setrvacnosti kola vzhledem k ose

10N

Obr.12.31 Uloha 9

10U. Automobil jede rychlosti 80 km/h ve sméru kladné osy x.
Priimér pneumatik je 66 cm. Ve vztazné soustavé spojené s au-
tomobilem urcete rychlost a zrychleni (a) stfedu kola, (b) bodu
na vrcholu pneumatiky, (c) bodu dotyku pneumatiky se silnici.
(d) leohy (a), (b) a (c) feste i ve vztazné soustaveé spojené se
silnici.

110. Téleso o poloméru R a hmotnosti m se vali bez klouzani
po vodorovné podlaze rychlosti v. V urcitém okamziku najede
na naklonénou rovinu a za¢ne podél ni stoupat. Bod obratu lezi
ve vySce h = 3v2/(4g) nad Grovni podlahy. (a) Urcete mo-

(b) O jaké téleso se pravdépodobné jednd?
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120. Homogenni koule je uvolnéna z klidové polohy v nej-
vy$$im bode drdhy zndzornéné na obr. 12.32 a vali se po ni
bez klouzani. Draha kon¢i nad bodem A, ktery je v obrdzku
vyznacen. V okamziku, kdy koule opusti drahu, ma jeji rychlost
vodorovny smér. Pro hodnoty H = 6,0m a & = 2,0 m zjistéte,
jak daleko od bodu A dopadne koule na podlahu.

4—3‘9‘

A

Obr. 12.32 Uloha 12

130. Kuli¢ka o poloméru r a hmotnosti m se miZe valit bez
klouzani po vnitinim povrchu nadoby polokulového tvaru o po-
loméru R. Kuli¢ku uvolnime z klidové polohy na okraji nddoby.
(a) Urcete jeji kinetickou energii v nejnizsim bodé trajektorie.
(b) Jaka cast vypoctené hodnoty odpovidd otdcivému pohybu
kovou silu, jiz piisobi kulicka na polokouli v nejniz$im bodé své
trajektorie. Predpoklddejte, Ze polomér kulicky » je mnohem

mensi neZ polomér nadoby R.

140. Vilec o poloméru 10 cm a hmotnosti 12 kg byl volné pus-
tén po Sikmé stiese se sklonem 30° (obr. 12.33) a vali se po ni bez
klouzani. Poté, co urazi drahu 6,0 m, dospéje k okapu a spadne.
(a) Urcete jeho thlovou rychlost vzhledem k ose vedené jeho

sa

Obr. 12.33 Uloha 14
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150. Mala plna kulicka o hmotnosti m a poloméru r se vali
bez klouzdni po naklonéné roviné zakoncené smyckou podle
obr. 12.34. Kulicka byla uvolnéna ve vysce h nad trovni vodo-
rovné podlahy. (a) Urcete nejmensi hodnotu £, pfi které kulicka
jesté projde vrcholem smycky. Polomér R smycky je mnoho-
ndsobné veétsi nez polomér r kulicky. (b) Pro hodnotu 7 = 6R
vypoététe vodorovnou slozku sily, kterou piisobi drdha na ku-
licku v bodé Q.



322 KAPITOLA 12 VALENI, MOMENT SILY A MOMENT HYBNOSTI

Obr. 12.34 Uloha 15

16U. Koule o poloméru R = 11 cm byla vrZena po vodorovné
podlaze s po&itecni rychlosti vg = 8,5m-s~! a nulovou po&i-
tecni Ghlovou rychlosti wy = 0. Koeficient dynamického treni
mezi kouli a podlahou je 0,21. Zpocatku koule po podlaze klouze.
Vlivem dynamické treci sily (obr. 12.35) Fy4 a jejiho nenulového

14
Fy T

Obr. 12.35 Uloha 16

Mvew

momentu vzhledem k t€Zisti je nenulové jak zrychleni tézisté
koule, tak jeji thlové zrychleni. Velikost rychlosti posuvného
pohybu koule v klesd a jeji Ghlova rychlost w naopak roste.
V urcitém okamziku prestane koule po podlaze klouzat a zacne
té chvile pfestanou ménit. (a) Zapiste vztah mezi ,,ustdlenymi‘
hodnotami vr a w. Zjistéte, (b) s jakym zrychlenim se pohy-
okamziku, neZ se zacala valit bez klouzani. (d) Jak dlouho koule
klouzala a (e) jakou drahu pfitom urazila? (f) UrCete hodnotu vy
v okamZiku, kdy se koule zacala valit.

ODST. 12.2 Jojo

17C. Jojo o hmotnosti 120 g m4 moment setrvaénosti 950 g-cm>
Polomér jeho osicky 3,2 mm a vldkno ma délku 120 cm. Jojo
je zpocatku v klidu a po uvolnéni se odvaluje podél vldkna
dold. (a) Urcete jeho zrychleni. (b) Uréete okamzik, kdy jojo
dospéje na konec vlakna, a zjistéte hodnoty ndsledujicich veli¢in
v tomto okamziku: (c) rychlost, (d) kinetickou energii posuvného
pohybu, (e) kinetickou energii otacivého pohybu, (f) Ghlovou
rychlost.

180. Predpokladejme, Ze na rozdil od predchoziho cviceni ne-
bylo jojo uvolnéno z klidové polohy, ale vrZeno svisle doli
po&ateéni rychlosti o velikosti 1,3 m-s™!. (a) Za jak dlouho do-
razi jojo na konec vldkna nyni? Vypoctéte v tomto okamziku
jeho (b) celkovou kinetickou energii, (c) rychlost, (d) kinetickou
energii posuvného pohybu, (e) Ghlovou rychlost a (f) kinetickou
energii ota¢ivého pohybu.

ODST. 12.3 Jesté jednou moment sily
19C. Pror = xi+ yj+zk a F = F,i + F,j+ F k dokaite, Ze
moment sily M = r x F je dan vztahem

Mz(sz_ZFy)"‘F(ZFx_sz)j+(XFy_ny)k-

20C. Dokazte nasledujici tvrzeni: Primét momentu sily M =
= r x F do roviny vektort r a F je nulovy.

21C. Namaly micek umistény v bodé (—2,0 m; 0; 4,0 m) ptisobi
sila F, ktera ma nenulovou pouze jedinou slozku. Urcete velikost
a smér momentu této sily vzhledem k pocatku soustavy soufad-
nic v ndsledujicich pfipadech: (a) Fy = 6,0N, (b) F, = —6,0N,
(¢) F;=6,0Na(d) F, = —6,0N.

22C. Nacastici v bodé o soutradnicich (0; —4,0 m; 3,0 m) ptisobi
(a) sila Fy o slozkdch F|, =2,0Na Fj, = Fi; =0, (b)sila F,
o slozkidch Fpx = 0, I, = 2,0N a F,; = 4,0N. V obou
pripadech vypoctéte velikost a smér momentu sily vzhledem
k pocétku soustavy souradnic.

230. Sila F = (2,0N)i — (3,0N)k pisobi na kaminek, jehoz
poloha vzhledem k pocédtku soustavy soufadnic je dana vek-
torem r = (0,50 m)j — (2,0 m)k. Vypoctéte moment této sily
(a) vzhledem k pocdatku soustavy souradnic, (b) vzhledem k bodu
o soufadnicich (2,0 m; 0; —3,0m).

24U. Na &stici v poloze urcené soufadnicemi (3,0 m; —2,0 m;
4,0m) pasobi (a) sila F; = (3,0N)i — (4,0N)j + (5,0N)k,
(b) sila F, = (—3,0N)i — (4,0N)j — (5,0N)k, (c) vyslednice
sil Fy a F,. Ve vSech pfipadech vypoctéte moment sily vzhledem
k pocétku soustavy souradnic.

25U. Na &dstici v bodé o soufadnicich (0; —4,0m; 5,0 m) pa-
sobi sily Fi = (3,0N)k a F, = (—2,0N)j. Vypoctéte jejich
vysledny moment vzhledem k pocétku soustavy souradnic.
26U. Na &stici o poloze r = (3,0m)i + (4,0 m)j plsobi sila
F = (—8,0N)i + (6,0 N)j. Vypoctéte (a) moment této sily vzhle-
dem k pocatku soustavy souradnic a (b) thel mezi vektory r a F.

ODST. 12.4 Moment hybnosti

27C. Soustava na obr. 12.36 je sloZena ze dvou pohybujicich
se téles. Vypoctéte jeji celkovy moment hybnosti vzhledem
k bodu O.

6,5kg
]—l> 2,2m/s
L.5m 3,6 m/s
‘-L 2,8m
0 3,1kg

Obr.12.36 Cviceni 27

28C. Letadlo o hmotnosti 1200kg leti rychlosti 80 m-s~!. Leti
po pifimce ve stdlé vySce 1,3km nad zemi. Vypoctéte velikost
jeho momentu hybnosti vzhledem k bodu, ktery leZi na zemském
povrchu pifimo pod nim.

29C. Cistice o hmotnosti 2,0kg je pravé v poloze urené vekto-
rem r (r = 3,0m) a ma rychlost v (v = 4,0m-s!) (obr. 12.37).
Sila F (F = 2,0N), kterd na ni piisobi, leZi v rovin€ vektori rav.
Vypoctéte vzhledem k pocatku soustavy souradnic (a) moment
hybnosti ¢astice a (b) moment sily F.
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30C. Pomoci rov. (12.26) Ize ze zadanych hodnot r, p a ¢ urcit
moment hybnosti éastice. V nékterych pripadech jsou vSak misto
velikosti vektorll r a p a Ghlu mezi nimi zadany pouze jejich
slozky (x, y, z) a (vx, vy, ;). (a) DokaZte, Ze sloZky momentu
hybnosti ¢dstice L jsou ddny vztahy L, = m(yv; — zvy), L, =
= m(zvy — xv;) a L; = m(xvy — yvy). (b) DokaZte, Ze pfi
pohybu ¢astice v roviné xy ma jeji moment hybnosti nenulovou
jediné z-ovou sloZzku.

31C. Céstice m4 v bod& o polohovém vektoru r = 2,0i — 2,0k
(v metrech) rychlost v = —5,0i 4+ 5,0k (v m/s) a pusobi na ni
sila F = 4,0j (v newtonech). Vypoctéte (a) moment hybnosti
Castice a (b) moment sily F, oboji vzhledem k pocatku soustavy
souradnic. (7ip: Viz cvic. 19 a 30.)

32U. Clovék o hmotnosti 84 kg stoji na rovniku. Jaka je velikost
jeho momentu hybnosti vzhledem ke stfedu Zemé?

33U. Soustava je tvorena dvéma stejné hmotnymi césticemi,
které se pohybuji opaénymi rychlostmi o velikosti v. Vzdale-
nost jejich pfimkovych trajektorii je d. (a) Vyjddfete velikost
momentu hybnosti soustavy vzhledem k bodu lezicimu upro-
stfed mezi obéma trajektoriemi pomoci veli¢in m, v a d. (b) Jak
se zméni velikost momentu hybnosti, zvolime-li jiny vztazny
bod? (c) Jak se zméni odpovéd na otdzky (a) a (b), budou-li se
Castice pohybovat po piimkach souhlasné?

34U. Téleso o hmotnosti 2,0 kg se pohybuje v roviné xy
rychlosti v o slozkdch v, = 30ms™' a v, = 60ms~!.
V uréitém okamziku prochédzi bodem o soufadnicich (x, y) =
= (3,0m; —4,0m). (a) Urcete v tomto okamZiku moment hyb-
nosti télesa vzhledem k pocdtku soustavy soufadnic. (b) Vy-
poctéte moment hybnosti t€lesa v tomtéz okamziku, avSak vzhle-
dem k bodu (—2,0m; —2,0 m).

35U0. (a) Pomoci udaji v dodatcich vypoctéte velikost celko-
vého momentu hybnosti soustavy planet pfi jejich obéhu ko-
lem Slunce. Slunce povaZujte za vztazny bod. (b) Jak velky
je moment hybnosti samotného Jupiteru a jakou ¢ést velikosti
celkového momentu hybnosti predstavuje?

ODST. 12.5 Véta o momentu hybnosti

36C. Cistice o hmotnosti 3,0 kg md v bodé o soufadnicich x =
=3,0may = 8,0mrychlostv = (5,0m-s~1)i — (6,0m-s™)j.
Na ¢astici pasobi sila F o velikosti 7,0 N ve sméru zdporné osy x.
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(a) Vypoctéte jeji moment hybnosti vzhledem k pocatku soustavy
souradnic. (b) Urcete moment sily F vzhledem k pocatku sou-
stavy soufadnic. (c) Jak rychle se méni moment hybnosti ¢astice?
(Rychlost zmény fyzikalni veli¢iny urcuje jeji Casova derivace.)
37C. Na castici plsobi dvé sily. Moment prvni sily, ozna-
ceny M a vztaZeny k pocdtku soustavy souradnic, ma velikost
2,0 N-m a sméfuje podél kladné osy x. Moment druhé sily, M»,
ma velikost 4,0 N-m a je rovnobézny se zdpornym smérem osy y.
Urcete velikost a smér vektoru dL/d¢, predstavujiciho ¢asovou
derivaci momentu hybnosti ¢astice, vztaZeného rovnéZ k pocdtku
soustavy soufadnic.

38C. V kazdém z nasledujicich piipadii urete moment sily,
kterd plsobi na ¢dstici pohybujici se v roviné xy, zndte-1i jeji
moment hybnosti vzhledem k pocétku soustavy soufadnic:

(a) —4,0kg-m?/s,
(b) —4,0¢% kg-m?/s,

(c) —4,04/t kg-m?/s,
(d) —4,0/1> kg-m?/s.

39C. Auticko o hmotnosti 3,0 kg jede podél osy x. Casovd zavis-
lost jeho rychlosti je ddna funkci v, = —2,0r> m-s~!.V obecném
okamziku ¢ > 0 vyjadrete (a) moment hybnosti auticka vzhle-
dem k pocétku soustavy souradnic a (b) moment sily, kterd na né
pusobi, vzhledem k témuZz vztaznému bodu. Opakujte vypocet
(a) a (b) pro vztazny bod o soufadnicich (c) (2,0m; 5,0 m; 0),
(d (2,0m; —5,0m, 0).

40U. V okamziku 1 = 0 je poloha castice o hmotnosti 2,0kg
dédna polohovym vektorem r = (4,0 m)i — (2,0 m)j. Jeji rychlost
zdvisi na &ase vztahem v = (—6,0t* m-s~ )i + (3,0 m~s_])j.
Pro libovolny okamzik ¢+ > 0 vyjadfete (a) moment hybnos-
ti Cdstice, (b) vysledny moment sil, které na ni plsobi. Za
vztazny bod pro vypocet momentl zvolte pocatek soustavy sou-
fadnic. (c) Vypocet Casti (a) a (b) zopakujte pro vztazny bod
(—2,0m; —3,0 m; O m).

41U0. Kulka o hmotnosti m je vystfelena ze zemé pocatecni
rychlosti o velikosti vp pod eleva¢nim Ghlem 6. (a) Vyjddrete jeji
moment hybnosti vzhledem k mistu vystfelu v zdvislosti na ase.
(b) Jak rychle se moment hybnosti méni? (c) Vypoctéte velikost
vektoru r x F pfimo a porovnejte ji s vysledkem tlohy (b). Pro¢
jsou oba vysledky shodné?

ODST. 12.7 Moment hybnosti tuhého télesa vzhledem
k pevné ose

42C. Brusny kotou¢ s momentem setrvacnosti 1,2-1073 kg-m?
je pripojen k motoru, ktery na né&j pasobi silou s momen-
tem 16 N-m. UrCete (a) moment hybnosti kotouce vzhledem
k ose vedené jeho stiedem a (b) jeho tthlovou rychlost po uplynuti
doby 33 ms od zapnuti motoru.

43C. Velikost momentu hybnosti setrvacniku vzhledem k ose
vedené jeho stifedem se béhem 1,50 s zmensila z 3,00 kg-mzls
na 0,800 kg-m?/s. Téleso m4 vzhledem k této ose moment se-
trvaénosti 0,140 kg-m?. (a) Urete primérny moment sil, které
na setrvacnik pfi jeho brzdéni piisobily, vzhledem k ose otaceni.
(b) Vypoctéte celkovy tihel otoceni setrvacniku béhem brzdéni
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za predpokladu, Ze bylo rovnomérné. (c) Jakou praci vykonaly
brzdné sily? (d) Jaky byl jejich primérny vykon?

44C. Tri castice se stejnymi hmotnostmi m jsou navzajem spo-
jeny tfemi vldkny délky [ a pfipojeny k ose otaceni vedené bo-
dem O (obr. 12.38). Hmotnost vldken je zanedbatelnd. Soustava
Castic se otdci kolem této osy s tihlovou rychlosti w tak, Ze ¢dstice
leZi na pfimce. Pomoci veli¢in m, [ a o vyjadfete (a) moment
setrvacnosti soustavy vzhledem k bodu O, (b) moment hybnosti
prostedni ¢astice vzhledem k témuz bodu a (c) celkovy moment
hybnosti soustavy vzhledem k bodu O.

o m /\/A
-
S
/

Obr.12.38 Cviceni 44

45C. Homogenni ty¢ se otaci ve vodorovné roviné kolem svislé
osy vedené jejim koncem. Délka tyce je 6,00 m, tthova sila m4 ve-
likost 10,0 N. Ty¢ se otaci thlovou rychlosti 240 ot/min ve sméru
otaceni hodinovych rucicek pti pohledu shora. (a) Vypoctéte mo-
ment setrvacnosti tyCe vzhledem k ose otdceni a (b) jeji moment
hybnosti vzhledem k této ose.

46U. Na obr. 12.39 je znazornéno tuhé téleso, které se sklada
z kruhové obruce o poloméru R = 0,50m a hmotnosti m =
= 2,0kg a ze Ctverce vyrobeného ze Ctyr stejnych tenkych tyci
o délce R a hmotnosti m. T¢€leso se otaci konstantni thlovou
rychlosti kolem svislé osy s periodou 2,5 s. Vypoctete (a) moment
setrvacnosti télesa vzhledem k ose otaceni a (b) jeho moment

hybnosti vzhledem k této ose.

|~ 0sa otaceni

>

[A)

N
R 2R
4
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470. Kola A a B na obr. 12.40 jsou spojena neprokluzujicim
femenem. Polomér kola B je tfikrdt vétsi nez polomér kola A.
Uréete pomér momenti setrvacnosti kol I /I vite-li, Ze maji
(a) stejny moment hybnosti vzhledem k osdm otaceni, nebo
(b) stejnou kinetickou energii otacivého pohybu.

48U. Sila F (1) pusobi po kratkou dobu At na rotujici tuhé téleso
s momentem setrvacnosti /. Ukazte, Ze plati

/Mdl =FRAt = I (w5 — wy),

Obr. 12.40 Uloha 47

kde R je rameno sily, F primémé hodnota sily F v Easovém
intervalu At a wj, wr jsou thlové rychlosti télesa na zacatku a na
konci intervalu At. (Veli¢ina [ M dt = F RAt se nazyvé impulz
momentu sily, v analogii s impulzem sily F At.)

49U* Dva vilce s poloméry R; a R, se mohou volné otacet
kolem svych os (obr. 12.41). Odpovidajici momenty setrvacnosti
vzhledem k témto osdm jsou I a I,. Zpocatku se vétsi vdlec
otaci thlovou rychlosti wg. Mensi vélec je v klidu a v ur¢itém
okamZiku se dotkne vétsiho vdlce. Vlivem tieci sily se zacne
rovnéz roztacet. Po jisté dobé prestanou valce klouzat a od té
chvile se budou otacet stalymi Ghlovymi rychlostmi v opacnych
smérech. Vyjadrete Ghlovou rychlost w, mensiho vélce pomoci
veli¢in I, I, R1, Ry a wp. (Tip: Moment hybnosti soustavy
ani jeji kinetickd energie se nezachovavaji. Pouzijte vztah pro
impulz momentu sily z Glohy 48.)

I T~

¥ %
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ODST. 12.8 Zakon zachovani momentu hybnosti

50C. Rotor elektrického motoru ma vzhledem k ose své rotacni
symetrie moment setrvanosti I, = 2,0-1073 kg-m?. Motor je
umistén na palubé vesmirné sondy a slouzi ke zméné jeji orienta-
ce. Moment setrvacnosti sondy vzhledem k jeji ose, rovnobézné
s osou motoru, je I = 12kg-m?. Vypoltéte, kolik otdcek musi
rotor vykonat, aby se sonda pootocila kolem své osy o thel 30°.

2x 2

51C. Clovék stoji s upaZenyma rukama na desce, kterd se ot4¢i
bez tfeni thlovou rychlosti 1,2 ot/s. V kazdé ruce drzi zdvazi. Mo-
ment setrvacnosti soustavy cloveék+zdavazi+podlozka vzhledem
k ose otd¢eni mé hodnotu 6,0 kg-m?. Clovék piipaZi a zmensi tak
moment setrvacnosti soustavy na hodnotu 2,0 kg-m?. (a) Jakou
thlovou rychlosti se potom bude deska otacet? (b) Urcete pomér
vysledné a pocatecni kinetické energie soustavy. (c) Odkud se
vzala ,,pfebytecnd‘ kinetickd energie?

52C. Dva kotouce jsou pripojeny k ose pomoci loZisek a mo-
hou se volné otdcet bez tfeni. Posouvanim kotoucli podél osy
1ze docilit jejich spojeni v jedno téleso. (a) Prvni kotouc, jehoz
moment setrvaénosti vzhledem k ose otdcent je 3,3 kg-m?, byl
roztocen Ghlovou rychlosti 450 ot/min. Druhy kotou¢ s momen-



tem setrvacnosti 6,6 kg-m? md Ghlovou rychlost 900 ot/min. Ko-
touce se otaceji souhlasné. (a) Urcete spole¢nou thlovou rychlost
kotouct po jejich spojeni. (b) Zodpovézte otdzku (a) pro pfi-
pad, Ze se kotouce pred spojenim otaceji Ghlovymi rychlostmi
900 ot/min v opacnych smérech.

53C. Kolo se volné¢ otaci thlovou rychlosti 800 ot/min. Druhé
kolo md dvakrat vétsi moment setrvacnosti a je zpocatku v kli-
du. V jistém okamzZiku pripojime druhé kolo k hiideli prvniho
kola. Hfidel méd zanedbatelny moment setrvacnosti. (a) Urcete
vyslednou tihlovou rychlost soustavy kol na hfideli. (b) Urcete
zménu kinetické energie soustavy pri spojeni kol.

54C. Moment setrvacnosti rotujici hvézdy se zmensil na jednu
tfetinu své piivodni hodnoty. Urcete pomér vysledné a pocatecni
kinetické energie otac¢ivého pohybu hvézdy.

55C. Predpokladejme, Ze by Slunce spotfebovalo vSechno ja-
derné palivo a nahle se smrstilo v bilého trpaslika s polomérem
shodnym s polomérem Zemé¢. Jakd by byla nova perioda otaceni
Slunce za ptredpokladu, Ze by se pii smr§fovani neztratila Zddnd
sluneéni hmota? Soucasna perioda otdceni Slunce je asi 25 dni.

56C. Maly koloto¢ ma polomér 1,20 m a hmotnost 180 kg. Jeho
gyracni polomér (Gloha 58 v kap. 11) je 91,0 cm. Koloto¢ je
zpodatku v klidu. Chlapec o hmotnosti 44,0 kg bézi rychlosti
3,00m-s~! po piimé drize, kterd se dotykd obvodu kolotoCe.
V bodé dotyku hoch na koloto¢ naskoci. Zanedbejte tfeni v loZis-
cich a vliv hfidele kolotoce a vypoctéte (a) moment setrvacnosti
kolotoce vzhledem k ose otdceni, (b) moment hybnosti bézi-
ciho chlapce vzhledem k ose otdceni kolotoce a (c) vyslednou

uhlovou rychlost kolotoce a chlapce.

57C. Vodorovna kruhova deska se otaci bez tfeni kolem svislé
osy vedené jejim stfedem. Deska md hmotnost 150kg, polo-
mér 2,0m a moment hybnosti 300 kg-m? vzhledem k ose oti-
&eni. Clovék o hmotnosti 60 kg pomalu kra&i od obvodu desky
k jejimu stfedu. V okamziku, kdyZ se nachdzel na obvodu desky,
byla Ghlova rychlost soustavy deska + ¢lovek 1,5 rad/s. Urcete
thlovou rychlost soustavy v okamziku, kdy je ¢lovék vzdalen
od osy otdceni 0 0,50 m?

58C. Rifek bicyklového kola ma hmotnost 3,79 kg a polomér
34,7 cm. MiZe se otadet v loZisku bez tieni. Clovek stoji na
otocné stolicce a drzi kolo nad hlavou tak, aby jeho osa byla svis-
14. Kolo se otaci thlovou rychlosti 57,7 rad/s ve sméru chodu ho-
dinovych ruciéek pfi pohledu shora. Otocna stolicka je zpocatku
v klidu. Moment setrvacnosti soustavy kolo + clovék + stolicka
vzhledem ke spolecné ose ota&ent je 1,36 kg-m?2. Clovék volnou
rukou nahle zastavi otaceni kola (vzhledem ke stolicce). UrCete
vyslednou tthlovou rychlost (velikost a smér) soustavy. Moment
setrvacnosti loukoti a stfedniho loZiska kola zanedbejte.

59U. Dva bruslai o hmotnostech 50 kg se pribliZuji po rovno-
béznych pfimych drahidch vzddlenych o 3,0 m. Rychlosti brus-
lafti maji stejnou velikost 1,4 m-s~!, jsou viak opacné oriento-
vany. Prvni bruslar svird v rukou konec dlouhé tyce zanedba-
telné hmotnosti. Druhy bruslaf uchopi ty¢ v okamZziku, kdy ji
miji (obr. 12.42). Treni mezi bruslemi a ledem povaZujeme za
zanedbatelné. (a) Popiste kvantitativné pohyb bruslaiti po je-
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jich spojeni. (b) Ruckovanim podél tyce se bruslafi ptibliZili na
vzdélenost 1,0 m. Urcete vyslednou thlovou rychlost soustavy.
(c) Vypoctéte kinetickou energii bruslafi ve stavech (a) a (b).
(d) Odkud se vzala ,,pfebytecna* kinetickd energie?

Obr.12.42 Uloha 59

60U. Dvéd&tio stejnych hmotnostech m sedi na opacnych kon-
cich azké desky o délce L a hmotnosti m shodné s hmotnosti
ditéte. Deska se muze otdCet bez tfeni kolem svislé osy vedené
jejim stfedem. (a) Vypoctéte moment setrvacnosti desky s détmi
vzhledem k ose otaceni. (b) UrCete moment hybnosti soustavy,
otaci-li se thlovou rychlosti wy ve sméru otd¢eni hodinovych
rucicek pfi pohledu shora. Urcete smér vektoru momentu hyb-
nosti. (c) Behem otdceni se déti posunuly podél desky a zmensily
svou vzddlenost od osy otdeni na polovinu ptivodni hodno-
ty. Vyjadrete vyslednou tGhlovou rychlost soustavy pomoci wy.
(d) Vypoctéte zménu kinetické energie soustavy. Jak vznikla
»prebyte¢na“ kinetickd energie? P¥i vypoctech nahradte desku
tenkou tyci.

61U. Koleje détského vlacku lezi na velkém kole o hmotnosti m
a poloméru R, které se miZe volné otdCet bez tfeni kolem svislé
osy (obr. 12.43). Na kolejich stoji vldéek o hmotnosti m’. Sou-
stava je v klidu. Vlic¢ek uvedeme do pohybu rychlosti v vzhle-
dem ke kolejim. Vypoctéte Ghlovou rychlost w kola. Pfi vypoctu
nahradte kolo obrudi a zanedbejte hmotnost loukoti a stfedniho
loziska.

Obr. 12.43 Uloha 61

62U. Moucha o hmotnosti m se pohybuje proti sméru chodu
hodinovych rucic¢ek po obvodu kruhového talite, ktery se miize
bez tfeni otdcet kolem svislé osy. Talif md polomér R a moment
setrvacnosti /. Rychlost mouchy vzhledem k zemi je v, talif se
otaci thlovou rychlosti wy ve sméru chodu hodinovych rucicek.
Moucha se najednou zastavi. (a) Jaka je vysledna thlovd rychlost

talife? (b) Zachovala se mechanicka energie soustavy?
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63U. Dévce o hmotnosti m stoji na obvodu kolotoce o polo-
méru R a momentu setrvacnosti /. Koloto¢ se miiZe otacet bez
treni kolem svislé osy, zpocatku je vSak v klidu. Dévce hodi
kdmen o hmotnosti m’ vodorovnym smérem te¢né k obvodu
kolotoCe. Rychlost kamene vzhledem k zemi je v. Vypoctéte
(a) vyslednou thlovou rychlost kolotoce a (b) obvodovou rych-
lost dévcete na kolotoci.

64U. Gramofonova deska o hmotnosti 0,10 kg a poloméru
0,10 m se otaci kolem svislé osy vedené jejim stfedem thlo-
vou rychlosti 4,7 rad/s. Moment setrvacnosti desky vzhledem
k ose otdleni je 5,0-10~% kg-m?. Na desku spadne hrudka tmelu
o hmotnosti 0,020 kg a ziistane prilepena na jejim obvodu. UrCete

thlovou rychlost desky po dopadu tmelu.

65U. Tenkd homogenni ty¢ o délce 0,50 m a hmotnosti 4,0 kg se
miiZe otacet ve vodorovné roving kolem svislé osy vedené jejim
sttedem. Ty¢ je zpocatku v klidu. Na konec tyce narazi stiela
o hmotnosti 3,0 g. Dréha stfely je vodorovnd a svird s osou tyce
thel 60° (obr. 12.44). Stiela se do tyCe zaryje a roztoci ji Gthlovou
rychlosti 10 rad/s. Jakou rychlosti stfela do tyée narazila?

osa otaceni \

60°

Obr. 12.44 Uloha 65

66U. Moucha o hmotnosti m sedi na obvodu homogenniho ko-
tou¢e o hmotnosti 10,0m, ktery se mizZe volné oticet kolem
svislé osy vedené jeho stfedem. Zpocatku se kotou¢ s mouchou
otaci thlovou rychlosti wy. Moucha prejde po kotoudi smérem
k jeho stfedu a zastavi se v bod¢ vzddleném od stfedu o polovinu
poloméru kotouce. (a) Urcete zménu thlové rychlosti Aw sou-
stavy kotou¢ + moucha. (b) Vypoctéte pomer Ey/Ex o vysledné
a pocdtecni kinetické energie soustavy. (c) Jak vznikl piirdstek
kinetické energie?

67U. Homogenni kotou¢ o hmotnosti 107 a poloméru 3,0r se
miiZe volné otacet kolem pevné svislé osy vedené jeho stfedem.
Mensi homogenni kotou¢ o hmotnosti m a poloméru r leZi na
povrchu vétsiho kotouce tak, Ze jejich osy symetrie splyvaji.
Zpocétku se oba kotouce otaceji spolecné thlovou rychlosti o ve-
likosti 20 rad/s. Vlivem malé poruchy se mensi kotou¢ vychyli
ze své puvodni polohy a klouZe po velkém kotouci az k jeho
obvodu, kde se zachyti. Poté se oba kotouce opét otaceji spolec-
né, bez prokluzovani. (a) Vypoctéte vyslednou thlovou rychlost
velkého kotouce. (b) Vypoctéte pomér Ey ¢/ Ex ; vysledné a po-
¢atecni kinetické energie soustavy kotoucu.

68U. Znedisténi atmosféry pry muze zplsobit zvyseni praimérné
teploty a roztaveni poldrnich cepicek. Kdyby se poldrni ledové
Cepicky Zemé rozpustily a voda se vrdtila do svétového ocednu,
zvétsila by se hloubka ocednu asi o 30 m. Jaky vliv by tato zména
meéla na otaceni Zemé? Odhadnéte, jak by se zménila délka dne.

69U* Céstice o hmotnosti m klouZe po dokonale hladké
skluzavce na obr. 12.45. Narazi na homogenni svislou ty¢ a spoji
se s ni. Po ndrazu se ty¢ oto¢i kolem bodu O o thel 6. Vyjadrete
tento thel pomoci veli¢in uvedenych na obrazku.

o

Obr. 12.45 Uloha 69

70U* Dva mie o hmotnostech 2,00 kg jsou pfipevnény ke kon-
ciim tenké tyce délky 50,0 cm zanedbatelné hmotnosti. Ty¢ se
miZe otdcet bez tfeni kolem vodorovné osy vedené jejim stre-
dem. V okamziku, kdy ma ty¢ vodorovnou polohu, dopadne na ni
hrudka tmelu o hmotnosti 50,0 g rychlosti 3,00 m-s~! a zlistane
s ni spojena (obr. 12.46). (a) Urcete vyslednou thlovou rychlost
tyce. (b) Vypoctéte pomér vysledné a poc¢dtecni kinetické energie
soustavy ty¢ s mici + hrudka. (c) Vypoctéte thlovou vychylku
tyée z vodorovné polohy v okamziku, kdy je jeji okamzitd Ghlova
rychlost nulova (bod obratu).

kousek tmelu

osa otaceni

Obr.12.46 Uloha 70

ODST. 12.9 Kvantovany moment hybnosti

71C. Jakou hodnotu ma slozka spinového momentu hybnosti
elektronu do libovolného pevného sméru?

72C. Kladny pion (7+) se miZe spontdnné rozpadnout na
kladny mion (u*) a neutrino (v):

at— ut 4.

Ma-li neutrino m; = —|—%, vypoctéte (a) kvantové Cislo my
a (b) spinovy moment hybnosti S kladného mionu.

Zn2

73C. Dva protony, které se srazi velkymi rychlostmi, se mohou
pfeménit na tii protony a antiproton:

ptp—>p+p+p+p
Vypoctéte orientaci spinového momentu hybnosti produkti re-

akce (nahoru nebo doli), vite-li, Ze oba protony maji spinové
momenty hybnosti orientovany nahoru.



PRO POCITAC

74U. Kuzelkova koule se obvykle bezprostiedn po vrhu nej-
prve smyka a teprve pak se vali bez klouzani. Béhem smykani
na ni pusobi dynamicka tfeci sila, kterd zpomaluje jeji posuvny
pohyb a urychluje jeji otdceni. Koule se pfestane smykat v oka-
mziku, kdy je @R = v, kde w je Ghlova rychlost, R je polomér
likosti F = fygN, kde fq4 je koeficient dynamického tfeni a N
je velikost normalové sily. ProtoZe je drdha koule vodorovni,
plati N = mg, kde m je hmotnost koule. Moment tfeci sily je
M = FR. Koule md hmotnost 7,25 kg a polomér 10,9 cm, jeji
moment setrvacnosti ptiblizné odpovidd momentu setrvacnosti
homogenni koule. Sestavte pocitacovy program pro vypocet Ca-
sovych zavislosti thlové rychlosti a rychlosti t€Zisté koule a vy-
poctéte tyto hodnoty s krokem 0,1 s od okamZiku vrhu azZ do
doby, kdy se koule zacne valit. Za koeficient dynamického tfeni
dosadte 0,35 a za po¢tecni hodnotu rychlosti koule 20 m-s~!.
Sestrojte grafy zavislosti thlové rychlosti a rychlosti koule na
case. Urcete okamzik, kdy se koule prestane smykat, a velikost
jeji rychlosti v tomto okamziku. (Touto rychlosti narazi koule do
kuzelek, neuvazujeme-li maly pokles rychlosti zptisobeny odpo-
rem vzduchu). Vypoéty provedte pro kouli, kterd (a) se zpocdtku
neotacela, (b) byla vrZzena s pocatecni thlovou rychlosti 150 rad/s
a otacela se stejnym smérem jako po skonceni smykani, (c) byla
vrZena se stejnou velikosti thlové rychlosti jako v (b), ale smér
otaceni byl opacny. (d) Jak musime kouli hodit, aby narazila na
kuzelky nejvétsi moZnou rychlosti?

75U0. Stiela 0 hmotnosti 0,15 kg je vypdlena pocétecni rychlosti
50m-s~! pod elevaénim thlem 35°. Odpor vzduchu je zane-
dbatelny. (a) Sestavte pocitacovy program pro vypocet casové
zavislosti momentu hybnosti stfely vzhledem k mistu vystielu.
PouZijte numerické integrace. Moment hybnosti tabelujte s kro-
kem 0,1 s az do okamZiku, kdy stfela dopadne na vodorovnou ro-
vinu. Sestrojte graf zavislosti velikosti momentu hybnosti strely
na druhé mocnin€ Casu a ovérte, Ze je pfimkovy. Zndzornéte
zavislost velikosti momentu tithové sily na Case a ovéite, Ze
i v tomto pripadé je grafem piimka. Pfi vypoctu pouZzijte vztah
M = r x F, kde r je polohovy vektor stfely vzhledem k vztaz-
nému bodu a F je tihova sila, kterd na ni pusobi. Plati pro ziskané
vysledky také vztah M = %, analogicky druhému Newtonovu
pohybovému zakonu? (b) Zapoctéme nyni i vliv odporu vzdu-
chu. Pfedpoklddejme, e mezni rychlost stiely je vy, = 75 m-s™!
aZe zrychleni stiely muze byt vyjadieno ve tvarua = —gj—bvyv,
kde b = g/v2,. Bude i nyni velikost momentu hybnosti pfimo
umérna druhé mocniné casu? Je velikost momentu sily opét
linedrni funkci ¢asu? Pro obecné zvoleny okamzik rozhodnéte,
zda je velikost vysledného momentu sil pisobicich na stfelu
vétsi, nebo mensi nez v pripadé bez odporu vzduchu. Ziskané
numerické vysledky fyzikaln€ interpretujte.

76U. V urcitém okamziku je poloha ¢&astice vzhledem k po-
¢atku soustavy soufadnic ddna vektorem d = (2,00m)i +
+ (4,00 m)j — (3,00 m)k, jeji rychlost je v = — (6,00 m-s~ i+
+ (3,00m-s~1)j + (3,00m-s~1)k. Na Eéstici paisobi sila F =
= (6,00N)i — (8,00N)j + (4,00 N)k. Urcete (a) zrychleni ¢ds-
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tice, (b) jeji moment hybnosti vzhledem k pocatku soustavy
souradnic, (c) vysledny silovy moment vzhledem k pocétku sou-
stavy soufadnic a (d) Ghel mezi vektorem rychlosti a vektorem
vyslednice sil piisobicich na ¢éstici.

PROBLEM

77. Pfi odvozeni véty o momentu hybnosti pro soustavu ¢astic
(rov. (12.37)) jsme momenty hybnosti vSech ¢dstic i momenty
sil pasobicich na tyto Céstice vztahovali k pevné zvolenému
bodu O. Tento vztazny bod byl vZdy v klidu vzhledem k urcité
inercidlni vztazné soustave. Na druhé strané jsme konstatovali,
Ze véta o momentu hybnosti ve tvaru (12.37) plati i za predpo-
Castic Ci télesa. V prikladech a tlohach jsme pak valeni té-
les interpretovali jako jejich otdceni kolem pevné osy vedené

vy

tomu je napiiklad u téles valicich se zrychlené po naklonéné
roving.) A jestliZe je moZné spojit pocatek vztazné soustavy
s t&ZiStém, je tfeba néjak omezit volbu soufadnych os? Odpovéd
na posledni otdzku prozradime, zbytek dokdZete pomoci ndvodu
odvodit sami:

Oznaéme . a &' dvé vztainé soustavy, jejichZ odpovi-
dajici si soufadnicové osy jsou trvale rovnobézné (obr. 12.47).
Soustava . je inercidlni a pohyb poédtku O’ soustavy .’ je
v ni popsan polohovym vektorem R = R(¢). Poloha céstice P
je v okamziku ¢ zaddna vektorem r(t) vzhledem k soustavé .
a vektorem r/(z) vzhledem k soustavé ..

7 z ! 7
2

() r'it)

R®) 0 Y

x
Obr. 12.47 Vztaind soustava .’ se vzhledem k inercidlni soustavé

2
. pohybuje Cisté¢ posuvnym pohybem se zrychlenim A = ‘fﬂ—f.

(a) Vyjddrete r(¢) pomoci r'(t) a R(t). Oznalte v(2), v'(¢),
V(¢) aa(r),d (t),A(r) odpovidajici rychlosti a zrychleni a ukaz-
te, Ze plati nasledujici transformacni vztahy:

vi)=v ) +V(@©)., al)=d@)+A0).

(V dalsich vypoctech jiZ nebudeme zavislost veli¢in na Case
explicitn€ vypisovat.) Uvédomte si, Ze poZadavek neustdlé rov-
nobé&znosti soufadnicovych os soustav .7, .’ zarucuje, Ze vza-
jemny pohyb téchto soustav je Cisté posuvny. Zamyslete se nad
tim, zda by predchozi transformacni vztahy pro rychlosti a zrych-
leni zustaly v platnosti, kdybychom pfipustili moZnost oticeni
soustavy .’ vzhledem k ..
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(b) Ozna¢me L moment hybnosti soustavy ¢astic vzhledem
ke vztazné soustavé .. Plati (rov. (12.25) a (12.35))

n
L= E ri X m;v;
i=1

dL n n
E = Z(Vi X miV; +r;, X mja;) = Zr,- X m;a;.
i=1 i=1

(Vypocet dL/dt provedte a zdavodnéte posledni rovnost.) Do
vztahu pro dL/dr dosadte r; = r/ + Ra a; = a; + A a vyjadiete
tak vysledek pomoci ¢arkovanych veli¢in. Pfesvédcte se, Ze plati

dL  dr 4 , 4 ,
EZE_F E m;r; xA—|—R><E m;d; + R x mA,
i=1 i=1

n
kde L' = > r/ x m;v; je moment hybnosti soustavy Cdstic
i=1

vztaZzeny k bodu O’ am = Y m; je celkova hmotnost soustavy.
i=1
(c) Obdobné postupujte pii vyjadreni celkového momentu

v

vnéjsich sil pusobicich na ¢astice soustavy. Plati

n
E My = E ri X Fjex,
i=1

kde F;ext je vyslednice sil, jimiZz objekty ndlezejici do okoli
soustavy pusobi na jeji i-tou Castici. PouZijte véty o hybnosti

n
pro soustavu ¢dstic (Z mia; =y F,-,ext> a ukaZte, Ze
i=1

ZMext = ZMé:xt"’_R X imia; + R x mA,
i=1

n

kde M{, = ) ri X Fjex je vysledny moment vnéjsich sil pa-

i=1
sobicich na soustavu, vztaZzeny k bodu O’.

(d) Veli¢iny dL/df a > Mcy jsou vdzany v&tou o momentu
hybnosti (rov. (12.37)). Porovnejte vyrazy pro dL/dt a ) Mex,
ziskané v Castech (b) a (c) a ukazte, Ze plati

dr’ 1
e X:MéXt + (me’) x A.
i=1

(e) V pfipadé, Ze jsou vSechny momenty vztaZeny k bodu O’
se tedy veli¢iny dL'/dr a Y M., 1i§i o vektor

ext

(2”: mﬂ'{) x A.
i=1

Tento vektor, predstavujici ,,odchylku* od zdpisu véty o mo-
mentu hybnosti v inercidlni vztazné soustavé, je nulovy v kazdé
ze ti1 situaci (zd@vodnéte pouzitim definice vektorového sou-

¢inu):
1. A=0,
n n
2. Yy mir,=0,atedy R = nil > myr; (ovéite zpétnym dosa-
i=1 i=1

zenimr, = r; — R),

n
3. A |l X m;r] v kazdém okamZiku,
i=1

n . 2
A = K(nil X miri - R(t)), 4. CB 4 KR = Krr.

K je jistd (nezndmad) konstanta. V uvedenych situacich bu-
dou formulace véty o momentu hybnosti ve vztaznych sousta-
vich . a &’ formélné shodné. Fyzikdlné vyznamné jsou pouze
pfipady 1 a 2. Interpretujte je. (Tteti pfipad pfedstavuje soustavu
diferencidlnich rovnic pro nezndmy vektor R(t), s konstantou K
jako parametrem.)



