Zakony zachovani - integralni a diferencidlni tvar

e 1D trubice naplnénd idedlnim plynem o hustoté p(x,t) a
rychlosti v(x, t)

e celkova hmotnost tseku (1, x5)

)
/ plx,t)dx
T

e tok hmotnosti bodem z je p(x, t)v(x,t)

e lasova zména hmotnosti je rovna rozdilu toki v krajnich
bodech — integralni tvar zakona zachovani

0 [
&/ plr,t)dx = plar, t)v(r,t) — plaz, t)v(ws, )
r1

e integraci pres (t1,ty) dostaneme druhy tvar integralniho
zakona zachovani

9 x9
/ p(x,tg)dx—/ plx,t1)dx =

L1 1

/2p(a:1,t)v(:v1,t)dt — / 2,0(332,t)?)<£€2,t)dt

5] i1

e pro diferencovatelné p(x,t), v(x,t) plati

to 8
pla,te) —ple,tr) = [ —plz,t)dt
t1

plas, (e t) = plarstiotant) = [ 2 pla (e, 1)z
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e Cili 2. tvar integrélniho z.z. |ze pFepsat jako

// [apxt ﬁp(x,;)xv(x,t) T dt 0

toto musi platit pro kazdy interval (z1, x5) a kaZdy interval
(t1,12), z €ehoZ plyne diferencialni tvar zakona zachovani

pr+ (pv)e =0
e systém zakonu zachovani v 1D

ﬁt—F(ﬁ(ﬁ))x:O

e konzervativni tvar skalarniho zakona zachovani
up + f(u)z =0
e advekéni tvar
U + futty =0
advekéni rovnice
w + au, =0
fu je rychlost Sifeni vin
e advekéni tvar pro systém z.z.
U, + F~ U, =0
kde Fﬁ je Jakobiho matice
Fris Fo,

R 2 2
U — FUla FUQ’



e zakony zachovani jsou hyperbolické, &ili F; ma Vi, t realnd
vlastni &isla

e vlastni ¢&isla
det(Fp—NI) =0, N € Ryi=1,--- ,n,Uc R",F € R"

e vlastni vektory (¥adky)

—

Vi ﬁ(j = \V

e systém je striktné hyperbolicky, pravé kdyz ma ﬁﬁ navzajem
rizna vlastni Cisla a nezavislé vlastni vektory

e pro hyperbolicky systém je

(Vi)
Vs

\Va)

nesingularni matice a

M O - 0
P OA“f().Psz
00 - A
Cili
P-Fs:-Pl=A

® systém

U+ F--U,=0



vynasobime zleva matici P
P-Ui+P-Fy-U,=0

a uvaZujeme ho lokaln& v bod& (x,t), predpoklad zam-
rzlych koeficientd, tj. P nezavisi na x,t

(P-U)y+P-Fy-Pt-P-U,=0
e charakteristicky systém
Wi+ A-W, =0
pro charakteristické proménné W=p.-U
W)+ \WE=0

e lokalni rozklad FeSeni do systému vlastnich vektorl Jako-
biho matice I

e vlastni Cisla \; jsou rychlosti Sifeni vin



Slabé fedeni

e testovaci funkce ¢(z,t) € C; s kompaktnim nosi¢em

¢ut + gbf(u)x —

0
QA®/ZWW+¢ﬂmammu:O

e per partes a kompaktni nosi¢

// (rutdof(u))dz dt = /¢x0 (2, 0)dx

e pokud plati V¢ € C{(R x RT) pak u je slabym Ye$enim
zakona zachovani

s g o 1,) € (7)< (.
/x / (us + fu)e)dx dt =0
Li [w(w, ta) = u(w,t)ld +

[ tates )~ st =0
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Diferenéni schemata pro zakony zachovani

e zakon zachovani v 1D je dan parcialni diferencidlni rovnici
ur + f(u)y =0
kde tok f(u) je obecné& nelinedrni funkci u
e Lax-Friedrichsovo (LF) schema

W ()2

f(@?ﬂ) - f(’“f?—ﬁ

j
=0
At i Az
vyjadiime u?“
L (O T B At(ﬂ“?ﬂ) — f(U?_1>) _ 0
J 2 2Aaj
Ax? u”, , — 2u + u”
n+1 _ n 741 j—1
uo T 2 A:l:2
A ()~ F)
2Ax

e modifikovana rovnice
Ax?
ur+ f(u), = 22 (1 — f2A /Ay,
— difuzni schema

e dvoukrokové Lax-Friedrichsovo (LF) schema pro zakon za-
chovani ma prediktor

n+1/2 n n n n
Uyygg — (Ujg +uj)/2 4 flujiy) = fuj)

At/2 Az =0




politajici ¥eSeni na dudlni (posunuté) vypoletni siti (n +

1/2)At, (j + 1/2)Az

e korektor LF schematu je prediktor posunuty o 1/2 v index-
echnij

un_|_1 o ( n+1/2 n+1/2>/2 f( n+1/2> . f(un+1/2)

| 12 T Ui Wit1)2 =12

J
At /2 Ax

e z prediktoru a korektoru vyjadfime

n n
ntlj2 Wi tu; At

Uivio = 5 — 2Aaz<f<u?+1> — f(u?f))

n+1/2 n+1/2

n+l _ j+1/2 j—1/2 n+1/2 n+1/2
ujjL _ 9 _2Ax(f<uj+1/2>_f<uj_1/2))
o ui+2ul+u o, At , .
ujH = = 4j — — 4Ax<f<uj+1) — flu}_4))
At n+1/2 n+1/2
_QAx(f<uj+1/2> o f(uj_1/2)>
Az u?  — 2u + u”
n+l _ . n J+1 J—1
Yo T 4 Aazz

At . .
—m<f(uj+1) — f(uj—1)>

At n+1/2 n+1/2
_m(f<uj+1/2> o f(“j_1/2)>

e modifikovana rovnice

us + f(u), = 4A(

— difuzni schema, méné difuzni neZ jednokrokové LF schema

1 — f2A Az g,
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e dvoukrokové Lax-Wendroffovo (LW) schema pouZivd stejny
prediktor jako LF schema a korektor

n n n+1/2 n+1/2

j+1 — U n f(uj+1/2) o f(uj_1/2>
At Ax

e LW pro advek&ni rovnici f(u) = au, z prediktoru

U
=0

n n
nil/2 Uit Uy alt

n ny __
Uit/ = 5 - QA:C(“’J'H —uj) =0
dosadime do korektoru
uT.H_l —u" a
J J n n n n
9
a” A\t
—A—x2<uy+1 — ’U/? — ’UJ? -+ U;L_1> =3
a dostaneme
uj ' — U?Jrau?“ —uj oy a’Atuj, —2uf+uf 0
At 2AT 2 Ax?

coz je LW pro advekéni rovnici, viz zdkladni schemata pro
advekéni rovnici



Konzervativita

e kazdé konzervativni schema lze napsat v konzervativnim
tvaru

nt _ o Fiwp = i

J J A
kde Fj1/2 je numericky tok

U

e zachovavajici se (konzervativni) veli¢ina u na intervalu x €

(a,b)

e integraci z.z. u; + f(u), = 0 pres interval x € (a,b)
dostaneme

) b

o [ uda = fula,t) - f(uv.0),

ot J,
Cili ¢asova zména integralu zachovavajici se velidiny je rovna
rozdilu tokd v krajnich bodech intervalu

e obdobné numericky pro konzervativni schema

J J
Z u?“Aw — Z w;Axr — Friyn+ Fyy

j:l j:l
e LW schema je pfimo v konzervativnim tvaru

e pro jednokrokové LF schema je

Wi — Uy n Atﬂ“?ﬂ) + f(ul)
2 2

Fj+1/2 = —Ar



e pro dvoukrokové LF schema je

Uiy — Uj u 1)+ ful
Fit1p=—Ax ‘7+14 ! +Atf< ”1)4 f(uj)
n+1/2
+Atf<uﬂ'+1/2>

2

Burgersova rovnice

e nejjednodussim zakonem zachovani je Burgersova rovnice

u2
wt () =t

v advekénim tvaru
uy + uu, =0

e charakteristika

x=u x’—dx
o Cdt

e na charakteristice je YeSeni konstantni

u(x,t) = u(x(t),t)
d

&u(x(t),t) = u + Uy = uyp + vty = 0
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Riemanniv problém

e Riemanniyv problém v bodé x je zadan pocateéni podminkou

o) = uy;, pro r < Iy
0 up pro x > xy

e Riemanniv problém pro Burgersovu rovnici

— uy, > up —reSenim je razova vina pohybujici se rychlosti
s = (ur + up)/2
ur pro r — xy < st
u(z,t) =4 P ’
Up pro x — xg > St

charakteristiky se protinaji
— u;, < up — reSenim je spojita vina zfedéni, charakteris-
tiky se rozbihaji — véjif charakteristik
e slozené schema pro Burgersovu rovnici — vzorovy program

http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/zz/burg.m

e Uloha: ovéfte numericky feSeni Burgersovy rovnice pro
rizné Riemannovy problémy

e Uloha: demonstrujte generovani nespojitého feseni Burg-
ersovy rovnice pro polatetni problém ve tvaru spojitého
pulzu ve tvaru cos(x)
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/zz/burg.m

Rankine-Hugoniotova podminka

® razova vlna o rychlosti s, levy stav uy, pravy stav up

Ut + f<u):1: =0
u <
S "
| | | |
-M 0 st M
M
/ u(x,t)de + flup) — flug) =
M
0

5 /M u(w,t)dr + f(up) — flur) =

o vyjadiime |
M
/ u(x,t)de = (M + st)up + (M — st)up

M
takZe

o M
5 /_M u(x,t)dr = s(up, — up)
Cili

s(up, —up) + f(up) — flur) =0
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e Rankine-Hugoniotova podminka

flur) — flup)

ur —up

S =

e pro Burgersovu rovnici f(u) = u?/2

u%—u% _up+up

2(UL—UP) B 2

S =

e pro systémy z.z.: skoky konzervativnich veli¢in a tokl na
razové vIn€ musi byt linedrné zavislé
, F'U) - F(Up)

Ur — Up

neboli

s(Up — Up) = F(U,) — F(Up)
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Rovnice mélké vody

e nejjednodussi systém zakonl zachovani jsou rovnice mélké
vody

h2

kde h(t,z) je tloustka vrstvy vody (hloubka), u(t,x) je
horizontalni rychlost vody a g je gravitaéni zrychleni

/

h u

SN

e v konzervativnich proménnych ¢ = gh, m = ghu

or+my; =0

2 2
m
my -+ ( + L ) = O,
2/,
e systém zakond zachovani

kde

1=(5) ro- ()
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e advekéni tvar pro systém
(775 + ﬁﬁ - [75,; =0

kde Jakobiho matice ﬁﬁ je

e vlastni &sla Jakobiho matice

©? ©
4m Am?
D=———7+4dp=4p
2 ‘2

m
)\1,2:$i\/@:ui\/gh

e pri vypoltu se Casovy krok podlitd adaptivné po kazdém
Easovém kroku (U4, se b&hem vypo&tu méni) jako

S —A 1 % 2
det(Fs—\I) = det ( AN A) - AQ—?"”M%—@ ~0

A
At =022
Uma:v
kde
Uz = Max |u; £ v/ gh;
J

je maximalni rychlost Sifeni viny dana vlastnimi &isly Jakoviho
matice A o

e sloZené schema pro rovnice mélké vody — vzorovy program

http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska /drp/zz /voda.m
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/zz/voda.m

e Uloha: modelujte protrZeni pfehrady — Riemanntv problém
s nulovou pocatecni rychlosti a dvémi riiznymi hloubkami;
feste dalsi Riemannovy problémy, jedna razova vina, jedna
vina zfedéni

e feSenim Riemannova problému pro rovnice mélké vody jsou
vzdy 2 viny, leva a prava

e levd i prava vlna jsou bud vlna rdzova nebo vina zfedén{

e rovnice mélké vody v konzervativnich proménnych ¢ =
gh,m = ghu

Spt“‘ma: =
m2 S02
mt+< -+ > :O,
e 2/,

e Rankine-Hugoniotova podminka pro systém

F(Up) — F(Up)

Up—Up
e po slozkach
2 2 2 2
ﬂ+ﬁ_%+¢_lg
_ ML =Mmp e 2 ep 2

S_
YL — @p myp —mp
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e zvolime ¢y =4, op =2, mp = 0 a dopolitdme

2
mry, %—1—8—2

2 my,
9 2

mr mr

T — __|_6
2 4

m; = 24

mL:2\/6

— Riemanuv problém jehoZ YeSenim je jedna razova vina s

rychlosti s = V6
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Eulerovy rovnice v 1D

e trubice naplnéna idealnim plynem

p(tx) utx) p(tx)

X

_—

e zakony zachovani hmoty, hybnosti a energie

pr+(pu)e = 0
(pu); + (pu® +p)r =0
Ei+(uwkE+p))., = 0

kde p(t, z) je hustota, u(t, z) rychlost, p(t, z) tlak a E (¢, x)
hustota celkové energie

e stavova rovnice idealniho plynu
2 2
D u u
v ple+ )
kde e(t,x) je celkova energie a &(t,x) vniténi energie,

udava vztah mezi tlakem, hustotou a vnit¥ni energii

e pri vypoltu se Casovy krok podita adaptivné po kazdém
&asovém kroku (v;,q, se b&hem vypo&tu méni) jako

A
At =022

,UTI’LCL$
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kde

Umax — Max
J

szl:

Pj
Pi

~

je maximalni rychlost Si¥eni viny a y/vp/p je rychlost zvuku

e vlastni &isla Jakobiho matice toku — vzorovy program
http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/zz/euler eigen.mws

e feSeni Riemanova problému pro Eulerovy rovnice jsou vzdy
3 viny, leva, prava a prostfedni

e leva i prava vlna jsou bud vina razova nebo vina zfedéni

e prostfedni vina je kontaktni nespojitost — na ni je kon-
stantni rychlost a tlak, skok je v hustoté a vnitfni energii

e Uloha: program voda.m pro rovnice mélké vody zobecnéte
na Eulerovy rovnice; na intervalu x € (0, 1) ¥eSte Rieman-
novy problémy s nespojitosti v bod& xy do kone¢ného ¢asu

1"

Test| pr, ur pr | pr ur pr | zog T

1 1 075 1 (0125 0 0.1 /03 0.2
2 1 -2 04 1 2 04 05 0.15
Noh| 1 1 109 1 -1 10905 1

3 1 0 1000 1 0 0.01 0.5 0.012
5 1.4 0 1 1 0O 1 05 2

6 14 01 1 1 01 1 |05 2
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/zz/euler_eigen.mws

