Parabolické rovnice

e rovnice vedeni tepla u; = bu,, s pocateéni podminkou
u(0,z) = wup(x); potatedni problém je dobfepodminény
pro b > 0

e Fourierova transformace v x

U Ger

i = —bw*i

0 = CeM

A = —bw?
at,w) = e M(w)

e inverzni Fourierova transformace
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e vazeny primér uy



e pro malé ¢ je vahou velmi Gzky pik okolo y = x; pro vétsi
t je vahova funkce mnohem Sirsi

o u € ()0 — nekone¢né diferencovatelné

e positivita Fedeni — ug(z) > 0ATy, ug(y) # 0 = u(t, x) >
0,2 >0

® pro

_J1pro z<0
uO(SE)_{O pro x>0

. R4 4 4 _ i
Je resenim v Case t = 47

u(1/(4b), z) = % / 0Py

1 [ e 1—erf(z)
_ﬁ/x e " dz= 5

pro libovolng velké = je u(1/(4b),x) > 0




Explicitni schema pro rovnici vedeni tepla

e rovnice vedeni tepla u; = bu,,

e explicitni schema

uT.H_l —u"

; ]_b]+1—2u”+u

At Ax?

e Uloha: urlete ¥ad pfesnosti a podminku stability tohoto
schematu; implementujte toto schema

Implicitni schema pro rovnici vedeni tepla

e rovnice vedeni tepla u; = bu,,

e implicitni schema

n+l _ _n n+1 n+1 n+1
U; U :b’u,j+1 2u; "+ ug

At Az?

e Uloha: urdete ¥4d pfesnosti a podminku stability tohoto
schematu; implementujte toto schema

e systém s prirozenymi okrajovymi podminkami u, = 0
u71’L—|-1 L u72’L—|—1 —
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e v maticovém tvaru

0

—bp 1+ 2bp —bu

1 —1 0 0
—bu 1+ 2bp —bu 0
0 —bp 1+ 2bp —bp 0
0 0 0
K 0 0 0 0
0
(o)
u3
Uy
\ 0
MU = yun
gt = Moo

—1

1




Schema Crank-Nicolsonové

e rovnice vedeni tepla u; = bu,,

e implicitni schema

n+l _ . n n+1 n-+1 n-+1 n n n
U; uj bujJr1 2u; " 4 up N bujH 2uf +uj_y
At 2Ax? 2Ax?

e Uloha: urlete ¥ad pfesnosti a podminku stability tohoto
schematu; implementujte toto schema

e Uloha: fekte na intervalu z € (—1, 1) rovnici vedeni tepla
u; = Uy, S Neumannovymi okrajovymi podminkami u, =
0 a pocateéni podminkou

{1 pro z <0

uo(r) = 0 pro z >0

k jakému staciondrnimu ¥eSeni se jeji feSeni bliZi s ros-
toucim ¢asem?

o Uloha: ¥edte na intervalu € (—1,1) rovnici vedenf
tepla u; = u,, s Dirichletovymi okrajovymi podminkami
u(t,—1) =1,u(t,1) = 0 a potatetni podminkou

_J1pro z<0
uO(SE)_{O pro z >0

k jakému stacionarnimu FeSeni se jeji FeSeni blizi s ros-
toucim ¢asem?



e Uloha: Yeite na intervalu € (—1,1) rovnici vedeni
tepla u; = wu,, s Dirichletovymi okrajovymi podminkami
u(t,—1) = 1,u(t,1) = 1 a pocate¢ni podminkou ug(x) =
2; ochlazovani tyce

o Uloha: ¥edte na intervalu z € (—1,1) rovnici vedeni
tepla se zdrojem uw; = wu,, + 2 s Dirichletovymi okra-
jovymi podminkami u(t, —1) = 1, u(t,1) = 1 a po&ateéni
podminkou ug(x) = 1 k jakému stacionarnimu ¥eSeni se
jeji ¥eSeni bliZi s rostoucim ¢asem?



Disipativita

e Definice: schema je disipativni ¥adu 2r(r > 0,7 € N)
pokud existuje kladna konstanta c, nezavisla na Ax a At,
takova, Ze

19(©)] <1 — csin®(0/2)
® |ze prepsat
19(©)]* <1 - sin*(6/2)

e O = {Ax kde Fourierovska proménna € € (—n/Ax, m/Ax)
¢ili © € (—m, m) a nejvétsi frekvence jsou pro O =7

e Uloha: analyzujte disipativitu schematu Crank-Nicolsonové
pro rovnici vedeni tepla

n-+1 n n+1 n-+1 n
w; " — U bu]H—Qu +u +b‘7+1_2u +uj_y
At 2Ax? 2Ax?
a implicitniho schematu
n+l  _n n+1l n+1 n+1
Y Y i 2ujt U

At Az?



Schema Leap-Frog

e rovnice vedeni tepla u; = bu,,

e schema
n+l  _ n—1 n n n
U; U; _ buj+1 2uj +uj_y
2At Ax?

e Uloha: urlete ¥ad pfesnosti a podminku stability tohoto
schematu

Schema Du Fort-Frankel

e rovnice vedeni tepla u; = bu,,

e schema
n+l n—1 n _ ,n—=1__ _nitl n
U; U; _ ij+1 U; u; Uy
2At Ax?

e Uloha: urgete ¥ad presnosti a charakteristicky polynom
tohoto schematu

e ¥4d presnosti O(At?, Ax?, At? /Ax?); pro konstantni \ =
At/Ax neni konzistentnfi; pro konstantni j = At/Ax? je
2. ¥adu presnosti O(Ax?)

e charakteristicky polynom schematu
(1+2bp)g* — 4bpcosOg — (1 — 2by) = 0
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e koreny

2bpicos © £+ /1 — 4b212sin® ©
14 2bu

gi1,2 =

2 pripady
—D=1-— 462,u2sir12@ > ()
2bp|cos O + /1 — 4b2u2sin® ©  2bu + 1
1+ 2bu 1+ 2bu
—D=1-— 4[)2,LL281D2@ <0
b cos © =+ i4/4b2p2 sin © — 1

[g12| <

2= 1 + 2bu
g2 = 40?112 cos® © + 4b%u?sin © — 1
Szl = (1 + 2bu)?

40%u* — 1

<1
462 1% 4+ 2bp + 1

Cili je schema bezpodmineéné stabilni



Advekéné difuzni rovnice

e kombinace advekéni rovnice s rovnici vedeni tepla
uy + au, = buy,

je dobfe podminéna pro b > 0

e transformace proménnych y = x — at; soustava pohybujici
se rychlosti a

w(t,y) = ult,y + at)
Wy = U + auy = by,
Wy = Uy, Wyy = Ugy
w; = bwy,

jelikoZ u(t, ) = w(t, x — at), tak YeSeni advekén& difuzni
rovnice se pohybuje rychlosti a a v pohybujici se soustavé
je feSenim rovnice vedeni tepla

e explicitni diferenéni schema

n no__ .n n n n

n+l _ "
J J i — b
At T oA A2

e Uloha: urgete ¥ad pfesnosti , modifikovanou rovnici a
podminku stability tohoto schematu; implementujte toto
schema
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e stabilni pro i < 1/2 A X? < 2u, kde X\ = aAt/dx, =
bAt/Az*; z podminky stability plyne omezeni na &asovy
krok (b > 0)

Ax? 2b
A< AAE<Z
2b a?
¢asovy krok poditame
Ax? 2b>
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Implicitni schema pro advekéné difuzni rovnici

e implicitni schema

n+l . n n+l  _ n+l n+1 n+1 n+1
U; u; N CLujJrl Uil buj+1 2u; " +ug
At 2Ax Ax?

e Uloha: urlete ¥ad pfesnosti, modifikovanou rovnici a podminku
stability tohoto schematu; implementujte toto schema
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