Eliptické rovnice

e Laplaceova rovnice pro u(x,y) na oblasti €2
Ugpz + Uyy = 0

e Laplacellv operator

82 82

ox? i Oy?

e Poissonova rovnice

Viu = f(z,y)

e okrajové podminky na hranici 0f)

V? =

= div grad

— Dirichletova

u = b1<x7y>

— Neumannova

ou
% — 62<$7 y)

— Robinova

ou
au + co= = by(z, y)
on
e feSeni Poissonovy rovnice — stacionarni rozloZeni teploty
— f(x,y) — zdroje tepla, ochlazeni

— Dirichletova okrajova podminka — dana teplota na hranici

— Neumannova o.p. % = 0 — idealni izolace
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— Neumannova o.p. % = by — zadany tok tepla na hranici

e Poissonova rovnice s Neumannovou okrajovou podminkou

Viu = f(z,y) na . a—g:bg na Of}
on

podminka integrability

[ )=

odvozeni

//f://VZUZ//divgradu
0 0 0 5
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e Definice: rovnice

CL(ZE, y)“azx + 2[?(337 y)“xy + C(.CC, y)uyy + d(ﬂ?, Y, U, Uy, uy) — f(.CC, y)

je eliptickd pravé kdyz a > 0,c¢ > 0, b* < ac

e priklad eliptické rovnice vyssiho ¥adu — biharmonicka rovnice
4

e Véta: princip maxima — méjme elipticky operator Lu =
gy + 20ugy + cuyy,a > 0,¢c > 0,0 < ac; pokud pro
u plati Lu > 0 na oblasti {2, potom © ma maximum na

hranici OS2



Diferenéni schema pro Poissonou rovnici

e Poissonova rovnice u,, + u,, = f(z,y) a Dirichletovymi
okrajovymi podminkami ugq = b(x,y) na Ctverci ) =
<_17 1) X <_17 1)

VRS

e ortogonalni sit NV x N s konstantnim krokem Az = Ay =
2/(N — 1)

e schema na 5 bodech

Uim1y = 2Uiy F Wivry | Wigo) = 2+ Ui

Ax? Ay?
® prepiSemepro?z=2,--- . N—-1,9=2,---, N —1

= Ji;

Ui 1j+ Ui+ U1+ U — du = fijAx?
e Dirichletovy okrajové podminky pro

Ulyj = bLj,’LLN,]' = bNJ', ] = 1, R N

w1 =bi,uin=0bn, t=1,--- N

e systém (N —2)? linedrnich rovnic pro (N —2)* promé&nnych

e iteralni metody — poéate¢ni odhad ug,j =0,1=2,---, N—
17j:27"'7N_1

e Jakobiho iteraéni metoda

1
k1l 2 2 2 k A2
U; ;= 1(“@—1,]' + gt ug g Hug g — fijAr )



o fedime systém A - u = b s matici A rozmé&ru (N — 2)?
(N —2)°

e reziduum iteraniho ¥eéeni ¥ = A - u* — b, maximova
norma rezidua R* = max(|r*])

® pro nas pripad

k k k k k k 2
R* = max(u;_y ;4 ugyyj+ oy +ug e — g — figAr)
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e iterace zastavime kdy? R* < ¢
e volime Yedeni u = x*+y* na oblasti 2 = (—1,1) x (=1, 1)

e Uloha: Yedte Poissonovu rovnici y, + u,, = 12(x* + y?)
s Dirichletovymi okrajovymi podminkami u(+1,y) = 1 +
ytou(z, 1) =1+ 2%
vzorovy program http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/ds/poison.m;
vyzkousejte konvergenci ¥eseni

e vyzkousejte také pro Yedeni u = z*+1° a u = sin(z* +y?)

® feSime schema

9
Wi—1j + Wig1j + U1 + Ui — 4wy = fijAx
e Gauss-Seidelova itera&ni metoda

1
k+1 k+1 k+1 k A2
U; ; -—-4(U@ 1j_FZ%+J +'un] 1'+“u@j+l'_'jzjzxx )

k+1 k+1

pfi pfirozeném potadi cyklu jiz zname ;| ;, u; ;" a pouZijeme

Je


http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/ds/poison.m

e superrelaxalni metoda SOR

1

k k1 k k-1 k

=U; ; + W[ 1(“1—1,;‘ Uiy T U T Uy
—fz-,jAZC2> . }

2¥)

k+1
4J

U
optimalni volba w € (1,2)

B 2
1+ CAzx

konstanta C' se uréi experimentalné na hrubé sitce

w

e prow = 1 je superrelaxaéni metoda metodou Gauss-Seidela



Metoda konjugovanych gradienti

e fedeni linedrniho systému A - x = b, kde matice A je sy-
metrickd a positivné definitni matice m X m

e inicializace — 2¥ je potate¢ni odhad ¥edeni (2" = 0)

P =b—A- g

PO = 70

e iteraéni krok

ko ‘Tk|2

(p q*)

o SR .

e R N

51/.: B |7J€+1|2
R ‘Tk‘Q

1 1

qk:-l—l — A. Tk:-i—l ‘|‘5qu

kde skalarni sou¢in a norma jsou dany

sz q, [P =0t

e vzorovy program http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/ liska/drp/ds/poison cg.m;
porovnejte polty iteraénich kroki jednotlivych metod pfi
konvergenci feSeni


http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/ds/poison_cg.m

e predpodminéni konjugovanych gradientd jinym FeSi¢em

e existuji metody LU dekompozice pro ¥fidké matice, L a U
matice jsou také Fidké



DalSi schemata pro Poissonovu rovnici

e Poissonova rovnice u,, + u,, = f(x,y)

e pétibodové schema

(67 + 6 iy = fi

kde
52, = Witly U + Ui,
Z, -
v Ax?
52, = Wi+l 2u; j + w51
Z, -
Yy Aﬁ

e devitibodové schema pro Ay = Az

1
(6% + 55 + éAﬁcﬁéﬁ)ui,j = fi

po rozepsani

2
g( i—1,j T Wit1,j + Ujj—1 T+ ui,j+1)‘|‘
1
6(ui—1,j—1 + U141+ Uig1o1 + Uig 1)
10
—S Uiy = fiAr

e pétibodové i toto devitibodové schema jsou druhého ¥adu
presnosti O(Ax?)



e modifikované devitibodové schema

1 1
(07 + 8, + A0, Jui; = (1+ SA2 (5, + ) fi

ma &tvrty ¥ad presnosti O(Az?)
leva strana po rozepsani

1

N EA:CQ(le,k + fic1j+ fijo1+ fij—1 +8fij)



