Rovnice vedeni tepla ve 2D

e parabolicka rovnice vedeni tepla ve 2D

Up — O(Ugy + Uyy) = f
je dobfe podminéna pro b > 0

e explicitni schema

n+1 un.

1] 2 2
A7 —b(6; + 0 ) = fij

je stabilni pro At ~ Ax? pfi Ay = Ax

U,

e implicitni schema

it — un

ij ' 2 2 n+1 N

je stabilni vZdy a dovoluje volit At ~ Ax; matice systému

w4 DAL + 67 uliT = Atfi; +

je symetricka a pozitivné definitni, tj. miZeme pouZit metodu
konjugovanych gradientil

e metoda stfidavych smé&ri ADI (Altered Direction Implicit);
prvni pulkrok
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druhy pulkrok
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v kazdém pulkroku ¥e$im NV tridiagonalnich systémi s matici
N x N; metoda je bezpodminelné stabilni



Advekéni rovnice ve 2D

e advek&ni rovnice ve 2D pro u(t, x,y)
uy + auy, + buy, =0
s potateéni podminkou u(0, z,y) = u'(z,y)
e analytické Feseni
u(t,z,y) = up(x — at,y — bt)
ovéfeni

—au? — bug + au + bug =0

Metoda rozkladu

e dimenziondlni rozklad (splitting), rozloZime w; + au, +
bu, = 0 na 2 rovnice

uy + auw, = 0
ut+buy:()

o diskretizace uj; = u(nAt,iAz, jAy)

® jeden Casovy krok z vrstvy n na vrstvu n+ 1, ili znam u});
— V7 ¥e$im u; + au, = 0 1D diferenénim schematem D,
~n+1 __ n

vychazim z w;; a dostanu w;;" = D,u);
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— Vi fe$im u; + bu,, = 0 1D diferenénim schematem D,

vychazim z u"]le a dostanu u”j“ Dyﬂﬁ}“

e zdkladni metoda u;"t = DNDN i je pouze 1. ¥adu

ij
presnosti
e symetrizace — Strangtiv rozklad (splitting)

n+1 DAt/QDAtDAt/Q n

zg ij
je 2. fadu presnosti; lze prepsat

;:Lj—l—k DAt/QDAtDAtDAt DAtDAt/Q n]

® symetrizace
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je také 2. ¥adu presnosti, ale je vypoletné narocn

e stabilita je dana stabilitou 1D schemat, nap¥. optimalni
stabilita pro |a|At/Ax < 1, |b|At/Ay < 1 dava podminku
na asovy krok At < max(Ax/|a|, Ay/|b|)



2D metody bez rozkladu

e advekéni rovnice ve 2D
uy + au, + buy, =0
e centralni schema

n+l
4,J

n n n n
U, ; u, - — U, : U, - — U
7, 1+1, 1—1, 1,7+1
/ +a / J +b J

At 2Ax 20y
e ¥ad presnosti O(At, Az?, Ay?)

n
U W=l _ g

e stabilita — dosazenim

n—+m m &l _ink

Ui o — 9 €7€

dostanu zesilujici faktor g(£, ) a von Neumannova podminka
stability je

Ve, Vnlg(€,n)| <1,

kdyZ g nezavisi explicitné na At, Az, Ay, ale miZe zaviset

na A =At/dx a p=At/dx

e centralni schema je bezpodmineéné nestabilni, viz vzorovy
program http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska /drp/ds/2D /stab2D-
central.mws:

® zpétné schema proa > 0,0 > 0

n+1
b

n n n n
A T

u't. ut. —ut . U
7, 7, 1—1, 7, 1,7—1
L+ a2 L b =0

At Ax Ay
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/ds/2D/stab2D-central.mws
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/ds/2D/stab2D-central.mws

je stabilni v pfipadé aAt/Ax = bAt/Ay pro a > 0,b >

0 a aAt/Ax = bAt/Ay < 1/2, viz vzorovy program

http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska /drp/ds /2D /stab2D-zpetne.mws
e Lax-Friedrichsovo schema
U?}H —(ufy g Fulg gt g)/4

At
Uity ; — Uiy
b
2Ax i 2Ay

je stabilni v pfipadé& |a|At/Ax = |b|At/Ay pro |a|At/Ax =

b|At/ Ay < 1/2
e zobecnéna CLF podminka ve 2D je |a|At/Ax < 1, [b|At/Ay <

1

n n
Ujjp1 — W1 0

+a

e schema stabilni p¥i splnéni CFL podminky je optimalné
stabilni

e vzorovy program http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/ds/2D /pde.m


http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/ds/2D/stab2D-zpetne.mws
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/ds/2D/pde.m

Dvoukrokové metody v 1D

e advekéni rovnice v 1D uw; + au, =0

e primdrni sit (t",x;) = (nAt, jAx) s hodnotami u

o dudini sit (t"™/2 ;.1 59) = (nAt + At/2, jAz + Ax/2)
n+1/2
j+1/2

e prediktor podita feSeni na dualni vypoletni siti

s hodnotami «

n+1/2 n n n n
Yirry2 — (W]y +uj)/2 n aujﬂ — Y 0
At /2 Ax

e dvoukrokové Lax-Friedrichsovo schema je pak dano korek-
torem, coZ je prediktor posunuty o 1/2 v indexech n i j

n+1 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
uj+ N ( j+1/2 + uj—1/2>/2 auj+1/2 Uiy — 0
At /2 Ax
tn+1
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e z prediktoru a korektoru vyjadfime
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Gz T T T gRgtn T W)
n+1/2 n+1/2
w1 Wi T Uiy B aAt< n+1/2  ntl)2
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e modifikovana rovnice

Az?
AAL

— difuzni schema

Ut + AUy =

— (1 — a®At? ) Az uy,

e standardni Lax-Friedrichsovo (LF) schema

1
wi™ = (W Fuj)/2 + a“{?ﬂ — U1 _ 0
At 2Ax
n-+1
vyjadfime u;
W't = Ui ujy  aAHujy, — Uiy — ()

J 2 2Ax
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2, n n n

2 Az?
aAt( Uity U?-l)

2Ax

=0

e modifikovana rovnice

Ax?
ug + f(u), = 25

— difuzni schema, vice difuzni neZli dvoukrokové

(1 — a*At? | AzH)uy,

e dvoukrokové Lax-Wendroffovo (LW) schema pouZiva stejny
prediktor jako LF schema a korektor

n-+1 n n+1/2 n+1/2
vl u. —u
u; u; j+1/2 j—1/2
+a
At Ax

e z prediktoru vyjad¥ime

=0

n n
nil/2 Wi Uy aAt

n ny __
i1y = 5 - QAx(ujH —uj) =0
dosadime do LW korektoru
- a
j j
A7 +2Ax(u?+1+u?—u?—u?_l)
9
a” A\t
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n+1 . 2 .
u, uy N au?+1 (L _a Atuj g —2uj +uj_y 0
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coz je LW pro advekéni rovnici, viz zdkladni schemata pro
advekéni rovnici



Dvoukrokova schemata ve 2D

e advekéni rovnice u; + au, + buy, = 0

e prediktor
n+1/2 n n n n
Uiv1/2,5+1/2 — (uily +udyyy tufy +udg jq)/4
At/2
QA.CC ( Z+17.] Z+17]+1 (2Y) Z:j+1)

b
+@ (UZJH Uiy~ Uiy — “?HJ) =0
o LF korektor je prediktor posunuty o 1/2 v indexech n, 1, j

o |\W korektor
n+l _

ui,] uz,.j
At
a n+1/2 n-+1/2 n-+1/2 n+1/2
+2Ax (ui+1/2,j+1/2 T U190 j12 = Wim12 4172 — Wim1)2,5-1/2
b n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
+2Ay (uz‘+1/2,j+1/2 T U g2 12 T Yigij2-1/2 ui—1/27j_1/2)

e obé dvoukrokova LF a LW schemata jsou optimalné sta-
bilni, tj. stabilni pro |a|At/Ax < 1, |b|At/Ay < 1; &asovy
krok volime At = C'min(Ax/|a|, Ay/|b|)

® VZOorovy program

http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska /drp/ds /2D /pde2step.m
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/ds/2D/pde2step.m

