Parcidlni diferencialni rovnice

® nezavisle proménné t, r, y

e neznama funkce u(t, ), u(x, y)
) 2

e derivace u; = %, Upy = %

e typy rovnic

— elipticke, nap¥. u,, + u,, = 0 Laplaceova rovnice
— parabolické, napf. u; + au,, = 0 rovnice vedeni tepla
— hyperbolické, nap¥. u; + au, = 0 advekéni rovnice

— kombinované, nap¥. u; + au, + bu,, = 0
e zdrojové &leny s(t, x,u) na pravé stran&
e podminky

— po&atedni u(0, z) = up(x)

— okrajové u(t,0) = f(t)
e podminénost PDR



Hyperbolické parcialni diferencialni rovnice

e polatedni problém, Cauchyho problém, najit u(t, x)
ur + au, = 0,u(0,2) = up(x),t > 0, € R
advekéni rovnice, 1-stranna vinova rovnice
o feleni u(t, ) = up(xr — at)

e charakteristiky - pfimky, na kterych je u konstantni
E=x—at,u(t,r) = up(§)
a - rychlost ifeni podél charakteristiky ¢t = (z — &) /a
e se zdrojem
ur + auy, = bu, u(0,z) = ug(x),t > 0,z € R
e transformace proménnych

T=t , £E=x—at
t=17 , =&+ ar

u(r,&) = u(t,x)

e derivace

du
— = wt; + U,k = Up + au, = bu

dTr

e V¢ dostaneme ODR s podateéni podminkou

du

% = bu, ”L~L<O, f) — uO(S)
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§) = up(§)e”

r) = uo(x — at)e”
e |ze roz$ifit na fedeni

ur + auy, = f(t,x,u),u(0,z) = ug(x)



Hyperbolickda PDR s proménnymi koeficienty

® rovnice
ur + a(t, r)u, = 0,u(0,x) = up(x)
e transformace promé&nnych, nové proménné 7, ¢

T=1t,&=2,4(t,€) = u(t, x)

e derivace
du
- — uttT + UgTr = Ut + T U
dr
e poloZime
d
= =alt,z) = a(r,7)
dr
e dostaneme systém ODR s pocate¢nimi podminkami
du .
d_ =0 ) U’(Oaf) — u0(€>
; T
& a(t,z) , x(0) =¢
dr

o piiklad a(t,z) =z

u + xu, = 0

wo(z) = Il pro 0<x<1
N7 1 0prox<0Va>1



e ODR

d
% = &€, SC(O) =
ma FeSeni x(7) = &e”, charakteristiky jsou kfivky & =

re ! = konst, nebo x(t) = &e', t =In(x/§)

ma YeSeni @(7, &) = ug(&)

e konetné Yedeni u(t, z) = ug(xe™") &ili

ult, ) — 1l pro 0<zx<e¢
10 pro x <0V > €



Systém PDR

e systém PDR
U+A-U,=0

pro U(t,x) € R tj. U = (uy,ug, - - -, uq) je hyperbolicky
pravé kdyZz ma matice A realna vlastni &isla \; a existuje
matice P z vlastnich vektoru, tak Ze

N O - 0
poa-pi=| MUy

0 0 --- )\

e vynasobime rovnici zleva matici P
P-U+P-A-U,=0
(P-U)y+(P-A-PYHY-P.U,=0
Wy+A-W,=0

kde W = P-U = (wy,ws, - -+ ,wy) a potatedni podminka

je W(0,z) = PUy(x)

e plvodni systém PDR jsme pfevedli na d navzajem nezavislych
skalarnich advekénich rovnic

(W) + Ni(w;)p =0,0=1,---,d

s potatednimi podminkami w;(0,x) = wyp(z) = (P -

Uo())i



e kazdd advekéni rovnice ma YeSeni w;(t, x) = w;o(x — \it)
a dohromady daji vektor YeSeni W (¢, z)

e Yefeni plivodniho systému potom je U = P~'W



Okrajové podminky pro PDR

e advekéni rovnice na intervalu x € (0,1) s polateénimi a
okrajovymi podminkami

ur + au, = 0, u(0, ) = ug(x),
u<t7 O) — fO(t>7 u(t> 1) — fl(t)

charakteristiky pro a > 0

t

0 1 X
feSeni pro a > 0

~ J up(x —at) pro x—at >0
u(t, z) = { folt —x/a) pro x —at <0

zavisi jen na fy(t), tj. na okrajové podmince nalevo
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charakteristiky pro a < 0

t

0 1 X

feSeni pro a < 0

| up(z — at) pro x —at <1
0 =4 1 a0 et

zavisi jen na fi(t), tj. na okrajové podmince napravo



Okrajové podminky pro systém PDR

e piiklad z € (0,1),a > 0,b> 0

ul N a b ul _ 0
u? , b a u? x_
® matice
a b
a=(5n)

jeji charakteristicky polynom

a b

_ _ (2 22
det(A — A1) b o (@ — A)* — b,

vlastni ¢isla A\; 5 = a &= b a vlastni vektory
A-v=M

(3 o) (1) =0 (12)

® matice

11
P-(14)

charakteristické proménné

1 2
we— Py — (u1+u2>
U —u

10



e diagonadlni systém

u' + u? Lfatb 0 u' + u? 9
ul — u? t 0 a-—2»b ul — u? x_

e 2 nezavislé rovnice, a > 0,0 > 0

(u'+u?), +(a+b)(u' +u?), =0  w +(a+bw: =0
(u' —u?); + (@ —b)(u' —u?), =0  w’+(a—bw> =0

e pro advekéni rovnici u; + au, = 0 potfebujeme pro a > 0
okrajovou podminku nalevo vz = 0 a pro a < 0 okrajavou
podminku napravov z =1

e proa > b, tj. a—b > 0 potfebujeme pro u' +u? a u' —u?

okrajové podminky nalevov z =0

eproa < b, tj. a — b < 0 pottebujeme pro u' + u? okra-
jovou podminku nalevo v z = 0 a pro u! — u* okrajovou
podminku napravov x =1

e obecné okrajové podminky pro a < b jsou

w(t,0) +u?(t,0) = ci(u'(t,0) — u(t,0)) + fo(t)
ut(t, 1) — u?(t, 1) = co(u'(t, 1) +u?(t, 1)) + fi(t)

11



Druhy okrajovych podminek

e Dirichletova OP, u(t,0) = fo(?)
e Neumannova OP, u,(t,0) = f,.(t)
pFirozena u,(t,0) = 0
e Robinova OP, au(t,0) + Su,(t,0) =, «(t), 5(t),y(t)
e periodicka okrajova podminka
ur + au, = 0,u(0, ) = up(z), x € (0,1),u(t,0) = u(t, 1)
kompatibilita po¢atedni podminky u((0) = ug(1)
e odrazova OP

e absorbujici OP

12



Advekéni rovnice

e advek&ni neboli jednostranna vinova rovnice pro u(t, x)

Ou L 9% 4w+ 0
— 4+ a—=0,u; + au, =
ot 0x ' !
s pocatedni podminkou

u(0, z) = up(x)
ma feseni

u(t,z) = up(x — at)

coz je funkce dana pocateéni podminkou, pohybujici se
rychlosti a

Vypoletni sit

e namisto spojitych proménnych (¢, x) € [0, 00)x R zavedeme
diskrétni proménné, neboli diskrétni vypotetni sitku

(tn, ;) = (nAt, jAz),n € Ny, j € Z,
kde At a Ax jsou ¢asovy a prostorovy krok vypocetni sité

e hodnoty funkce u(t, x) jsou nahrazeny p¥ibliznymi diskrétnimi
hodnotami

u<tnaxj> ~ u?

13



Koneéné diference

e nahrady derivaci kone¢nymi diferencemi

e dopredna

® zpétnd
the = = Aa:j

e centralni

Ujt1 — Uj—1

2Ax

Uy —

Zakladni diferenéni schemata pro advekéni rovnici

e advekdni rovnice u; + au, = 0

e doptedné schema, dopfedna diference v ¢ase i prostoru

n+l _ _n no o _ ,n
. U’ uj+1 u”

] J ]
=3
At Ta Ax ’

zname vSe na ¢asové vrstvé n, vyjad¥ime jedinou neznamou
n+1
U

U

n o n
Y ™Y

W't = 4 — At

J J AT

14



e pfi vypoltu se Casovy krok podita jako
Ax
At = C—,

al
kde C' je tak zvané CFL (Courant-Friedrichs-Levy) &islo
e vzorovy program http: / /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/ds/pde.m

e zpétné schema, dopfedna diference v ¢ase a zpétna difer-
ence v prostoru

n+l _ u” u’t — un_l

J j+a‘7 =1 _

At Ax

e centralni schema, dopfedna diference v ¢ase a centralni
diference v prostoru

U

n+1
T L L= Sl W
At 2Ax

e Lax-Friedrichsovo schema, dopfedna diference v ase pouZzivajici
primér a centralni diference v prostoru

U

1
wit = (W +ugy)/2 N a“?ﬂ —Uuj_y _0
At 2Ax

e Lax-Wendroffovo schema, dopfedna diference v ¢ase a centralni
diference v prostoru s korekci

n

n+1 n __ .n 2 n n n

J J
At YT oAr T o A2

e Uloha: experimentalné uréete pro které hodnoty a a C
jsou uvedena schemata stabilni, sestavte tabulku podminek
stability

Uu

15
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e Uloha: implementujte periodické okrajové podminky a
vyzkousejte je zvétSenim konecného Casu

e Uloha: sestavte pro uvedena schemata tabulku konver-
gence s pouzitim 200, 400, 800 a 1600 bodi; do tabulky
zaneste L; chyby numerického ¥eseni a jejich podily

Ly chyba numerického YeSeni u' je jeho L; odchylka od
pfesného feseni u°

errg, = |l = ()|, = D Juf — u (t, 21) A

7
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Konvergence a konzistence

e Definice: Jednokrokové diferenéni schema aproximujici
parcidlni diferencialni rovnici (PDR) je konvergentni <
Vu(z,t) YeSeni PDR, Vu! YeSeni diferentniho schematu
takové, Ye u! — wu,(z) kdy? jAz — x,Ax — 0, po-
tom

J
u — u(t, x) pro (nAt, jAr) — (t,x), Az — 0,At — 0

e Definice: Diferenéni schema PAt’Axu? = f]” je konzis-
tentni s PDR Pu=f <
V hladkou funkci (¢, ) plati P® — Paine®] — 0 pro
At = 0,Azx — 0
(bodova konvergence v kazdém bodg sit&)

e Priklad: advekéni rovnice PO = ®; + ad,, dopredné
schema

ol _ pn D"
Pt a 0" = 2 Ly a1t

Tayloriv rozvoj v bodé (nAt, jAx)

_Pn
L=0

1
P = &+ Atd, + 5At2<1>tt + O(At?)

1
i = o+ Axd, + éAxZ(I)m + O(Ax?)

dif. schema po dosazeni

1 1
PAmA;ﬁD? = q)t + CL(Dx + §At®tt + iaﬁxq)xx + O(At2, ACCZ)

17



Eili
n 1 1 2 2
P& — Paau®) = =S Aty — Salady, + O(AF, Az?) = 0

pro At — 0, Az — 0, &ili schema je konzistentni Va
e Uloha: ov&tte konzistenci centralniho schematu
n+1
R B N 4 Sl W
At QAT

18



Stabilita a podminé&nost

e Definice: Diferencni schema PAt,AggU? = 0 pro parcialni
diferencialni rovnici 1. ¥adu je stabilni v oboru stability
S &

3J € Np, J < n,¥T >0,3cr € R

00 J 00
D P <ery Y

J=—00 m=0 j=-—o00

pro 0 < nAt <T a (At,Azx) € S
e Ize pouzit k uréeni oboru stability, ale nepraktické
e praktickd metoda — zaloZena na Fourierové transformaci

e Definice: Podateéni problém pro PDR 1. ¥adu Pu = 0
je dobre podminény <

VT > 0,der, Vu(t, z), Pu(t,z) = 0,
/ u(t, r)|*de < CT/ (0, 2)|*dx

o0 —0
pro( <t <T

e Lax-Richtmyerova véta: Diferenéni schema konzis-
tentni s PDR pro kterou je poéate¢ni problém dob¥e podminény
je konvergentni < je schema stabilni

19



Courant-Friedrichs-Lewyho (CFL) podminka

e Véta: Pro explicitni diferenéni schema

n+1

b

_ n n n
= auj_j + fuj +yui

aproximujici advekéni PDR u; + au, = 0s A = At/Ax
konstantnim je nutnd podminka stability (CFL podminka)
lalA <1

e predpokladame bod (¢, z) = (1,0) = (nAt,0) a najdeme
vSechny body sité, na kterych zavisi ug; prot =1 to jsou
body pro které |x| < 1/X; vime n = 1/At, &ili nAx =
Ax /At =1/\

ST 0 BT

e charakteristiky pro splfiujici CFL podminku a
pro |a| > 1/A nespliiujici CFL podminku

20



e charakteristiky maji smérnici 1/a; charakteristika prochazejici
bodem (At,0) protind osu = v bod& (0, —aAt)

t

t=At

—aAt —Ax OT Ax —aA¥
e charakteristiky pro spliiujici CFL podminku a
pro |a|At > Ax nespliiujici CFL podminku

e pro systém U; + AU, = 0 je CFL podminka
la;|\ <1, Va;,a; je vlastni &islo matice A

e postadujici podminka maze byt Gplné jind
e omezeni &asového kroku At < Ax/|al

e Véta: Neexistuje explicitni, bezpodmineéné stabilni, konzis-
tentni diferenéni schema pro systém hyperbolickych PDR.

e Poznamka: implicitni schema

Wt —a? ot -t
J J J+ J _
+a =0
At 2Ax

je bezpodmineéné stabilni
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Fourierova analyza

e Fourierova transformace, u(x),z € R

u(w) e “ry(x)dr, wER

7

e inverzni Fourierova transformace

u(x) Jdw, x€R

\/ 2T /
e na diskrétnim oboru AxZ = {Azm,m € 7}
e sitova funkce v, ~ u(Azm)
e diskrétni Fourierova transformace
1 =
" _ —iméAzx A _ /A A
D — e VAT, c(—7m/Ax, T/AT
(©) @m;o § € (—m/Az,m/Ax)

e inverzni diskrétni Fourierova transformace

w/Ax
— [ g, mez
Um = v ) m
27T/7T/Ax
sloZeni vin
e .2 norma

m=—aoo

||u|2\/ [ Jute)pa, ll= | S oA

22



e Parsevalova rovnost ||u||s = ||@]|2, v diskrétnim tvaru

©.9)

IIUIB:/ u(@)Pde =Y Joul?Az = |43

00 m=—oo

Fourierova analyza a PDR

e derivace inverzni Fourierovy transformace

%(aj) = \/% /_OO e“Miwi(w)dw, x € R

Cili

ou A

(5, (W) = iwi(w)

e derivace — nasobeni
diferencialni rovnice — algebraicka rovnice

PDR — ODR

e Piiklad: u; + au, = 0, u(0,x) = wug(x), Fourierova
transformace v x

Uy = —1awl
je ODR pro u s FeSenim

a(t, w) = e "“ig(w)

23



s pouzitim Parsevalovy rovnosti dostaneme

0.0
P =l = lle ol = [~ Jetaa =
—O
oo o0
= [ e ol = [ o = ol = ool
0 —00

Cili PDR je dobfe podminéna

e Uloha: analyzujte podminénost rovnice vedeni tepla
up = by, u(0,x) = ug(x)

e Uloha: analyzujte podminénost advekéné difuzni rovnice
U + auy = bug,, u(0,x) = up(x)

e Uloha: analyzujte podminénost disperzni rovnice
Ut + Clgry = 0, u(0,2) = up(x)

e Uloha: analyzujte podminénost hyper-difuzni rovnice
U = dtyrer, w(0,2) = up(x)

e Uloha: analyzujte podminénost rovnice

up + Auy + Bugy + Cuger + DUgrre = 0, w(0,2) = ug(x)

24



Von Neumannova (Fourierova) analyza

e zpétné diferenéni schema pro advekéni rovnici u;+au, = 0

n+1 n

u; T — U +au§’“—u?_1 0

At Ax
At

1

’U,;H_ (1 — CL)\) —+ CL)\U‘7 13 )\ = A—Qj

e inverzni diskrétni Fourierova transformace
/Ax A
u' e >t (€)dE
J V 2T /W/AI

nam dava

/Ax
n+l __

Ufm (1 —aA + ade EATGM(€)d
N | " €)de

U,

Cili
W= (1 - ad) + ade T A(€) = g(EAx)a"(€)
e zesilujici faktor

i = glEeAn)i ()

pro zpétné schema je

g(EAT) = (1 — a)) + ale A7

25



e a polatetni podminky
" = g(€Ax)"a" (€)
e z Parsevalovy rovnosti
[u"]l; = W/\A%:Hg(ﬁm)”ﬁo(f)\\%
— [ lgleanPa(€) e < erlla(©)];

—7/Ax

/&/TL

o ||u"||5 musi byt omezené, aby bylo schema stabilni, &ili
g(gAz)]* <1

e Uloha: urete kdy zesilujici faktor pro zpé&tné schema
g(EAT) = (1 — a)) + ale A7

spliiuje tuto podminku

e Von Neumannova véta: Jednokrokové diferenéni schema

(s konstantnimi koeficienty) je stabilni <
JK (explicitn& nezdvislé na ©, At, Ax, mlZe viak zaviset
na A = At/Ax) AL, > 0, Azy > 0

9(0, At, Ax) < 1+ KA,
O = EAx, VO, At, Ax.0 < At < Aty,0 < Ax < Axy
Pokud ¢(©, At, Ax) nezavisi explicitné na At a Ax (muZe
zaviset na A = At/Ax) pak je podminkou stability

ve, |g(0)] < 1

e standardni postup — nahrazeni

n

n 170 ~0
u; — g'e”’"u

26



respektive

n+m m _1k©

Ui —> g€

e vzorovy program http://kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/ds/stab.mws
polita zesilujici faktor pro zp&tné schema, resp. podita
1g(©)]* — 1 <0, nerovnici jiz fe$ime ru¢n&

e Uloha: analyzijte stabilitu pro: dopfedné schema

n+l _ _n n o __ ,n

J J
_0
A T AL ’

centralni schema

u

n+l . n n o __ ,n
u u’ Uiy — Ui
+ a =3
At 2N\
| ax-Friedrichsovo schema
n+1 n n n n
wit = (ufg i) /2w — g
+a =0
At 2N\
| ax-Wendroffovo schema
n+l _ ,n n __ .n 2 noo__ n n
U; u; N aujH Ui _ @ Atug g —2ui +uj_y

At 2A\x 2 Ax?
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Stabilita pro proméné koeficienty

e advek&ni rovnice s prom&nnym koeficientem w;+a(t, z)u, =

0
e Lax-Friedrichsovo schema
n+1 n n
Uj+ (] Ujy g+ uj ~1)/2 +a(t” aj‘)’“jﬂ Ui 0
At Y 2Ax

e metoda zamrzlych koeficient(

— schema se vy3ettuje lokalné v kaZdém bodé (¢, x;)
— podminka stability |a(t", z;)|A < 1,Vn,Vj

Stabilita pro vicekrokové schema

e dosazenim

n+m m _1k©
Ui —r g€

dostaneme charakteristicky polynom diferenéniho schematu
P(g,0, At, Ax) a vySetfujeme jeho kofeny ¢;(O, At, Ax)

e pokud P(g, 0, At, Ax) nezavisi explicitn& na At, Az (miZe
zaviset na A = At/Ax) potom je schema stabilni <

1 |g(©)] < 1,VI,VO
2. 1g1(©)] =1 = ¢;(O) je jednoduchy koten P(g,O)
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e obecng, pokud P(g,©, At, Ax) zavisi explicitn& na At, Az,
schema je stabilni <

1. 3K, |g1(0)] <1+ KAt VI, VO

2.3¢> 0,1 < |g(0)| < 1+KAt = ¢(O) je jednoduchy
kofen P(g,0) a |g; — gm| > ¢,YVm # [,VO

e Priklad: schema Leapfrog

n+1 . n—1 n _an
j u; n aujH Uj_q
VAN 2N

vzorovy program http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/ liska/drp/ds/stab-
leap-frog.mw spodita koreny charakteristického polynomu

Uu

= (

— vySetfit pfipad |a|A > 1a © =7/2

— pro |a|A < 1 ovéfit moZnou nasobnost kofenu s |g;| = 1
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Stabilita jednokrokového schematu pro systém

® systém
n+1 n
E :Ak‘ ' Uj+k; - E :B/f ' Uj+k
k k
e dosadime
n+m “tn+m _ik©

a dostaneme
A(©)- U =B(©)-U"
Ul A-1.B. "
e matice prechodu, zesilujici matice
G=A"B

e podminka stability potom je

—|G(O)]] < 1,VO, pokud G nezavisi explicitng na At, Ax

— ||G(0, At, Az)|| < 1+ KAt, VO, pokud G zavisi ex-
plicitné na At, Ax

e vySetfuji se vlastni &isla ¢;(©) matice G
9:(©)] < 1,VI,VO
g1(©)| <1+ KAt VI, VO
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Stabilita systému diferenénich schemat

e system PDR

u —av, = 0
vy —au, = 0
pro U = (u,v)! po eliminaci v
_ 2 — 0
Ut — AUpt = Ut — A Ugy =
dava vinovou rovnici uy = a’u,,

e Lax-Friedrichsovo schema A = At/Ax

n n
Uj+1 —|_ uj—l CL)\

n+1 n n
u; = + (v —v) )
2 2

n n
P a)‘<un _un )
i T 5 5 \Uj41 — Uy

e Fourierova analyza

) —i© i0 —i©
A e’ +e "7 e’ —e 'Y
o't = "+ a\ "
2 2
) —i© i0 —i©
A e’ +e "7 e’ —e 'Y
"t = 5 0" + a\ 5 u'"

" = cos O™ + ja) sin Op"
0"l = cos OP" + ja) sin O4"

coz lze prepsat jako

fjn—l—l —G. Ijn
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kde

G:( cos® zaAsm@)

aAsin®  cosO
je zesilujici matice schematu
e jeji vlastni disla
gi2 = cos©O £ ialsin©
|91,2|2 = 08’ O + a*N\sin? O =
14 sin?O(a*N — 1) < 1
a’\ <1
lalA <1

coz je podminka stability pro systém
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Rad presnosti

e diferen¢ni nahrada u,
Ujt1 — Uy
= u; + O(Ax
Az ! (Az)

Ujr1 — Uj—1 2
AL U, + O(Ax?)

v bodé site j

e jednostrannd diferenéni nahrada je ¥adu O(Az?) v bod&
j+1/2

e vzorovy program http: / /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/ds/rad.mws
pro analyzu ¥adu p¥esnosti diferenéni ndhrady v 1D

e vzorovy program http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/ds/navrh.mws
pro navrh diferenéni nahrady v 1D

auj—1 + bu; + cuji = u,
e Uloha: navrhnéte diferenéni nahradu U, na bodech sité
e Uloha: navrhnéte diferenéni nahrady u,, U, Uy Na bodech
sit¢ ) — 1,9,7 4+ 1,7 + 2 a urlete jejich ¥ad presnosti
e Uloha: navrhnéte diferenéni nahrady u,, 1, U;. Na bodech
sit¢ 7 — 2,9 —1,7,7 + 1 a urlete jejich ¥ad presnosti

e Uloha: navrhnéte diferenéni nahrady u,, Use, Uprr, Upres
na bodech sité j —2,7 —1,7,7+ 1,7 + 2 a urlete jejich
fad presnosti
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e vzorovy program http: / /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/ds/rad2.mws
pro analyzu ¥adu pFesnosti centralniho diferenéniho schematu

ve 2D

e Uloha: urete ¥ad pfesnosti pro: dopfedné schema

n+l _ _n no__ .n
U; U; Ujpr — Uy 0
+ a/ - 9
At Ax
| ax-Friedrichsovo schema
n+l (. n n no__ amn
Uy (Uj+1 + uj—l)/Q n a“jﬂ U1 _ 0

At 2Ax

Lax-Wendroffovo schema

n+l _ . n no__an 2 o _ 9y n
At 2Ax 2 Ax?

U

e Uloha: navrhnéte explicitni diferenéni schema pro ad-
vekéni rovnici pouZivajici na ¢asové vrstvé n 4 body sité
7—2,7—1,7,7+1 a na &asové vrstvé n + 1 bod 7, ana-
lyzujte jeho stabilitu — vzorovy program
http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/ds/stab 4points.mws
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Odvozeni Lax-Wendroffova schematu

e advekéni rovnice u; + au, = 0

e Tayloriv rozvoj v t

A 2
wlt + At ) = ult, ) + Atuglt, ) + Ttutt(t, ) + O(AF)

vime, %e u; = —au, Gili uy = —aty, = @* Uy,

e dosadime do Taylorova rozvoje

a® At? 5
u(t + At,z) = u(t,r) — aAtu, + —5 Ut O(At”)

a pouzijeme centralni diference pro prostorové derivace

no._ yn 2A42 9 n n
n+tl _ n Ujpp — Ui A At Uj 2“3 T U
2N\ ) Ax
a dostavame Lax-Wendroffovo schema
n+l ' n no__ .n 2 n o _ n n

At 2Ax 2 Ax?
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Implicitni schema

e advekéni rovnice u; + au, = 0

e implicitni centrdlni prostorova diference

un+1 " u?fb—H - unjl
J J J+1 J—1
+a = 0,
At 2N\

e Uloha: analyzujte stabilitu implicitniho schematu
e volné okrajové podminky u, =0
ub ™ — it =0, Wt — Wi =0

® prepiseme systém

u711+1 L u;l—i—l _ O
At At
n+1 n+1 n+1 . .n .
w4+t =0
e v maticovém tvaru
( 1 =1 0 0 - 0 0\ (u?“\
_aAt 1 adt . g vl
280 alt 200 alt %+1
At At TL.-l-l
60 0 —9ar | A oy
\ 0 0 o 0 -1 1 't

M-U"™ = UU"
Un—l—l _ M—l

-Uu"
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® VZOrovy program
http://kfe.fifi.cvut.cz/"liska /drp/ds/impl.m; vyzkousejte volbu
¢asového kroku; implementujte periodické okrajové podminky
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Modifikovana rovnice diferenéniho schematu

e Lax-Friedrichsovo schema pro u; + au, = 0

1 n
witt = (ujy +ujy)/2 N au?ﬂ — Ujq
At 2Ax

e Taylorliv rozvoj v t, x

= (

1 Ax?
uy + au, + 5 (Atutt — Ttum) = O(At?, Az?)

vyjad¥ime
up = —au, + O(At, Ax)
derivovanim dostaneme postupné
Uy = —auy + O(At, Ax)

Uty = —QUg, + O(AL, Ax)
Ut — CL2U1;$ + O(At, AZE)

e z Taylorova rozvoje vylou¢ime vsechny ¢asové derivace kromé
u; a dostaneme modifikovanou rovnici

Az? 22 2 A2

e diferen¢ni schema Yesi presnéji modifikovanou rovnici neZ
pivodni advekéni rovnici
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e z modifikované rovnice lze usuzovat vlastnosti schematu

e modifikovana rovnice LF schematu je dob¥e podminéna pro
la|\ < 1, coZ je podminka stability LF schematu

e koeficient u 2. derivace ma vztah ke stabilité

e pokud zahrnuje modifikovana rovnice 2. derivaci je schema
difuzni, numericka difuze vyhlazuje nespojitosti

e vypoclet modifikované rovnice:

— Tayloriv rozvoj v ¢, x
— vyjadreni ¢asové derivace uy;
— eliminace v8ech jinych &asovych derivaci z rozvoje
— zanedbani vyssich mocnin At, Az
® VZOorovy program
http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska /drp /ds/modif-If. mws po&ita mod-
iftkovanou rovnici LF schematu

e Uloha: spolitejte modifikovanou rovnici pro: dopfedné
schema

W —u? ol —
J j j+ i _
+a =0,
At Az
zpétné schema
uT.H_l — u’t — un_l
j j j j—1
+ a = 0,
At Az
centrdlni schema
n+l . n no _ ,n
u u Uiy — Uiy
+a =0

At 2Ax


http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/ds/modif-lf.mws

® VZOrovy program
http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp /ds/modif-lw.mws po&itd
modifikovanou rovnici Lax-Wendroffova schematu

n+l _ ,n no__ .mn 2 no_ n n
At 2Ax 2 Ax?
ve tvaru

1
Up + au, = 6aﬁx2(a2)\2 — Dty + O(Az?)

e disperzni rovnice u;+au, = Cl,,, je vZdy dobfe podminénd

e disperzni analyza, ndhrada YeSeni u — Ge” W)t giwe

—iq(w) + iwa = —iw’c

e disperzni relace

q(w) = aw + cw’

e fazova rychlost viny v(w) = g(w)/w = a + cw?

e grupovd rychlost viny v,(w) = ¢'(w) = a + 3cw?

e rychlosti jsou riizné pro rizné frekvence

e pro modifikovanou rovnici LW schematu je ¢ = %aAan(az)\z—

1), podminka stability je |a|A < 1, &liproa >0 jec <0
avyy,<aprow#0

e pro libovolné a plati |vs,| < |a| pro w # 0, &ili viechny
frekvence s w # 0 se &ifi rychlosti mensi nez |a|, nejpoma-
lejSi jsou nejvyssi frekvence

"vv/

e schema, které ma na pravé strané nejnizsi derivaci treti je
disperzni, LW schema je disperzni
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/ds/modif-lw.mws

e disperzni schema vytva¥i na nespojitostech oscilace
e ukazka, nespojita vina feSena LF a LW schematem
e pro vztah ke stabilité LW schematu je tfeba dopoditat dalsi

¢len modifikované rovnice se 4, derivaci

VZOrovy program
http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska /drp/ds/modif-lw4.mws poéita
modifikovanou rovnici Lax-Wendroffova schematu

U + au, = éanZumx(CLQ)\Q — 1)
1

+§a2)\Aaz3umm(a2)\2 — 1)+ O(AzY)

® rovnice U; + Aty = Clyyy + AUsyyyr j€ dobfe podminéna pro
d < 0, &li modifikovana rovnice LW schematu je dobfe
podminénd pro |a|A < 1 coZ je podminka stability LW
schematu

e z modifikované rovnice je mozné usuzovat na:
— konzistenci
— ¥ad aproximace
— stabilita — heuristickd podminka

— difuzni schema

— disperzni schema
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Schema Crank-Nickolsonové

e implicitni schema centrované v bod& j,n + 1/2

n+l . n n+l  _ n+l no__ .mn
Y; Y; L8 i1 = Y1 n s e e O B
At 2 2Ax 2Ax ’

e Uloha: spolitejte modifikovanou rovnici, ¥ad pfesnosti a
analyzujte stabilitu schematu Crank-Nickolsonové

e volné okrajové podminky u, =0

n+1 n+1

up ™ —uf Tt =0, utt =Wt =0
® systém
u7l”b+1 L u72”b+1 _ O
At At alt
—u'a—+ut +uHa— = v — —(u!
7Y 4N J I AN J 4A:1:<
—u U =0
e v maticovém tvaru
1 -1 0 0 - 0 0 u!
( aAt aAt \ ( 71”L—|—1 \
A 1At i gt R u2+1
a a n
At At 1
00 0 - 45 1 ia Uy
\ 0 0 0 ... 0 -1 1 )
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M - U?’L—i—l — Uyn
Ut = ML U

e implementujte schema Crank-Nickolsonové Gpravou vzorového
programu http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska /drp/ds/impl.m; vyzkouSejte
volbu &asového kroku; implementujte periodické okrajové
podminky
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