ObyZejné diferencidlni rovnice, ODR, analytické metody

e definice — diferencialni, oby&ejné
e y(xr) € S, 1. ¥adu, f(v/,y,z) =0,
nejjednodussi v’ = g(y, x)
e pocateéni podminka y(0) = ¢
e vysdiho ¥adu, nap¥. vy’ = 0 ¥eleni y = c1x + ¢,
2 pocateéni podminky nebo 2 okrajové podminky
e transformace na systém
e existence feSeni, jednoznadnost ¥eseni, bifurkace

e specialni pfipady - separace proménnych
y = f(z)g(y)
dy
— = /flx)dx+c
J 9(y) /
e linedrni ODR s konstantnimi koeficianty, homogenni rovnice
v+ apay" TV o ay +agy =0
substituce y = C'e’, charakteristicky polynom
PA) =X+ ap A" P+ -+ ad+ag=0
s kofeny A, ---, A\, dava obecné Yeseni
& AT
Yy = > cie’
i=1
pro nasobné koteny ¢; = A;x + B;
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e nehomogenni rovnice — partikularni feSeni + obecné Feseni
homogenni rovnice; partikularni ¥eSeni variaci konstant

y =3 cfz)e”

e teorie Fizeni — Laplaceova transformace
e nenumerické metody FeSeni
— tady — Taylor
— Picardova metoda pro ODR ¢/ = f(x,y), y(xo) = yo
yirr(@) = yo + [, f(s,yi(s))d s

e priklady na analytické ¥eSeni ODR v Maple
http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/odes/anal.mws


http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/odes/anal.mws

Systém obycejnych diferencialnich rovnic

e obecny systém ODR pro Y (z)
Y = F(z,Y)

e linearni systém n ODR s konstantrnimi koeficienty

Y' =AY + B(z)

e homogenni systém é(az) =0
Y'=A-Y

e substituce
Y = (e

dava

ACeM = A - Ce
A-C=)XC

e vlastni &isla Ay, A9, -+, A\, matice A (ko¥eny charakteri-

stického polynomu det(A — AI) =0
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e vlastni vektory C, (s, - - -, C,, matice A odpovidajici vlastnim
éislm A, Ao, -+ -, A\,

e navzajem riznd vlastni &isla \; # A\p, 5 # Kk, J,k =

1,---,n — obecné YeSeni

}7 = % djéjeij, dj - R
j=1
konstanty d; se dopocitaji z potate¢nich podminek

e komplexni vlastni &islo A; € C' s vlastnim vektorem C’; po-
tom i \; je kofenem charakteristického polynomu s vlastnim
vektorem C);

eN* = N (cos(ImA ) + isin(Im\;x))
e nasobné vlastni &islo A\ = A9
— 61 a 52 jsou linearné nezavislé
d1C1eM?” + dyCoe™®
~C, a G, jsou linearné zavislé
(dyx + d2>016A1x
e systém ODR je stabilni pokud Re(\;) <0,7=1,---,n



Stabilita oby&ejnych diferencialnich rovnic

e Definice: ODR je stabilni pravé kdyz malé zméné po&atecnich
podminek odpovida mald zména ¥eSeni ODR (pro rostouci
z)

e Uloha: ovétte experimentalné stabilitu diferencialnich rovnic

/

Y =2y—3e", Yy =-2y+e”

pro pocateéni podminky y(0) = yo = 0.97,1.0,1.03 -
VZOrovy program

http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/odes/ode-stab.mws

e Véta: m&¢me ODRy/' = f(x,y), f € C:%,y' pokud existuje
K., L takové, Ze

0
K < f < L? \V/af,y, S (370,331)
dy
potom pro 2 ¥e¥eni y(x),y(x) ODR na intervalu x €
(o, x1) s polatednimi podminkami y(zg) = o, y(xo) =
Yo plati Vo, x € (xg, 21)
o — Gole™ ™) < Jy(a) — ()] < Jyo — Gole" "
e Piklad 1: pro ODR 3/ = 2y — 3e™" je 9 = 2 &ili
K =L =2 aplati

r—x()

[y(z) — g()] = |yo — Gole*

Cili rovnice je nestabilni


http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/odes/ode-stab.mws

o Piklad 2: pro ODR y = —2y + e ™" je 3/ = —2 il
K =L = -2 a plati

r—x()

ly(x) — §(x)| = |yo — Gole ™™
Cili rovnice je stabilni
e Piiklad 3: pro ODR 3/ = —a?y? + cos(z) je gf; =
—32%y? <0 ¢&li L =0 a plati
ly(z) — g()| < lyo — %ol
Cili rovnice je stabilni

e Véta: m&me ODR ¢/ = f(x,y), f € Céyy, pokud

of
<<
9y = 0, Vz,y

potom je ODR stabilni



Numerické ¥Ye$eni ODR

e ODRY = f(x,y) proy(x) s poatedni podminkou y(xo) =
Yo
e vypoletni krok h - maly, Tayloriv rozvoj
y(z+h) = y(o) + hy'(x) + O(I?)
~ y(x) +hf(z,y(z))
e definujeme vypocetni sit x,, = x¢ + nh s hodnotami ¥, =
y(x,) — kompatibilni s po&ate&ni podminkou y () = o

e Eulerova metoda

Yn+1 = Yn + hf(xna yn)



Runge Kuttova metoda RK2

— oby&ejnd diferencialni rovnice iy’ = f(x) ma ¥eSeni
y(x) = y(zo) + [, f(2)d =
po aproximaci integralu
y(x +h) = ylx) +y(x+h/2)h+ O(R?)
~ y(z) + f(z+ h/2)h
rekurentni predpis
Y1 = Yn + f(zn + 1/2)R
— obdobn& pro i = f(x,y)
Y@+ h) ~ y(@)+ fl@+ h/2,y(z + h/2)h
ylo+h/2) = y(x) + flz, y(z))h/2
— metoda RK2 - prediktor-korektor je druhého ¥adu p¥esnosti
O(h?)
ki = f(zn, yn)
ko = f(xn+h/2,y0 + k1h/2)
Yn, + kol

Yn+1



Runge Kuttovy metody

— diferencialni rovnice ' = f(x,y) s po€ate&ni podminkou
y(xo) = 1o, madme vypoletni sit x,,.1 = x, + h a hod-
noty Y, = y(,)

— obecna expliplicitni r-krokova Runge-Kuttova metoda

kl — f($nayn>
ky = f(x, + coh, y, + as1kih)
ks = f(zn + c3h, yn + (as1k1 + azko)h)

r—1
kr — f(xn + Crha Yn + h 'Zl arjkj)
j=

Yot = Yo+ h T bk,
j:

Co | a21
C3|as1 a32
se popisuje tabulkou S
Cr | Qry Ap2 " App—1
bl bZ br—l b?“

— nejjednodussi RK metoda pro r = 1, neznama kon-
stanta b;

kl — f(mnayn)
Un+1 = Yn + hbiky
y(xn + h) = Yn + hblf(xna yn)
oznatime L(h) = y(x,+h), P(h) = y,+hb1 f(xn, Yn)
— funk&ni hodnoty L(0) = P(0)

9



— pro derivace (podle h)
L'(h=0) = y'(2,) = f(@n, Yn)
P'(h=0) = bif(2n, yn)
Cili b1 f = f a by = 1 a jednokrokova RK metoda je
kl — f(xnvyn>
Yn+l = Yn + hkla

coz je Eulerova metoda

Dvoukrokova RK metoda

— r = 2, neznamé konstanty ¢, as1, by, by
ke = f(x, + c2h, yn + as1kih)
y(zn+h) = yn + h(biky + boks)

oznatime L(h) = y(x,+h), P(h) = y,+h(biki+bako)

— funkéni hodnoty L(0) = P(0)
— pro prvni derivace (podle h)

L'(h=0) = y'(v,) = f(zn,yn)

P'(h=0) = (biky + boka)|n—0 = b1f(xn, yn) + b2f (2, Yn)

= f(bl + bg)
L' = P’:>f(bl—|—bg) = f
by +by=1
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— pro druhé derivace

L”<h — O) — y//(xn) — f/<37n7 yn> —

— fx + fyf
P"(h=0) = (biky + boky + h(bik1 + baks)")| =0
= 2(biky + boks) = 2boks

af  9df ,
Ox i 8yy<

Tp)

= 2by(frco + fyaoiki) = 2ba( frca + fyfaon)

L'"=P' = f.+ f,f =2by(feco+ f,fan)
fo(1 = 2baca) + f, f(1 — 2baaoy)
toto musi platit pro libovolnou funkci f &ili pro neznamé
konstanty ¢, asy, by, by dostavame systém

1 — 2[)262 =0
1 — 2[)2@21 =0
bl + bz =1

musi platit by £ 0, ¢y # 0, agy # 0
— pro by = 0 dostavame by = 1, ¢ = 1/2, a9 = 1/2, &ili

RK metoda 1/2 1(/)2 {

coz je RK2 metoda odvozena
dFive
— pro by = 1/2 dostavame by = 1/2,¢c9 = 1,a91 = 1, &ili

1] 1
RK metoda 12 1/2

— odvodili jsme jednoparametrickou (b; € [0, 1)) rodinu
dvoukrokovych RK metod druhého ¥adu presnosti
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T¥ikrokova RK metoda

— r = 3, neznamé konstanty cs, c3, as, asi, ass, by, by, b3

kl — f(xnayn>

ko = f([l?n + coh, Yy, + a21k1h>

ks = f(x, + csh,y, + hlasik) + asks))
y(x, +h) = yn + h(biky + boks + bsks)

Co | 21
C3 | a31 Q32

by by b3

— rovnice pro prvni, druhé a tfeti derivace

— odvozeni pro RK2 v Maple je v souboru

http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska /drp/odes/rk2.mws
— Uloha: odvod'te tfikrokovou RK metodu v Maple
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/odes/rk2.mws

Eulerova metoda

e piiklad: ODR 3/ = —y s PP y(0) =1

e implementace Eulerovy metody v Matlabu je v

http:/ /kfe.fjfi.cvut.cz/"liska /drp/odes/eul.m

function eu=euler(x0,y0,x1,h)
%» Eulerova metoda pro reseni 0DR

N = round((x1 - x0)/h);
x = zeros(N,1);
y= zeros(N,1);

x(1) = x0;
y(1) = yO;
n=1;

while x(n) <= x1
y(n+l) = y(n) + hxf(x(n),y@®));
x(n+1) = x(n) + h;

n = n+l;
end;
plot(x,y);

function ff = f(x,y)
ff = -y,

e Uloha: vyzkousejte feSeni dané ODR Eulerovou metodou
na intervalu x € (0,5) s krokem h € (0.1, 1)
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/odes/eul.m

urlete chyby této metody pro kroky sité h = 1,0.5,0.25,0.125
porovnanim numerického ¥eSeni y,, s analytickym y(z) =
e~" pomoci chyby v maximové normé ||y, — y||maz =
maxy(|yn — y(@n)|)

e Uloha: implementujte metodu RK2
kl — f(xnayn>

kQ = f(In + Cgh, Yn + aglklh)
?J(:Un + h) = Yp + ]’L(blkl + b2k2>

1/2]1/2
0 1
kl — f(ajnayn)
ky = f(x,+h/2,y, + kih/2)
Yn+1 = yn+k2h

urlete chyby této metody pro kroky sité h = 1,0.5,0.25,0.125

e Uloha: implementujte Heunovu metodu RK3

ki = f(xna yn)

kQ = f(l’n + CQh, Yn + aglklh)

ks = f(xn + czh, yn + haziky + azgkz))
y(xn + h) = Yp + h(blkl + boko + bgkg)

Co | Q91 1/3 1/3
C3 | Q31 A32 2/3 0 2/3
bi by bs 1/4 0 3/4
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ki = f(xna yn)
]CQ = f(:z:n+h/3,yn+k1h/3)
y(x, +h) = y, + h(k1/4 + 3/4ks)

urlete chyby této metody pro kroky sité h = 1,0.5,0.25,0.125

e Uloha: implementujte metodu RK4
1/211/2
1/21 0 1/2
10 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

— f(xnayn)
kz = f(x +h/2,y, + kih/2)
flxn+h/2,y, + koh/2))
k4 = f(:l}n—i—h,yn—l—kgh))
y(a:nJrh) — yn+h(k1+2k2+2k3+k4)/6

urlete chyby této metody pro kroky sité h = 1,0.5,0.25,0.125
sestavte tabulku chyb pro Eulerovu metodu, RK2, RK3 a
RK4; jak se chyby méni pfi zmen3ujicim se kroku sité?

e Uloha: ODR ¢/ = —zy s PP y(0) = 1 YeSte Eulerovou
metodou na intervalu x € (0,5) s krokem h € (0.1,0.5) a
potom pro x € (0,50)
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Eulerova metoda - absolutni stabilita

e jeden krok metody pro feseni ODR ¢/ = f(x,y)

Yn+1 = Yn T hf(xm yn)
e necht ¢(x) je Ye$enim ODR ¢/ = f(z,y)
e Tayloriv rozvoj f podle y v y(x) = p(x)

)
x) = fy- (y(@) —o(z))
y'(z) —¢'(x) = J-(ylx) —p(x); J=Ff

e zavedeme u(x) = y(z) — ¢(x) a dostaneme v’ = Ju
e dosadime do kroku metody
Ups1 = Up + hJu, = (1 4+ hJ)uy,
e definujeme funkci stability
R(hJ)=14hJ=R(z), zeC
® mame
Upr1 = R(hJy)uy,
e podminka stability pro skalarni p¥ipad jedné ODR
(R(hJ)| <1, Wi
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e ODR ¢/ = —xy s PP y(0) = 1 na intervalu = € (0,50) s
krokem h € (0.1,0.5)

J = f, = —x, podminka stability

11— hx| <1
—1<1—-hx<l1
—2< —-hx <0

hr <2

h<?
x

adaptivni volba kroku metody

hy < 2
Tn
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Runge Kuttovy metody pro systém

—

e systém diferencialnich rovnic ' = f(x,7) s polate¢ni
podminkou () = ¥,

® obecna epripIicitnl’ r-krokova Runge-Kuttova metoda

J: (T, )
f(a:'n + Cgh yn + &Qlk h)
f

]fg ($n + Cgh yn (aglkl + CL32E2>}Z>

r—1 —
k, = f(a:'n +ch, iy, +h '21 ar;k;)
j:

T —
Ynt1 = Yn + hjgl bjkj

e Uloha: ¥eéte ODR ¢ + 0.2y + 4.01y = 0 s PP y(0) =
1,4'(0) = 0, ODR p¥evedeme na systém

Y1 = Y
Yy = —0.2ys — 4.011

systém ¥eSime Eulerovou metodou na intervalu z € (0, 10)

s krokem A € (0.01,0.5)

implementace pro systém je v

http://kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/odes/eulers.m

implementujte metodu RK4 pro systém
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Eulerova metoda pro systém - absolutni stabilita

e systém m rovnic §’ = f(ai,g’) pro 7, f € R™
e necht J(x) je ¥e$enim ODR 3’ = f(az, )
e Tayloriiv rozvoj f podle v §(z) = 3(z)

e J je Jakobian f podle 7, tj. matice m x m s vlastnimi
¢isly A; a vlastnimi vektory v

e zavedeme u(x) = () — J(x) a dostaneme u' = Ju

e Eulerova metoda
Upit = o+ hf(Tn, @) =~ (I + hJ)i,
e funkce stability R(hJ) =1+ hJ, R(z) =1+ 2

e rozlozime do vlastnich vektortl 17]-

a dosadime do Eulerovy metody
— m —
Up4+1 = (I + hJ) 'Zl CjUj

]:
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— gb:l Cj(??j + hJQ_fj)
J:

Zg?ﬂ@+hM@>
]:

= ¥ o1+ )7,
j:

— gbjl CjR(h)\j)??j

=
e podminka stability pro systém ODR
ROA) <1, Vi=1,-.m
e obor stability
S={z€C |R(z)| <1}
e pro Eulerovu metodu R(z) =142, ze€C

1+2)° <1
a+ib, |l+a+ibf>=0+a)]’+0*<1

2
je obor stability kruh o poloméru 1 se stfedem v (-1,0)
o 2 = hf, prol ODR, resp. z = h\; pro systém ODR

e pokud Re(z) > 0 je ODR nestabilni a nemusi jit ji Yesit
explicitni RK metodou, tj. f, > 0 pro jednu ODR resp.
Re(A;) > 0 pro systém

e Eulerova metoda je absolutné stabilni pro jednu ODR pro
b, € (=2,0)
pro systém ODR potom pro
1+ RN <L Vj=1---,m
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e pro Re(\;) = 0 nemusi jit Eulerovu metodu pouZit, existuji
Y j J Y J
RK metody, které lze pouzit
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Funkce stability pro obecnou RK metodu

e Dalquistova testovaci rovnice
v =ay, y(0)=1, z=ah, a€C
e RK metoda

kl — f(xTuyn)
ko = f(:l?n + coh, Yy, + aglklh)
ks = f(xn + c3h, yn + (azik1 + azka)h)

.

r—1
kr — f(xn + Crha Yn T h 'Zl arjkj>
j=

Yntl = Yn T h 'Zl bjkj
]:

Co | A21
C3 |31 Aa32
s tabulkou ; ;
Cr|Qry Ap2 - App—]
bl b2 br—l bfr

e dosadime pravou stranu Dalquistovy rovnice f(z,y) = ay
a vyjadfime

Yn+1 = R<ah>yn = R(Z)yn
a dostaneme funkci stability R(z)
R('Z) =1+ Zij + 22 ) bjajk + 27 > bjajkak:l + ..
J 75k 5.k,
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e Uloha: uréete funkci stability pro metodu RK2
1/2/1/2
0 1

kl — f(ZCn, yn)
/€2 = f<$n+h/2,yn+/€1h/2>
Yn+1 = Yn T th

vzorovy program http://kfe.fjfi.cvut.cz/"liska /drp/odes/fstab.mws
e Uloha: urete funkci stability pro metodu RK3

1/31/3
2/31 0 2/3
1/4 0 3/4
kl — f(xnayn>

ko = f(zn+h/3,yn + kih/3)
kg = f(il?n + 2/3h, Yn + 2/3]€2h>>
y<xn + h) = Yn t+ h(k1/4 + 3/4k3>

e Uloha: urete funkci stability pro metodu RK4
1/211/2
1/21 0 1/2
1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

kl — f(meyn)
Fl@n + /2, yn + k1h/2)
f(@n + h/2,yn + k2h/2))

5
ks
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ky = f(x, + h,y, + ksh))
y(x, +h) = yo + h(ky + 2ks + 2k3 + kq) /6
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R4d presnosti RK metody

e Véta: RK metoda je p-tého ¥adu pfesnosti pravé kdyz

2 2P |
R(z) :1+z+2l+---+p|+0(zp+ )
e Véta (Butcherova bariéra): Pro p > 5 neexistuje
explicitni RK metoda fadu p, ktera by méla s = p kroka.

e pro p = 5 dostaneme 17 rovnic pro 15 koeficienti ¢;, b;, a;;
a tento systém nema Feseni; pro ¥ad presnosti 5 potfebujeme
alespori 6-tikrokovou metodu

e pro explicitni s-krokovou RK metodu ¥adu ptesnosti p = s
(tj. p=s < 4) plati
oD

R<Z>:1—|—Z—|—‘|—'
p:

Obor absolutni stability

e Definice: Obor stability RK metody je mnoZina
S={:€C|R()| <1}

e pro Dalquistovu rovnici ¢y = ay plati: pokud ha € S
potom je RK metoda stabilni

e pro obecnou rovnici ¥ = f(z,y) je podminka absolutni
stability hf,(z) € S,Vx, kde f, = g;
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e pro systém rovnic Y/ = ﬁ(w,?) je podminka absolutni

stability h\;(z) € S,Vi,Vz, kde A;(x) jsou vlastni &isla

Jacobiho matice J = glg

e Uloha: nakreslete obor stability pro Eulerovu rovnici s
funkci stability R(z) = 1 + z; vzorovy program
http://kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/odes/stab.mws

pro Re();) = 0 nemusi jit Eulerovu metodu pouZit

e Uloha: nakreslete obor stability pro metodu RK2 s funkci
stability R(z) =1+ 2z + 22/2
pro Re()\;) = 0 nemusi jit RK2 metodu pouZit

e Uloha: nakreslete obor stability pro Heunovu metodu
RK3 s funkci stability R(z) =1+ 2 +2%/2+ 23/6
pro Re()\;) = 0 Ize metodu RK3 pouZit

e Uloha: nakreslete obor stability pro metodu RK4 s funkci
stability R(z) =1+ 2+ 2%/2+ 2°/6 + 2*/24
pro Re()\;) = 0 Ize metodu RK4 pouZit

e Uloha: nakreslete obor stability pro Dormand-Princovu
metodu DOPRI5 (6-ti krokovd metoda ¥adu 5) s funkci
stability R(z) = 1+ 2+ 2°/2+ 2 /6 + 2% /24 + 2° /120 +
25/600
pro Re()\;) = 0 Ize metodu DOPRI5 pouZit

e ODR ¢/ = —xy s PP y(0) = 1 na intervalu = € (0,50) s
krokem h € (0.1,0.5)
J = f, = —x, podminka stability hf, = —hz € S

—C<—-hx<0
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hr < C
he©
x
metoda
Euler 2
RK2
kde C' je ddano metodou RK3
RK4
DOPRI5
DOPRI8
adaptivni volba kroku metody
C
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Vnofené RK metody

e tabulka vnofené (embedded) RK metody

C2 | 21

C3 | asr as2

Cr | Ar1 Qpg -+ Qpr—1
bl 62 e br—l br
bl b2 e br—l bfr

e aproximace derivace
ki = f(an +cjh, yn + hzg a;;k;)
e krok metody RKp, ¥adu p, O(h?)
Yost = yn+h T ik,
krok metody RKp, ¥adu p, O(h?)
Yn+1 = Yn + hél bjk;

neCestéjip=p—+1nebop=p—1

e odchylka ||yp1 — Gnsi|| = CR™PP) diva odhad chyby
feSeni a slouzi k adaptivnimu uréovani kroku h, tak aby
vysledné y,,.1 mélo poZadovanou pfesnost

e zadava se absolutni a relativni presnost
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e vnofena metoda RKp(p), nej¢astéji pouzivana Runge-Kutta-
Fehlberg RK4(5), neboli RKF45

ODR s okrajovymi podminkami

e poclatelni problém
v'= f(@,9,9), y(o) = yo, 9 (z0) =y
je po substituci
Y=Y =Y
ekvivalentni systému
o = f(2,y1,92), 1 = Y2, Y1(w0) = yo, Y2(w0) = ¥
e okrajovy problém x € (¢, z1)
y'=flz,y.y), yl@o) =a,y(z) =0
e ckvivalentni systém
vo = f(@,91,92), 91 = y2. y1(z0) = @, yi(x1) = b
e obecny systém

yé — f2<xaylay2)7y/1 — fl(xaylayQ)a 91(330) — CL,y1<£U1) —b
e Priklad:
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metoda strelby, YeSim pocatedni problém

y'=¢€’, y(0)=a,y'(0)=p

v tomto pfipadé je y(1, p) monotonni funkci p; najdu p1, ps
takova, Ze

y<1ap1> <b< y<1ap2>

a potom volim p3 = pl;p? a dale pokraduji bisekci dokud

y(1,p2) — y(1, p1) neni dostate&n& malé

vzorovy program http://kfe.fjfi.cvut.cz/"liska /drp/odes/BC.m
http://kfe.fjfi.cvut.cz/"liska/drp/odes/eulerBC.m potita Fedeni
pocatecniho problému proa=1,p=—-1.7,---,—0.3

Priklad:

y'=—¢eY, e (0,1), y(0)=1,y(1)=0b
pocatelni problém

y'=—e’, y(0)=a,y(0)=p

v tomto pfipadé& neni y(1,p) monotonni funkci p; tloha
nema jednoznadné ¥eSeni; existuji 2 Yeseni

Uloha: Yeite tento pocatedni problém prop =0,1,---,9
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/odes/eulerBC.m

Metoda koneénych diferenci pro okrajovy problém

o piklad

y' = f(@,9,9), ylw)=a,y(x,)=0b, z € (z0,7)
e na intervalu (zg, 1) vytvofime vypoletni sit s krokem h

Ln — Xy

x;=x9+1th, h=
n

a funkci y(z) reprezentujeme diskrétnimi hodnotami y; ~
y(x;) v uzlech sité x;,9=0,1,---.n

e nahradime derivace jejich diskrétni approximaci

)~ Yit1 — Yi-1 )~ Yir1l — 2Yi + Yi-1
(] 2h ) 7 h2

e v kaZdém vnitfnim bod& sité dostaneme rovnici

Yir1 = 2Yi +Yi1 _ f (:1: . Yit1 — Yi-1
]’L2 1y J1) 2h

a na okrajich potom yy = a,y, = b

!

),izl,---,n—l

e feSime systém n — 1 algebraickych rovnic pro neznamé
yiazzla"'an_l
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