
Eulerovy rovnice v 1D

• zákony zachováńı hmoty, hybnosti a energie

ρt + (ρu)x = 0 (1)

(ρu)t + (ρu2 + p)x = 0 (2)

Et + (u(E + p))x = 0 (3)

kde ρ je hustota, u rychlost, p tlak a E hustota celkové
energie

• stavová rovnice ideálńıho plynu

E =
p

γ − 1
+ ρ

u2

2
= ρe = ρ(ε +

u2

2
)

kde e je celková energie a ε vniťrńı energie

Lagrangeovské soǔradnice

• Lagrangeovské soǔradnice jsou pevně spojené s tekutinou,
se kterou se pohybuj́ı

• Lagrangeovská částice má hmotnost, hustotu, rychlost u =
xt, energii

• vlastnost částice f (t, x) = f (t, x(t))

df

dt
= ft +

dx

dt
fx = ft + ufx
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Eulerovy rovnice v Lagrangeovských soǔradnićıch

• p̌reṕı̌seme Eulerovský zákon zachováńı hmoty (1)

ρt + uρx + ρux = 0
dρ

dt
+ ρux = 0

• rozvineme derivace v Eulerovském zákonu zachováńı hyb-
nosti (2)

ρtu + ρut + (ρu)xu + ρuux + px = 0

u(ρt + (ρu)x) + ρ(ut + uux) + px = 0

prvńı člen vypadne d́ıky (1), čili

ρ
du

dt
+ px = 0

• rozvineme derivace v Eulerovském zákonu zachováńı en-
ergie (3)

ρte + ρet + (ρu)xe + ρuex + (up)x = 0

e(ρt + (ρu)x) + ρ(et + uex) + (up)x = 0

prvńı člen vypadne d́ıky (1), čili

ρ
de

dt
+ (up)x = 0
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• Eulerovy rovnice v Lagrangeovských soǔradnićıch

dρ

dt
+ ρux = 0

ρ
du

dt
+ px = 0

ρ
de

dt
+ (up)x = 0

• do rovnice zachováńı energie dosad́ıme za celkovou energii

ρ
d

dt

(
ε +

u2

2

)
+ (up)x = 0

ρ

(
dε

dt
+

1

2

du2

dt

)
+ uxp + upx = 0

ρ

(
dε

dt
+ u

du

dt

)
+ uxp + upx = 0

u

(
ρ
du

dt
+ px

)
+ ρ

dε

dt
+ pux = 0

prvńı člen je nulový d́ıky zákonu zachováńı hybnosti

• rovnice pro vniťrńı energii

ρ
dε

dt
+ pux = 0
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Hmotnostńı soǔradnice

• hmotnostńı soǔradnice

s =

∫ x

x0

ρ(y, t)dy, sx = ρ

• derivace dle x
∂

∂x
= sx

∂

∂s
= ρ

∂

∂s

• v Lagrangeovských rovnićıch transformujeme derivace dle
x na derivace dle s

dρ

dt
+ ρ2us = 0

ρ
du

dt
+ ρps = 0

ρ
de

dt
+ ρ(up)s = 0

ρ
dε

dt
+ ρpus = 0

• Lagrangeovské rovnice v hmotnostńı soǔradnici

d

dt

(
1

ρ

)
− us = 0

du

dt
+ ps = 0

de

dt
+ (up)s = 0

dε

dt
+ pus = 0
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Pohyb Lagrangeovských soǔradnic

• pohyb Lagrangeovských soǔradnic popisuje obyčejná difer-
enciálńı rovnice

dx

dt
= u

• tato ODR se řeš́ı pro každý uzel Lagrangeovské výpočetńı
śıtě

• Lagrangeovská rovnice zachováńı hmoty se věťsinou něreš́ı,
hustota se bere jednoduše z pohybu śıtě – hmota výpočetńıch
buněk se neměńı, tekutina nep̌rekračuje hranice buněk

LF a LW schemata v hmotnostńıch soǔradnićıch

• pro každou konzervativńı veličinu w prediktor

w
n+1/2
i =

mi+1/2w
n
i+1/2 + mi−1/2w

n
i−1/2

mi+1/2 + mi−1/2

− ∆t

mi+1/2 + mi−1/2

(
fn

i+1/2 − fn
i−1/2

)
• korektor LF

wn+1
i+1/2 =

w
n+1/2
i+1 + w

n+1/2
i

2
− ∆t

2mi+1/2

(
f

n+1/2
i+1 − f

n+1/2
i

)
• korektor LW

wn+1
i+1/2 = wn

i+1/2 −
∆t

mi+1/2
(f

n+1/2
i+1 − f

n+1/2
i )
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Diskretizace v buňkách i uzlech śıtě

• skalárńı veličiny ρ, ε, p diskretizovány v buňkách i + 1/2

• vektorové veličiny u, x v uzlech śıtě i

• rovnice pro rychlost a vniťrńı energii (neńı konzervativńı)

du

dt
+ ps = 0

dε

dt
+ pus = 0

• umělou viskozitu (viskózńı tlak) q p̌rič́ıtáme k tlaku v oblastech
komprese

qn
i+1/2 =

0 ,vn
i+1 − vn

i ≥ 0

−3
2%

n
i+1/2(v

n
i+1 − vn

i )
√

(γ − 1)γεn
i+1/2 ,vn

i+1 − vn
i < 0

• schema pro rychlost

un+1
i − un

i

∆t
= −

pn
i+1/2 + qn

i+1/2 − pn
i−1/2 − qn

i−1/2

mi

• posun śıt’ky

xn+1
i − xn

i

∆t
=

un+1
i + un

i

2
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• schema pro vniťrńı energii

εn+1
i+1/2 − εn

i+1/2

∆t
=

− (pn
i+1/2 + qn

i+1/2)
1
2(u

n+1
i+1 + un

i+1)− 1
2(u

n+1
i + un

i )

mi+1/2

• hustota z pohybu śıtě - hmota buňky z̊ustává konstantńı

%n+1
i+1/2 =

mi+1/2

xn+1
i+1 − xn+1

i
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