Liouvilleova rovnice (teorém)

hustota systému (x hustota ¢astic = KlimontoviCova rovnice)
system s 1. ¢astici  (6-rozmérny prostor)

N ()_(1’ pyt) = 5[)_(1 - X1(t)] 5[ pl o |51(t)]
Systém s No ¢asticemi  (6No-rozmérny prostor)

N (R, Brveons Ry » B o) :1j°a‘[x X, (0151, - P (1)]

Normalizace (1 systém) j N(X, Py, Xy, s Py, - 1) A% dp,...dXy dpy =1

Udelime  ON /0t avyuzijeme ol ~X,(01= -5 v,075, - X,0)

N, Vi N,
] a_N_|_ d X, X.N+de
a pak Je ot & dt % & dt

a po dosazeni dostaneme Liouvilleovu rovnici

Zp'v N+Zq, " (%) r':]— <B" (X, )}v N =0

= m ,

Doporucena literatura.: Nicholson kap 4a)l

V,N=0
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Leva strana je Uplna derivace podle trajektorie systtmu pi 0

Zéakon zachovani poCtu systému

Ansambl makroskopicky shodnych systémi
Hustota pravdépodobnosti

- o o ) } N,
fNO (X11 pl,-.-, XNOa pNO) d Xl d pl d XNO d pNo = N—
A
pomeér poctu systémil v elementu fazového prostoru k poc¢tu v ansamblu

Integral =1 systéemy v ansamblu se nerodi ani nezanikaji

8fN No re No 7 o~
* 13V (X, F)+ DV, (R fNO):O
= =1

ot

Hustota systému se podle trajektorie systému ve fazoveém prostoru

nemeni D f~N0 /Dt=0



:_21_0[5[x - X,®15[p, - B

A j=1 i=1
N, = = =
0 \ 7 —_
i=1 i
V je normovaci objem

[ fy, dpdp,.dp, =V = f, =V

Na systémi v ansamblu

Liouvilleova rovnice

K-¢asticova rozdélovaci funkce

f (X0, Py % Py) :Vk_Nojd Xe:1 A Pris A X, d Py XNO d ﬁNO fNO
okraje

fy, =0 X VY. v Z, — oo fy, =0 P Vv Pyi V Py —> o0

rozdé€lovaci funkce je symetricka vzhledem k zamén¢ identickych c¢astic

fk( " m’pm’ Xn,ﬁn""'):fk( " n’pn’ )_(m,rjm’“")



uvazujme 1 druh ¢astic pro jednoduchost jen coulombovska interakce
No _ _ 2
il:q)i:Z:Fij F; = - = 3(Xi_ij)
dt = 4r g, |y(__)*(j|

Z rovnice pro fy, odvodime rovnici pro F,-1 Integraci jdXNO d Py,

B - ofy O
jdXN d py ==V —1 4
° ° ot ot
Ng NO_1_> a a a
J. Z 1vVX " 1Jr_[dx deO[ XNoaX—+vyN0%+VZNOaJ fy,
Druhy integral =0 (prvni ¢len fdeo dyy, 2y, Vi, fy, [i— =0)
Ny N Ng—1 Ny-1 No—1 No-INg—1
J.d)_(NOd I_jNoZZ Z Zgll+zg'No+ngoJ gN oNo :VZ Fijvf’i fN0—1+
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
No—1
+Zjdx d Py, F, V5 T +Zjdx d Py, & P, Py g [ o + O
Rovnice pro fNo—l
a Ng-1 Ng—1Ngy-1 N 1 Ng-1
fuat D WV, fy i+ RV fua=—< 2 [d%y, d By R,V f,

a ° i=1 i i=l j=1 ! V i=1 i



Z rovnice pro fn,-1 odvodime rovnici pro fn,—2 integraci jdXNo—ld Py, 1

Np-1 Np-2

J.dXNO—ld ﬁNO—ljdXNO dp Py, FlN Vp fy, = Z J-dXN ,dp Pr,1 |N 4V J-dX de fy —V Z jdXN 4 d pN0—1F|NO—1V fN0

i=1

Rovnice pro fNO—Z

fu, 2+ZvV fuzt 2 2 RV, fu2 ==y jdeO d By, <Fin, 1V 5 T s

Rovnice pro f
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—fk+ZV.VX, fk+zz f, =

i=1 j=1 i=1

N—kk S

|:|k+1v fk+l
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BBGKY (Bogoljubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon) hierarchie
Ekvivalentni Liouvilleovu teorému (obsahuje trajektorie V ¢astic), ale lze

n¢kde useknout, zajimaji nas k << No, pak Nv_k =n, (No je hustota ¢astic)

§f1+\71VX1 f,+n, [dX, d RV, f, =0

I L G,
normaliza¢ni podminka | fi(B)dp, =1 piipadng J fi(% B dp, =——

pro jednocasticove rozdéleni
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fZ()_(l’ pl’ )_(2’ ﬁZ’t) — fl()_(l’ ﬁl’t) fl(XZ’ ﬁZ’t) + g(il’ rjl’ )_(2’ ﬁZ’t)
g - binarni korelacni funkce, 1. krok v Mayerov¢ klastrovém rozvoji
vnitini sfla ptisobici na &astici je F = nojdi(’z d P, F, 1,(X;, Py, 1)
0 . = . o o =
P f, +V, V. f,+F N f, = —nojdx2 d szlzvplg(xl, P, X,, P,,1)
Clen napravo — srazkovy integrél g = 0 — Vlasovova rovnice
Potiebuji rovnici pro g rovnice pro f2
0 ~ ~ - - - R
P2 H(VVy, +9, V) o+ RV, + BV, ) fo == [dR%, d By (FaV , + PV ) £,

Klastrovy rozvoj
f,(12,3)=f,D) (2 f,3)+ ,Dg(2,3)+ f,(2)9(L,3) + f,(3)g(L 2) + h(L, 2,3)

h — tfi¢asticova korela¢ni funkce ~ A2 - zanedbame
) _ R _ _
S92 +(V Y, +V,V, )92 ==(FeVy, + RV, [0 1:(2) + 90.2)] -

_{no_‘.d)_(}, d l_jslflsvpl [ f1(1)9(2’3)] + nojdx3 d ﬁslfzsvpz [ f,(2)g(, 3)]}

Uzavieny systém rovnic pro f1 a gi»



Chceme vyjadrit binarni korela¢ni funkci pomoci jednocasticové rozd.fce

Budeme uvazovat homogenni plazmu bez vnéjSich poli a potencialni
binarni pusobeni

(X, pt)=f(pt) FE)=Ft)=0 = g=0g(X—%, b, Py t)

F, :_6U12(|7<1_7<2|) Ax
2 0%, odhadneme g z 1.¢lend rovnice, bereme At ~V;

O, ~ f1 f2U12 / 2 h123 - f3g12U 23 / Er vy Integralnim smyslu
Rovnice pro f1 a g1z, vice druhi ¢astic

of of = of, ouU
a4y, —2 dr, d p p.,r,p.,t ab
sila se sklada z vnéjsi a thrm

|§ ﬁa_—Zjdr dpbf (rb1pb1t)uab(| I_’£)|)
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9,
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Chci vyjadiit srazkovy Clen

of, 0 o o
{at l:a_ﬁazb:jdrbdpb Oan (B Pas s Py 1)

U, (7, - )

or,

Rovnice pro gav
o _ 0 _ 6 = 0 = 0 od,( © 0
—+VaT+VbT+FaT+FbT ab A — = |Ya =
ot or, ol op, P, or, (0P, P,
Lo, Do | Hao P 5, g, Sk {a o b} +
@pa @pb 6|’a 8pa C 8ra

ouU
+» |dr.dp ac h, +ia<Db
;J‘ C pc oF 0 abc { }



Uloha ma 2 moZné malé parametry

(1) slabé silové piisobeni mezi ¢asticemi

Ysy <1

o =

Ua
— Oap ~ fafb?b<< fafb

habc - fagcb Ugb‘c < fagcb

(2) maly dosah sil

nd® <1

& - stiedni kinetick4 energie

zanedbame posledni ¢len nalevo proti
prvnimu napravo

posledni ¢len napravo << pfedchozi

d — dosah sil, n — koncentrace ¢astic

2. Clen napravo zanedbame proti 1,
3. ¢len napravo zanedbame proti 1.
tedy aa~ 1, f<<1

1

U
=(nd°’)—22 «1
B=( )g
vplynu Uy ~& a
2
_(nr 3y °©
v plazmatu p=nt )47;

€l

Ko T a a<<l1l



Pokud a <<1 A << 1 = Fokker-Planckuv (Landatv) srazkovy ¢len

jednoduchy pro feSeni, v zadném systému neplati predpoklady piesné

Pokud #<< 1 (a libovolné) — Boltzmanniiv srazkovy ¢len (plyn,
nepruzne srazky v plazmatu)

Pokud a <<1 (g libovolné) — (Bogoljubov-)Lenard-Balescuv srazkovy
¢len (pruzne srazky v plazmatu véetné ptisobeni na velké vzdal.)

Jak vyjadiit ga ? Cas 7y relaxace korelaéni funkce g (doba trvani srazky)
<< ¢as relaxace 7 jednocasticového rozd¢leni (1/srazkova frekvence)
Staci vyjadrit g v limité t—o0
Bogoljubova hypotéza g(t—-w) = 0 (Castice pred srazkou jsou nekorelo-
vane, ale po srazce je uz korelace nenulova = nevratnost

doba mezi srazkami tychz 2 ¢astic je velka (informace o
predchozi srazce se ztrati)

Odvodime Landaiiv (Fokker-Planckiiv) srazkovy ¢len — nejjednodussi

Wi
R P e e
op, or
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Jaké je g v rovnovaze? Funkce f maxwellovska a ¢asova derivace = 0

n P 1 o
f, = 2 -5 =—T -
a (ZﬂmakBT )3/2 exp( ZmakBT ] — gab kBT Uab (|ra rb |) fa fb

(g spravné pro Uap << kg T)

ReSeni nerovnovazné rovnice

hledame feseni v t integraci od to, charakteristiky rovnice odpovidaji
rovnomérnému primocarému pohybu Castic a, b

O O \
o =N~V (t—1) e =6 =V, (t=t') 4 obdobng pro &astici b

t
= = = = = 1 = = I = ! 8 = ! = !
gab(ra’ pa’rb’ pb’t) — gab(rao J pa’rbo J pb’t0)+-“dt {a_ruab( rat' _rbtl )}X
to a

O 19 S Ly Ly o L 4y
X{fb(rbt"pb’t)gfa(rat"pa’t)_fa(rat"pa’t)afb(rbt"pb’t)}

a b

prostorové homogenni fa, fy (na dosahu sil) konst. v ¢ase(po dobu srazky)



— — — — - I - I — — 6 — —
gab(ra’ pa’rb’ pb’t) — gab(rao , pa’rbo 1 pb’tO)_I_{fb(rb’ pb’t)g fa(ra’ pa’t)_
vyuZijeme Bogoljubovy hypotézy ty > -0 g, (t—>—00)=0
a do srazkového integralu

B ° Lap r n.r.o aUa r;\—l_;
(8’;) :55 Z_..drbd Py gab(ra,pa,rb,pb,t) b(| b|)
c a b :

dosadime ga» a dostaneme

of of of,
2 dp, 12°(V,-V 2 f _f b
(atj P 5 Zj ot (Ya™ )(ﬂoa, apb,j

2@ =[dr, auabg bDJdt U, (7~ + V1)

— !

— I

~ (B = f(rb,pb,o}jdt—uab(

kde

a| aj

vyjadiime interakcni potencial pomoci Fourierovy transformace



N I
U (1) = [ G s @u (K000 |, ©u(K)= 13

g,k? pro Coulombuiv

potencial (odvozeni v apendixu)
Integral logaritmicky diverguje — Kmin=1/fmax =1/rp, Kmax=1/rmin

a 0.0, v* O; —V; V,
157 (V) = 2= LInA,,

87e, Vv ,

kde Coulombiuv logaritmus INA, =IN(Koax / Kiin) = I0(5 7 15)

— ) _ 0.9 1
m, v', kde Landauovadélka ™ 27c m_ v

Ve O — .
(afaj Z qaqb In Aabjd pb ab vij 3 a abj 8fa f B f i
ot 8pal 71'50 Vab 8paj 8pr

r'min — maX(b |

|ze napsat ve tvaru

E R G L
ot o op 8pa| 0P,

a




sila dynamického tieni (brzdi pohybujici se Castice)
202 Ve O =V V.. of
qaqlo2 InAabJ'dp»b ab “ij ; abi " abj b
TTE,

@ (p,) =
A ; 8 Vab op,

Koeficient diflze v prostoru hybnosti (rozmazava svazek ¢astic)

2 2 2
@r= O daly Vi O = Vapi Vay,
D" (P,) = Eb B In Aab_[d Py v f,

Pouziva se 1 jiny tvar

of o [= 1 0 O R
(Ze] = Aot g et,]
ot ).  0p, 2 0p,; Oy

. . : y An=> A, B =>B"
kde jsou koeficienty dany soucCty Aa) Zb: b l Zb: J

a dil¢i Cleny lze vyjadrit pomoci Rosenbluthovych potencialu G a H
= 0 0 O
:LPa,b_Hab = Bab :\Pa,b__Gab =
Ay e (P) ij op, p, (P)



Lenard-Balesctiv srazkovy ¢len

pii odvozeni ponechany J Z QJac @ Qe — oSetii korelace na dlouhou
vzdalenost — zahrnuje dynamické stinéni srazky plazmatem

témer totozny tvar jako FP, ale jadro

o _ﬂj( dk (qaqb] kO K (V.- 9,)

1) 27[)3 Ok

g — podélna relativni permitivita, kdyz & = 1 = Fokker-Planck (Landau)

q; 45 1 ~ Of
(wk) 1+Za:go j P oKV +|Akc’9pa




Boltzmanniiv srazkovy ¢len

pii odvozeni g ponechan posledni ¢len na pravé strané— charakteristiky
neodpovidaji rovnomérnému primocarému pohybu, ale pohybu v poli
g v rovnovaze (f je stacionarni homogenni Maxwellovo rozd¢leni)

Uab(|F;1_rl;|)
J., =| EXp| — -1|f f
b |: ( kBT b

pro a<<I prejde ve vysledek pro Fokker-Planckovu rovnici

Boltzmannuv srazkovy Clen

& j =348, va | LB ()~ (P (R) [d0 (v 0.0)

pro pruzné koule o poloméru a je do=a*dQ

pro U~ 1" = do~dQ/v*" pro realny plyn €asto pouzivan

12 6
Lennard-Jonestv potencial U=4e [(a/ r)"—(alr) ]

dG _ qaqb 2 1
pro Coulombiiv potencial g 87e, m,, V2, | sin*(6/2)



Apendix
Apendix — Odvozeni jadra Fokker-Planckova srazkového integralu

Nejdiive spocteme Fourierovu transformaci Coulombova potencialu
—~ikv

Ua)= 2% = @, (K)= [U,(r) exp(-ikiydr =-E%- [€ —gr

4y I Are,

—ikrcos@

I~ —rdrdpsinode=2x[r drieikry dy =4Tﬂzsin krdr =77

qaqb
k
ab( ) k

a tedy ;.
U, (F) = j 20 @, (k)exp(ikr) aa?j(f) _j jk,- %@ab(ﬁ) exp(ikF)
j dt_Uab(| I’b +Vt|) = J dt Ijk ( 7'5) ab(k) |k r, ?b)+lkvt

75(kv)
@, (K)e =) jdt ekt = |7zjk

—

k

ab(k) Ikr ) (IZ )



Apendix

— —

[, |jk' K @, (ke iz [k 7‘; @, (K)e ™" (IZ )
:_jkjig @, (K)5 (K )jk K ab(k)jol /(IR
(272-) =(27)3 5 (K+K")

= —k,® (k)
:nj(;f)g kk; @2 (k) 5(k V) (@(—K) = * (k) = D(K))

bez Gjmy na obecnosti lze pfedpoklédat v=(v,0,0) pak plati
[k (K)okv)dk, =0 A [KZ @ (k)5(k,v)dk, =0

a integral =0 pro =XV ] =X, smiSena yz komponenta téz = 0

dk,d dk, dk k2
D%, (K) 5 (k) nﬂ L 0g (kj k) =

0 27w 242 ©
:”dekdw(q qu sin? -l [ok, qal
00

v (2 8regvy k Brelv

O



Apendix
a ted’ jiz jen transformujeme pro libovolny smér rychlosti

protoze jediny smér je V, mam k dispozici tenzory &; a Vvivj/v?

0 0 0
. ~|0 1 0 —5—Vivi
v=(v,0,0) ; | 2
pro V=(V.0.0)je 00 1
v5—vv
= 12(v) = qaqb i A,

87 &, v



