Viny v plazmatu

linearni X nelinearni

Linearni vlny - mal4 porucha urcitého stacionarniho konstantniho nebo v Case
a/nebo v prostoru pomalu proménného stavu

Linearni rozvoj veli¢in
a=a,+a/(r,t) b=>b,+b,(r,t)

ao, bo mohou obecné byt funkcemi 7, ¢

2 2
Souginy %1 >% b0y zanedbame (malé 2.Fadu)

V neohrani¢eném prostiedi a, = J.alg exp(ikr) & Fouriertiv rozvoj

Poruchy se vyvijeji nezavisle na sobé¢, staci zkoumat vyvoj periodickych poruch.
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Casto nas budou zajimat vlastni mody, tj. feSeni ve tvaru

a= Re{a1 - €exXp [i(];’_; N a)tﬂ}

Vlastni mody jsou jednou z charakteristik prostiedi. Budeme hledat disperzni
vztah @ = @(k)

Zpusob popisu

* Dvoukapalinova hydrodynamika - jednoduchy, ale v nékterych ptipadech
neuplny popis prostiedi

* Vlasovova rovnice

Rozdéleni vin

* PodéIn€ viny x pticne€ viny

 Vysokofrekvencni (elektronove) viny x nizkofrekvencni
 Plazma bez stacionarniho B x plazma v magnetickeém poli
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Plazmoveé viny
(dorucenda literatura — Chen 4.3, 4.4, 7.4 nebo Nicholson 6.3-6.8,7.3,7.4)

podéIné viny - rychlost @ || k
vysokofrekvencni (v 1. pfiblizeni 7; — °°)
Uvazujeme mal¢ odchylky od homogenniho stacionarniho stavu
no=ng+m(7.t) G =g +a (F,t)  ny=2n,
Rovnice kontinuity =5

on, +div(n,u,)=0

0. fad +div (nyiiy ) =0 n, = const.

— +di i, +ng, =0
1.#4d o W(”li‘oﬂ "o j zanedbéme}?-( ~ 2. td

—_
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Zmény hustoty elektronu —> E=0+E,(7,t)

divﬁzﬁ(ne—an.) divE =dep
80 80
Pohybova rovnice (zdkon zachovani hybnosti)

i v T
aue+(ueV)ue— 9e 1P —v,, (u,—u,)

ot m, mn,

du, . _ 4.7 Vp
— 4y 4 ="¢F ——4 =
/ ei. "1 m, m n, (VpO 0)

Budeme predpokladat feSeni tvaru ei(kr_wt) (k realné)
a(7,t)= Re(Aei(k?_M)) = Re(A* e_i(kr_w t)j

g l(A ei(l??—wt)
2

Velka pismena — komplexni amplitudy

+c.c.)
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Studen€ plazma bez srazek (vypadnou posledni Cleny na obou stranach pohyb.rce)

on -
—+n,divi, =0
ot
—iwN, +nikU, =0
- e I
divE =——n, .
€o ikE +—N,=0
o e - €
1~
ot m ol : e =
¢ —ioU +—FE =0
i, E || k e
o’n, e’n e’n w N ~ e
1 O n =0 W = 0 U =— — E =—N
atZ 1 pe I k | k 1
EOme EOme nO 80
Oprava na ionty
) ) , ) Zezn0
w, =0, +a0, W, =
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Reakce na vysokofrekvencéni pole E, (miiZze byt vnéjsi nebo vnitini)

. 2
- ie'n, -
- =—e| nyi, + njii, |=—F
Je ot Bk | 2
—_—
O
. P . - . 0d [ = -
e divE = —+div;j =0 div—(g L )=—divj
0 P / at( oF) /
o di . j
frekvence @ —l@div goE"'Z =0
: O, | =
dive,| 142£ |[E=0 , .
WE, vlastni viny naboje
— 2 2 o
e 1_ M _, 9 EE=0
ro — 2 —
E,m a1 @ E#£0 = £ =0

a tedy disperzni vztah w= @ nezavisi na k = plazmove oscilace
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Vv srazek

il +V
at el

y
e - 0°n on
—-—F, L4V, =L+ awn =0
m, ot ot
2 Vei
el —ia)pt — !

R —iax — i _er — 2 ,
feSeni ~ € @, =1 D T \/ a); 4 n =n,.e € tlumené osc.

.ulz

Vliv tlaku (nenulové teploty)

- _do_=
pti I =0 Ve = ak =0 alekdyz T # 0, poruchy se $ii
prostorovy tvar poruchy se zachovava, zvolime k=kx = u, = MIJAC
du, e z 1 o adiabaticky dé&j, @> Ve = srazky nestaci
- v izotropizovat rozdélovaci funkci
ot m, m,n, or, P
%,
—P

ax Ixx
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Neporu$eny tlak Py = nokBTE) (skalar, 7, elektronova teplota)
Porucha tlaku napfi¢ vinovému vektoru je dano pouze zménou hustoty

ljlyy — ])lzz — nlkBT;) (T{J_ — O)
V podélném sméru prace tlaku se musi zménit v tepelnou energii
1 dn
—n,V, k,dT, =—p,dV = p, V,—
2 el Po poono dn—n, dI, —>T,
dU
2p, 2k, 1,
~ kBT{” - n2 = n n })lxx — nlkBT;) + nOkBTi” = 3kBT(')nl
0 0
V podélném sméru se elektrony chovaji jako ¢astice s 1 stupném volnosti (y=3)
2 2 2
0 e 3k, T on a’71_3kBToanl eny,
—u=——FE —-—= 1 — 2 > T n =0
ot m, mn, 0x ot m, ox~ gm,

2 2 22 2
Plazmova vlna se §iii O =w,+ 3k7vy, (VTe = kT, / me)
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: r 2 _ 32 2.2
w WL 2 Disperzni vztah @ =, +3k"v;,

A e
4,
v, =—=\/3V;e +—
k k
, _do_ kv,
g B 2 2.2
dk \/a)p +3k°v,
2
v = 3vy,
N
¢
2 2.2
v 17 . . , g(l) w]? zl_a)p_3kVTe
prostiedi s Casovou a prostorovou disperzi r ’ 2 2

@ 4
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Popis pomoci Vlasovovy rovnice

oS e 59 _
at Cor op =0 teseni Jo(P), £, =0
sz JFf . I I _

Poruchy fl(rap)aEl, k =xk E"'an_x—eEla—O
Regeni tvaru exp(ikx-ixr)
f=i ek, df, porucha nemusi byt mala pro Vx = Vo = w/k

1 w—kv_dp, = rezonancni elektrony

v E € € ~ e . eE of, .
divk =——n =——| fd kE, =— 1 0 d

" €9 " o J‘fl P e £, jlw—kvx ap. P

82 I 9 2
ke “dp |E =0 @ )

kde &(p.) =n;' [ f,(P)dp,dp.
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.- >V v o : . .
Pfi ¢ | e pouzijeme Tayloriv rozvoj, rezonanéni elektrony zanedbame

(pf1 vy > ¢ nejsou vibec zadné rezonancni elektrony)

w’ 2kv. 3k2v?
8rzl_;lz?“.g(px)(l+ wx_l_ a)2x)dpx pfedp <VX>:ux:O

2 2
2x72

e :l—a)” 3k, @

4 ’ N A A &

2 2 2.2
— Cl):a)p+3kVTe

Pi1 vy <c ?cospolem v integralu — odpovéd musime hledat fesenim pocatecni
ulohy, tj. porucha je zadana na pocatku v Case 7 a sledujeme, jak se vyviji
Pro feSeni pocatecni ulohy musime pouzit Laplaceovu transformaci

A(w) = Ta(t) e’ dt

Laplaceuv obraz je definovan integralem pro ® s dostatecné

velkou kladnou imaginarni ¢asti (pro a(t) omezen¢ je to pro Im(w) > 0)
Pro ostatni @ ziskame Laplaceliv obraz analytickym prodlouZenim funkce
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1
E =1+— pJ- dg dpx

r k Y wo—kv_dp.
Pro Im(w) > 0 leZi integracni cesta pod polem, pi1 analytickém prodlouZeni musi
cesta zustat nadale pod polem (musime pol obejit zespodu !)

B muré Lol

- x | P4/¢
_ % o

*

Z reziduové véty vime ze integral pres polokruznici d4  ixmxreziduum
Pro w/k <<c¢je
1 m, 1 m, P . m, m,Q@
. = —irZe 5| p -
W— kv k m, k m, k k
k

Zde P oznacuje integral ve smyslu hlavni hodnoty
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2
Im «S'r(((),k) - _72.(0]2? ’;:; (;ll;g m

Pro wrealné je

A
% P

Im(Er) > () Im(&) <0
Hledame komplexni @ =awr+i @y takové, ze e(w,k) =0
Slabé tlumené (pomalu rostouci) viny |@r| << wr
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dRe € (w,)

E (W, +iw,)=Re & (w,)+iIm € (w,)+iw, 0
R
2
W, 3k2v2
) = [ P _ Te — 0
Pro wwr/k >> vre je Re 81" (a)R) 0)}23 a)lz2
2 2 2.2
a tedy , —a)p+3k Vo,
1maginarni ¢ast frekvence je
Im&.(w m @, d
(01:_ r( R) :7[0)2 ezR g
dRe &€ (w,) P2k dp. , _ Moy
dw, rok
Vyvoj je exp(-i wrt)exp(wit) - rychlost Landauova utlumu je yL=-x

2 9 2
@ =—J; e exp|
Pro Maxwellovo rozd&leni je 8 k3V;e 2k2V§e
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Energie plazmové viny
E - 1~ _ o

—£, 9 _ =; = —g—E=—jE E=—(Ee ) e“’Rf)
ot 2 "ot 2

E je komplexni amplituda, R znaci redlnou Cast, stieduji pres Cas < >2}—”
R

~ ~ dI
iiEzz_l(Reg(w))‘E‘z Re o(w)=Re o(w,)—w, ho
4 dt 2 Dr
E, d~z2 1dImo| dxp 1 ~ |2 5 .
TR E =——Reo(wp)|E| . YE_, F
4 dt 4 do |, di 2 uzito {; !
R
B io
Vodivost o a permitivita & souvisi & =1+— we. oznacme &, =Re(€))
0

,  obecny vztah

d

- (plazmova vlna 4,

W — hus{ota energie
tot g

~

}: —%Re o(w,)|E

~

E

d|ld
= o e )
dt| 4daw

Wp

(e €)= 280)
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Linearni X Nelinearni Landauv utlum
v soustaveé spojene s vinou je ar=0

~ E
A ,-,g,y E =Esmkx 4 Up=—€(0=—%005kxa

| pohybova rovnice elektronu je

/\\ m ¥ = —ek sin kx

elektron osciluje v potencialni jamé s frekvenci

~

1/2
e
o, =( " j (bounce frequency)

e

v —1 /4 3 \ o 4 . . /4 /4
pro Casy ! < @, pohyb neni ovlivnén polem a Landatv Gtlum je linedrni

pro 7, =—@, > a, v Case ! =7/ @, za¢inaji elektrony vracet energii viné
InlET | zachycené elektrony g ) a4
N V,—V, <v<v +vV,
\_,——/—-\
X myv;/2=2|ep,|
:“ irt_ 5';!:' o 2££j1/2 —
w, 4, t m k
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BGK mody (Bernstein, Green, Kruskal)

Vychazi z nehomogenni rovnovahy — presné nelinearni feseni

Staciondrni Vlasovova rovnice pro castice s ma feSeni
Jf 9 i

Voot qE-—=0 f=1]E=+q00) |= FU)
" ox op 2m,

Nejjednodussi feSeni pro chladné nezachycené svazky

n
n (v, (1) =nyv,, BV ="Vi ()= Vi + 2ep(x) / m,

Rovnice kontinuity pro e,i a pohyb Castic v potencialnim poli (vi obdobn¢)
Hustoty ndboju Castic dosadime do Poissonovy rovnice

~1/2 “1/2
(12 90 __‘2’10 \]eO B \GO _ (2]10 1+ :ZG‘D 1= :ZZZ@%D
d x2 E \V, ()C) \£ (X) € mevio Min'zo

Rovnice obdobna jako pro pohyb v potencialnim poli — potencial V(@)

1/2 1/2
g 0 n 2eq MV [ 2Zep
- — V =20 2 | LUy [
@ V(o) kde 2 £ eV ( ¥ mv’ j ¥ 7z Ml.Vl_z0

€ .0
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2
Ml' ViO

Pro mala ¢ 7

d2g0+n062[ 1 N / j¢:0 o go(x):%sin(x//lBGK)
reseni

2 2 2 -2 V] 2 2 2
dx” & \myv,, My kde A2, = @2, IV + @, I VY,

/ﬁm periodicky potencial
| clektrony jej vidi obracené
. +

K libovolnému potencidlu 1ze sestrojit takove staciondrni rozdéleni ionti a
elektront, ze vyvola prislusny potencial

‘e(p(x)‘ <m v, A ‘e(p(x)‘ <

Case-van Kampenovy mody

Hleda se fi pro zadané o, k /i =/, exp (ikx —iax ) obsahuji 0 funkce - nefyzikalni
Existuji kombinace CvK modi, které singularity nemaji
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Vysokofrekvencni elektrostatické viny v plazmatu se stacionarnim
magnetickvm polem By

k|| B, magnetické pole viny neovlivni = plazmové viny

k LB, kromé elektrostatické sily elektrony vraci navic i magnetické pole —
cyklotronova frekvence .

. 2 2 2 _ 2 , . ,
pii T=0 W =0, +W. =0,  herni hybridni frekvence

horni hybridni viny — plazmové viny ve sméru kolmém na B,
v teplém plazmatu se Sifi v dusledku termokinetickeho tlaku (obdobné jako
plazmové viny)

navic existuji vlastni linedarni mody Vlasovovy rovnice, které nemaji
hydrodynamicky ekvivalent — Bernsteinovy mody
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Svazkové nestability (Dvousvazkovd nestabilita)
Mnoho situaci — pohyb elektronti proti iontim ¢1 pohyb skupin elektronu

y. € e Nejjednodussi situace (zvidsté z hlediska
< >E analytického reseni) — 2 svazky elektronu
— ¥, + ¥ proti sob& — ionty nehybné ui=0
e NA0= NBO= No/2, Zni = no
’-c = ‘4" o = VTe << Vo Eo=0
on, 0 E .
<+ (naua):O E)M’)’+(uO{VuO()=—e— dlsz—i(nA+nB—nO)
ot Ox ot m, g,
hledame vyvoj linedrni poruchy ng1, ua1, E1 ~ exp(ikx-i ax)
—ion ,, +ik (ngu, /2—vyn,,)=0 —in,, +ik (ngug / 2+ vy, )=0
E E
—ieu, — ik, ==t —i@uy, + kv, = ——  kE, =——(n, +ng)

e e 0

z pohybovych rovnic vyjadiime amplitudy rychlosti a dosadime do rovnic
kontinuity
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ek,
m,(@+kv, )2

ek,
m (w—kv,) @ dosadime do

n ) n .
Ny = kzo(_l) Ng = k?O (=)

2
Poissonov e M=K — ; z 7t 1 > | B dtud
y rovnice 2¢e,m, (a)+ kVo) (a)— kVo) a odtu

2
— : , I=—= 1 > T 1 2 /
ziskame disperzni vztah 2 ((w+hv,)  (@0-kv,) a upravime

4 2.2 2 2 2. 2(71.2.2 2\ _
o —(2k V0+a)pe)w +k Vo (k Vo_wpe)_o , charakter feSeni

14 * 4 4 14 N4 2 2
zavisi na znaménku absolutniho ¢lenu, pokud >0, @ >0, @, >0 4

L 1 2472 2 2 2 C L y
systém je stabilni, pokud kv, < @, pak @ >0, @, <0 3 existuje kofen s
kladnou 1imaginarni frekvenci — feSeni roste v Case — nestabilita

2 2.2

w kv

2 2.2 pe 0
w ., =kv, + 1+ [1+8 2,2 2, I

p

a feSeni @ =iy~ je rostouci exp(-iwst) = exp (Y¢)
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2.2 2 . L )
pro K 'Vo K@, ie @ =iy=ilk|V,  chceme najit mod (k), ktery roste

—@; 3 @
nejrychleji — v maximu |k v2) — 3 \/g

Cili nejrychleji rychlejs$i mod roste jen o trochu
pomaleji nez je @he

Jak vypadaji rostouci mody ?

Pro malé k pro narGistajici mod @ =! k| v,

se poruchy hustot svazku A,B téméf vyrusi
(horni obrazek — vo=2) Pole E1 vytvareno jen
malou sumou hustot fadu ~k*vo®/mpe* naristajici
pole exp(ikx+kvot) :

E.nu

—E1
nA1 ||
nB1
uA
-—..____\ ; ——— : UB 1

Nejrychleji rostouci mod (dolni obr.) 2L
Je vidét nenulovou sumu poruch hustot
svazki A,B

Zde zvlastni pripad zesilujici se statické
poruchy (dano symetrii tlohy)

-

E.nu
(=]

—E1
nAl ||
nB1
uA
— ! uB




Jiny pfipad — pohyb elektronu vii¢i ionttim rychlosti vo
zavedu x=aV he a y=kvo/ Wpe

_Zm, I M, 1
Disperzni vztah 2 " (x—y)

-=F(x,y)

pro y> hranice ma disperzni vztah 4 realné koreny - je stabilni
pro y < hranice ma rovnice jen 2 redln¢ kotreny — nestabilita

107 ¢ : : _ . s
5 ¥y =05
B “y=1.5 ||
! 1§ ’ ]
L 1 \,__ 4

2
) M [z
. e Vo= 14 3—
hranice stability Zm, | \ M
B /Zm
maximalni rast Vs = Ope| =0

PV 23



