Obyèejné diferenciální rovnice

1 Úvod

Obyèejnou diferenciální rovnici N-tého øádu f^(x, y, y^′, y^{′′}, . . . , y^{(N ))} = g(x) pøevádíme na soustavu N diferenciálních rovnic 1. øádu. Provedeme substituce

y^′ ≡ z_1 y^{′′} ≡ z_2 . . . y^{(N −1)} ≡ z_{N −1} a dostaneme soustavu

y^′ = z_1 z^′_1 = z_2 . . . z^′_{N −2} = z_{N −1} f(x, y, z_1, . . . , z_{N −1}, z^′_{N −1}) = g(x) Poslední rovnici lze obvykle rozøeźit vzhledem k z^′_{N −1}, pak ji lze psát ve tvaru z^′_{N −1} = g̃(x, y, z_1, . . . , z_{N −1}). K jednoznaènosti øeźení musí N rovnic prvního øádu (1 rovnice N-tého øádu) splòovat N podmínek.

Podle zadání podmínek rozliźujeme 2 základní úlohy

• Poèáteèní problém { ∀ podmínky jsou zadány v jednom bodu (mohu pøímo sledovat øeźení vycházející z tohoto bodu) • Okrajový problém { ∀ podmínky nejsou zadány v jednom bodu { nejèastìji jsou podmínky zadány ve 2 bodech na okrajích, ale mohou být i jiné, napø. integrální podmínky

2 Runge-Kuttovy metody pro øeźení poèáteèního problému

2.1 Eulerova metoda

Systém rovnic vektorovì d ⃗y d x = ⃗f(x, ⃗y) Poèáteèní podmínky zadávají øeźení v bodu x_0, øeźení budeme hledat postupnì v bodech x_1, x_2, . . . , x_n. Pøibli¿nou hodnotu øeźení v bodì x_{k+1} nalezneme s pomocí 2 èlenù Taylorova rozvoje v bodì x_k. Oznaème h_k = x_{k+1} − x_k. Pak ⃗y_{k+1} ≈ ⃗y_k + h_k · d ⃗y d x | | | | x_k = ⃗y_k + h_k · ⃗f(x_k, ⃗y_k) Nejni¿źí zanedbaný èlen urèuje odhad chyby k-tého kroku Eulerovy metody ⃗ε_k = ⃗y(x_{k+1}) − ⃗y_{k+1} ≈ h^2_k 2 d^2 ⃗y d x^2 | | | | | x_k = h^2_k 2 d ⃗f(x, ⃗y) d x | | | | | | x_k = h^2_k 2 ∂ ⃗f ∂x +^∑_j f_j ∂ ⃗f ∂y_j Chyba 1 kroku je tedy úmìrná h^2, poèet krokù v daném intervalu x ∈ ⟨a, b⟩ je N = (b − a)/h a tedy celková chyba je úmìrná ‖⃗ε‖ ∼ N · h^2 ∼ h Eulerova metody je metoda 1. øádu (pøesnosti). Je tedy málo pøesná, vy¿aduje velmi krátký krok, a proto se v praxi pou¿ívá jen zøídka.

Pozn. Proto¿e ∀ vzorce pro systém rovnic jsou jen jednoduchým vektorovým zobecnìním vzorcù pro 1 rovnici, budeme dále studovat øeźení 1 diferenciální rovnice 1. øádu.

Konvergence Eulerovy metody

Nechż je diferenciální rovnice y^′ = f(x, y) s poèáteèní podmínkou y(x_0) = y_0. Nechż v oblasti D = {(x, y), x_0 ≤ x ≤ X, |y −y_0| ≤ b} je funkce f(x, y) spojitá a ohranièená |f(x, y)| < A. Nechż dále X − x_0 ≤ b/A a nechż na mno¿inì D ∃L > 0 takové, ¿e platí Lipschitzova podmínka |f(x, z) − f(x, y)| ≤ L|z − y| . Potom pro h → 0 platí

1. posloupnost y_n(x) konverguje k φ(x),

2. φ(x) ∈ C^1 je øeźení diferenciální rovnice na x_0 ≤ x ≤ X,

3. neexistuje na x_0 ≤ x ≤ X ¿ádné jiné øeźení vyhovující poèáteèní podmínce.

Pozn. Ke splnìní Lipshitzovy podmínky staèí, aby funkce f mìla v dané oblasti omezenou parciální derivaci podle y.

2.2 Metody Taylorova typu

Metody vyźźího øádu, které by vyu¿ívaly Taylorova rozvoje, se v praxi nepou¿ívají. Potøebují vyźźí derivace y a tedy parciální derivace funkce f podle x a y. Napø. Taylorova metoda 2. øádu by byla

y_{k+1} = y_k + h_k f(x_k, y_k) + h^2_k 2 d^2 y d x^2 = = y_k + h_k f(x_k, y_k) + h^2_k 2 ∂f ∂x | | | | | (x_k,y_k) + f(x_k , y_k) · ∂f ∂y | | | | | (x_k,y_k) Pozn. Taylorùv rozvoj je ale dùle¿itý pro odvození jiných metod, stanovení jejich øádu apod.

2.3 Princip Runge{Kuttových metod Jsou to v praxi velmi èasto pou¿ívané metody. K nalezení øeźení y_{n+1} = y(x_{n+1}) se vyu¿ívá pouze pøedchozího bodu (x_n, y_n), nevyu¿ívá bodù s indexem k < n. Takové metody nazýváme jednokrokové.

Metody Runge-Kutta jsou zalo¿eny na postupném zpøesòování hodnot v bodech mezi x_n a x_{n+1} vèetnì (obvykle se vyu¿ívá bodu x_n + h_n/2). Výpoèetní vzorec Runge{Kuttovy metody má tvar

y_{n+1} = y_n + hΦ_{RK} (x_n, y_n, h) , kde Φ_{RK} (x_n, y_n, h) = p_{r1}k_1(h) + p_{r2}k_2(h) + . . . + p_{rr}k_r(h) , a dále

k_1(h) = f(x_n, y_n) k_2(h) = f(x_n + α_2h, y_n + hβ_{21}k_1) . k_r(h) = f [x_n + α_rh, y_n + h(β_{r1}k_1 + β_{r2}k_2 + . . . + β_{r,r−1}k_{r−1})] Pokud zvolíme r = 1, dostaneme Eulerovu metodu. Pro r ≤ 4 se øád metody mù¿e rovnat r (chyba 1 kroku ∼ h^{r+1}). Pro konstrukci metody 5. øádu je vźak zapotøebí alespoò r = 6.

2.4 Ukázka konstrukce { Runge{Kuttova metody 2. øádu Zvolíme tedy r = 2 a mù¿eme odvodit Φ_{RK} (x_n, y_n, h) = p_{21}f(x_n, y_n) + p_{22}f(x_n + α_2h, y_n + β_{21}hf(x_n, y_n)) = = Φ_{RK} (x_n, y_n, 0) + hΦ^′_{RK} (x_n, y_n, 0) + O(h^2) = = p_{21}f(x_n, y_n) + p_{22}f(x_n, y_n) + hp_{22} [f_x(x_n, y_n)α_2+ + f_y(x_n, y_n)β_{21}f(x_n, y_n)] + O(h^2) , kde f_x ≡ ∂f/∂x, f_y ≡ ∂f/∂y a Φ^′ je derivace Φ podle h. Porovnáme výrazy u nulté a první mocniny h funkce Φ_{RK} s pøírùstkem Φ_T (y(x_n + h) = y(x_n) + hΦ_T ) vyjádøeným z Taylorova rozvoje

Φ_T = f(x_n, y_n) + h 2 d f d x + O(h^2) = f(x_n, y_n) + h 2 (f_x + f · f_y) + O(h^2) a dostaneme

h^0 : p_{21} + p_{22} = 1 hf_x : p_{22}α_2 = 1 2 hf_y : p_{22}β_{21} = 1 2 Tato soustava má nekoneènì mnoho øeźení, ale logice Runge-Kuttových metod odpovídají následující 2 øeźení øeźení.

1. Øeźení α_2 = 1, β_{21} = 1 a p_{21} = p_{22} = 1/2 dává metodu analogickou lichobì¿níkové metodì integrace. Zde je

k_2 = f (x_n + h, y_n + hf(x_n, y_n) ) a y_{n+1} = y_n + h 2 (k_1 + k_2) .

2. Øeźení α_2 = β_{21} = 1/2, p_{21} = 0 a p_{22} = 1 dává metodu analogickou obdélníkové metodì integrace. Zde je

k_2 = f ( x_n + h 2 , y_n + h 2 f(x_n, y_n) ) a y_{n+1} = y_n + hk_2 .

2.5 Klasická Runge{Kuttova metoda ètvrtého øádu Klasická Runge{Kuttova metoda ètvrtého øádu je jednou z nejpou¿ívanìjźích metod tohoto typu. K výpoètu jednoho kroku se pou¿ívají tyto vztahy k_1 = f(x_n, y_n) k_2 = f(x_n + h 2 , y_n + h 2 k_1)

k_3 = f(x_n + h 2 , y_n + h 2 k_2) k_4 = f(x_n + h, y_n + h k_3) y_{n+1} = y_n + h 6 (k_1 + 2k_2 + 2k_3 + k_4)

Chyba jednoho kroku metody je ε_1 ∼ h^5, chyba metody v zadaném intervalu se zvìtźuje lineárnì s poètem krokù N ∼ h^{−1} a tedy ε ∼ h^4.

2.6 Odhad chyby a automatická volba kroku

Existují 2 metody odhadu chyby pro automatickou volbu kroku

1. Srovnání výsledku 2 krokù o délce h s výsledkem 1 kroku o délce 2h

2. Srovnání výsledku 2 Runge{Kuttových metod rùzného øádu → vnoøené RK metody (viz následující odstavec)

Srovnáme výsledky získané se dvìma kroky h a s jedním krokem 2h. V následujících vztazích je Δ odhad chyby.

y(x + 2h) = y_h + 2C h^5 + O(h^6) + . . . y(x + 2h) = y_{2h} + C (2h)^5 + O(h^6) + . . . Δ ≡ y_h − y_{2h} 15 = 2C h^5 + O(h^6)

Velièina Δ je tedy odhadem chyby y_h.

Je-li známa po¿adovaná maximální lokální chyba Δ_0 a pøi kroku h je odhadovaná chyba Δ, postupujeme takto:

• Je-li |Δ| ≤ |Δ_0|, krok pøijmeme a zvìtźíme velikost následujícího kroku.

Proto¿e h ∼^5 √ Δ, zvìtźíme krok na

h^′ = S h^5 | | | | Δ_0 Δ | | | | , kde S ≃ 0.9 je bezpeènostní faktor. Obvykle pøi zvìtźování kroku omezujeme maximální velikost pomìru h^′/h (typicky h^′/h ≤ 4).

• Je-li |Δ| > |Δ_0|, krok nelze pøijmout, výpoèet provedeme znovu. Pøi zmenźování kroku vezmeme v úvahu, ¿e chyba kroku je násobena poètem krokù N ∼ h^{−1}. Jde tedy o metodu 4-tého øádu a krok zmenźíme na h^′ = S h^4 | | | | | Δ_0 Δ | | | | | .

Obvykle po¿adujeme lokální relativní chybu øeźení ≤ ε. Po¿adované relativní pøesnosti zøejmì nelze dosáhnout pro y = 0. Pøi odhadu chyby proto pøidáme odhad zmìny v 1 kroku a navíc pøidáme malou povolenou absolutní chybu δ, proto¿e nelze apriori vylouèit pøípad y = y^′ = 0. Pak vypoèteme

Δ_0 = ε ( |y| + h | | | | d y d x | | | | ) + δ = ε (|y| + h |f(x, y)|) + δ Pro soustavu rovnic jde vektor ⃗Δ_0, jeho slo¿ky Δ_{0i} urèujeme stejným zpùsobem. Krok vybíráme tak, aby podmínka Δ_i < Δ_{0i} platila pro ∀ slo¿ky øeźení. Zpøesnìní výsledku Výsledek vypoètený RK metodou 4. øádu mù¿eme zpøesnit pou¿itím vztahu

y(x + 2h) = 16 15 y_h − 1 15 y_{2h} + O(h^6) = y_h + Δ + O(h^6) .

Tím získáme metodu 5. øádu pøesnosti.

2.7 Vnoøené (embedded) Runge{Kutta metody

Tìmto metodám se øíká i Runge{Kutta{Fehlbergovy, jde o modernìjźí pøístup k adaptivní volbì integraèního kroku.

Pro metody více ne¿ 4 øádu, musíme pou¿ít více pøibli¿ných vyjádøení derivace ne¿ je øád metody. Napøíklad pro metodu 5. øádu je nutno sestavit kombinaci

y_{n+1} = y_n + c_1 k_1 + c_2 k_2 + . . . + c_6 k_6 + O(h^6)

Lze ale zvolit taková k_1, k_2, . . . , k_6, ¿e z nich lze vytvoøit i kombinaci, která dává metodu 4. øádu

y^∗_{n+1} = y_n + c^∗_1 k_1 + c^∗_2 k_2 + . . . + c^∗_6 k_6 + O(h^5)

Tato formule se nazývá vnoøená. Chybu metody mù¿eme odhadnout vztahem

Δ ≡ y_{n+1} − y^∗_{n+1} =^{6∑}_{i=1}(c_i − c^∗_i )k_i .

Pou¿ití vnoøené formule podstatnì zmenźuje poèet nutných vyèíslení funkce f(x, y).

Spojité Runge{Kuttovy metody (dense output) Aby byla Runge{Kuttova metoda efektivní, pou¿íváme velká h. Z rùzných dùvodù, napøíklad pro vykreslení grafu, potøebujeme èasto znát hodnoty v mezilehlých bodech. Do ètvrtého øádu metody vèetnì lze hodnoty v mezilehlých bodech spoèítat Hermiteovou interpolací z hodnot y_i, y^′_i = f(x_i, y_i), y_{i+1} a y^′_{i+1} = f(x_{i+1}, y_{i+1}).

Pro metody vyźźího øádu pou¿íváme speciální metody pro spojité RK. Obvykle jsou k s v metodì pou¿itým k_i pøidány jeźtì dalźí k_i, kde i = s + 1, . . . , s^∗, a rozdíl s^∗ − s je roven dvìma nebo tøem. Ty pak umo¿ní, aby pøesnost interpolace nebyla horźí ne¿ pøesnost integrace systému ODE.

2.8 Lokální a globální chyba Runge-Kuttových metod

Vìta o lokální chybì Nechż je dána rovnice y^′ = f(x, y), kde funkce f v okolí bodu (x_0, y_0) má ∀ spojité parciální derivace øádu k ≤ p. Nechż

y_1 = y(x_0) + hΦ(x_0, y_0, h) = y(x_0) + h^{r∑}_{i=1} p_{ri}k_i(x_0, y_0, h)

je krok RK metody p-tého øádu. Index^{(p)} znaèí p-tou derivaci. Pak

|y_1 − y(x_0 + h)| ≤ h^{p+1} 1 (p + 1)! max t∈(0,1) | | |y^{(p+1)}(x_0 + t.h)^| + + 1 p! r∑ i=1 |p_{ri}| max_{t∈(0,1)} | | | |k^{(p)}_i (t.h) | | | | Vìta o globální chybì Nechż pro lokální chybu RK metody platí |y(x + h) − y(x) − h Φ_{RK} [x, y(x), h]| ≤ Ch^{p+1} a nechż ∃Λ > 0 takové, ¿e v nìjakém okolí øeźení platí |Φ_{RK} (x, z, h) − Φ_{RK} (x, y, h)| ≤ Λ|z − y| . Pak pro pøesnost numerického øeźení y_N v bodì x_N platí δ = |y_N − y(x_N )| ≤ h^p C Λ {exp[Λ(x_N − x_0)] − 1}

2.9 Vlastnosti Runge{Kuttových metod Runge{Kuttovy metody jsou velmi robustní { fungují témìø v¿dy, jsou velmi odolné k vlastnostem funkce f (absence derivace, pøíp. skoky). Jsou to samostartující metody (není tøeba na zaèátku pou¿ít jiné metody). Jsou jednoduché a dostupné v numerických knihovnách. Hodí se zvláźż, pokud není vy¿adována vysoká pøesnost.

Nevýhodou je relativnì vysoký poèet výpoètù funkce f na jeden krok (pøi slo¿itém výpoètu f je metoda pomalá). Nehodí se pro øeźení tzv. sti¸ rovnic (rovnic se "silným tlumením"). Nespojitost funkce f Funkce f je èasto nespojitá nebo má nespojité derivace. Napøíklad y^′ = f_I (x, y) pro g(x, y) ≥ 0 f_{II} (x, y) pro g(x, y) < 0 Mo¿né strategie øeźení tohoto problému:

1. Ignorujeme nespojitost a doufáme, ¿e si nastavení kroku poradí samo. 2. Pou¿ijeme tzv. singularity detecting codes.

3. Hledáme bod nespojitosti a restartujeme výpoèet od tohoto bodu metodu. Postup obvykle zmenźí chybou i poèet krokù.

Nìkteré obecnìjźí pojmy O libovolné jednokrokové metodì, pro kterou platí vztah y_{i+1} = y_i+hΦ(x_i, y_i, h), øíkáme, ¿e je konzistentní, pokud lim_{h→0} Φ(x, y, h) = f(x, y) pro ∀(x, y) . Metoda je regulární, pokud existuje konstanta L, (x, y) ∈ G, (x, ỹ) ∈ G a h ∈ ⟨0, H⟩ tak, ¿e platí |Φ(x, y, h) − Φ(x, ỹ, h)| ≤ L|y − ỹ| . Vìta Ka¿dá jednokroková regulární a konzistentní metoda je konvergentní.

Vliv zaokrouhlovacích chyb Katastro˛cké pøípady { Pøíliź malý krok x_i + h = x_i v x. Pøíliź malý krok se mù¿e projevit i v y, které zùstane y_i + (y_{i+1} − y_i) = y_i konstantní po mnoha krocích, aè bez zaokrouhlování mù¿e být zmìna y nezanedbatelná. Kumulace chyb { Oznaème α̃ chybu výpoètu Φ a chybu pøi pøiètení zmìny y(x, y) oznaème β̃. Pak tedy

y_{i+1} = y_i + h(Φ(x_i, y_i, h) + α̃) + β̃ .

Pokud provedeme N krokù o velikosti N ∼^1_h , dosáhneme nejvýźe (pokud mají vźechny chyby stejné znaménko) celkové chyby |E| ≃ N^(h |α̃| + |β̃|^) ∼ |α̃| + |β̃| |h| . Zaokrouhlovací chyby tedy rostou pøi zmenźování kroku h. Na druhé stranì chyba metody roste pøi zvìtźování h. Existuje tedy optimální krok h z hlediska pøesnosti.

3 Bulirsch{Stoerova metoda

Je to moderní jednokroková metoda zalo¿ená na Richardsonovì extrapolaci na h = 0. Tím je podobná Rombergovì integraci. Tato metoda se nehodí, pokud

• funkce f nejsou dostateènì hladké (napø. pokud jsou zadané, tabulkou)

• má zadaná rovnice singulární bod.

Postupujeme takto:

1. Výpoèet provedeme pro nìkolik h, z nich¿ ¿ádné není dost malé pro zadanou pøesnost. Pøedpokládáme, ¿e výsledek je analytickou funkcí h.

2. Pro výpoèet jednotlivých krokù pou¿ijeme sudou metodu, kde chyba metody Δ_h ∼ h^2.

3. Výsledek extrapolujeme na h = 0 racionální lomenou funkcí h^2.

h=0 6 krokù

4 kroky

2 kroky y

x y(x) x+H Obr. 1: Bulirsch{Stoerova metoda

Výpoèet provádíme s posloupností poètu krokù n = 2, 4, 6, 8, 12, 16, 24, . . ., tedy s posloupností, pro kterou platí n_0 = 2, n_1 = 4, n_2 = 6 a n_j = 2n_{j−2} pro j = 3, 4, . . .. Nejvyźźí poèet krokù se obvykle stanovuje jako j = 10, tedy n_{10} = 96. Extrapolaci provádíme z menźího poètu prvkù, maximálnì ze sedmi.

3.1 Výpoèet jednotlivých krokù Pou¿íváme modi˛kovanou metodu støedního bodu. Máme rovnice z_0 ≡ y(x) z_1 = z_0 + hf(x, z_0) . z_{m+1} = z_{m−1} + 2hf(x + mh, z_m), kde m = 1, 2, . . . , n − 1 Potom

y(x + H) ≈ y_n = 1 2 [z_n + z_{n−1} + hf(x + H, z_n)] Chyba metody je dána vztahem

Δ = y_n − y(x + H) =^∑ α_ih^{2i} , Jde tedy o metodu 2. øádu, rozvoj chyby obsahuje pouze sudé mocniny h. Pokud extrapolujeme ze 2 výsledkù pro n_k a n_{k−1} dostaneme metodu ètvrtého øádu pøesnosti (O(h^4)). Pøi extrapolaci ze 7 výsledkù získáme ètrnáctý øád pøesnosti.

Bullirsch-Stoerova metoda je metoda vysokého øádu. Hodí se, pokud je po- ¿adována vysoká pøesnost øeźení a funkce ⃗f je hladká. Nehodí se pro sti¸ rovnice.

4 Vícekrokové metody

Vícekrokové metody vy¿ívají k výpoètu y v bodu x_{n+1} nejen hodnoty a derivace v x_n, ale i v bodech pøedchozích. Takové metody tedy nejsou samostartující, ale sni¿ují poèet nutných vyèíslení funkce f. Obecnì mù¿eme vyjádøit vícekrokovou metodu ve tvaru

y_{i+1} =^{k∑}_{j=1} a_jy_{i+1−j} + h^{k∑}_{j=0} b_jf_{i+1−j} .

Pokud je b_0 = 0, metodu nazýváme explicitní. V pøípadì b_0 ≠ 0 se jedná o metodu implicitní, musíme tedy øeźit v obecnosti nelineární rovnici pro y_{i+1} (systém nelineárních rovnic pro ⃗y_{i+1}).

4.1 Adamsovy metody Velmi známé jsou Adamsovy metody zalo¿ené na integraci Lagrangeova extrapolaèního (nebo interpolaèního) polynomu. Jediný nenulový koe˛cient a je koe˛cient a_1 = 1. Interpolována je tedy jen derivace a tedy je pou¿ito více koe˛cientù b_j.

Adams{Bashforthovy metody Jsou to explicitní metody b_0 = 0. Jako pøíklad uvedeme metodu 4. øádu y_{i+1} = y_i + h 24 (55y^′_i − 59y^′_{i−1} + 37y^′_{i−2} − 9y^′_{i−3}) + O(h^5) , kde y^′_k = f(x_k, y_k).

Adams{Moultonovy metody Jsou to implicitní metody. Metoda 4. øádu má tvar

y_{i+1} = y_i + h 24 (9y^′_{I+1} + 19y^′_i − 5y^′_{i−1} + y^′_{i−2}) + O(h^5) .

Máme tedy y^′_{i+1} = f(x_{i+1}, y_{i+1}), tedy y_{i+1} je dáno rovnicí (systém rovnic). Výhodou implicitní metody je lepźí stabilita (mo¿nost delźího kroku), ale pøímo ji vìtźinou nelze pou¿ít.

4.2 Metoda prediktor{korektor Postup má tyto kroky:

1. Prediktor (P) - odhadneme ỹ_{i+1} explicitní metodou (Adams{Bashforthovou). 2. Evaluace (E) - vypoèteme ỹ^′_{i+1} = f(x_{i+1}, ỹ_{i+1}). 3. Korektor (K) - implicitní metodou s ỹ^′_{i+1} urèíme y_{i+1}. 4. Evaluace (E’) - vypoèteme y^′_{i+1} = f(x_{i+1}, y_{i+1}).

Obecnì lze postupovat podle schématu P(EK)^mE’, ale obvykle pokládáme m = 1. Automatická zmìna kroku je zde slo¿itìjźí, ale v knihovnách je implementována. Výhodou této metody je pøedevźím její rychlost, funkèní hodnotu vyèíslujeme jen dvakrát (ne ètyøikrát). Její nevýhody jsou pøedevźím to, ¿e není samostartující, je citlivìjźí na vlastnosti funkce f a není vhodná pro sti¸-rovnice.

4.3 Konvergence vícekrokových metod Konzistence - Vícekroková metoda je konzistentní, pokud je alespoò 1. øádu pøesnosti.

Metoda je konzistentní právì tehdy, jestli¿e k∑ j=1 a_j = 1 ∧^{k∑}_{j=0} b_j =^{k∑}_{j=1} j a_j

Vícekroková metoda

y_{i+1} =^{k∑}_{j=1} a_jy_{i+1−j} + h^{k∑}_{j=0} b_jf_{i+1−j} . má charakteristický polynom

λ^k − a_kλ^{k−1} − . . . − a_1 = 0 .

Pokud je metoda konzistentní, pak je alespoò jeden koøen λ_1 = 1. D-stabilní metoda (stabilní v limitì kroku h → 0), má ∀ i = 1, . . . , m vlastní èísla (koøeny charakteristického polynomu) |λ_i| ≤ 1 a ty, pro které je |λ_i| = 1, jsou jednoduché koøeny.

Pozn. Ka¿dá konzistentní metoda má jeden z koøenù charakteristického polynomu λ = 1.

Vìta Pokud je vícekroková metoda konzistentní a D-stabilní, pak je konvergentní.

Pozn. Adamsovy metody jsou D-stabilní, mají charakteristický polynom λ^k − λ^{k−1} = 0, tedy λ_1 = 1 a λ_2 = . . . = λ_m = 0.

5 ľpatnì podmínìné úlohy

Máme-li diferenciální rovnici y^{′′} = y s poèáteèními podmínkami y(0) = 1 a y^′(0) = −1, dostaneme analytické øeźení y = e^{−x}. Úloha s poèáteèními podmínkami y(0) = 1 + ε a y^′(0) = −1 + ε má ovźem øeźení y = e^{−x} + εe^x. Pøi libovolnì malém nenulovém ε, existuje takové x, od kterého pøeva¿uje rostoucí "parazitní" slo¿ka. Proto¿e se pøi numerickém øeźení úlohy nevyhnutelnì dopouźtíme nepøesností, objeví se v nìm rostoucí slo¿ka a po urèité dobì pøevá¿í.

6 Sti¸ rovnice (rovnice se silným tlumením)

Jsou to rovnice, které v sobì obsahují útlum s charakteristickým èasem τ_1 ≪ τ_{i≠1} { jiné charakteristické èasy úlohy. I kdy¿ pro τ ≫ τ_1 je rychle se tlumící slo¿ka zanedbatelnì malá, pøesto je u dosud popsaných metod nutno u¿ívat krok h^<∼τ_1. Takové rovnice nazýváme sti¸ (rovnice se silným tlumením).

Nejjednoduźźí sti¸ rovnice jsou druhého øádu, napøíklad

y^{′′} + 101y^′ + 100y = 0 ,

která má øeźení ve tvaru

y = c_1 exp(−100 x) + c_2 exp(−x) .

kde τ_1 = 0.01 ≪ τ_2 = 1. Pro obvyklé metody musí být krok h^<∼0.01.

Pøíèinu potí¿í si uká¿eme na jeźtì jednoduźźí rovnici

y^′ = −100y + 100 s podm. y(0) = y_0 , která má analytické øeźení y = (y_0 − 1) · exp(−100 x) + 1. Øeźíme-li ji numericky Eulerovou metodou, máme øeźení

y_{n+1} = y_n + h(−100y_n + 100) , tedy y_n = (y_0 − 1)(1 − 100h)^n + 1 Je-li h > 0.02, první èlen v absolutní hodnotì roste a øeźení je zcela chybné. Obvyklá Eulerova metoda je metoda explicitní. Implicitní metody zde dovolují podstatnì prodlou¿it krok. Implicitní Eulerova metoda

y_{n+1} = y_n + hf(x_{n+1}, y_{n+1}) má pro danou rovnici tvar

y_{n+1} = y_n + h(−100y_{n+1} + 100) ⇒ y_n = 1 + y_0 − 1 (1 + 100h)^n Zde øeźení konverguje k 1 pro libovolnì velké h.

Metody, které dovolují prodlou¿it krok pro sti¸ rovnice se nazývají sti¸ stabilní. Prùkopníkem tìchto metod byl C. W. Gear (1971).

6.1 Stabilita pro koneèný krok Uva¿ujeme pro jednoduchost jen jednu rovnici y^′ = f(x, y), která má hladké øeźení φ(x). Spoèítáme numericky øeźení y_i v bodech x_i. Chceme, aby pro ∀ i ∈ N byla chyba Δ numerického øeźení omezená |Δ_i| = |y_i − φ(x_i)| < K . Dosadíme do diferenciální rovnice y^′(x) = f(x, y) = f(x, φ(x)) + ∂f ∂y | | | | | (x,φ(x)) (y(x) − φ(x)) + . . . , Odtud pro derivaci chyby platí

Δ^′(x) = ∂f ∂y | | | | (x,φ(x)) · Δ + . . . ≈ J(x) Δ(x) . Pøibli¿nì mù¿eme brát J jako konstantní a pak

Δ^′ = JΔ a Δ_{m+1} = R(hJ)Δ_m , kde R(hJ) = R(z) je dáno metodou numerického øeźení diferenciální rovnice. Pro Eulerovu metodu je R(z) = 1+z. Aby bylo |Δ_m| < K pro ∀ m ∈ N , musí být |R(z)| < 1. Pro Eulerovu metodu musí být |z − (−1)| < 1. Pro systém rovnic je chyba vektor ⃗Δ a jeho derivace je dána maticí J. Je tedy

⃗Δ^′ = J⃗Δ .

Nechż J není defektní a existuje tedy pro ∀ λ_i, i = 1, 2, . . ., n vlastní vektor ⃗ν_i. Potom lze vyjádøit

⃗Δ_0 =^{n∑} i=1 α_i⃗ν_i Pak lze chybu v m-tém kroku zapsat ve tvaru

⃗Δ_m =^{n∑} i=1 [R(hλ_i)]^m α_i⃗ν_i . Pak chyba je omezená v limitì lim_{m→∞} ‖⃗Δ_m‖ < k právì tehdy, kdy¿ pro ∀ i = 1, 2, . . ., n je, ¿e ∀ z_i = hλ_i ∈ S ; S ≡ {z; |R(z)| ≤ 1} . Z této podmínky mohu najít maximální krok h takový, ¿e absolutní chyba metody nebude postupnì narùstat (metoda je stabilní pro daný krok). Pozn. Pro Eulerovu metodu je S = {z ∈ C; |z − (−1)| ≤ 1}. Def. Metoda je A-stabilní, jestli¿e je S ⊃ C^− = {z ∈ C ; Re(z) ≤ 0} Pozn. A-stabilní metoda je stabilní pro ∀ délky kroku h. Implicitní Eulerova metoda je A-stabilní.

Zde R(z) = 1/(1 − z) a tedy |R(z) ≤ 1| na mno¿inì (vnìjźek kruhu) |z − 1| ≥ 1 ⇒ S ⊃ C^−. Pozn. V praxi se obvykle u¿ívají implicitní metody vyźźího øádu.

6.2 Semiimplicitní Eulerova metoda

Implicitní metody jsou vhodné pro lineární diferenciální rovnice, kde pro výpoèet ⃗y_{i+1} je nutno øeźit systém lineárních rovnic. Øeźit systém nelineárních rovnic je ale obtí¿né, proto rovnice pro ⃗y_{i+1} linearizujeme. Takové metody nazýváme semiimplicitní.

Linearizujeme implicitní Eulerovu metodu ⃗y_{n+1} = ⃗y_n + h ⃗f(x_{n+1}, ⃗y_{n+1}) a dostaneme ⃗f(x_{n+1}, ⃗y_{n+1}) = ⃗f(x_{n+1}, ⃗y_n) + ∂ ⃗f ∂⃗y | | | | | | | x_{n+1},⃗y_n (⃗y_{n+1} − ⃗y_n) , kde parciální derivace vektoru je matice ∂f_i/∂x_j. Odtud potom

⃗y_{n+1} = ⃗y_n + h I − h ∂ ⃗f ∂⃗y | | | | | | x_{n+1},⃗y_n

−1 · ⃗f(x_{n+1}, y_n) . Mocnina −1 znamená inverzní matici. V ka¿dém kroku tedy øeźíme systém lineárních rovnic.

Pozn. Semiimplicitní metody nejsou A-stabilní, ale dovolují podstatnì delźí krok ne¿ explicitní metody.

6.3 Øeźení sti¸ problémù

1. Rosenbrockovy metody jsou semiimplicitní zobecnìní Runge{Kuttových metod.

2. Semiimplicitní zobecnìní Bulirsch{Stoerovy metody.

3. Vícekroková Gearovy metody jsou semiimplicitním zobecnìním metod prediktor{korektor.

7 Okrajová úloha

Podmínky nejsou zadány v 1. bodu, jsou obvykle zadány ve 2 bodech, i kdy¿ i jiná formulace podmínky (napø. integrální) je mo¿ná.

Nechż jsou podmínky zadány ve 2 bodech (rovnice alespoò 2. øádu nebo nejménì 2 rovnice 1. øádu). Máme-li rovnici N-tého øádu, n_1 podmínek je zadáno v bodì a a n_2 podmínek v bodì b, kde n_1 + n_2 = N. Nejèastìjźí jsou podmínky s tvarem y(a) = α_0, y^′(a) = α_1 nebo c_1y(a) + c_2y^′(a) = α_2. Základní metody øeźení okrajových úloh jsou

• metoda støelby

• metoda sítí (koneèných diferencí)

• variaèní metody

7.1 Metoda støelby

Máme n_1 podmínek v bodu a, n_2 podmínek v bodu b. Zkusmo zvolíme n_2 dodateèných podmínek v bodu a a øeźíme poèáteèní úlohu. Øeźení v bodu b dosadíme do n_2 pùvodních podmínek, a podle výsledku mìníme dodateèné podmínky v bodu a tak, abychom se tre˛li do podmínek v bodu b. Musíme tedy øeźit n_2 obecnì nelineárních rovnic. Pokud je n_2 = 1, jde jen o 1 rovnici a úloha je podstatnì sna¿źí.

Název je vlastnì od støelby na cíl, která je popsána 4 diferenciálními rovnicemi d x d t = v cos θ d v d t = − 1 2 m cϱs v^2 − g sin θ d y d t = v sin θ d θ d t = − g v cos θ

a okrajovými podmínkami

x(0) = y(0) = 0 v(0) = v_0 y(x_c) = 0

Støelec volí námìr { úhel θ(0), tak aby zasáhl cíl. Pokud cíl mine opraví odhad θ(0) a zkouźí to znovu. Musíme tedy øeźit jednu nelineární rovnici pro θ_0 = θ(0)

y(x_c, θ_0) = 0

Výpoèet funkèní hodnoty pro ∀ θ_0 vy¿aduje øeźení poèáteèního problému pro obyèejné diferenciální rovnice.

Pozn. Pokud je nutno øeźit více nelineárních rovnic, pou¿ívá se Newton{ Raphsonova metoda, kde se parciální derivace poèítají numericky.

7.2 Metoda sítí (koneèných diferencí) Polo¿me x_0 ≡ a a x_{N +1} ≡ b. Vlo¿íme mezi a a b body x_1, . . . , x_n. Budeme hledat aproximaci øeźení v uvedených bodech. Nejjednoduźźí je ekvidistantní krok Δx_k = x_{k+1} − x_k = (b − a)/(N + 1) = h. Derivace lze nahradit koneènými diferencemi rùznì. Napøíklad v^′(x) ≈ v(x + h) − v(x) h a proto¿e platí v^′(x) − v(x + h) − v(x) h = 1 2 v^{′′}(x)h + O(h^2), máme metodu prvního øádu pøesnosti. Pokud ovźem nahradíme derivaci vzta- hem v^′(x) ≈ v(x + h) − v(x − h) 2h , dostaneme metodu druhého øádu, proto¿e platí v^′(x) − v(x + h) − v(x − h) 2h = − h^2 3! v^{′′′}(x)h + O(h^4). Pro druhou derivaci platí vztah druhého øádu pøesnosti v^{′′}(x) = v(x + h) − 2v(x) + v(x − h) h^2 − h^2 12 v^{(4)}(x) + O(h^4).

Ukázka pro lineární diferenciální rovnici a(x)v^{′′} + b(x)v^′ + c(x)v = d(x) x ∈ ⟨0, 1⟩ v(0) = α v(1) = β Tuto rovnici lze pro vźechna i = 1, . . . , N aproximovat diferenèní rovnicí a_i v_{i+1} − 2v_i + v_{i−1} h^2 + b_i v_{i+1} − v_{i−1} 2h + c_iv_i = d_i.

Tuto rovnici mù¿eme pro i = 1, . . . , N upravit na tvar (−a_i + b_i h 2 ) r_i v_{i−1} + (2a_i − c_ih^2) p_i v_i + (−a_i − b_i h 2 ) q_i v_{i+1} = −h^2d_i.

Potom øeźíme soustavu lineárních rovnic pro v_i

p_1 q_1 0 . . . 0 r_2 p_2 q_2 0 . ... . 0 r_{n−1} p_{n−1} q_{n−1} 0 . . . 0 r_n p_n v_1 v_2 . v_{n−1} v_n = −h^2 d_1 + r_1^α_{h2} d_2 . . . d_{n−1} d_n + q_n^β_{h2} .

Lze dokázat, ¿e pokud h → 0, pak pro ∀ i = 1, . . . , N platí |v_i − v(x_i)| → 0.

Pozn. Pokud okrajové podmínky obsahují derivace, musíme je té¿ aproximovat. Ke zvýźení øádu této aproximace èasto u¿íváme virtuálních bodù x_{−1} a x_{N +2}.

Pozn. Pøi øeźení okrajových úloh pro obyèejné diferenciální rovnice metodou sítí je nutno øeźit systémy lineárních rovnic s pásovou maticí.

7.3 Variaèní metody

Místo hledání øeźení v urèitých bodech, hledají variaèní metody øeźení v jisté tøídì funkcí, pokud je φ_k(x) úplný systém funkcí, lze øeźení napsat

y(x) =^{∞∑}_{k=1} a_kφ_k(x)

a zbývá najít neznáme koe˛cienty a_k. Samozøejmì se pak omezíme na koneèný poèet funkcí.

Pøevedeme okrajové podmínky na homogenní a obyèejnou diferenciální rovnici napíźeme ve tvaru

A y(x) = f(x) L^{(a)}_m y = 0 L^{(b)}_m y = 0

kde A je diferenciální operátor. Zvolíme bázové funkce φ_k(x) takové, ¿e ∀ splòují okrajové podmínky. V prostoru funkcí zavedeme skalární souèin, èasto (u, v) =^{b∫}_a u(x) v(x) dx. Pozn. Vìtźina metod je urèena pro lineární operátory A, ale napø. Galerkinovu metodu lze u¿ít i pro nelineární operátory.

Galerkinova metoda A y = f ⇒ (Ay − f, φ_j ) = 0 ∀ j = 1, . . . , n Uva¿ujeme pøibli¿né øeźení ve tvaru

y_n =^{n∑}_{k=1} a_kφ_k Po dosazení získáme systém rovnic pro koe˛cienty a_k (Ay_n − f, φ_j ) = b∫ a (Ay_n − f)φ_j dx = b∫ a A[^{n∑}_{k=1} a_kφ_k] − f, φ_j dx = 0 Metoda koneèných prvkù (˛nite element method) je variaèní metoda, která u¿ívá speciální bázové funkce, z nich¿ ka¿dá je nenulová jen v urèitém krátkém intervalu. Bázové funkce pro metodu koneèných prvkù mohou být napøíklad:

φ_i = 0 pro x ≤ x_{i−1} φ_i = 1 − x_i − x x_i − x_{i−1} pro x_{i−1} ≤ x ≤ x_i φ_i = 1 − x − x_i x_{i+1} − x_i pro x_i ≤ x ≤ x_{i+1} φ_i = 0 pro x_{i+1} ≤ x Uvedený tvar bázových funkcí lze pou¿ít, pokud diferenciální rovnice obsahují maximálnì 2. derivaci, jinak je tøeba volit hladźí bázové funkce (napø. zvonové spliny).