Numericka integrace (kvadratura)

1 Uvod

V jedné dimenzi jde o numericky vypocet integralu
b
I = /f(a:) dz

Tato uloha je ekvivalentni YeSeni pocatetniho problému pro obycejnou dife-
rencidlni rovnici (ODE)

— = f(z) s podminkou I(a)=0

kdy se hledd 1(b).

Metody Feseni ODE obsahuji adaptivni volbu kroku a proto prevedeni na tlohu
ODE je vhodné u funkci, které maji promé&nné méfitko (nap¥. integrace spektra
s uzkymi spektrdlnimi €arami)

Metody numerické integrace:

e Integrace aproximované funkce (kubicky spline, Cebygeviv polynom)
e Klasické kvadraturni vzorce + p¥ipadné Rombergova integrace

e Gaussovy kvadratury

Integrace ve vice dimenzich je samostatnou kapitolou.

UkdZeme si nasledujici pfistupy:
e rozklad na opakované integrace v jedné proménné

e integral pomoci metody Monte Carlo



2 Klasické kvadraturni vzorce

UvaZujeme ekvidistantni body z; = x1 + (i — 1)h, kde i = 1,...,N, a
f(zi) = fi.
e /Zakladni formule — ptesny integrdl pro polynomy do uréitého stupné.

— uzavtené (obsahuji krajni body)
— otevrené
— extrapolaéni

— pouZivaji body 7 + %

e SloZené formule

2.1 Uzaviené Newton—Cotesovy vzorce

Lichobéznikové pravidlo
Vzorec

7f(a:) dz = h Bfl + ;b] +O (R f")

je presny pro polynomy do prvniho stupné véetné.

Chybu vzorce miiZzeme odvodit pomoci rozkladu do Taylorovy fady

721“(@“)0190 = /h f($1)+f/(931)5f+f”(:1:1)i2+... di =
2

— h[;fl + ; <f1 + fi(z1)h + ;f”(l“l)h2 + . >] T

f2
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Simpsonovo pravidlo

Je to tfibodovy vzorec konstruovany pro polynom druhého stupné, ale je presny
i pro integraci polynomu t¥etiho stupné

[ r@)de =n |5+ Sh+ 3] 000 0)
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Simpsonovo 3/8 pravidlo

Je to ¢tyfbodovy vzorec, pfesny pro integraci polynomu tretiho stupné
0 3 9 9 3
/f(x) dz = h [Sfl + §f2 + gf?, + 8f4] + O <h5f(4)>

2.2 Jiné typy jednoduchych vzorctu

Oteviené Newton-Cotesovy formule

Otev¥ené formule se nedaji vhodné skladat vedle sebe — nejde z nich sestavovat
rozsitené formule. Napftiklad

/f(x>d$:hl;)if2+2ilf3+254f4—|—;if5] +O(h5f(4))

Extrapolaéni formule

Extrapolaéni formule se nékdy hodi na okrajich. Poditaji integral s pomoci bodii
leZicich mimo interval.
Jako pftiklad uvedeme

[f@)de = hfr 0
/f(.CC) der = h [:23](2 — ;f;),] +O0 <h3f//)

Integrace s poloviénimi body

P¥ikladem (¢asto uZzivanym) je obdélnikové pravidlo. Da se dob¥e skladat
a sloZeny vzorec se pouZziva pfi nemoznosti vypoctu funkce v nékterém z okra-
jovych bodd.




2.3 Slozené vzorce

K vypoctu integralu pfes zadany interval neni vhodné p¥i rovhomérné siti pouZzit
jeden mnohabodovy vzorec, pfesny pro polynomy az do vysokého stupné. Lepsi
je rozdélit interval do mnoha kratkych podintervali a ve V pouzit vzorec rela-
tivné nizkého Fadu.

Souttu téchto integrall se ¥ika slozeny vzorec.

Slozené lichobéznikové pravidlo

T —_ A\3f
/f(x)d:c:h[;f1+f2+f3+...+fN_1+;fN]+O((b]\6;2)f)

Slozené Simpsonovo pravidlo

o 1 4 2 4 9 4 1
l[f(l')da:: h [3f1+3f2+3f3+3f4+...—{——|—3fN_2—|-3fN_1_1_3fN1

1
+ 0 ()
Ve stfidani koeficientd neni Zadné magie, je to spiSe nevyhodou. Rozsitené
Simpsonovo pravidlo ale |épe aproximuje okraje neZ lichob&Znikové pravidlo.

Vzorec 4. Yadu presnosti k konstantnimi koeficienty uprostfed intervalu lze
ziskat nasledovné.

Alternativa [% Simpsonova + % (zaéétek % Simpsonova + Simpsonovo)}

17 59 43 49
de= h |—fi+ —fot—f3+—
J Ty it gl et ght b
49 43 59 17 1
i N T - O [—

Slozené obdélnikové pravidlo

/ f(z)dz =h (f3/2 + fspp o+ fN—1/2) +0(h?)



2.4 Prakticka implementace slozeného lichobéznikového pravi-
dla

. volani
. volani
. volani
. volani

B~ QO DN =

Podintervaly pfi jednotlivych volanich lichobé&Znikového pravidla

Postup pfidavani bodi - hodnoty proménnych NV, NS, N a ND:

volani NV | pocet subintervali NS | poet bod(i N | pocet pridanych bod( ND
1 1 2 0
2 2 3 1
3 4 5 2
4 8 9 4

Pro zacatek integrace NV = 1, je algoritmus

Int := (b -a) / 2 x (f(a) + £(b));
ND :=1;

Pro volani NV = k£ > 1 je algoritmus

HD := (b - a) / ND;
SUM := 0; x :=a + 0.5 x HD;
for j := 1 to ND do

begin
SUM := SUM + f(x);
x :=x + HD

end;

Int := 0.5 * (Int + (b - a) * SUM / ND);
ND := 2 x ND;

Postupné zpresiiovani pti jednotlivych voldnich odpovida pileni podintervali.
P¥itom se vyuZije predchozich bodi.



Odhad chyby ziskdme porovndnim vysledkl pro h a 2h.

I, = I+ah*+bh*+0O(h%
Ly = I+4ah®>+16bh*+O(KY) ,

kde konstanty a, b sice nezndme, ale jsou shodné v obou vztazich.
Chybu vypoctu s krokem h lze tedy odhadnout

Iy, — 1,

e(I)) ~ ah®~ 3

Odhad chyby pro rozsitené lichobéZnikové pravidlo.

Chyba je funkci jen sudych mocnin 1/N. Chyba je ddna okrajem

Bsh?
2!

TN

/: h Bf1+f2+f3+...+fN—1+;fN]—

I

(fy =S =

Boxh® 1 ok-1y) Lek-1)

V pfedchozim vztahu jsou B; Bernoulliova ¢isla, pro ktera plati By = 1,
By =1/6, By = —1/30, Bg = 1/42, Bs = —1/30, By = 5/66 a Bjs =
—691/2730. Rozvoj nemusi konvergovat, jde o asymptoticky rozvoj. Chyby
rozvoje mizeme odhadnout shora dvojndsobkem absolutni hodnoty nejnizsiho
zanedbaného ¢lenu.
Zpiresnéni vysledku

4 1

I =_I,— -~y + O
g in = 3o + O(h?)

Vysledek je zpfesnén ze dvou nasledujicich vysledki integraéni procedury. Tento
vysledek je identicky se sloZzenym Simpsonovym pravidlem.




3 Rombergova integrace

Vysledek numerické integrace Ize chapat jako funkci veli¢iny h%. Spravna hod-
nota integralu je vlastné hodnota funkce pro h = 0. Tu oviem nemiiZeme
spoditat pfimo. MiiZeme ji ov8em ziskat pfiblizné pomoci extrapolace vysledkii
spoditanych pro riiznad h2.

Provedeme polynomialni extrapolaci na h? = 0. SloZené lichob&znikové pravi-
dlo mé&lo pfesnost 2.¥adu, pFi pouziti 2 vysledkil jsem ziskal pfesnost 4. fadu, ze
3 vysledki presnost 6. fadu atd. Ze 7 vysledkd lze ziskat presnost 14. ¥adu, tedy
velmi vysoky stupen presnosti. Vétsi pocet bodii neni vhodny pouzit vzhledem
k vlastnostem polynomidlni extrapolace (interpolace).

Rombergova metoda Casto podstatné snizi polet bodi, ve kterych musime
pocitat funkci p¥i zadané presnosti integrace.

4 Integraly se singularitami

1. Na okraji ma f(z) kone¢nou limitu, ale nelze tam f(x) p¥imo potitat
(*2% v bodé x = 0).

Integradl ma okraj v bodech +00 nebo —oc.
Integrabilni singularita na okraji.

Integrabilni singularita ve zndmém bodé uprostred.

o N

Integrabilni singularita v nezndmém bod& uprostfed. Redime vidy jako
oby&ejnou diferencidlni rovnici (ODE).

Pozn. Neexistujici nebo nekonecny integral nefeSime, protoze je to nekorektni
tloha.



1. pfipad - funkci nelze pocitat na okraji

Pouzijeme slozené obdélnikové pravidlo

w/Nf(x)dx: h [f§+f§++fﬂ+

Boh* okt (k1) p(2k-1)

o (12 I ) o

P¥i plleni podintervalli nelze vyuZit pfedchozi body. Proto uZijeme h/3, pak je
implementace obdobnd jako u lichob&Znikového pravidla. | zde miizeme pouzit
Rombergovu metodu, kterd provadi extrapolaci integrdlu na h? = 0.

Integral s nekoneénymi mezemi

Integrdl transformujeme na integral s koneénymi mezemi a pro ten uZijeme
slozené obdélnikové pravidlo.

Naptiklad po substituci ¢ = 1/x dostaneme

Jrerse [ 31(2)

Tuto substituci lze pouZit pokud interval integrace neobsahuje 0, jinak integral
rozdélime na vice integrall.

?‘H\mw

Casto integrély rozdé&lime o = |94 [F°° tak, aby od bodu d integrovana
funkce v absolutni hodnoté klesala.

Integral s integrabilni singularitou
Transformace zaleZi na charakteru funkce. Pokud f(z),q ~ (z —a)™7, kde
0 < v < 1, provaddime transformaci t = (z — a)'™. Potom plati

/ r)dr = 7 % tﬁJra dt
[ #) / £ (07 +a)
a 0




5 Gaussovy kvadratury

Chceme spotitat integral s minimalnim poctem vycisleni funkce f(z). Volime
optimalni polohu bodli z; a vahy jednotlivych bodli w;. Gaussova metoda s
pouZitim N + 1 bod{ dava ptesny vysledek pro V polynomy fadu < 2N +1, il
dvojnasobek ¥adu (pFesnosti) integrace s ekvidistantnim délenim. Rad metody
se tak zvysi z N na 2N + 1. Polohy a vdhy bodi jsou znamy i pro integrace s
né&kterymi vahami W (x).

Jde o integral

/W v)de ~ 30 Wif (2)

kde funkce f(x) by méla byt hladka, relativn& pomalu prom&nna.

Z Hermiteovy interpolace vyplyvd, Ze body x; musi byt vybrany tak, aby poly-
nom

wy(z) = lf_[o(x — ;)

byl ortogonalni ke ¥V polynomiim stupné nejvyse N ve skaldrnim sou&inu daném
integrdlem s pfislusnou vahou. Body z; jsou tedy kofeny pfislusného orto-
gonalniho polynomu ¥adu N.

Casto se pouZivaji tyto polynomy:

(a,b) W (x) Druh polynomi Rekurenéni vztah
(—1,1) 1 Legendrovy P = 25 aP, — 5P
(—1,1) 11_x2 Cebygevovy T = 2:1:T Ti 1
(0, +00) xce_f Laguerrovy (¢ =0,1,...) | L, = 2200 — e |

(—o0,+00) | e7* Hermiteovy H; 1 =2xH; — 2iH; 4
Mluvime pak o Gauss-Legendreov&, Gauss-CebySevové .. .integraci. Tabulky

vah a x; najdeme v literatufe, napfiklad: Abramowitz, M. A., Stegun, I. A,
Handbook of Mathematical Functions. P¥islusné procedury najdeme v nume-
rickych knihovnach.



6 Vicedimenzionalni integraly

1. Potet bodi, kde poditdme funkci roste v N dimenzich s N-tou mocni-
nou. Pokud tedy mame v jedné dimenzi 30 bodi, ve tfech dimenzich jiz
pocitdme funkci v 30% = 27000 bodech.

2. Hranice je (N — 1) dimenziondlni nadplocha. P¥echod k jednodimen-
ziondlnim (1D) integrdlim muZe byt obtizny. Pro hledani mezi je t¥eba
fesit nelinedrni rovnice.

Metody vypoltu vicedimenziondlnich integrdld jsou

1. Snizeni dimenze pomoci symetrie, nap¥. u integrace sféricky syme-
trické funkce pres kouli.

2. Posloupnost opakovanych jednodimenzionalnich integraci
Oblast, pfes kterou integrujeme, musi mit jednoduchou hranici a funkce
musi byt hladka. Metodé ddme prednost, pokud poZadujeme vysokou
presnost.

Pokud vime, kde ma funkce v dané oblasti ostrda maxima, je potfeba oblast
rozdélit. Maxima musime najit, jinak je vypocet integralu beznadéjny.

3. Metoda Monte Carlo Pouziva se, pokud ma oblast sloZitou hranici.
Vyhodna je zejména pro implicitné zadanou integra&ni oblast (nap¥. vzta-
hem ¢(Z) < 0). Integrand miZe oscilovat a mit nespojitosti, ale ne tzka
maxima.
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6.1 Integrace metodou Monte Carlo

Pokud funkci f vypocteme v N ndhodnych bodech v integraéni oblasti , pak

-
/f ) dV ~ VfiVJ I

kde V je objem integraéni oblasti a f ozna&uje aritmeticky priim&r funk&nich
hodnot. P¥esnost integralu metodou Monte Carlo je tedy ~ N~1/2.

Integrace metodou Monte Carlo

P¥i vypoltu integralu metodou Monte Carlo uzavieme integraéni oblast V' do
co nejmensi oblasti se zndmym objemem V', ve které lze snadno generovat
ndhodné body. Zavedeme funkci
=150 rov
f(#) eV
definovanou na oblasti V.
Vygenerujeme N ndhodnych bodl ve V' a integral vypo&teme ze vzorce
V/
Z f ()

11



