Úvod do numerické matematiky

1 Pøedmìt numerické matematiky

Numerická matematika je vìda, která se zabývá øeźením matematicky

formulovaných úloh pomocí logických operací a aritmetických operací s èísly o koneèné délce.

2 typy matematicky formulovaných úloh

• numericky formulované úlohy - jednoznaèný funkèní vztah mezi koneèným poètem vstupních a výstupních dat, jedná se obvykle o algebraické úlohy, nìkdy je mo¿no nalézt teoretické øeźení úlohy pomocí koneèné posloupnosti aritmetických a logických operací, jindy ne (lze nalézt pouze pøibli¿né øeźení)

• úlohy, které nejsou numericky formulované - obvykle úlohy matematické analýzy, ve kterých je obsa¿en nekoneènì krátký krok (napø. výpoèet derivace, integrálu, øeźení diferenciální rovnice); tyto úlohy je tøeba nìjakým zpùsobem pøevést na numerické úlohy

Numerickou metodou rozumíme postup výpoètu numerické úlohy nebo

její pøevod na úlohu jednoduźźí èi postup, který nahrazuje matematickou úlohu úlohou numerickou.

Algoritmem rozumíme realizaci numerické metody, tj. konkrétní koneènou

posloupnost operací, která s po¿adovanou pøesností pøevede vstupní data na výsledné hodnoty. Algoritmus lze programovat na poèítaèi.

2 Chyby - nepøesnosti pøi øeźení úloh Zdroje chyb

1. Chyby vstupních dat (napø. chyby mìøení, chyby modelu reality) 2. Chyby metody (Truncation errors) - v dùsledku pøevedení matematické úlohy na numerickou 3. Zaokrouhlovací chyby (Roundo¸ errors) - v dùsledku zaokrouhlování pøi výpoètech s èísly o koneèné délce

De˛nice chyb

x - pøesná hodnota ~x - pøibli¿ná hodnota A(x) = |~x − x| ≤ a(x) A(x) - absolutní chyba a(x) - odhad absolutní chyby

R(x) = A(x) |x| ≤ r(x) −→ ∼ r(x) ≃ a(x) |~x| ....pokudr(x) ≪ 1 R(x) - relativní chyba r(x) - odhad relativní chyby

Intervalový odhad x ~x − a(x) ≤ x ≤ ~x + a(x) −→ x = ~x ± a(x) x = ~x · (1 ± r(x))

Relativní chyba ←⇒ Poèet platných èíslic

Nechż x ≠ 0, x zapíźeme pomocí èíslic x_1, x_2, . . . , x_n, nechż m ≤ n x = ±0.x_1x_2 . . . x_{m−1}x_mx_{m+1} . . . x_n · 10^p nechż x_1, . . . , x_m jsou platné cifry, x_1 ≠ 0. Pak

r(x) < 5.10^{−m} .....(pøesnìji r(x) < 5.10^{−m}/x_1) Pøesnost výpoètu je obvykle dána relativní chybou.

3 Chyby metody (aproximace)

• Pøi výpoètech derivace, integrálu apod. nahrazujeme nekoneènì krátký krok dx koneèným krokem h

• Tento typ chyby nijak nesouvisí se zaokrouhlováním

• 1 velièinu lze aproximovat mnoha rùznými zpùsoby

• Øád metody - Je-li chyba δy velièiny y úmìrná δy ∼ h^α ∼ O(h^α) pak α nazýváme øádem metody

Ukázky rùzných zpùsobù aproximace - odvození chyby metody

derivace y = df dx | | | x1 −→ y ≃ f(x_1 + h) − f(x_1) h = f^′(x_1) + h 2 f^{′′}(x_1) + · · ·

δy = f^{′′}(x_1) 2 h + · · · ..... metoda 1. øádu

y = df dx | | | x1 −→ y ≃ f(x_1 + h/2) − f(x_1 − h/2) h = f^′(x_1) + h^2 24 f^{′′′}(x_1) + · · ·

δy = f^{′′′}(x_1) 24 h^2 + · · · ..... metoda 2. øádu integrál - obdélníková metoda źíøka intervalu h =^b�^a_N y = ∫ b a f(x)dx −→ y ≃ h^{N∑}_{i=1} f(x_i) .......... x_i = a + 2i − 1 2 h chyba v 1 podintervalu ∫ x_i+h/2 x_i−h/2 f(x) dx = ∫ h/2 −h/2 f(x_i) + δf^′(x_i) + δ^2 2 f^{′′}(x_i) + · · · dδ = = hf(x_i) + 0 + h^3 12 f^{′′}(x_i)

celková chyba |δy| ≃ | | | h^3 12 N∑ i=1 f^{′′}(x_i) | | | ≤ h^3 12 N max {x_i i∈⟨1,N ⟩} |f^{′′}(x_i)| ≤ |b − a| 12 max x∈(a,b) |f^{′′}(x)|h^2 ∼ O(h^2)

Chyba metody vyźźího øádu klesá rychleji pøi zmenźování kroku h. Pokud jsou metody jinak rovnocenné, vybereme metodu vyźźího øádu.

Znalost øádu metody umo¿òuje

• Odhad chyby • Zpøesnìní výsledku Nejjednoduźźí zpùsob - spoètu odhady výsledku y_h pro krok h a y_{h/2} pro krok h/2 Pøíklad pro metodu 1.øádu

y_h = y + ah + bh^2 y_{h/2} = y + a h 2 + b (h 2 )2

Koe˛cienty a,b èasto nemohu spoèítat, ale pøesto platí δy_{h/2} ≃ y_h − y_{h/2} ...... (≃ ah/2 ) ~y_h = 2y_{h/2} − y_h = y − b 2 h^2 = y + O(h^2) a tedy kombinací y_h a y_{h/2} je chyba odhadnuta a øád metody o 1 zvýźen.

4 Zaokrouhlovací chyby 4.1 Reprezentace èísla v poèítaèi 1. Celá èísla - pøesné výpoèty, velmi omezený rozsah

• INTEGER - 2 byty (INTEGER*2) - 16 bitù 2^{16} èísel ⟨−32768, 32767⟩

• LONGINT - 4 byty (INTEGER*4) - 32 byty 2^{32} èísel ⟨−2^{31}, 2^{31} − 1⟩

2. Reálná èísla - èísla v pohyblivé desetinné teèce - FLOATING POINT

≃ vìdecký tvar èísla

± 5.423687 .10

± 23 � �Æ � �ffl � � � � �ffl Znam«enko Mantisa Exponent

V poèítaèi mantisa a exponent v dvojkové soustavì.

Délka MANTISY - tj. poèet bitù na mantisu =⇒ pøesnost èísla

pøesnost ⇐⇒ poèet èísel mezi 1 a 2 interval mezi èísly mezi 1 a 2 je rovnomìrný - do pamìti se mohou ukládat jenom èísla 1, 1 + ε, 1 + 2 ε, · · ·, 2 - ε. Èím více bitù na mantisu, tím menźí ε =⇒ menźí chyby pøi zaokrouhlování (u mezivýsledkù je v registrech procesoru pøesnost vyźźí).

Byly uvedeny vźechny mantisy, pøi zmìnách zmìnách exponentù se krok mezi èísly zvýźí úmìrnì 2^{exponent} (relativní chyba èísla se ale nemìní).

Délka EXPONENTU - tj. poèet bitù na exponent - urèuje rozsah

pozn. 1 exponent se zvláźż musí vyhradit pro 0, která nemá logaritmus, mantisy u tohoto exponentu lze vyu¿ít pro vyznaèení chyb (over‚ow, unde˛ned), dále se mù¿e vyu¿ít pro øídkou síż èísel pod minimem k oźetøení podteèení (under‚ow)

8 - 11 bitù na exponent 8 bitù na exponent napø. ⟨−128, 126⟩ − 2^{27} ≃ 3.4 . 10^{38} 9 bitù na exponent - 2^{28} ≃ 1.15 . 10^{77} 10 bitù na exponent - 2^{29} ≃ 1.32 . 10^{154} 11 bitù na exponent - 2^{210} ≃ 1.74 . 10^{308}

Jednoduchá pøesnost = 4 byty

TurboPascal - Single Fortran - Real = Real*4 norma IEEE èasto 1 bit znaménko + 8 bitù exponent ne dìlení M-E + 23 bitù mantisa ⇒ ε ≃ 1.2 . 10^{−7}

Pøesnost 1,5 = 6 bytù

TurboPascal - Real 1 bit znaménko + 8 bitù exponent + 39 bitù mantisa ⇒ ε ≃ 1.8 . 10^{−12}

Dvojitá pøesnost = 8 bytù

TurboPascal - Double Fortran - Double = Real*8 norma IEEE èasto 1 bit znaménko + 11 bitù exponent + 52 bit mantisa ⇒ ε ≃ 4.4 . 10^{−16} Dalźí typy

TurboPascal - Extended (Real*10), Comp (Integer*8)

4.2 ľíøení chyb ve výpoètech

Nebezpeèné jsou operace, které mohou podstatnì zvìtźit relativní chybu !!

• sèítání, odeèítání a(x ± y) = a(x) + a(y) −→ r(x ± y) = a(x) + a(y) |x ± y| Pokud výsledek malý =⇒ zvìtźí se silnì r !! Èasto nemohu rozhodnout, zda výsledek je 0 nebo není !!

Odeèteme-li napø. èísla 1.32483726, 1.32483357 známá na 9 platných èíslic r(x) = r(y) ≃ 5 · 10^{−9} (pøesnìji 3.8 · 10^{−9}] dostaneme výsledek x − y = 0.00000369 s pøesností na 3 platné èíslice r(x − y) ≃ 5 · 10^{−3} (pøesnìji r(x − y) = 1 · 10^{−3}).

Motivace vývoje øady numerických postupù - snaha vyhnout se odeèítání dvou pøibli¿nì stejnì velkých èísel.

• násobení, dìlení a(x · y) = |x|a(y) + |y|a(x) −→ r (x · y) = r(x) + r(y) a (x y ) = |x|a(y) + |y|a(x) y^2 −→ r (x y ) = r(x) + r(y)

Násobení a dìlení nemohou podstatnì zvìtźit zaokrouhlovací chybu, nejsou tedy nebezpeèné.

Pozn. Dìlení èíslem 0 je hrubá chyba - nejde o zaokrouhlovací chybu.

4.3 Závislost charakteru chyby na velikosti kroku h 6

- œ - r

h dominuje chyba dominuje chyba

zaokrouhlovac«“ metody

Zaokrouhlovací chyby pøi malém h vznikají z rùzných pøíèin - u derivace v dùsledkù odeèítaní pøibli¿nì stejných èísel, u integrálu v dùsledku poètu operací Pozn. V obou pøípadech pøi stanovení pøíliź krátkého kroku h mù¿e dojít i k hrubým chybám vzhledem k rozdílu rovném 0 v dùsledku zaokrouhlení nebo vzhledem k opakovanému provádìní souètù, které se pøi dané numerické pøesnosti neprojeví u + δu = u !

5 Korektnost a podmínìnost úlohy

Korektnost úlohy

De˛nice: Nechż úlohou je najít øeźení ⃗y ϵ N (N je mno¿ina mo¿ných øeźení) pro zadaný vektor ⃗xϵ M (M je mno¿ina vstupních dat). Pak úloha je korektní právì tehdy, jsou-li splnìny následující dvì podmínky

1. ∃ právì jedno øeźení ⃗y pro ∀ ⃗xϵ M.

2. Øeźení spojitì závisí na vstupních datech, tj. jestli¿e pro ∀n z mno¿iny pøirozených èísel je ⃗y_n øeźení pro vstupní data ⃗x_n, a jestli¿e ⃗y je øeźení pro vstupní data ⃗x, nechż dále ρ je norma v mno¿inì vstupních dat a σ je norma v mno¿inì mo¿ných øeźení, pak platí x_n^ρ→ x ⇒ y_n^σ→ y V praxi se øeźí i nekorektní úlohy, ale 1. krok øeźení spoèívá v nalezení vhodného zpùsobu, jak pøevést úlohu na úlohu korektní (napø. podmínkou na výsledek; interpretací vstupních dat; vhodnou volbou normy v prostoru øeźení apod.)

Podmínìnost úlohy

De˛nice: Podmínìnost úlohy C_p je daná pomìrem relativní zmìny výsledku ku relativní zmìnì vstupních dat, tj.

C_p = ‖δy‖ ‖y‖ ‖δx‖ ‖x‖ ≈ r(y) r(x) Pokud C_p ∼ 1, øíkáme, ¿e úloha je dobøe podmínìná, pokud C_p > 100, úloha je źpatnì podmínìná.

Pokud je pøesnost pou¿itého typu èísel ε (r(x) = ε) , pak úloha s C_p > ε^{−1} není v rámci dané pøesnosti øeźitelná.

Èasto se pro źpatnì podmínìné úlohy pou¿ívají speciální metody, které omezují rùst zaokrouhlovacích chyb.

Pøíklad: Soustava lineárních rovnic s maticí blízkou k singulární (źpatnì podmínìná matice). Nechż je dána úloha

x + α y = 1 α x + y = 0

Nechż vstupem je hodnota α a výstupem hodnota x. Pak x = 1 1 − α^2 a C_p = |δx‖ |x| |δα| |α| ≃ | | | α^{dx}_{dα} x | | | = 2 α^2 |1 − α^2| Pøi α^2 → 1 je úloha źpatnì podmínìná.

6 Numerická stabilita

U nestabilní metody (algoritmu) se relativnì malé chyby v jednotlivých krocích výpoètu postupnì akumulují tak, ¿e dojde ke katastrofální ztrátì pøesnosti numerického øeźení úlohy.

U stabilních metod roste chyba výsledku s poètem krokù N nejvýźe lineárnì (v ideální, ale vzácné situaci, kdy je znaménko chyby náhodné, zaokrouhlovací chyba roste ∼ √ N). U nestabilních metod roste zaokrouhlovací chyba rychleji, napø. geometrickou øadou ∼ q^N , kde |q| > 1.

Nestabilita algoritmu vzniká v dùsledku akumulace zaokrouhlovacích chyb. Typicky se objevuje v rekurzivních algoritmech. Nestabilita metody mù¿e vznikat i v dùsledku akumulace chyby metody, stabilita metody mù¿e záviset na velikosti pou¿itého kroku h. Nestabilita metody se èasto objevuje pøi numerickém øeźení poèáteèního problému pro obyèejné a parciální diferenciální rovnice.

6.1 Pøíklady nestabilních algoritmù

1. Nestabilní rekurze - uká¿eme si na ponìkud umìlém pøípadu poèítání mocnin èísla ˘ zvaného "Zlatý øez" ˘ ≡ √ 5 − 1 2 ≃ 0.61803398

Lehce uká¿ete, ¿e mocniny ˘^n splòují jednoduchý rekursní vztah

˘^{n+1} = ˘^{n−1} − ˘^n

Proto¿e známe ˘^0 = 1 a ˘^1 = 0.61803398 mohli bychom zkusit poèítat mocniny odeèítáním, co¿ je obvykle rychlejźí ne¿ násobení. Obrázek ukazuje, ¿e uvedený postup zcela nepou¿itelný, pøi jednoduché pøesnosti dostaneme viditelné chyby výsledky u¿ od n = 16, kdy ˘^n ≃ 5.10^{−4}. Pro n = 20 dostanu poprvé záporný výsledek rekurze, a tedy rekurze u¿ nijak neaproximuje hodnotu mocniny. Nejdøíve vzroste relativní chyba (chyba mìní znaménko), pak se objeví záporné hodnoty

˘^n a nakonec zaène dokonce rùst absolutní hodnoty ˘^n. Nestabilita se projeví i ve dvojité pøesnosti, zaokrouhlovací chyba narùstá ale z menźí hodnoty a tak by se 1. záporný výsledek rekurze objevil pro n=40. Pøíèina nestability je v tom, ¿e uvedená rekursní formule má jeźtì druhé øeźení ˘_2 = −( √ 5 − 1)/2 < −1 < −˘. Proto¿e rekurzivní relace je lineární, absolutní velikost zaokrouhlovací chyby bude narùstat geometrickou øadou s kvocientem q = |˘_2| > 1. Proto¿e navíc øeźení klesá, relativní velikost zaokrouhlovací chyby roste geometrickou øadou s kvocientem q^′ = |˘_2|/˘ > 1.

Uvedený pøíklad byl umìlý, nicménì u mnoha speciálních funkcí (napø. Besselovy funkce) se k výpoètu hodnoty funkcí rùzných øadù pou¿ívají podobné rekurzivní relace, v¿dy ovźem tak, aby metoda byla stabilní.

2. Nestabilní metoda pro výpoèet obyèejných diferenciálních rovnic Nechż øeźíme obyèejnou diferenciální rovnici 1. øádu y^′ = f(x, y) Na pøíkladu rovnice y^′ = −y s poèáteèní podmínkou y(0) = 1 øeźené ve smìru rùstu promìnné x uká¿eme, ¿e dvoukroková metoda 2. øádu y^′ ≃ y(x + 2h) − y(x) 2h = −y(x + h) je nestabilní. Jde vlastnì o podobnou rekurzi jako výźe a pro pomìr q = y(x+h)/y(x) existují 2 øeźení, q_1 = −h+ √ 1 + h^2 je v absolutní hodnotì menźí ne¿ 1 a odpovídá prvním tøem èlenùm Taylorova rozvoje øeźení y = y(0) · exp(−x), druhý koøen q_2 = −h − √ 1 + h^2 je v absolutní hodnotì vìtźí ne¿ 1 zpùsobuje nestabilitu algoritmu.

Na následujícím grafu je porovnána celková relativní chyba uvedené nestabilní metody s chybou Eulerovy metody y(x + h) = y(x) + h · y^′(x) = y(x) − h · y(x) Eulerova metoda se obvykle nepou¿ívá, neboż jde o metodu 1. øádu s velkou chybou metody, nicménì je pro uvedený pøípad stabilní vùèi zaokrouhlovacím chybám.

Obrázek ukazuje, ¿e na zaèátku øeźení je nestabilní metoda vzhledem k relativnì malé chybì metody pøesnìjźí, ale postupný rùst zaokrouhlovací chyby pøivede nakonec ke katastrofálním chybám. Katastrofálním chybám nelze zabránit zkracováním kroku, u¿ití dvojné pøesnosti katastrofu pouze oddálí. U stabilní metody roste chyba s délkou intervalu nejvýźe lineárnì a chybu lze zmenźit zkracováním kroku.

3. Nestabilní spline Pøi interpolaci dat pomocí kubického splinu (lokální interpolace kubickým polynomem se spojitou derivací) je tøeba zadat 2 podmínky (napø. hodnotu derivace funkce) v obou krajních bodech. Nesprávnou a nestabilní metodu dostaneme, pokud obì podmínky zadáme v 1 z okrajových bodù. Pokud jako 2. podmínku v prvním okrajovém bodu zadáme napø. jako 2. derivaci rovnou hodnotì druhé derivace, která vyźla pøi stabilním postupu, tj. zadaných 1. derivacích v obou okrajových bodech, obì úlohy jsou z matematického hlediska zcela ekvivalentní a v pøípadì poèítání s pøesnými èísly bych dostal toto¿ný výsledek. Pokud vźak numericky poèítám s koneènou délkou èísel, zaokrouhlovací chyba vźak pøi postupném poèítání od 1 okraje narùstá a øeźení zaène mezi zadanými body silnì oscilovat.

Na grafu je ukázáno je nìkolik prvních oscilací chybnì poèítaného kubického splinu, dalźí hodnoty dále oscilují, ale jejich hodnota je velmi velká (a¿ 10^{13}). Pøi poèítání v dvojité pøesnosti se viditelné oscilace objeví pro x > 4.

7 Volba metody (algorimu) • Základním po¿adavkem je mo¿nost vyøeźení úlohy s dostateènou pøesností. Èasto je sledována konvergence^1, co¿ znamená

schopnost vyøeźit úlohu s libovolnì vysokou pøesností (omezené jen zaokrouhlovací chybou) pøi kroku h → 0 (pøi poètu operací N → ∞).

• Pøi výbìru metody hraje roli i slo¿itost algoritmu (poèet operací nutných k získání výsledku se zadanou pøesností) a pamìżové nároky.

• Je k dipozici spolehlivá implementace pøísluźné metody?

Numerické knihovny

• Pro drtivou vìtźinu úloh jsou k dispozici procedury ve standardních knihovnách. Pokud úloha není triviální, neprogramuji ji sám!

• Vìtźina knihoven je ve FORTRANU

• Profesionální knihovny jsou drahé (bývají k dispozici na velkých poèítaèích) - nejznámìjźí NAG, IMSL

• Pro ukázky budeme pou¿ívat knihovny NUMERICAL RECIPES (je pøílohou knihy) - FORTRAN, C, Pascal

• - volnì (byż èasto s omezeními) dostupný software - vyhledávání na http://gams.nist.gov, mnoho softwaru na serverech NETLIB, napø. http://netlib.no.

1konvergenci budeme pøesnìji de˛novat pro konkrétní úlohy