Uvod do numerické matematiky

1 Predmét numerické matematiky

Numericka matematika je véda, ktera se zabyva feSenim matematicky
formulovanych Gloh pomoci logickych operaci a aritmetickych operaci s Cisly o
konec¢né délce.

2 typy matematicky formulovanych tloh

e numericky formulované tlohy - jednoznacny funkéni vztah mezi konec-
nym poctem vstupnich a vystupnich dat, jednd se obvykle o algebraické
tlohy, nékdy je mozno nalézt teoretické reseni lohy pomoci konecné po-
sloupnosti aritmetickych a logickych operaci, jindy ne (lze nalézt pouze
priblizné feseni)

e Ulohy, které nejsou numericky formulované - obvykle Glohy matematické
analyzy, ve kterych je obsazen nekone¢né kratky krok (napf. vypoclet de-
rivace, integralu, feseni diferencidlni rovnice); tyto dlohy je tfeba néjakym
zplisobem prevést na numerické Glohy

Numerickou metodou rozumime postup vypoctu numerické Glohy nebo
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ulohou numerickou.

Algoritmem rozumime realizaci numerické metody, tj. konkrétni konecnou
posloupnost operaci, kterd s pozadovanou presnosti prevede vstupni data na
vysledné hodnoty. Algoritmus Ize programovat na pocitaci.




2 Chyby - nepresnosti pri reseni uloh

Zdroje chyb

1. Chyby vstupnich dat (napf. chyby méreni, chyby modelu reality)

2. Chyby metody (Truncation errors) - v disledku prevedeni matematické
tlohy na numerickou

3. Zaokrouhlovaci chyby (Roundoff errors) - v disledku zaokrouhlovani pfi
vypoctech s Cisly o konecné délce

Definice chyb

- presna hodnota - ptiblizna hodnota
Alz) = |z —2z| <a(x)
A(zx) - absolutni chyba a(x) - odhad absolutni chyby
A
R(z) = |(T) <r(x) — ~  7r(x) a‘(:ﬁ)....pokudr(x) <1
x T
R(z) - relativni chyba r(x) - odhad relativni chyby

Intervalovy odhad x
T—alx) < z<Z+alr) — z=7+ta(r)

r=27-(1£r(x))

Relativni chyba <= Pocet platnych c¢islic

Necht x # 0, x zapiSeme pomoci Cislic x1, o, ..., Ty, necht m < n
r==20.x129... Ty 1TmTimi1 ... Ty - 107

necht x1,...,x,, jsou platné cifry, 1 # 0. Pak
r(z) <5107™ .. (pfesnéji r(x) < 5.107"/xy)

Presnost vypoctu je obvykle dana relativni chybou.
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3 Chyby metody (aproximace)

Pri vypoctech derivace, integralu apod. nahrazujeme nekonec¢né kratky

krok kone¢nym krokem

Rad metody - Je-li chyba | dy

Tento typ chyby nijak nesouvisi se zaokrouhlovanim

1 veli¢inu lze aproximovat mnoha rliznymi zplisoby

veliciny amérna oy ~ h® ~ O(h®)

pak [ a ] nazyvdme fddem metody

Ukazky riznych zpisobti aproximace - odvozeni chyby metody

= f'(x1) + gf”(:m) + e

metoda 1. radu

flzi+h/2) — f(z1 — h/2) n?

derivace
_df S+ h) = fz)
y_ax — Y
/!
5y:f (1) h+--- ...
2
df
_fm(xl) 2
oy = o e+

- = f'(x1) + ﬁfﬁl(ﬂfl) + e

metoda 2. radu



integral - obdéInikovd metoda  $itka intervalu h =

=T

b N
y=[ f(x)de Y () 2= at
chyba v 1 podintervalu

[ s as = [0 1) 4 0r e + G e | a5 =

Il—h/Q —h/2
h3
= hf(:l?z) -+ 0 + Ef”(xz)

celkovd chyba

h3N

E;f”(xi)

h3 b—
< — N max |f"(z;)] < b—a

|0y| ~ < . <
12 {wiic(L,N)} 12 z€(ab)

Chyba metody vyssiho radu klesa rychleji pfi zmensovani kroku h. Pokud jsou
metody jinak rovnocenné, vybereme metodu vyssiho radu.

Znalost radu metody umoznuje

e Odhad chyby

e /presnéni vysledku

Nejjednodussi zpisob - spoctu odhady vysledku y;, pro krok % a yj, /5 pro krok
h/2

Priklad pro metodu 1.radu

Yn = y+ah -+ bh?

h

h 2
— — bl —
e = wal (!

Koeficienty a,b ¢asto nemohu spocitat, ale presto plati

OUnjz =~ Yn—Ynj2 e (~ah/2)
- b
U = 2yh/2_yh:y_§ h? =y + O(h?)
a tedy kombinaci y; a y;,/2 je chyba odhadnuta a fad metody o 1 zvysen.
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Zaokrouhlovaci chyby

Reprezentace ¢isla v pocitaci

. Cela cisla - presné vypocty, velmi omezeny rozsah

e INTEGER - 2 byty (INTEGER*2) - 16 bitti 21° &isel (—32768, 32767)

o LONGINT - 4 byty (INTEGER*4) - 32 byty 232 &isel (—2%, 231 — 1)

. Realna disla - Cisla v pohyblivé desetinné tecce - FLOATING POINT

~ védecky tvar Cisla
+ 23

C5.423687 ) 10

/

Znaménko Mantisa Exponent

V pocita¢i mantisa a exponent v dvojkové soustavé.

Délka MANTISY - tj. pocet bitll na mantisu = presnost Cisla

presnost <> pocet Cisel mezi 1 a 2

interval mezi Cisly mezi 1 a 2 je rovhomérny - do paméti se mohou ukladat
jenom ¢isla l, 1 +¢, 1 4+2¢, ---, 2 - €. Cim vice bitd na mantisu,
tim mensi ¢ = mensi chyby pfi zaokrouhlovani (u mezivysledkd je v
registrech procesoru presnost vyssi).

Byly uvedeny vSechny mantisy, pfi zméndch zméndch exponent( se krok
mezi isly zvysi tmé&rn& 2¢Po"e (relativni chyba &isla se ale neméni).

Délka EXPONENTU - tj. polet bitil na exponent - uruje rozsah

pozn. 1 exponent se zvlast musi vyhradit pro 0, ktera nema logaritmus,
mantisy u tohoto exponentu lze vyuzit pro vyznaceni chyb (overflow,
undefined), dale se miize vyuzit pro ridkou sit ¢isel pod minimem k
oSetieni podteceni (underflow)




8 - 11 bitl na exponent

8 bitii na exponent nap¥. (—128,126) — 22" ~ 3.4 . 10°
9 bitl na exponent - 22° ~ 1.15 . 1077

10 bitéi na exponent - 22" ~1.32 . 105

11 bitd na exponent - 22 ~ 1.74 . 10308

Jednoducha presnost = 4 byty

TurboPascal - Single

Fortran - Real = Real*4

norma IEEE  dasto 1 bit znaménko + 8 bitl exponent

ne déleni M-E + 23 bitd mantisa = ¢~12.107"

Presnost 1,5 = 6 bytl

TurboPascal - Real 1 bit znaménko + 8 bitl exponent
+ 39 bitli mantisa = e~18.10712

Dvojitd presnost = 8 byt

TurboPascal - Double
Fortran - Double = Real*8
norma IEEE ¢asto 1 bit znaménko + 11 bitd exponent
+ 52 bit mantisa = c~4.4. 10716
Dalsi typy

TurboPascal - Extended (Real*10), Comp (Integer*8)

4.2 Siteni chyb ve vypoé&tech

Nebezpecné jsou operace, které mohou podstatné zvétsit relativni chybu !!

e scitani, odecitani

alx+y)=a(z)+aly)y — rlzty=——"""



Pokud vysledek maly = zvétsi se silné Il Casto nemohu rozhodnout, zda
vysledek je O nebo neni !!

Odecteme-li napr. Cisla 1.32483726, 1.32483357 znama na 9 platnych dislic
r(x) = r(y) ~ 5-107Y (presngji 3.8 - 107%] dostaneme vysledek = — y =
0.00000369 s pFesnosti na 3 platné &islice 7(x—y) ~ 51073 (ptesné&ji r(x—y) =
1-1073).

Motivace vyvoje fady numerickych postuptl - snaha vyhnout se odecitani dvou
priblizné stejné velkych Cisel.

e nasobeni, déleni

a(z-y) = |zla(y) + lyla(z) —  r(z-y)=r()+ry)

o £) = Ele) vt (2) =)+ i

Y Y2

Ndsobeni a déleni nemohou podstatné zvétsit zaokrouhlovaci chybu, nejsou
tedy nebezpecné.
Pozn. Déleni ¢islem 0 je hruba chyba - nejde o zaokrouhlovaci chybu.



4.3 Zavislost charakteru chyby na velikosti kroku h

~
\\_a_//
h
dominuje chyba dominuje chyba
zaokrouhlovaci metody

Zaokrouhlovaci chyby pfi malém h vznikaji z rliznych pri¢in - u derivace v
disledk( odecitani priblizné stejnych Cisel, u integralu v disledku poc¢tu operaci
Pozn. V obou pripadech pri stanoveni prilis kratkého kroku h miize dojit
i k hrubym chybam vzhledem k rozdilu rovném 0 v diisledku zaokrouh-
leni nebo vzhledem k opakovanému provadeéni souctil, které se pii dané

numerické presnosti neprojevi u + ou = u !



5 Korektnost a podminénost tlohy

Korektnost alohy

Definice: Necht dlohou je najit feseni 4 ¢ N (N je mnoZina moznych reSeni)
pro zadany vektor e M (M je mnozina vstupnich dat). Pak Gloha je korektni
pravé tehdy, jsou-li spInény nasledujici dvé podminky

1. 3 pravé jedno reSeni ¢/ pro V Ze M.

2. Reseni spojité zavisi na vstupnich datech, tj. jestlize pro Vn z mnoziny
prirozenych Cisel je 1, FeSeni pro vstupni data T, a jestlize i/ je feseni
pro vstupni data Z, necht dale p je norma v mnoziné vstupnich dat a o

je norma v mnoziné moznych reseni, pak plati

4 o
Tp =T = Yo —Y

V praxi se resi i nekorektni tlohy, ale 1. krok reseni spociva v nalezeni
vhodného zptisobu, jak prevést ilohu na tilohu korektni (napi. podminkou

na vysledek; interpretaci vstupnich dat; vhodnou volbou normy v prostoru
feseni apod.)



Podminénost alohy

Definice: Podminénost alohy C), je dana pomérem relativni zmény vysledku ku
relativni zméné vstupnich dat, tj.

19yl
oo Wl W)
bl ()

[l

Pokud C, ~ 1, fikame, Ze Gloha je dobfe podminéna, pokud C, > 100, Gloha
je Spatné podminéna.

Pokud je presnost pouzitého typu &isel € (r(z) = ¢) , pak Glohas C, > ¢!
neni v ramci dané presnosti resitelna.

Casto se pro $patné podminéné tlohy pouZivaji specidlni metody, které omezuj
rist zaokrouhlovacich chyb.

Priklad: Soustava linedrnich rovnic s matici blizkou k singularni ($patné pod-
minéna matice). Necht je déna (loha

r+ay=1
ar+y=0

Necht vstupem je hodnota « a vystupem hodnota z. Pak

0] dz 2
- 1 a O — |2] ~ Oy _ 2«
1—a? P oo x 11— o?|

|

P¥i a®> — 1 je Gloha $patné podminé&na.
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6 Numericka stabilita

U nestabilni metody (algoritmu) se relativné malé chyby v jednotlivych krocich
vypoCtu postupné akumuluji tak, Ze dojde ke katastrofalni ztraté presnosti nu-
merického reSeni Glohy.

U stabilnich metod roste chyba vysledku s poctem kroki(i NV nejvyse linedrné
(v idedlni, ale vzacné situaci, kdy je znaménko chyby ndhodné, chyba roste
~ \/N) U nestabilnich metod roste zaokrouhlovaci chyba rychleji, napf. geo-
metrickou Fadou ~ ¢, kde |q| > 1.

Nestabilita algoritmu vznikd v disledku akumulace chyb. Typicky se objevuje v
rekurzivnich algoritmech. Nestabilita metody m{ize vznikat jak v disledku aku-
mulace zaokrouhlovacich chyb, tak iv disledku akumulace chyby metody, sta-
bilita metody miize zaviset na velikosti pouzitého kroku h. Nestabilita metody
se Casto objevuje pfi numerickém reseni pocatecniho problému pro obycejné a
parcialni diferencialni rovnice.

6.1 Priklady nestabilnich algoritmaii

1. Nestabilni rekurze - ukazeme si na ponékud umélém pripadu pocitani moc-
nin Cisla ® zvaného " Zlaty rez"

V5 —1
2

¢ = ~ (0.61803398

Lehce ukazete, ze mocniny ®" spliuji jednoduchy rekursni vztah
(I)n—i—l — (I)n—l — "

Protoze zndme ®° = 1 a ®! = 0.61803398 mohli bychom zkusit po¢itat
mocniny odecitanim, coz je obvykle rychlejSi nez nasobeni.
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Vysledky vypoctu $n
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Obrazek ukazuje, ze uvedeny postup zcela nepouzitelny, pfi jednodu-
ché presnosti dostaneme viditelné chyby vysledky uz od n = 16, kdy
d" ~ 5.107%. Pro n = 20 dostanu poprvé zaporny vysledek rekurze, a
tedy rekurze uz nijak neaproximuje hodnotu mocniny. Nejdrive vzroste
relativni chyba (chyba méni znaménko), pak se objevi zaporné hodnoty
®" a nakonec zacne dokonce rist absolutni hodnoty ®". Nestabilita se
projevi i ve dvojité presnosti, zaokrouhlovaci chyba narlistd ale z mensi
hodnoty a tak by se 1. zaporny vysledek rekurze objevil pro n=40.

Pricina nestability je v tom, Ze uvedend rekursni formule ma jesté druhé

feSeni &3 = —(v/5+1)/2 < —1 < —®. ProtoZe rekurzivni relace je
linedrni, absolutni velikost zaokrouhlovaci chyby bude narlistat geomet-
rickou fadou s kvocientem ¢ = |®5| > 1. Protoze navic feseni kles3,

relativni velikost zaokrouhlovaci chyby roste geometrickou rfadou s kvoci-
entem ¢’ = |Dy|/P > 1.

Uvedeny priklad byl umély, nicméné u mnoha specidlnich funkci (napf.
Besselovy funkce) se k vypoc¢tu hodnoty funkci riznych fadi pouzivaji
podobné rekurzivni relace, vzdy ovsem tak, aby metoda byla stabilni.
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2. Nestabilni metoda pro vypocet obycejnych diferencidlnich rovnic

Necht resime obycejnou diferencialni rovnici 1. radu

y/ = f(xvy)

Na prikladu rovnice 3/ = —y s polateéni podminkou y(0) = 1 feSené ve
sméru ristu proménné x ukdzeme, ze dvoukrokova metoda 2. radu

y(a +2h) — y(z)
2h

Y~ = —y(z +h)

je nestabilni. Jde vlastné o podobnou rekurzi jako vySe a pro pomér q =
y(x+h)/y(x) existuji 2 FeSeni, ¢y = —h + /1 + h? je v absolutni hodnoté
mensi nez 1 a odpovidd prvnim tfem cleniim Taylorova rozvoje reseni
y = y(0) - exp(—x), druhy kofen ¢o = —h — \/1+ h? je v absolutni
hodnoté vétsi nez 1 zplsobuje nestabilitu algoritmu.

Na nasledujicim grafu je porovnana celkova relativni chyba uvedené ne-
stabilni metody s chybou Eulerovy metody

y(x+h)=y()+h-y(z)=y(x) - h-y()

Eulerova metoda se obvykle nepouziva, nebot jde o metodu 1. radu s
velkou chybou metody, nicméné je pro uvedeny pripad stabilni vici zao-
krouhlovacim chybam.
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Diferenecialni rovnice ¥'=—y (v(d}=1)
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Obrazek ukazuje, ze na zacatku reSeni je nestabilni metoda vzhledem k
relativné malé chybé metody presnéjsi, ale postupny rist chyby privede
nakonec ke katastrofalnim chybam. Katastrofalnim chybam nelze zabra-
nit zkracovanim kroku, uziti dvojné presnosti katastrofu pouze oddali. U
stabilni metody roste chyba s délkou intervalu nejvyse linearné a chybu
|ze zmensit zkracovanim kroku.

. Nestabilni spline

PFi interpolaci dat pomoci kubického splinu (lokalni interpolace kubickym
polynomem se spojitou derivaci) je tfeba zadat 2 podminky (napf. hod-
notu derivace funkce) v obou krajnich bodech. Nespravnou a nestabilni
metodu dostaneme, pokud obé podminky zaddme v 1 z okrajovych bodu.
Pokud jako 2. podminku v prvnim okrajovém bodu zadame napr. jako 2.
derivaci rovnou hodnoté druhé derivace, ktera vysla pri stabilnim postupu,
tj. zadanych 1. derivacich v obou okrajovych bodech, obé Glohy jsou z
matematického hlediska zcela ekvivalentni a v pripadé€ pocitani s presnymi
¢isly bych dostal totozny vysledek. Pokud vsak numericky pocitdm s ko-
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nec¢nou délkou disel, zaokrouhlovaci chyba vsak pri postupném pocitani
od 1 okraje narlistd a reseni zacne mezi zadanymi body silné oscilovat.

Kubicky spline z 50 hodnot funkee zin(x)

1.0 .
0.5 .
o
o
8
,g 0.0
(]
an)
— | —— Btabllnl al .
0.5 — Heitaﬁi]nﬁ %?E-ﬂ]“.
—1.0 : : :
O o0 1.56% 314 4. %1 & 28

x

Na grafu je ukdzano je nékolik prvnich oscilaci chybné pocitaného kubic-
kého splinu, dalSi hodnoty dale osciluji, ale jejich hodnota je velmi velka
(az 10'3). P¥i poditani v dvojité presnosti se viditelné oscilace objevi pro
x > 4.
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7 Volba metody (algoritmu)

e Zakladnim poZadavkem je moZnost vyreSeni ulohy s dostatec-
nou piesnosti. Casto je sledovina konvergence!, co? znamena schop-
nost vyresit Glohu s libovolné vysokou presnosti (omezené jen zaokrouh-
lovaci chybou) pfi kroku h — 0 nebo pfi poétu operaci N — oc.

e Pfi vybéru metody hraje roli i sloZitost algoritmu (pocet operaci nutnych
k ziskani vysledku se zadanou presnosti) a pamétové naroky.

e Je k dipozici spolehliva implementace prislusné metody?

Numerické knihovny

e Pro drtivou vétsinu Gloh jsou k dispozici procedury ve standardnich knihov-
nach. Pokud Gloha neni trividlni, neprogramuji ji sdm!

VEétsina knihoven je ve FORTRANU

Profesionalni knihovny jsou drahé (byvaji k dispozici na velkych pocita-
¢ich) - nejznaméjsi NAG, IMSL

Pro ukazky budeme pouzivat knihovny NUMERICAL RECIPES (je pfilo-
hou knihy) - FORTRAN, C, Pascal

- volné (byt casto s omezenimi) dostupny software - vyhledavani na
http://gams.nist.gov, mnoho softwaru na serverech NETLIB, napf. http://www.netlib.org.

Tkonvergenci budeme pfesnéji definovat pro konkrétni tlohy
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