Hledání extrémù funkcí

1 Úvod

Kapitola je rozdìlena na následující èásti

1. Extrémy funkce jedné promìnné

2. Extrémy funkce více promìnných

3. Kombinatorická minimalizace

4. Úloha lineárního programování

1.1 Pøesnost hledání extrémù

Obecnì nelze extrémy hledat s tak vysokou pøesností jako tøeba øeźení rovnic.

Pøíèinu uká¿eme na pøíkladu minima funkce jedné promìnné. V okolí minima lze danou funkci dobøe aproximovat Taylorovým rozvojem

f(x) = f(x_m) + 0 + 1 2 f00(x_m)(x − x_m)^2 + . . . .

Relativní vzdálenost bodu x od skuteèného minima x_m je |x − x_m| |x_m| = |f(x) − f(x_m)| |f(x_m)| 2 x^2_m |f(x_m)| |f00(x_m)| . Jestli¿e je funkce f stanovena s relativní pøesností ε, pak odchylka nalezeného x od skuteèného minima x_m je ε_x ∼ √ ε. Pokud lze pova¿ovat 2 x^2_m | | | | | f(x_m) f00(x_m) | | | | | ≈ 1 , je pøi jednoduché pøesnosti chyba urèení extrému ε_x ≈ 10�^4 a pøi dvojnásobné pøesnosti je to ε_x ≈ 3 · 10�^8.

2 Hledání extrémù funkce jedné promìnné

V 1 promìnné polohu minima nejdøíve ohranièíme, a pak budeme hledat buï bez pou¿ití nebo s pou¿itím derivace.

Pozn. Pokud nebude øeèeno jinak, budeme hledat minimum. Ohranièení extrému { Pro ohranièení extrému musíme znát hodnoty funkce ve 3 bodech. Nechż a < b < c ∧ f(a) > f(b) < f(c) , pak ∃ minimum funkce ∈ (a, c).

2.1 Metoda zlatého øezu

K ohranièení minima jsou potøebné 3 body a < b < c, ke zú¿ení intervalu ohranièujícího koøen potøebujeme 4. bod x. Oznaème W = b − a c − a , Z = x − b c − a

Rozdìlení intervalu pøi hledání extrému metodou zlatého øezu Pokud f(x) ≥ f(b), minimum ∈ (a, x) o délce W + Z z pùvodního, pøi f(x) ≤ f(b) minimum ∈ (b, c) o délce 1 − W z pùvodního. Chceme zu¿ovat interval rovnomìrnì, tedy W + Z = 1 − W . Dále chceme, aby zu¿ování intervalu mohlo dále rovnomìrnì pokraèovat, tedy chceme, aby bod Z dìlil interval (W, 1) stejnì jako bod W dìlil interval (0, 1) Z 1 − W = W ⇒ W = 3 − √ 5 2 = 0.38197 .

Toto èíslo se nazývá zlatý øez. Platí, ¿e chyba ε_{i+1} urèení minima v i + 1 iteraci je

ε_{i+1} = (1 − W ) · ε_i . Jde tedy o lineární metodu.

2.2 Parabolická interpolace Pøedpokládejme, ¿e minimum je ohranièené a < b < c a f(a) > f(b) < f(c). Oznaème δx = x − b, pak v okolí b lze psát f(x) ≈ α(δx)^2 + β(δx) + γ. V minimu je nulová derivace 0 = df dx ≈ α(δx) + β ⇒ δx = − β 2α . Nyní odvodíme hodnoty α, β pomocí interpolace Lagrangeovým kvadratickým polynomem. De˛nujeme-li X = x − b, A = a − b a C = c − b, lze zapsat f(x) ≈ X(X − C) A(A − C) f(A) + X(X − A) C(C − A) f(C) + (X − A)(X − C) A C f(B) . Potom jsou α a β dány vztahy α = −A(f(B) − f(C)) + C(f(B) − f(A)) A C(C − A) β = A^2(f(B) − f(C)) − C^2(f(B) − f(A)) A C(C − A) . Odhadem minima je tedy x dané vztahem x = b − 1 2 (b − a)^2[f(b) − f(c)] − (b − c)^2[f(b) − f(a)] (b − a)[f(b) − f(c)] − (b − c)[f(b) − f(a)] . Tato metoda, pokud není doplnìna sledováním ohranièení minima, mù¿e selhat - nemusí konvergovat nebo mù¿e nalézt maximum místo minima. Je to kvadratická metoda → mù¿e být neefektivní daleko od minima ⇒ pøepínání mezi parabolickou interpolací a metodou zlatého øezu. Pozn. Autorem algoritmu pøepínání R. P. Brent. Nutné je so˛stikované uchovávání mezivýsledkù (bookkeeping).

2.3 Hledání extrémù funkce jedné promìnné s u¿itím derivace Existují metody vysokých øádù, ovźem urychlení mù¿e pøináźet problémy. Èasto se pou¿ívá se kombinace metody pùlení intervalù a reguly falsi pro derivaci od R. P. Brenta.

3 Hledání extrémù funkce více promìnných

Pozn. Hledání extrému funkce f(⃗x) nepøevádíme na øeźení systému rovnic ∂f/∂x_i = 0, pokud nevznikne systém lineárních rovnic. Úloha hledání extrému je toti¿ jednoduźźí, máme zde strategii sledování úbytku (rùstu) funkce f(⃗x).

3.1 Simplexová metoda (amoeba)

Simplexová metoda^1 vyu¿ívá (N + 1)-simplex v N-dimenzionálním prostoru. (N + 1)-simplex je tvoøen N + 1 body P_0, . . . , P_N . Vektory ⃗p_i = ⃗P_i − ⃗P_0 i = 1, . . . , N tvoøí bázi N-dimenzionálního vektorového prostoru.

V simplexové metodì se simplex posunuje tak, aby ohranièil minimum a pak se zmenźuje, dokud není minimum známo s dostateènou pøesností.

Transformace simplexu v simplexové metodì

3.2 Metoda konjugovaných smìrù

Minimum bychom mohli hledat tak, ¿e bychom je opakovanì hledali postupnì v N pevných smìrech, tvoøících bázi prostoru (napø. ve smìrech standardní

1Neplést se simplexovou metodou u lineární optimalizace.

báze). Tento postup mù¿e být neefektivní. V pøípadì dlouhých úzkých údolí vede k posloupnosti velmi malých krokù a tedy k velmi pomalé konvergenci k minimu.

→ Potøeba lepźí volby smìrù. Chceme volit následující smìr tak, abychom neporuźili minimum v pøedchozím ⇒ konjugované smìry Pro kvadratickou formu pak získáme minimum po N krocích. Funkci f(⃗x) lze v okolí bodu ⃗P rozvinout do Taylorovy øady ( ⃗δx = ⃗x − ⃗P ) f(⃗x) = f( ⃗P ) +^∑ ∂f ∂x_i | | | | ⃗ P δx_i �^⃗b + 1 2 ∑ ij ∂^2f ∂x_i∂x_j | | | | | | ⃗ P Aij δx_iδx_j + . . .

Zde −⃗b je gradient v bodì ⃗P a A_{ij} jsou prvky Hessovy matice. Zachováme-li pouze èleny do 2. øádu, pak pro gradient funkce f(x) platí ∇f(x) = A ⃗δx −⃗b a δ(∇f) = A( ⃗δx) . Kdy¿ minimalizace ve smìru ⃗v nemá poźkodit minimum ve smìru ⃗u, musí platit ⃗u^T δ(∇f) = 0 ⇒ ⃗u^T A⃗v = 0 Vektory ⃗u a ⃗v urèují konjugované smìry.

Následující metodu konjugovaných smìrù navrhl roku 1964 Powell. V prvním kroku volíme smìry ⃗u_i = ⃗e_i, kde i = 1, . . . , N. Jako dalźí smìr volíme ⃗p_N = ⃗P_N − ⃗P_0, tedy smìr ke kterému vedlo N minimalizací ve smìru. Z pùvodní báze smìrù 1. smìr vynecháme.

Tato metoda je kvadraticky konvergentní, pro kvadratickou formu minimalizace ve smìru ⃗p_N najde minimum.

Navr¿ená metoda mù¿e ovźem vést ke vzniku lineární závislosti souboru N vektorù smìrù minimalizace.

Jsou následující mo¿nosti odstranìní tohoto problému

1. Reinstalujeme smìry ⃗u_i po ka¿dém N i N + 1 iteracích.

2. Brentova metoda - dokalkuluje smìry so˛stikovanými postupy,

3. Vynecháme smìr, kde doźlo k maximálnímu poklesu. Ten dal maximální pøíspìvek k P_N −P_0 ⇒ lineární nezávislost smìrù se zachovává, metoda ale ztrácí kvadratickou konvergenci.

3.3 Metoda konjugovaných gradientù Gradient je smìr nejvìtźího poklesu, proto pokud mù¿eme poèítat parciální derivace, minimalizací ve smìru gradientu uźetøíme N krokù. Najdeme-li v daném smìru minimum, je dalźí gradient kolmý k pùvodnímu. Metoda nejvìtźího spádu mù¿e mít tedy podobný nedostatek jako metoda pevných smìrù → velké mno¿ství malých krokù pro úzká dlouhá údolí. ⇒ potøeba lepźí volby smìrù { konjugované gradienty Pozn. Metoda vyu¿ívá 1. parciálních derivací funkce f(⃗x), nepou¿ívá ale 2. parciální derivace.

Funkci vyjádøíme ve tvaru f(⃗x) ≈ c −⃗b^T ⃗δx + 1 2 ⃗δx^T A ⃗δx Najdeme-li P_{i+1} minimalizací ve smìru −∇f(P_i). Pak ∇f(P_{i+1})⊥∇f(P_i). Chceme smìr ⃗u_{i+1} takový, ¿e ⃗u_iAu_{i+1} = 0.

Nechż A je symetrická a pozitivnì de˛nitní v okolí minima. Nechż ⃗g_i, ⃗h_i jsou posloupnosti vektorù takové, ¿e

⃗g_{i+1} = ⃗g_i − λ_iA⃗h_i a ⃗h_{i+1} = ⃗g_{i+1} + γ_i⃗h_i , kde λ_i = ⃗g_i⃗g_i ⃗g_iA⃗h_i a γ_i = − ⃗g_{i+1}A⃗h_i ⃗h_iA⃗h_i . Pak platí

⃗g_i⃗g_j = 0 a ⃗h_iA⃗h_j = 0 a ⃗g_i⃗h_j = 0 pro j < i . Pro kvadratickou formu lze γ_i a λ_i spoèítat i bez znalosti Hessovy matice A následovnì

γ_i = ⃗g_{i+1}⃗g_{i+1} ⃗g_i⃗g_i Fletcher�Reevesova metoda = (⃗g_{i+1} − ⃗g_i)⃗g_{i+1} ⃗g_i⃗g_i Polak�Ribierova metoda

, λ_i = ⃗g_i⃗h_i ⃗h_iA⃗h_i Pro kvadratickou formu není rozdíl mezi obìma zpùsoby stanovení γ_i, obecnì je vìtźinou výhodnìjźí Polak-Ribierova metoda.

Pøi hledání minima budou vektory ⃗g_i = −∇f(P_i) oznaèovat smìr nejvìtźího spádu a vektory ⃗h_i smìry hledání minima ve smìru - bodu P_i. Postup hledání minima metodou konjugovaných gradientù:

1. Poèáteèní odhad je P_0, ⃗g_0 = −∇f(P_0) a ⃗h_0 = ⃗g_0.

2. Minimalizací ve smìru ⃗h_0 získáme P_1.

3. Známe P_1 a vypoèteme ⃗g_1 = −∇f(P_1).

4. Vypoèteme

γ_0 = ⃗g_1⃗g_1 ⃗g_0⃗g_0 nebo γ_0 =

(⃗g_1 − ⃗g_0) ⃗g_1 ⃗g_0⃗g_0 První zpùsob výpoètu γ_0 je Fletcher{Reevesova metoda, druhý je Polak{ Ribierova metoda.

5. Vypoèteme

⃗h_1 = ⃗g_1 + γ_0⃗h_0

6. Minimalizací ve smìru ⃗h_1 získáme bod P_2.

7. Opakujeme 3,4,5,6, dokud není minimum nalezeno s dostateènou pøesnos- tí. Pozn. Z metod, které vyu¿ívají gradient a nepoèítají 2. parciální derivace, se èasto pou¿ívají metody "promìnné metriky" (BFGS { Broyden-Fletcher- Goldfarb-Shanno nebo DFP { Davidon-Fletcher-Powell). Tyto metody jsou zalo¿eny na postupné aproximaci inverzní Hessovy matice.

3.4 Gauss{Newtonova metoda

Metoda vyu¿ívá 2. parciálních derivací, proto je vhodná tam, kde je umíme snadno spoèítat.

Oznaèíme δx_i = x_i − P_i. Nahradíme funkci f(⃗x) v okolí bodu ⃗P jejím Taylorovým rozvojem f(⃗x) = f( ⃗P ) +^∑_i ∂f ∂x_i | | | | ⃗P δx_i + 1 2 ∑ ij ∂^2f ∂x_i∂x_j | | | | | | ⃗ P δx_iδx_j + . . . Ponecháme jen èleny do 2. øádu vèetnì a gradient funkce f(⃗x) vypoèteme ( ∇f|_{⃗P}^)_i ≈ ∂f ∂x_i | | | | ⃗ P + ∂^2f ∂x_i∂x_j | | | | | | ⃗ P A δx_j

V minimu jsou ∀ 1. parciální derivace nulové a odtud dostáváme pro ⃗δx systém lineárních rovnic A ⃗δx = − ∇f|_{⃗P} Je to kvadratická metoda, která mù¿e mít problémy daleko od minima.

3.5 Levenberg{Marquardtova metoda Vyu¿ívá opìt explicitní výpoèet Hessovy matice. Jde o kombinaci Gauss{ Newtonovy metody s metodou nejvìtźího spádu tak, aby byly eliminovány mo¿né problémy Gauss-Newtonovy metody daleko od extrému. Pro Gauss{Newtonovu metodu platí A ⃗δx = − ∇f|_{⃗x}(k) V Levenberg{Marquardtovì metodì nahradíme matici A maticí A0 A0 = a0_{jj} = a_{jj}(1 + λ) a0_{ij} = a_{ij} i ≠ j Pokud λ → 0 dostáváme Gauss{Newtonovu metodu a pro λ → ∞ dostáváme malý krok ve smìru spádu. Postup vypadá takto:

1. Stanovíme vektor ⃗x^{(0)} a hodnotu f(⃗x^{(0)}). 2. Udáme hodnotu λ, na pøíklad λ = 0.001, pro k = 0. 3. Pou¿ijeme vztah A0Δ⃗x = − ∇f|_{⃗x}(k). 4. Vypoèteme hodnotu ⃗x_p = ⃗x^{(k)} + Δ⃗x a f(⃗x_p).

5. (a) Pokud f(⃗x_p) ≥ f(⃗x^{(k)}) { krok zamítneme → λ := 10λ.

(b) je f(⃗x_p) < f(⃗x^{(k)}) { krok pøijmeme ⃗x^{(k+1)} = ⃗x_p a λ := 0.1λ a k := k + 1. Dále cyklus opakujeme od tøetího kroku.

Levenberg{Marquardtova metoda se èasto u¿ívá u nelineární regrese. Zde minimalizujeme χ^2 =^{N∑}_{i=1}[y_i − y(x_i,⃗a)]^2/σ^2_i vzhledem k ⃗a. Pak ∂^2χ^2 ∂a_k ∂a_l = 2 N∑ i=1 1 σ^2_i ∂y(x_i,⃗a) ∂a_k ∂y(x_i,⃗a) ∂a_l − (y_i − y(x_i,⃗a)) ∂^2y ∂a_k∂a_l Èást sumy, kde se vyskytují druhé parciální derivace y, lze zanedbat, pro øeźení staèí vypoèítat matici A pøibli¿nì. Dokonce je to lepźí z hlediska numerické stability.

4 Kombinatorická minimalizace

Cílem je nalézt globální minimum ve velké diskrétní mno¿inì, kde mù¿e být mnoho lokálních minim.

Pøíkladem uvedeného typu úlohy je úloha obchodního cestujícího. Cílem je najít nejkratźí cestu, kterou cestující projede vźechny uzly a vrátí se zpìt do výchozího bodu. Mo¿ností je sice koneèný poèet, ale pøíliź mnoho na to, abychom je vźechny vyzkouźeli. Napø. pro 20 mezilehlých uzlù máme N ! 2 =^{20!}_2 ≈ 10^{18} mo¿ností.

Pou¿ívá se Metropolisùv algoritmus (simulované ¿íhání). Postup má následující kroky:

1. Popis mo¿ných kon˛gurací.

2. Generátor náhodných zmìn kon˛gurace.

3. Hledáme minimum funkce E ≡ L =^{N +1∑}_{i=0}^√(x_i − x_{i+1})^2 + (y_i − y_{i+1})^2 + λ(μ_i − μ_{i+1})^2 (poslední èlen je napøíklad pokuta za pøekroèení hranice - pokud λ > 0 chceme omezit pøekraèování hranice, λ < 0 výhodné pro paźeráka).

4. Rychlost ochlazování. Na poèátku provádíme i zmìny kon˛gurací, pøi nich¿ E ponìkud vzroste, abychom se dostali z okolí lokálních minim. Zmìnu kon˛gurace provedeme, pokud ΔE < T_n > 0 a pro n → ∞ sni¿ujeme T_n → 0.

Elementární zmìny kon˛gurací pro úlohu obchodního cestujícího:

1. Pøi reversi pùvodní poøadí i − 1, i, i + 1, . . ., j − 1, j, j + 1 transformací zmìníme na i − 1, j, j − 1, . . . , i + 1, i, j + 1.

2. Pøi transportu pùvodní posloupnost i − 1, i, i + 1, . . . , j − 1, j, j + 1, . . . , k−1, k, k+1, . . . transformujeme na i−1, j +1, . . . , k−1, k, i, i+ 1, . . . , j − 1, j, k + 1

5 Lineární programování (simplexová metoda)

Hledáme maximum úèinkové funkce z = a_{01}x_1 + a_{02}x_2 + . . . + a_{0N} x_N . Máme zadaných N primárních podmínek x_1 ≥ 0, x_2 ≥ 0, . . ., x_N ≥ 0 a M dodateèných podmínek, z toho m_1 podmínek 1.druhu (<), m_2 podmínek 2.druhu (>) a m_3 podmínek 3.druhu (=), M = m_1 + m_2 + m_3. Dodateèné podmínky jsou zadány následovnì:

a_{i1}x_1 + a_{i2}x_2 + . . . + a_{iN} x_N ≤ b_i ≥ 0 i = 1, . . . , m_1 a_{i1}x_1 + a_{i2}x_2 + . . . + a_{iN} x_N ≥ b_j ≥ 0 j = m_1 + 1, . . . , m_1 + m_2 a_{k1}x_1 + a_{k2}x_2 + . . . + a_{kN} x_N = b_k ≥ 0 k = m_1 + m_2 + 1, . . . , M

Z mno¿iny mo¿ných vektorù (vyhovujících ∀ podmínkám) vybíráme optimální mo¿ný vektor.

Úloha nemusí mít øeźení

1. Nemusí vźak existovat ¿ádný mo¿né vektory.

2. Nebo ¬∃ maximum z, úèinek z roste v nìjakém smìru, ve kterém je mno¿ina mo¿ných vektorù otevøena (do ∞).

Mno¿ina mo¿ných vektorù je simplex v N − m_3-rozmìrném prostoru. Mno- ¿inu vrcholù simplexu nazýváme vertex.

Vìta Jestli¿e existuje optimální mo¿ný vektor, pak existuje vrchol simplexu, který je optimální.

Pozn. Pokud poèet primárních podmínek N je vìtźí ne¿ poèet dodateèných podmínek M, pak ka¿dý vrchol simplexu má alespoò N − M souøadnic = 0. Poèet vrcholù { prvkù vertexu V je M + N N = M + N M . Normální forma úlohy lineárního programování nemá ¿ádné podmínky s nerovností, tedy m_1 = m_2 = 0.

Omezená normální formu má dodateèné podmínky tvaru x_i = b̃_i + ã_{ij}x_j ≥ 0, pøièem¿ x_i je jen v jediné podmínce (levostranná promìnná).

5.1 Øeźení omezené normální formy - pøíklad Hledáme maximum úèinkové funkce z, úloha je zadána následovnì z = 2x_2 − 4x_3 x_1 ≥ 0, x_2 ≥ 0, x_3 ≥ 0, x_4 ≥ 0 x_1 = 2 − 6x_2 + x_3 x_4 = 8 + 3x_2 − 4x_3

Nyní sestavíme promìnné do tabulky, x_1, x_4 jsou levostranné promìnné a x_2, x_3 pravostranné.

x_2 x_3 z 0 2 -4 x_1 2 -6 1 x_4 8 3 -4

Kdyby z mìlo vźechny koe˛cienty u pravostranných promìnných menźí nebo rovné nule, byla by úloha ji¿ vyøeźená. Kladné koe˛cienty u pravostranných promìnných v z je tøeba odstranit. Vybereme tu pravostrannou promìnnou (sloupec), která má u z maximální kladný koe˛cient. Pro tuto promìnnou vybereme hlavní prvek - podmínku (øádek), která maximálnì omezuje rozsah promìnné a z této podmínky promìnnou vyjádøíme, zde

x_2 = 1 3 − x_1 6 + x_3 6 . Potom tedy máme tabulku:

x_1 x_3 z 2/3 −1/3 −11/3 x_2 1/3 −1/6 1/6 x_4 9 −1/2 −7/2

Maximum z je tedy pøi x_1 = x_3 = 0, z_m = 2/3, x_2 = 1/3 a x_4 = 9.

Algoritmus øeźení lze tedy shrnout

1. Najdeme hlavní sloupec a hlavní element. 2. Uschováme hlavní sloupec.

3. U øádkù mimo hlavního vytvoøíme takovou kombinaci s hlavním øádkem, aby v hlavním sloupci vznikla nula.

4. Dìlíme hlavní øádek (−1)∗ hlavní element. 5. Zamìníme hlavní element za jeho pøevrácenou hodnotu. 6. Zbytek èlenù hlavního sloupce v¿dy vydìlíme hodnotou hlavního elementu.

5.2 Pøevedení obecné formy na omezenou normální Pøevedení uká¿eme na pøíkladu z = x_1 + x_2 + 3x_3 − x_4 x_1 + 2x_3 ≤ 740 2x_2 − 7x_4 ≤ 0 x_2 − x_3 + 2x_4 ≥ 1 2 x_1 + x_2 + x_3 + x_4 = 9 Zavedeme pomocné promìnné y_1, y_2, y_3 a tak podmínky s nerovnostmi pøevedeme na rovnost

x_1 + 2x_3 + y_1 = 740 2x_2 − 7x_4 + y_2 = 0 x_2 − x_3 + 2x_4 − y_3 = 1 2 První a druhá rovnice jsou v omezené normální formì, pro tøetí a ètvrtou zavedeme pomocné promìnné z_3, z_4

z_3 = 1 2 − x_2 + x_3 − 2x_4 + y_3 = 0 z_4 = 9 − x_1 − x_2 − x_3 − x_4 = 0 Proto¿e z_3, z_4 jsou nulové, zavedeme dodateènou úèinkovou funkci z0 = −z_3 − z_4, která má maximum pro z_3 = z_4 = 0.

Sestavíme tabulku pro omezenou normální formu

x_1 x_2 x_3 x_4 y_3 z 0 1 1 3 −1/2 0 y_1 740 -1 0 -2 0 0 y_2 0 0 -2 0 7 0 z_3 1/2 0 -1 1 -2 1 z_4 9 -1 -1 -1 -1 0 z0 −19/2 1 2 0 3 -1

Vybereme hlavní element na pøíklad ze sloupce x_2, na tøetím øádku je x_{2m} = 1/2, na ètvrtém x_{2m} = 9, ale na druhém x_{2m} = 0. Z druhého øádku máme x_2 = −1/2 y_2 + 7/2 x_4. Kdybychom vzali hlavní prvek ze 3. øádku, bylo by po úpravì na 2. øádku y_2 = −1 − 2z_3 + 11x_4 − 2y_3. To je ovźem chybnì, konstanta nesmí být záporná (−1). Po úpravì má tabulka tvar

x_1 y_2 x_3 x_4 y_3 z 0 1 −1/2 3 3 0 y_1 740 -1 0 -2 0 0 x_2 0 0 −1/2 0 7/2 0 z_3 1/2 0 1/2 1 −11/2 1 z_4 9 -1 1/2 -1 −9/2 0 z0 −19/2 1 -1 0 10 -1

Hlavní sloupec je pod x_4, hlavní element (−11/2) je v øádku u z_3, odtud vyjádøíme

x_4 = 1 11 + 1 11 y_2 + 2 11 x_3 − 2 11 z_3 + 2 11 y_3

a dostaneme tabulku

x_1 y_2 x_3 z_3 y_3 z 9/11 1 −5/22 39/11 −6/11 6/11 y_1 740 -1 0 -2 0 0 x_2 1/11 0 1/11 2/11 −2/11 2/11 x_4 1/11 0 1/11 2/11 −2/11 2/11 z_4 189/22 -1 1/11 −20/11 9/11 −9/11 z0 −189/22 1 −1/11 20/11 −20/11 9/11

Nyní z øádku u z_4 dostaneme 20 11 x_3 = 8 13 22 − x_1 + 1 11 y_2 − z_4 + 9 11 z_3 − 9 11 y_3

a nová tabulka má tvar

x_1 y_2 z_4 z_3 y_3 z 681/40 −19/20 −1/20 −39/20 21/20 −21/20 y_1 730 + 11/20 1/10 −1/10 11/10 −9/10 9/10 x_2 133/40 −7/20 −3/20 −7/20 −7/20 7/20 x_4 209/220 −1/10 1/10 −1/10 −1/10 1/10 x_3 189/40 −11/20 1/20 −11/20 9/20 −9/20 z0 0 0 0 -1 -1 0 Jakmile dostaneme vźechna z_i na pravou stranu, mù¿eme je vynechat, pomocná úèinková funkce z0 je minimalizována a vynecháme ji. Úloha je pøevedena na omezenou normální formu.

V naźem pøípadì jsou u¿ u ∀ skuteèných pravostranných promìnných (x_1, y_2, y_3) koe˛cienty u úèinkové funkce z záporné a úloha je tedy vyøeźena

x_1 = y_2 = y_3 = 0 , x_2 = 133 40 ≃ 3.33 , x_3 = 189 40 ≃ 4.73 , x_4 = 209 220 ≃ 0.95 z_{max} = 681 40 = 17.025 , y_1 = 730 11 20 . Degenerovaný mo¿ný vektor { stejnì velké omezení ve více øádcích → více mo¿ných hlavních prvkù. Potom se rozhodujeme pøi výbìru rozhodujeme podle dalźích sloupcù.